Kapitel VI
Grundlagen der Statistik:
Schatztheorie fiir diskrete Verteilungen

In der Wahrscheinlichkeitsrechnung geht es immer um die Berechnung von Wahrschein-
lichkeiten, Erwartungswerten, etc. in einem zuvor spezifizierten Modell und damit unter einer
zuvor festgelegten, also bekannten W-Verteilung. Diese Annahme einer bekannten W-Verteilung
1&8¢t sich in manchen Fallen durch ” geometrische” ﬂberlegungen rechtfertigen — z.B. die Laplace-
Verteilung bei symmetrischen homogenen Korpern wie Miinze, Wiirfel, etc. In anderen Situa-
tionen werden die Ausgangsverteilungen durch Modellannahmen nahegelegt (z.B. die Binomi-
alverteilung durch Bernoulli-Experimente oder die Poisson-Verteilung durch den Poissonschen
Grenzwertsatz). In vielen praktischen Problemen ist jedoch bereits die Ausgangsverteilung
unbekannt, und es stellt sich die Frage, ob auf der Basis gegebener Beobachtungswerte eines
betrachteten Zufallsexperiments Riickschliisse auf diese Verteilung moglich sind. Dies fiithrt uns
geradewegs in die Welt der Statistik, deren Aufgabe nicht mehr darin besteht, ein vorgegebenes
Modell zu analysieren, sondern vielmehr nach Durchfiihrung oder Realisierung des Experiments
das Ergebnis zu nutzen, um aus einer Klasse von Modellen das im geeigneten Sinn plausibelste

auszuwahlen.

18. Problemstellung

Um die Aufgabenstellung weiter zu erlautern und erste Begriffsbildungen vorzunehmen,

beginnen wir mit einem nicht sehr originellen, aber instruktiven Beispiel.

18.1. Beispiel. Eine verbogene Miinze wird zu einem ”Spiel” genutzt: Gegen eine
Gebiihr von 1 Euro darf man einmal die Miinze werfen und erhalt 2 Euro zuriick, wenn ”Zahl”
("1”) erscheint, wiahrend bei ”"Kopf” (70”) der Einsatz verloren ist. Die Modellbildung ist hier
offensichtlich: Es liegt ein Bernoulli-Experiment (€2, p) vor, d.h.

(18.1) 2=4{0,1} und p(1)=1-p(0) =0 fir ein 6 € [0, 1].

Es interessiert der Gewinn/Verlust, gegeben durch die Zufallsgréfie

() 1, fallsw=1 (2 Euro Auszahlung — 1 Euro Einsatz)
Y(w) = .
—1, fallsw=0 (-1 Euro Einsatz)
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Ein naheliegendes Kriterium fiir die Entscheidung iiber die Teilnahme an diesem ”Spiel” wird

durch den Erwartungswert
EY = 1-p(1)4+(-1)-p(0) = 20 -1

geliefert; fiir 6 > 1/2 ist es "glinstig” teilzunehmen, fiir # < 1/2 "ungiinstig”, fiir § = 1/2
handelt es sich um ein faires Spiel (Laplace-Experiment).

Das Problem besteht darin, dafl der Wert 6 unbekannt ist und wir ihn ohne weitere
Informationen iiber das Modell auch nicht bestimmen konnen. Was also tun, wenn solche
Informationen nicht verfiighar sind? Erinnern wir uns dazu an die Aussage des schwachen

Gesetzes der grofen Zahlen: Sei Y; der Gewinn/Verlust der i-ten Runde und X; o 1113(Y5)

fiir ¢ € N. Wird die Miinze n-mal unabhéngig voneinander geworfen und die Anzahl .S,, e x 1+
...+ X,, der Gewinnrunden registriert, so konvergiert n=1S,, fiir n — oo in Wahrscheinlichkeit
gegen FX; = P(X; = 1) = 0. Natiirlich ist es praktisch unmoglich, die Miinze unendlich
oft zu werfen. Deshalb wird man sich mit einer endlichen Anzahl ng von Versuchen begniigen
miissen und auf der Grundlage der Wurfergebnisse eine Entscheidung iiber den Wert von 6
fallen.

Immerhin liefert die Tschebyschev-Ungleichung fiir den Fall, da} ny unabhéngige Ver-

suchswiederholungen durchgefiihrt werden, die Abschatzung

6(1—0) 1
noe2  — 4nge?

P(|n515n0 —0| > 5) <

(wegen x(1—x) < 1/4 fiir alle x € [0, 1]). Man hat also eine Schranke fiir die Wahrscheinlichkeit
einer Abweichung von mehr als € der relativen Haufigkeit von dem wahren, aber unbekannten
Wert 6.

Nach diesem Beispiel wollen wir die Problemstellung im Rahmen eines allgemeinen mathe-

matischen Modells erfassen und formalisieren.

18.2. Generalvoraussetzung. Es sei P eine nichtleere Familie von diskreten
W-Verteilungen iiber 2 und X = (Xy,..., X,,) ein Zufallsvektor X : 3 — R™. Die
induzierte Klasse

pX L ypX.pepy

von W-Verteilungen sei durch einen reellwertigen Parameter 6 parametrisiert:
PX = (Pf:0c0O}

Die Menge © C R der moglichen Parameterwerte heifit auch Parameterraum.

Im obigen Beispiel ist im Fall von n Spielrunden X = (X1, ..., X,,) der Zufallsvektor, der

aus den Ergebnissen Xi,..., X,, der n Wurfergebnisse besteht. Wir diirfen davon ausgehen,
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dafl X1, ..., X, stochastisch unabhéngig und jeweils die Z&hldichte aus (18.1) mit unbekanntem

heoL 0, 1] besitzen. Damit gilt fiir alle z1, ..., z,, € {0,1} und mit s, 2o S

PX({(z1,...,zn)}) = = 6°~(1 — )" 5,

d.h. die Klasse PX kann durch den Parameter § € © = [0, 1] parametrisiert werden.

Das weitere Vorgehen hangt von der jeweiligen Zielsetzung ab: Will man eine Aus-
sage iiber den genauen Wert von 6 — allgemein iiber einen Funktionswert +(f) — machen,
so spricht man von einem Schatzproblem. Eine Schdtzfunktion ist dann eine Vorschrift, die
jedem moglichen Beobachtungswert (x4, ...,2,) denjenigen Parameterwert aus © — bzw. v(0)

— zuordnet, der aufgrund dieser Information als Schatzwert angesehen wird.

18.3. Definition. Es seien P¥ = {P* : § € ©} eine Familie von (diskreten)
Verteilungen von X : Q — R™ und v : © — R eine Abbildung. Eine Schdtzfunktion
oder kurz Schdtzer (fiir (0)) ist eine Abbildung g : R™ — R.

Geméf der obigen Motivation wird ¢(X;(w), ..., X, (w)) als Schdtzwert fir das ”wahre”

v(0) verwendet. Natiirlich gibt es eine Fiille von Schétzern, in unserem Ausgangsbeispiel 18.1

etwa fur 6
_ def 1 "
g1 (X1, ey p) — Ty = — xi,
N
1
g2 (T1, .00y y) — 37

d.h. bei Verwendung von go wird ungeachtet der Versuchsergebnisse daran geglaubt, dafl das

Spiel fair ist. Auch méglich wére der offenbar wenig sinnvolle Schatzer

g3 . (-’E1, 7-7771) = T,

der nur die erste Beobachtung beriicksichtigt und nur zu den Schatzwerten 0 oder 1 fiithren
kann, usw. In der Tat ist die Menge der Funktionen g : R™ — R iiberabzahlbar.

Andererseits sind aber offensichtlich viele Schétzfunktionen wertlos. Man will v(0) ja
nicht irgendwie schéatzen, sondern moglichst gut, d.h. moglichst genau. Ein ”idealer Schatzer”
ware sicherlich ein solcher, der fiir jedes § € © und jeden Beobachtungswert (x1,...,x,)
den wahren Wert ~(f) angibt. Leider kann es einen derartigen Schétzer nur in Ausnah-
menfallen geben: Da in unserem Ausgangsbeispiel nur 2" verschiedene Beobachtungswerte
moglich sind, kann jeder Schétzer g : {0,1}" — © = [0, 1] nur maximal 2" Funktionswerte
haben. Uberabzéhlbar viele Parameter 6 € [0, 1] kénnen somit gar nicht angenommen werden
und werden deshalb mit Sicherheit falsch geschatzt. Da also ein idealer Schatzer i.a. nicht ex-

istiert, mufl man sich mit weniger zufriedengeben. Das Ziel mufl darin bestehen, einen besten
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Schatzer auszuwahlen beziiglich eines erfullbaren Giitekriteriums. Zwei Ansatze werden im

folgenden vorgestellt.

19. Das Maximum-Likelihood-Prinzip

Gegeben eine Familie PX = {P;¥ : § € O} diskreter W-Verteilungen, soll — auf der
Grundlage des beobachteten Wertes von X — der unbekannte Parameter 6 geschatzt werden.
Die Funktion

def
(19.1) L(0z) = P*({z}) = Pp(X =)
heifit Likelihood-Funktion. Bei festem 6 ist L(6|-) offenbar nichts anderes als die Zahldichte
von P;X. In der hiufig vorliegenden Situation einer n-fachen Versuchswiederholung ist X =
(Xq,..., X)) mit unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsgrofilen X, ..., X,,. Bezeichnet py
deren Zahldichte, also pg(y) = Pp(X; = y) fir alley € R, § € © und i = 1,...,n, so gilt
offenbar vermége der Unabhangigkeit
(19.2) Lflz) = Po(X =) = Pp(X1=m1,.... Xpn =) = |[po(z:)
i=1

fir alle x = (x1,...,z,) € R" und 0 € O.

Das Mazimum-Likelihood-Prinzip basiert auf der folgenden einfachen Idee: Wahle, wenn
moglich, zu gegebener Beobachtung x denjenigen Parameterwert é(a:) € 0 als Schatzwert fiir
0, unter dem die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten von x maximal wird, d.h.

(19.3) Pé(x)(X =zx) = reneaé(Pg(X =)

oder gleichbedeutend

(19.3) L(O(x)|z) = max L(6)).

Auch wenn dieses Prinzip daran scheitern kann, dafl ein é(a:) nicht fiir jeden moglichen Beobach-

tunsgwert existiert, besticht es durch seine intuitiv einleuchtende Philosophie.

19.1. Definition. Existiert 6(x) geméf (19.3) fiir jedes z, so heift 6 der
Mazimum-Likelihood-Schatzer (MLS) fur 6.

Betrachten wir als nachstes einige Beispiele:

19.2. Beispiel. (Verbogene Mriinze, Fortsetzung von 18.1) In dieser Situation ist
X = (Xy,...,X,) mit stochastisch unabhéngigen, identisch B(1,#)-verteilten Komponenten.
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Die Zahldichte pg der X; hat die Form py(y) = 0Y(1 — 9)1_y1{0,1}(y). Daher gilt gemé&f (19.2)
fur alle z = (x4, ...,x,) € {0,1}"

L(fz) = 6°(1— 6)" ",

wobei s, & S x;. Fur o ¢ {0,1}™ ist die Likelihoodfunktion identisch 0 und somit trivial.
In diesem Fall kann man 0(z) beliebig wéhlen, was allerdings aus statistischer Sicht keine Be-
deutung hat, weil die Beobachtung mit Wahrscheinlichkeit aus {0, 1}" stammt. Man betrachtet
das Maximierungsproblem folglich immer nur auf der Teilmenge X von R™ (dem eigentlichen

Stichprobenraum), auf dem PX positive Masse besitzt, d.h.
X = {z €R": Py(X =x) > 0 fiir mindestens ein 0 € ©}.

Dies werden wir in den nachfolgenden Beispielen ohne nochmaligen Hinweis immer so hand-
haben.

Da L(:|z) in @ differenzierbar ist, bestimmen wir das Maximum durch Differentiation
nach 6. Da dies einfacher ist fiir die Log-Likelihood-Funktion

£(0]x) f logL(0)z) = splogf+ (n—s,)log(l—0),
und diese Funktion wegen der strengen Monotonie des Logarithmus ihr Maximum an derselben

Stelle annimmt, gehen wir zu ¢(|z) tiber und erhalten:

d S, N — S,

Die sogenannte Likelihood-Gleichung

d

50l) = 0

ergibt hier demnach (fiir 6 € (0, 1))

S, M — Sp (1—60)s, —0n+0s,

0 1-0 0(1— 0) =0
und folglich als Losung
0(z) = n.
n
Da limg,o £(8]x) = limgy; £(8]z) = —oco, muB in f(z) ein Maximum vorliegen. Der MLS fiir 6
lautet also é(w) =n = % > i1 1113 (i), ein sehr plausibles Ergebnis.

19.3. Beispiel. (Binomialverteilung) Die Beobachtung bestehe diesmal aus n unab-
héangigen jeweils B(m, 6)-verteilten Zufallsgrofien, wobei m € N bekannt, 6 € [0,1] aber un-
bekannt ist. Wir suchen den MLS fiir 6. Die Likelihood-Funktion hat hier die Gestalt

L(0jz) = (ﬁ @))WQ _gynnen

i=1 v
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fir z = (z1,...,2,) € {0,...,m}"™ = X, wobei wieder s, = z1 + ... + x,,. Es folgt fiir die
Log-Likelihood-Funktion

0(0)z) = élog((?)) + splogh + (mn— s,)log(l —0).

Sie hat bis auf den ersten von # unabhéngigen Term im wesentlichen dieselbe Gestalt wie im

vorherigen Beispiel. Es ergibt sich durch analoges Vorgehen

. Sn,
O(x) = -
Dies 148t sich im tibrigen auch dadurch einsehen, dafl ja die B(m, #)-Verteilung gerade die An-
zahl von Erfolgen (Einsen) beim m-fachen Miinzwurf angibt. Die n-fache Erhebung von Daten
gemésB einer B(m, #)-Verteilung entspricht also der mn-fachen Durchfiihrung eines Miinzwurfs,
wenn man die Wiirfe in Blocken der Liange m durchfiihrt und die Daten als beobachtete Anzahl
von Erfolgen in diesen Blocken interpretiert. Wir hatten aber in 19.2 gesehen, dafl beim n-
fachen Miinzwurf zur Bestimmung des MLS fiir § ohnehin nur die Anzahl der Erfolge benotigt

wird, und diese 148t sich auch aus den geblockten Daten durch Summation ermitteln.

19.4. Beispiel. (Geometrische Verteilung) Besteht die Beobachtung aus n unab-

héngigen, jeweils geometrisch verteilten Zufallsgrofien, lautet die Likelihood-Funktion
Lflx) = 6™(1 —0)°"
also die Log-Likelihood-Funktion
(0lr) = nlogl + s,log(l—0).

Es ergibt sich leicht

als MLS fur 6.

Unser letztes Beispiel unterscheidet sich von den vorherigen darin, dafl der unbekannte
Parameter aus einer diskreten Menge stammt und folglich die Bestimmung des MLS nicht

vermoge Differentiation gefunden werden kann.

19.5. Beispiel. (Laplace-Verteilungen) In einer Urne befinde sich eine unbekan-
nte Anzahl # Kugeln, die mit 1 bis # durchnumeriert seien. Auf der Grundlage von n Ziehungen
mit Zuriicklegen soll ein MLS fiir # bestimmt werden. Die Beobachtung besteht hier aus n

unabhéngigen, jeweils auf {1, ..., 0} Laplace-verteilten Zufallsgrofien X, ..., X,,, so dafl

1
—, fall s Tyn) €{1,...,0}" 1
Llz) = { om0 5 (@150 n) €4 - g 1010y (max ;).

1<i<n
0, sonst - =
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Da 6~ monoton fillt in @, lautet der MLS fiir 6 offenbar

O(x) = inf{0: 1{17._.,9}(1?2(”%) =1} = 1?%)(”;1;2.

fir alle z = (z1, ..., z,) € {1,...,0}™.

Eine niitzliche Eigenschaft von MLS ist ihre Invarianz unter Parametertransformationen.
Zur Prézisierung dieser Feststellung sei v : © — ©’ eine Parameterfunktion. Zum Schétzen
von 7(6) (bei Beobachtung von X = z) mit Hilfe der Maximum-Likelihood-Methode definieren
wir zunéchst die von v induzierte Likelihood-Funktion L. (-|z) : v(©) — [0, 00) durch

(19.2) L,(n|lz) = sup L(0|z).
0:v(6)=n

Ein Schétzer 7 : X — «(©) fiir n = v(0) heifit MLS fiir n, falls dieser L. (-|z) fiir jedes x € X

A~

maximiert. Die naheliegende Frage, ob 77 = v(f) dann einen MLS fiir n bildet, beantwortet

19.6. Satz. Seif ein MLS fir @ und v : © — ©’ eine Parameterfunktion. Dann ist

~

1 =~(0) ein MLS fiir n = ~(6).

Beweis: Die Behauptung ergibt sich leicht aus der Gleichungskette

L,(v(0)|z) =  sup L(0lz) = L(fx) = sup L(6]x)
0:7(0)=7(0) bco
= sup sup L(flxz) = sup L,(n|z). O
ne(©) 0:v(0)=n nev(©)

19.7. Beispiel. (Geometrische Verteilung, Fortsetzung von 19.4) Der Mittel-
wert der geometrischen Verteilung mit Parameter 6 lautet bekanntlich v(0) = 152 (0 6.4(c)).

A~

Gemafl Satz 19.6 erhalten wir nun ohne weitern Aufwand (0(x)) = 2= als MLS fiir (0).

20. Erwartungstreue Schatzer

Wir kommen nun zu einem anderen Schéatzprinzip, das darauf basiert, die Klasse der

Schatzer, in der man nach einem besten sucht, einzuschranken.

20.1. Definition. FEs sei X : Q — R" ein diskreter Zufallsvektor und PX =
{P;X : 0 € ©} die Familie der moglichen Verteilungen von X, wobei © C R. Sei ferner
v : ©® — R eine Parameterfunktion. Ein Schétzer g fiir v(0) heifit erwartungstreu,

wenn

(20.1) Egg(X) & Epxg = Y g(@)Ps(X =) = 7(0)
reRn"
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fiir alle # € © gilt. Existiert bei gegebener Familie PX ein solcher Schitzer, so heifit

~v(0) erwartungstreu schdatzbar.

Ein erwartungstreuer Schitzer besitzt also die Eigenschaft, zumindest im Mittel stets
richtig zu schétzen. Betrachten wir nochmals die Schéatzer gq, g2 und g3 fiir 6 zu Beispiel 18.1
(J nach 18.3). Offensichtlich gilt sowohl

als auch

Epgs(X) = E(1y(Xi)) = Po(Xa=1) = 0

fiir alle 0 € [0, 1], d.h. g; und g3 sind erwartungstreu fiir . Dagegen gilt fiir 6 # 1/2

1
Bog2(X) = 5 # 0,

d.h., go ist nicht erwartungstreu. Die in den Beispielen 19.2, 19.3 und 19.7 erhaltenen MLS
sind jeweils erwartungstreu, wie man leicht nachpriift.

Gegeben einen diskreten Zufallsvektor X : 2 — R™ mit Komponenten Xi, ..., X,, und
Verteilung aus der Menge PX = {P;X : § € ©}, © C R, sprechen wir im folgenden kurz
von einem UIV-Modell, wenn X1, ..., X,, unter jedem Py stochastisch unabhangig und identisch
verteilt sind, wobei "UIV” als Abkiirzung fiir diese Eigenschaften steht.

Der anschlieende, sehr einfache Satz zeigt, dafl in einem UIV-Modell das Stichprobenmit-

1

tel z,, def -1 (x1+...4+x,) =n~'s, immer einen erwartungstreuen Schétzer fiir den Mittelwert

der X; bildet, sofern dieser fiir jedes 6 existiert.

20.2. Satz. Gegeben sei ein UIV-Modell (X, PX) mit

u(@) dzef EoX1 < o0

fiir alle € ©. Dann ist ji(x) = T, ein erwartungstreuer Schétzer fir u(0).
BEWEIS: Die Behauptung folgt sofort aus der Rechnung
Eo(X) = EgX, = — Y EgX; = EpX; = p(0)

fur alle § € ©. ¢

Da in vielen Anwendungen auch die Varianz der Beobachtungen von Bedeutung ist, geben

wir als nachstes ein entsprechendes Resultat fiir diese Grofle.
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20.3. Satz. Gegeben sei ein UIV-Modell (X, PX) mit
02(9) def Varg X, < oo

fur alle @ € ©. Dann ist die Stichprobenvarianz

ein erwartungstreuer Schétzer fiir o%(0).

BEWEIS: Zunéichst notieren wir, dafl

. 1 2
6%(x) = — > (@i — p(0))? - — > (@i — p(0)) (@ — 1(0)) + (Tn — u(0))?
i=1 =1
1 - n
= 3 > (@i — p(0))? - (@~ u(6))*
i=1
fiir alle § € © gilt. Dies liefert unter Beachtung von EpX,, = () und VargX,, = o*(6)
1 < n _
2 _ o 2 N B 2
Bu(X) = g DB w0 T Fal o)
R n _
= p— ;VargXi e 1Va,r9Xn
_n g L,
i i e L)
= a*(0)
fiir alle # € ©, was zu beweisen war. &

Schréanken wir uns bei der Suche nach Schétzern fiir v(6) auf die Klasse der erwartungstreu-
en ein, brauchen wir ein Kriterium, um diese vergleichen zu kénnen. Dazu definieren wir fiir

jeden solchen Schéatzer g dessen sogenannte Risikofunktion
(20.2) R(0,9) = E¢(9(X) —~())*,

die offenbar die mittlere quadratische Abweichung des Schéatzers unter jedem P, vom zu

schitzenden Wert () angibt. Aufgrund der Erwartungstreue erhalten wir sofort:

20.4. Lemma. Fir jeden erwartungstreuen Schatzer gilt
R(0,9) = Vargg(X)

fir alle 6 € ©.
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BEWEIS: Da Egg(X) = ~(0) fiir alle 6 € ©, folgt

R(0,9) = Eu(9(X) — Epg(X))?* = Vargg(X). &

20.5. Definition. Ein erwartungstreuer Schitzer g* (fiir v(0)) heifit gleich-
mapig bester erwartungstrever Schétzer (GBES), wenn er unter allen erwartungstreuen

Schatzern die gleichméafig kleinste Varianz besitzt, d.h., wenn
Vargg"(X) < Vargg(X)

fiir alle # € © und alle erwartungstreuen Schétzer g gilt.

Im folgenden befassen wir uns mit der Frage nach der Existenz und Eindeutigkeit solcher
Schétzer, wobei sich die Eindeutigkeit relativ leicht mittels des folgenden Resultats ergibt. Ein
Schétzer h : R™ — R heifit quadratisch integrierbar, falls Vargh(X) < oo fiir alle §# € ©, und
erwartungstrever Nullschdtzer, falls Egh(X) = 0 fiir alle § € © gilt.

20.6. Satz (Kovarianzmethode von Rao). FEs sei g* ein quadratisch integrierbarer,
fiir v(0) erwartungstreuer Schatzer. Genau dann ist g* ein gleichmdflig bester erwartungstreuer

Schdtzer fir v(0), wenn
(20.3) Covg(g*(X),h(X)) = 0
fur alle 8 € © und alle quadratisch integrierbaren erwartungstreuen Nullschatzer h gilt.

BEWEIS: ”=" Sei h irgendein quadratisch integrierbarer erwartungstreuer Nullschatzer.

Dann ist g, def g* + ah fiir jedes a € R erwartungstreu fiir v(6), denn
Epgo(X) = Epg*(X) + aEgh(X) = ~(0)

fir alle #. AuBlerdem hat g,(X) unter jedem Py endliche Varianz, da dies fiir ¢*(X) und h(X)
der Fall ist. Unter Benutzung der Optimalitdt von ¢* und der Varianzformel (7.7) erhalten wir

nun
0 < Varggn(X) — Vargg™(X)

= Vargg*(X) + 2aCovy(g*(X), h(X)) + a*Vargh(X) — Vargg* (X)
= 2aEsg* (X)W(X) + o*Vargh(X)
fiir alle @ € © und alle a > 0. Dies ist aber nur im Fall Eypg*(X)h(X) = 0 moglich, weil
andernfalls die rechte Seite fiir ein betragsméflig hinreichend kleines, je nach Vorzeichen von
Epg*(X)h(X) links oder rechts von 0 liegendes « negativ ist.
7<” Gegeben einen beliebigen erwartungstreuen Schitzer g fiir (0) mit Vargg(X) < oo

fiir alle 8, benutzen wir fiir diese Schlufirichtung, dafl h def g—g* ein quadratisch integrierbarer
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Nullschétzer ist. Mit Hilfe von (20.3) ergibt sich deshalb

Vargg(X) = Varg(g*(X) + h(X))
= Vargg™(X) + Vargh(X) > Vargg™(X)

und folglich die Optimalitat von g*. &

20.7. Eindeutigkeitssatz. Fs seien g* und g, zwei quadratisch integrierbare, gleich-

mapig beste erwartungstreue Schitzer fir v(6), d.h.
(20.4) Vargg™(X) = Vargg.(X)
fir alle 8 € ©. Dann gilt
(20.5) Py(g+(X) =97 (X)) =1
fiir alle 6 € ©.
BEWEIS: Mittels des vorherigen Satzes in Kombination mit erhalten wir
Vargg*(X) = Vargg.(X) + Varg(¢g"(X) — g«(X)) = Vargg.(X)

also Varg(g*(X)—g«(X)) = 0 fiir alle § € ©, was insbesondere (20.5) impliziert, da Fy(g*(X)—
g«(X)) = 0 fiir alle 6 € ©. O



