Kapitel 11
Diskrete Zufallsvariablen und ihre Kenngroflien

Wir werden in diesem Kapitel zeigen, dafl sich das Ergebnis jedes diskreten ZE’s als Rea-
lisierung (Wert) einer sogenannten Zufallsvariable beschreiben 1a8t und dessen Wahrschein-
lichkeit dann vermoge der Verteilung dieser Zufallsvariablen bestimmt wird. Nach Einfiihrung
dieser Begriffe werden im weiteren Verlauf wichtige Kenngrofien wie den Erwartungswert und
die Varianzdefinieren und ihre Eigenschaften untersuchen. Dariiberhinaus erlauben Zufallsvari-
ablen aber auch die formale Priizisierung des hiufig gewollten Ubergangs von einem gegebenen
zu einem "reduzierten” ZE, bei dem der urspriingliche Ergebnisraum mittels einer Funktion in
einen anderen ("kleineren”) Ergebnisraum tiberfithrt wird. Als typisches Beispiel nehme man
beim Werfen von zwei Wiirfeln den Ubergang von den einzelnen Augenzahlen (Ergebnisraum
={1,...,6}?) zur Augensumme (Ergebnisraum {2,3,...,11,12}) [[J 4.6].

4. Diskrete Zufallsvariablen und ihre Verteilungen
Zur Motivation der nachfolgenden Uberlegungen betrachten wir zunachst ein Beispiel:

4.1. Beispiel. (n-facher Miinzwurf) Wird eine faire Miinze n-mal geworfen, so liegt
bekanntlich ein Laplace-Experiment mit Ergebnisraum Q = {0, 1}" vor, sofern wir wy, = 1 bzw.
0 setzen, wenn im k-ten Wurf ”Zahl” bzw. ”Kopf” erscheint (1 < k < n). Nun ist man in der
Regel nicht so sehr an den einzelnen Wurfergebnissen interessiert, sondern lediglich daran, wie
oft die beiden Ergebnisse ”Zahl” und ”Kopf” aufgetreten sind. Betrachten wir die Haufigkeit
von ”Zahl”, fiilhrt uns dies zu der Abbildung

Sp:Q—{0,..,n}, (w1,...,wp)+— Zwk,
k=1

und weiter zu der Frage, mit welcher Wahrscheinlichkeit S,, die moglichen Werte O, ...,n an-

nimmt. Gesucht sind demnach die Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse
def
E, = {(wlv '-'awn) : Sn(wlv ~~-7Wn) = ]f}, k=0,..,n.

Da ein Laplace-Experiment zugrundeliegt, erhalten wir leicht

_1El ()
P(B) = Tqr = o
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fiir jedes k. Fiir unsere Zwecke interessanter ist zu diesem Zeitpunkt jedoch die Beobachtung,
dal vermoge der Abbildung S, ein neues Zufallsexperiment induziert wird, und zwar mit
Ergebnisraum ) = {0, ...,n} und Zé&hldichte p, definiert durch

Loy def r n\ (1) /1\""

- - Q)Y ()

Dabei folgt Y p_,p(k) = Y 1_, P(Ex) = 1 aus der Tatsache, da die Ej, 0 < k < n, die Menge
Q) disjunkt zerlegen. Die zu p gehorende diskrete W-Verteilung P iiber Q ist im Fall n > 2
offenbar keine Laplace-Verteilung mehr, sondern eine Binomialverteilung mit Parametern n
und % (L Beispiel 1.8). Wir halten fest, daf sich p(k) ergibt, indem man feststellt, welche
w € Qzu S, (w) = k fithren, und dann deren Gesamtwahrscheinlichkeit im Ausgangsexperiment
ausrechnet. Man bestimmt also die Wahrscheinlichkeit unter P fiir das Urbild der Menge {k}

unter S,,, definiert durch

STH{KY) € {weQ: S, (w) =k},

Es wurde weiter oben mit Ej bezeichnet.

Will man fiir beliebiges A C Q die Wahrscheinlichkeit unter P berechnen, so folgt

= Y k) = Y P(S;U{RY) = P(S;(A)),

keA keA
wobei benutzt wird, daf die Urbilder S, 1({k}), k € A, p.d. sind und vereinigt das Urbild von
A unter S,, ergeben. S ! heifit die zu S,, gehérende Urbildfunktion und ist offenkundig definiert

auf den Teilmengen des Wertebereichs von S,,. S;, ! sollte somit nicht mit der Umkehrabbildung

entsprechend

von S,, (die hier fiir n > 2 auch gar nicht existiert) verwechselt werden.

Um das anhand des vorherigen Beispiels skizzierte Vorgehen zu formalisieren, geben wir

zunachst einige grundlegende Eigenschaften der Urbildfunktion.

4.2. Lemma. Sei X : Q — X eine Abbildung und X1 : PB(X) — PB(Q) die durch

def

(4.1) XA {weQ: X(w) e A}

definierte Urbildfunktion. Dann gilt:
(a) X HAS) = (X1(A))° fiir alle AC X.
(b) X HUjerAs) = User X 1(A;) fiir beliebige (auch tiberabzihlbare) Familien (A;)icr-
(c) X HMierAs) = Nier X 1(A;) fiir beliebige Familien (A;)icr.
Aufgrund der Eigenschaften (a)-(c) nennt man X! operationstreu.
(d) X 1D er Ai) = 2> ier X1 (Ay) fiir beliebige Familien (A;)ier p.d. Teilmengen von X.
(e) X Y(Ay) C X~ Y(Ay) fiir alle Ay C Ay C X (X! ist also ordnungstreu beziiglich der
partiellen Ordnung C auf P(X)).
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BEWEIS: (a) ergibt sich vermoge

WEXIAY) & X(w)eA® & XW) dA & wdX Y(A) & we (X 1(A)"

Analog liefert

w€ X HNUserds) & X(w) € UserA;
& Jdiel: X(w) e A
& Fel:we X H4)
& w e Uier X HA)

Aussage (b). Den Beweis der iibrigen Aussagen iiberlassen wir dem Leser. &

4.3. Satz. FEs sei(Q,p) ein diskretes ZE mit zugehoriger diskreter W-Verteilung P und
X :Q — X eine Abbildung. Dann ist die durch

(4.2) PX4) ¥ p(x—1(4), Aca,

(4.3) p(x) = Z plw), zeX.

we:X (w)=x

BewEs: Wegen X ~H(X) = Q gilt PX(X) = P(Q) = 1, d.h. PX ist normiert. Gegeben
eine beliebige Folge (A,),>1 p.d. Teilmengen von X, ergibt sich auBerdem vermdge Lemma
4.2(d) und der o-Additivitdt von P

P(ga) - o((50))

=P ( > X—l(An)>

n>1

= > P(X7'(An)

n>1

n>1

also die o-Additivitidt von P.

Sei Qg der abzdhlbare Tréger von P. Dann ist natiirlich auch &) L x (Q0) wieder abzahl-

bar mit X ~1(Xy) D Q. Es folgt

PX(Xy) = P(X7HA,)) > P(Qy) = 1.
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Nach Bemerkung 1.12 ist P*X damit tatsichlich eine diskrete W-Verteilung. Fiir ihre Zahldichte
pX ergibt sich (4.3) vermoge

p¥(@) = PX({a}) = P(X'({2}) = P{weQ: X(w)=2}) = > pWw)

fur alle x € X. &

Die vorherigen Uberlegungen geben AnlaB zu folgenden Begriffsbildungen:

4.4. Definition. Eine Abbildung X : {2 — X, definiert auf einer nichtleeren Menge
Q mit diskreter W-Verteilung P, heifit diskrete Zufallsvariable, im Fall X C R auch diskrete
Zufallsgréfe und im Fall X ¢ R?, d > 2, auch (d-dimensionaler) diskreter Zufallsvek-
tor. Die in Satz 4.3 eingefiihrte diskrete W-Verteilung PX heifit die durch X induzierte

Verteilung oder auch kurz Verteilung von X (unter P).

Da wir es in diesem Text weitestgehend nur mit diskreten W-Verteilungen P zu tun haben,
verzichten wir fiir diskrete Zufallsvariablen haufig auf das Attribut ”diskret”. Zur Illustration

betrachten wir einige weitere Beispiele:

4.5. Beispiel. (Indikatorfunktionen) Sei P eine diskrete W-Verteilung iiber © und
E C Q. Interessieren wir uns nur dafiir, ob das Ereignis F eintritt oder nicht, so wird dies
durch die Zufallsgrofie

1, fallswe FE

d:ef
(44) 1e() { 0, fallsw g FE

mit Wertebereich {0,1} beschrieben. 1 heit Indikatorfunktion von E. Fiir ihre Verteilung
PY= ergibt sich

( P(Q) =1, falls A={0,1}
1 » P(E), falls A= {1}
(4.5) PiE(A) = P15 (4) = P(E°)=1—P(E), falls A= {0}
0, falls A=10

P® st also eine Bernoulli-Verteilung mit Parameter § = P(E) ([ Beispiel 1.6).

4.6. Beispiel. (Augensumme bei zweimaligem Wiirfeln) Wird ein fairer Wiirfel
zweimal geworfen, beschrieben durch ein Laplace-Experiment mit Ergebnisraum Q = {1, ..., 6},

so gibt die Zufallsgrofie S : Q — {2,3, ..., 11,12},

S(wy,we) = wy + wo
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Die Verteilung der Augensumme bei zweimaligem Wiirfeln

die Augensumme der beiden Wiirfe an. Zur Bestimmung ihrer Verteilung benétigen wir die
Urbilder S71({k}) fiir k = 2,...12. Sie finden sich mit den zugehdrigen Wahrscheinlichkeiten

in der umseitigen Tabelle zusammengefafit.

4.7. Beispiel. (Hypergeometrische Verteilung) Aus einer Urne mit r roten und s
schwarzen Kugeln werden n Kugeln ohne Zuriicklegen gezogen. Wir fragen nach der Verteilung
der Zufallsgrole X, die die Anzahl der gezogenen roten Kugeln angibt. Wir denken uns die
Kugeln mit 1, ..., + s durchnumeriert, wobei die ersten r rot und die iibrigen schwarz seien.
Dann liegt ein Laplace-Experiment mit Ergebnisraum B, ({1, ...,r + s}) der Méachtigkeit (Tj;s)

vor, und es gilt

X({w1,.r,wn}) = Hwi,ywn N {1, 1.
X~Y({k}) besteht offenbar aus den n-elementigen Teilmengen von {1,...,7 + s} mit genau k
Elementen aus {1, ...,r} und n — k Elementen aus {r+1, ..., + s}, vorausgesetzt k < min(r, n)
und n — k < min(s,n), dh. max(0,n — s) < k < min(r,n). Es folgt | X *({k})] = (})(,°,)
denn es gibt (2) Moglichkeiten k rote aus den r vorhandenen auszuwéhlen und entsprechend
(nf k) Moglichkeiten, die iibrigen n — k Kugel unter den schwarzen auszuwahlen. Wir erhalten

demnach
() (.28
PX({k}) = (")

0, sonst

falls max(0,n —s) < k < min(r,n)

(4.6)

Diese Verteilung heifit hypergeometrische Verteilung mit Parametern r + s, r und n, kurz
H(r + s,r,n)-Verteilung.

Ersetzt man die r + s Kugeln der Urne durch N Produktionsgiiter, unter denen M
defekt und N — M in Ordnung sind, so beschreibt die H (N, M, n)-Verteilung die in der Quali-

tatskontrolle wichtige Situation, daB bei einer Uberpriifung von n zufillig herausgegriffenen
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Stiicken eine bestimmte Anzahl k& defekt ist.

4.8. Beispiel. (Multinomialverteilung) Als letztes wollen wir ein wichtiges Beispiel
eines mehrdimensionalen diskreten Zufallsvektors vorstellen. In 3.6 hatten wir einige Teilchen-
Féacher-Modelle im Rahmen der statistischen Physik studiert. Greifen wir beispielhaft noch
einmal die Maxwell-Boltzmann-Statistik heraus. Dann kénnen sich beliebig viele der k Teilchen
in jeder der n Zellen (Facher) aufhalten, und es ist jeder Mikrozustand (wi,...,w;) € Q =
{1, ...,n}* gleichwahrscheinlich. Unter der Annahme, da8 m Energieniveaus &, ..., &, existie-
ren, wobei n; Zellen das Niveau &; besitzen (n; + ... + n,, = n), hatten wir eingesehen, daf

fiir den Zufallsvektor (INVy, ..., N,,) der Besetzungszahlen zu den Energieniveaus gilt:

PN Nm) (((fey - kp)Y) = P((N1, ooy Ny ) " { (B s k) }))
= PlweQ:Ni(w) =k1,..., Np(w) = k)

N A A
ke k) \n n

fir alle (k1, ..., kn) € N§* mit ky + ... + ky, = k. Es handelt sich hierbei um eine Multinomi-

alverteilung mit Parametern k und =%, ..., *= kurz M(k, %%, ..., %= )-Verteilung. Sie stellt eine

(4.7)

Verallgemeinerung der Binomialverteilung dar, die im Fall m = 2 auftritt, wenn man statt
(N1, N3) nur Ny (oder N3) betrachtet, was wegen Ny = k — N; ausreicht.

4.9. Bemerkungen. (a) Man kann jede diskrete W-Verteilung als induzierte Verteilung
einer diskreten Zufallsvariablen auffassen. Bezeichnet ndmlich X = idg : 2 —  die Identitét

auf €2, so gilt offensichtlich

fiir alle A C Q gilt, d.h. PX = P.
(b) Aus PX+ = PX2 folgt i.a. nicht X; = X», wie das folgende einfache Beispiel lehrt:
Sei P die Laplace-Verteilung tiber 2 = {0,1} und X; = 1 — X5 = idg. Dann haben X; und

X, offenkundig dieselben Verteilungen, ohne gleich zu sein.

4.10. Beispiel. [[J 4.6] In Beispiel 4.6 hatten wir die Verteilung der Augensumme S

beim zweimaligen Werfen eines fairen Wiirfels bestimmt. Sei weiter

def
D(wl,wg) :e w1 — W2

die Augendifferenz und X ot (S, D). Dann liefert X eine Bijektion zwischen 2 und

((2,0),(3,-1),(4,-2),(5,—-3),(6,—4),(7,—5) )
(3,1),(4,0),(5,—1),(6,—2),(7,—3), (8, —4)

. (7,5),(8,4),(9,3),(10,2),(11,1),(12,0) )
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wobei X ~1(s,d) = (232, 5%) (hier ist natiirlich die Umkehrabbildung gemeint). Folglich

besitzt X eine Laplace-Verteilung iiber X ().

Man kann nun die Verteilungen von S und D auch sehr leicht aus der von X bestimmen,

und zwar vermoge

P5({s}) = PX({(s.k): (s k) e X)) = > PY{(s.h)})

(s,k)eX(2)

sowie

PP({d}) = P*({(k,d): (k) e X)) = > PX{(kd)}).

(k,d)EX ()

Man summiert demnach unter PX alle Wahrscheinlichkeiten dafiir auf, als erste Komponente
s bzw. als zweite Komponente d zu erhalten. Das Ergebnis fiir S kennen wir bereits aus 4.6,

das fiir D sieht genauso aus, wenn man die Werte 2, ..., 12 jeweils durch —5, ..., 5 ersetzt.

Die vorherige Uberlegung gibt Anlaff zu einer Definition:

4.11. Definition. Sei X = (X3, ..., X,,) ein diskreter Zufallsvektor mit der Vertei-
lung PX und {iy,...,ix} € {1,...,n} mit 1 < i; < ... < ix, < n. Dann heifit P Xiy)

eine k-dimensionale Randverteilung (Marginalverteilung) von PX oder auch X.

4.12. Satz. Gegeben eine k-dimensionale Randverteilung PXiXic) eines diskreten
Zufallsvektors X = (X1, ..., Xy,), gilt fiir alle A C R¥

(4.8) P& X)) (A) = PX(AR; R™F),

wobei T & {i1,...,ix} und AR R"=F def {(x1,.c;xn) € R™ : (x4, ..., i) € A}

BEWEIS: Es gilt fiir alle A C R¥

W),y Xj, (W) € A)

W), oy Xip (W) € A, X;(w) €R fiir j & {i1, ..., 08 })

= P{we: (X1(w),.... X, (w) € AR R"F)

= P((X1,...., Xn) HAX; R"F)

= PX(AR; R"F). &

Der Satz zeigt insbesondere, dafl die Verteilung von X alle eindimensionalen Randver-
teilungen PX eindeutig festlegt. Wie das folgende einfache Beispiel belegt, ist die Umkehrung
jedoch falsch:
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4.13. Beispiel. Sei P die Laplace-Verteilung iiber Q = {0,1}? und (X1, X3) = idg.
Dann gilt

PES({(0,0)}) = PERI({(0,1)}) = PRF({(,0)}) = PE(D)) = 4

und folglich fiir ¢ = 1,2

PX({0}) = PX({1)) = .

X1 und X sind also jeweils Laplace-verteilt iber Q = {0,1}. Setzen wir nun Y; = Y5 def X,

so gilt zwar PX1 = PX2 = PY1 = PY2 aber aus

POSI{(0,0))) = PR((0)) = 5 wnd POMH({(L,}) = PRI = ;

folgt sofort
P(Xth) 7& P(Y17Y2)‘

Die folgende Uberlegung zeigt, daff es sogar {iberabzéhlbar viele verschiedene diskrete W-
Verteilungen auf {0, 1}? gibt, deren eindimensionalen Randverteilungen der Laplace-Verteilung
auf {0, 1} entsprechen. Wir identifizieren dazu eine W-Verteilung auf {0, 1}? mit der 2 x 2-Ma-
trix, deren (i, j)-te Komponente die Wahrscheinlichkeit fiir das Ergebnis (4, j) angibt. Fiir jedes
0 € [0,1] sei dann Py = Pg(Xl’Xz) die durch die Matrix

0 1-9
2 2
-9 0
2 2

gegebene W-Verteilung auf {0,1}2. Da die Zeilen- und Spaltensummen der Matrix gerade
die Wahrscheinlichkeiten fiir die Ergebnisse 0 und 1 unter den beiden eindimensionalen Rand-

Pe(Xth)

verteilungen von angeben und da diese hier stets % ergeben, folgt die behauptete

Aussage, denn die PQ(X“XZ) sind offenkundig alle verschieden.

Am Ende dieses Abschnitt fithren wir im Rahmen einer Tabelle noch folgende in der

Stochastik iiblichen Bezeichnungsweisen ein:

Alternative Schreibweise
A fir X—1(A4)
beliebig {X € A}
B (X ¢ B
{a}, {z}° {X =2} {X #z}
[a,b], (a,b) {a <X <b},{a< X <b}
(a,bl, [a,b) {a < X <b},{a < X <}
(—o0, x|, (—00, T) {X <z} {X <z}
[x,00), (z,00) {X >z}, {X >z}
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Wir benutzen ebenfalls die Schreibweisen
{X7€4,.,X,e€A,} oder {X;€A;,1<i<n}

anstelle von

(Xl, ...,Xn>71(A1 X ... X An)

und verzichten bei Wahrscheinlichkeiten auf die Verwendung von Mengenklammern, schreiben

also
P(X € A), P(X =z), etc.
fiir
P{X € A}), P{X ==z}), etc.

Dies entspricht gangiger Praxis in der Stochastik-Literatur.

5. Die Verteilungsfunktion

Gegeben eine diskrete W-Verteilung P iiber einer Menge () sowie eine Zufallsgrofie X :
0 — R, werden wir in diesem Abschnitt zeigen, dafl die Verteilung P, bekanntlich definiert
auf der Potenzmenge von R, auch durch eine monoton wachsende Funktion FX : R — [0,1]
beschrieben werden kann, die sich durch Auswertung von PX auf den Intervallen (—oo,x],
x € R, ergibt.

5.1. Definition. Sei X eine diskrete ZufallsgroBe mit Zahldichte p*. Die durch

(5.1) FX(z) € P¥((~00,2)) = P(X<2) = Y. p*(y)

Xody<lz

definierte Funktion FX : R — [0, 1] heiit Verteilungsfunktion von X oder PX.

Die wesentlichen Eigenschaften einer Verteilungsfunktion fassen wir in einem Lemma

zusaminen:

5.2. Lemma. Die Verteilungsfunktion FX einer diskreten Zufallsgréfie X besitzt fol-
gende Eigenschaften:
(a) FX ist monoton wachsend, d.h. x1 < zo impliziert FX (z1) < FX(x3).
(b) FX st rechtsseitig stetig, d.h. lim,|, F~(y) = FX(z) fir alle z € R.
(c) limg_. o FX(2) =0 und lim,_, o, F¥(x) =1.
(d) FX besitzt linksseitige Limiten, d.h. F*X(x—)
Genauer gilt FX(r—) = P(X < z).

(e) FX ist eine Sprungfunktion, deren Sprungstellen den Elementen des Trigers Xy von PX

of limyy, FX(y) existiert fir alle z € R.

entsprechen, und sie ist auflerdem konstant auf jedem Intervall I # O mit I N Xy = 0.
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BEWEIS: (a) ist aufgrund der Definition von F'X klar. Zum Nachweis von (b) sei (2,,)n>1
eine monoton fallende Folge mit Limes x. Dann folgt aus der Stetigkeit von oben von PX (Satz

2.3(c))

lim F¥(z,) = lim P¥((—o0,z,]) = PX( ﬂ(—oo,xn]> = P¥((—o0,x]) = FX(x).

n—00 n— 00
n>1

Im Fall z,, | —oo erhalten wir analog

lim FX(z,) = lim P*((—oco,z,]) = PX< ﬂ(—oo,xn]> = PX0) =0

n—oo n—oo
n>1

sowie im Fall z,, T oo vermoge der Stetigkeit von unten von PX (Satz 2.3(b))

lim FX(z,) = lim PX((—o0,,]) = PX ( U (—o0, xn]> = PX(R) = 1.
Damit ist auch (c) gezeigt. Die Existenz von FX (x—) ist klar aufgrund der Monotonie von FX.

Ferner gilt im Fall z,, T = unter erneuter Verwendung der Stetigkeit von unten von PX

lim FX(z,) = lim P¥((—o0,2,]) = PX< U(—oo,xn]) = P¥((—o0,2)) = P(X < 1),
n>1

was den Beweis von (d) komplettiert. Der Leser beachte fiir spétere Zwecke, dafl wir bisher

nirgendwo verwendet haben, dafl die Zufallsgrofle diskret ist.

Kommen wir schliefllich zum Nachweis von (e). Wir zeigen zuerst, dal FX genau dann
unstetig in x ist, falls x € A} gilt. Betrachte Folgen (z,),>1 und (z,),>1 mit =, T = bzw.
x), |z, falls n — oco. Dann gilt (z,,, 2] | {z}, und wir folgern die Behauptung aus

pX(z) = lim PX((z,,))])

(5:2) = lim (FX(a;;l) — FX(a;n)) = FX(x) = F¥(a—),

n—oo

wobei erneut die Stetigkeit von PX verwendet wurde. Bezeichnet schlieBlich I ein nichtleeeres
Intervall mit 7 N Xy = (), das 0.B.d.A. nicht nur aus einem Punkt besteht, so folgt fiir alle
z,ye Imitz <y

F¥(y) - F¥(z) = P@<X<y) < PXel) = > p¥@) =0,

d.h. FX(z) = FX(y). &
5.3. Korollar. P¥X ist durch FX eindeutig bestimmt.

BEWEIS: Da PX durch seine Zahldichte p*X festgelegt wird, ergibt sich die Behauptung
unmittelbar aus (5.2) &
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5.4. Bemerkung. Sofern der Triiger Xy von PX keinen Hiufungspunkt besitzt, lassen
sich seine Elemente offenbar aufsteigend in der Form (... <)z_,, < ... <20 <0< 1 < 22 <
... < zn(< ...) anordnen, und wir stellen fest, dal X eine Treppenfunktion mit Sprungstellen
x; der Hohe p*X(x;) ist. Die Piinktchen in Klammern sollen andeuten, daf8 natiirlich sowohl

unendlich viele negative als auch unendlich viele positive Tragerpunkte vorliegen kénnen.

5.6. Beispiele. Die folgenden Graphiken zeigen die Zahldichten und Verteilungsfunk-

tionen einiger bereits bekannter Verteilungen:

0.8 1
0.6 0.8
0.6
0.4
0.4
0.2 0.2
2 -1-0.5 0.5 1 1.5 2
BiLD 5.1. Die Bernoulli-Verteilung mit Parameter 0.2.
0.2 1
0.
0.6
0.
0.4
0.2
1 2 3 4 5 6 7 2 4 6 8
BiLD 5.2. Die Laplace-Verteilung auf {1,2,3,4,5,6}.
0. 1
0.8
0. 0.6
0. 0.4
0.2
01234561738 2 4 6 8
BiLp 5.3. Die Binomialverteilung mit Parametern 8 und 0.5.
0.6 1
0.8
0.4 0.6
0. 2 Ol 4
0.2
01 2 3 4586 7 -2 2 4 6 8

BILD 5.4. Die geometrische Verteilung mit Parameter 0.5.
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6. Der Erwartungswert

Wahrend Zahldichte und Verteilungsfunktion die Verteilung einer Zufallsgrofle vollstan-
dig charakterisieren, trifft dies fiir andere, nicht minder wichtige Kenngroflen, zu denen wir als

néachstes kommen, nicht mehr zu. Betrachten wir zur Motivation wieder ein einfaches Beispiel:

6.1. Beispiel. Stellen Sie sich vor, man béte Ihnen folgendes Spiel an: Sie zahlen vor
Spielbeginn 1 DM Spieleinsatz und erhalten g+ 1 DM zurtick, falls der anschlieBende Wurf von
zwei fairen Wiirfeln einen Pasch liefert. Wie hoch sollte g sein, damit Sie bereit waren, sich
auf dieses Spiel einzulassen? Da es 36 gleichwahrscheinliche Spielausgénge gibt, von denen 6
fiir Sie glinstig sind, werden Sie sich vermutlich am durchschnittlichen Gewinn orientieren, die
sich dadurch ergibt, dal der jedem Ergebnis (w1, ws) zugeordnete Gewinn

X (wr,n) def { g, fallsw; =ws

—1, sonst
mit seiner Eintrittswahrscheinlichkeit % multipliziert wird. Mit anderen Worten, es wird das
gewichtete Mittel

GP(X =g) + (-DP(X=-1) = g- o + (-1)- 50 = 22

gebildet. Falls g > 6, ist das Spiel also fiir sie vorteilhaft.

Das Beispiel gibt Anlafl zu folgender Definition:

6.2. Definition. Sei X eine diskrete Zufallsgréfe mit der Zihldichte p, fiir die
(61) Sl (@) < oo
zeR
gilt. Dann ist auch
(6.2) E(X) < Y ap* (@)
z€eR

endlich und heilt Erwartungswert oder auch Mittelwert von X (unter P).

6.3. Bemerkungen. (a) Statt £(X) schreibt man oft kiirzer einfach £X. Man spricht
ferner manchmal auch vom Erwartungswert von PX, weil EX offenbar von der Zufallsgréfie
X nur iiber deren Verteilung PX abhingt.

(b) Die in (6.1) und (6.2) auftretenden Summen machen Sinn, weil p* (z) nur fiir abzihlba-
re viele z € R von 0 verschieden ist. Bezeichnet X, wieder den Triger von PX, erhalten wir

demnach

(6.3) EX = ) ap¥(z) = ) 2P(X =)

rEXy rEXy
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(¢) Nicht jede Zufallsgrifie besitzt einen Erwartungswert, wie das folgende Beispiel lehrt:
Sei Xy = Z\{0} und p*(n) = pX(-n) = m fiir n € N. Dann ist Bedingung (6.1) wegen
der Divergenz der harmonischen Reihe verletzt und E'X existiert nicht.

(d) Eine ”physikalische” Interpretation des Erwartungswerts ergibt sich aus der Interpre-
tation der p* (z) = PX({z}) als ”Massenbelegungen”: Wir nehmen dazu an, daf§ der Triger

Xp von PX endlich ist, also

XO = {xl,...,xn}
fiir ein n € N. In diesem Fall kann man Xy als Gesamtheit von Massenpunkten mit positiver
Massenbelegung auffassen. Denkt man sich diese Punkte auf einer gewichtslosen Achse, der

reellen Zahlengeraden, angeordnet, so erhdlt man den Schwerpunkt (Massenmittelpunkt) a des

so entstehenden Korpers von der Masse 1 aus der Gleichgewichtsbedingung

n

Z(wk —a)pX(xk) = 0.

k=1

Es folgt
> apX (@) = ad_pX(ar) = a,
k=1

und folglich a = FX.

6.4. Beispiele. (a) (Laplace-Verteilung) Ist X Laplace-verteilt auf {1, ...,n} fir ein
n € N, so gilt

(6.4) EX =

Dies liefert insbesondere EX = 3.5 im Fall n = 6 (einfacher Wiirfelwurf).

(b) (Binomialverteilung) Ist X B(n,#)-verteilt fir ein n € N und 6 € (0,1), d.h.
P(X =k)=(})0"(1—0)"* fir k € Xy ={0,...,n} (O 1.8), folgt

EX = Zk( )9’“1- )" —*

:Zkk'n_ 0% (1 — o) *

6.5 - n—1)!
( ) — nb Z (k _(1)'(§)l k)!ek—l(l _ g)n—kz
k=1

=0y <7"L;1)9’<(1—0)"1’c = nf.

k=0
N - J/

=1




42 Kapitel II. Zufallsvariablen

(¢) (Geometrische Verteilung) Ist X geometrisch verteilt mit Parameter 6 € (0, 1),
dh. P(X = k) = 0(1 — 0)* fiir k € Xy = Ny, ergibt sich

EX = 0) k(1-0)"

E>0
= 0(1-0)> k(1-0)""
k>1
(6.6) < )
= 0(1-10) T
gé% |x 1-6

_ e(1e><(11x)2>| - 1%06
r=1—0

6.5. Bemerkung. Wihlt manin6.4(b) 6 = ”2—‘;1, folgt EX = "’T’Ll, d.h. derselbe Erwar-
tungswert wie fiir eine Laplace-verteilte Zufallsgrofle auf {1,...,n}. Weder Zufallsgréfien noch

thre Verteitlung sind demnach durch thren Erwartungswert eindeutig bestimmd.

Die folgende Transformationsformel zeigt, dafl sich der Erwartungswert auch unter Be-
nutzung der auf dem Definitionsbereich von X zugrundeliegenden W-Verteilung P berechnen

1a88t, sofern P als diskret oder regular stetig vorausgesetzt wird.

6.6. Satz und Definition. Sei P eine diskrete W-Verteilung tiber 2 mit Zdihldichte p
und Trdger Qo sowie X : Q — R eine Zufallsgrofie. Genau dann existiert der Erwartungswert

von X, wenn

(6.7) Y X @) = 3 X@)hw) < o

weN w€E

In diesem Fall bezeichnet man X als (P-)integrierbar, und es gilt weiter

(6.8) = ) XwP{w}) = Y X(@P{w})

weN w€E

6.7. Bemerkungen. (a) Die Bezeichnung ” P-integrierbar” stammt aus der Integra-
tionstheorie. Dort wird namlich der Erwartungswert von X beziiglich einer beliebigen, d.h.
nicht notwendig diskreten W-Verteilung P tiber Q durch [ X dP, das Integral von X beziiglich
P definiert, sofern dieses Integral existiert. Selbstverstandlich ist diese Definition mit den
unsrigen konsistent.

(b) Da der Erwartungswert einer Zufallsgrofle nur von deren Verteilung abhéngt, kénnen
wir zum Beweis von Aussagen iiber den Erwartungswert einer diskreten Zufallsgrofe X : 2 — R
mit Verteilung Q = PX 0.B.d.A. voraussetzen, dafl € abzihlbar ist, indem wir Q als Triger
von ), P =Q und X als Identitiat auf Q wihlen ([ auch 4.9(a)).
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BEWEIS VON SATZ 6.6: Existiert FX, folgt aus der absoluten Konvergenz der Reihe
ZmER 'TP(X - Z‘)
EX = ) aP(X =x)

rzER

= Z zP(X = x)

IJEX(Q())

D ®)

z€X(Qo) weNy:X(w)=zx

= > > ap(w)

2€X(Qo) weN: X (w)=2x

= > X(w)pw)

wGQo

und per analoger Rechnung mit |z| anstelle von z

D llP(X=2) = Y [X(w)|p(w).

zeR w€eRp

Damit ist eine Richtung der Behauptung bewiesen. Fiir die andere braucht man aber unter

Annahme von )~ o [X(w)[p(w) < oo die obige Rechnung nur riickwérts zu lesen. O

Da Satz 6.6 insbesondere E|X| =" o |X(w)|p(w) bzw. = [, |X (w)|f(w) dw impliziert,
148t sich das dort angegebene notwendige und hinreichende Kriterium (6.7) fiir die Existenz

von EX nun auch in der Form ” E|X| < 00” schreiben. Deshalb merke:

EX existiert genau dann, wenn dies fiir F|X| der Fall ist.

oder mit anderen Worten:

Genau dann ist X integrierbar, wenn dies fiir | X| der Fall ist.

Eine weitere wichtige Transformationsformel gilt fiir den Erwartungswert zusammenge-

setzter Zufallsgroflen der Form G o X.

6.8. Transformationssatz. Sei X : () — X eine diskrete Zufallsvariable mit Zahldich-
te pX. Sei ferner G : X — R eine Funktion, so daf8 EG o X existiert. Dann gilt

(6.9) EGoX = ) Gla)p™(z) = ) Glap*(x),

reEX rEXp

wobei Xy den Tréiger von PX bezeichnet.
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BEWEIS: Sei €y der Tréger von P. Sofern FG o X existiert, folgt nun vermoge Satz 6.6

EGoX = Y yP(GoX =y)

y€eR

= Y GoX(w)P({w})

wEN

=Y Y G@r{w)

TEX wey: X (w)=x

= Y Gl (). o

TeX

Zwei wichtige Eigenschaften, namlich die Linearitit und die Monotonie des Erwartungs-

wertes, gibt der nachste Satz.

6.9. Satz. Fs seien X,Y zwei integrierbare diskrete Zufallsgroffen. Dann gilt:
(a) Fir alle a,b € R ist aX 4 bY integrierbar und E(aX +bY) = aEX + bEY .
(b) X >Y impliziert EX > EY; insbesondere folgt EX >0 aus X > 0.

BEWEIS: Sei wieder )y der Tréger von P.
(a) Aus

> aX (W) + Y (W) P({w})

wEQO

< Y (lallX (@) + pllY (@)) PHw})

wEN
= Ja| Y I X@)[P{w}) + o] D [Y(w)|P({w}) <
w€e w€e

fiir alle a,b € R folgt geméf Satz 6.6 die Existenz von FE(aX + bY'), und es ergibt sich

> (aX(w) +bY (W) P({w})

U.JGQO

=a) XwWP{w}) + b)Y YwP{w})

wep wep
= aEX + bEY.

(b) Hier liefert (6.8) im Fall X > Y

EX = Y XwP({w}) = ) YwP({w}) =

BISIN w€eNo

also die Behauptung. &

Abschlielend geben wir dem Leser einige hinreichende Kriterien fiir die Integrierbarkeit

einer Zufallsgrofe an die Hand:
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6.10. Satz. Hinreichend fur die Integrierbarkeit einer diskreten Zufallsgrofie X sind:
(a) X ist beschrdnkt.
(b) | X| <Y fir eine integrierbare Zufallsgrofie Y > 0.
(c) |X|P ist integrierbar fir ein p > 1.

BEWEIS: Es sei wiederum 0.B.d.A. Qg der Trager von P.
(a) Aus | X| < ¢ folgt

Yo IXWIPHw}) < ¢ ) PH{w}) = ¢ < oo
w€ep wep

und somit die Existenz von E|X| und EX.
(b) Analog liefert | X| <Y

Y X@IPHw}) < ) Y(P{w}) = BY < oo

w€eN w€eN

und folglich wiederum die Existenz von E|X| und EX.
(c) Hier geniigt der Hinweis auf (b), denn |X| < |X|P + 1 fir alle p > 1. &

7. Varianz, Kovarianz und Korrelation

Wir zeigen als néachstes, dafl der Erwartungswert noch eine andere Charakterisierung als
die des Schwerpunkts einer Verteilung besitzt. Eine Zufallsgrofle X heifle quadratisch integrier-

bar, falls X? integrierbar ist, also EX? existiert.

7.1. Lemma. Sei X eine quadratisch integrierbare Zufallsgrofie. Dann existiert auch

G(a) Lof E(X —a)? fiir alle a € R, und die Funktion G besitzt in a = EX ein Minimum, d.h.
(7.1) E(X - EX)? = min (X — a)?.
ac

BEWEIS: Da (X —a)? < X? + 2|a||X| + @® und mit EX? auch E|X| existiert (LJ Satz
6.10(c)), erhalten wir vermoge Satz 6.10(b) die Existenz von E(X — a)? fiir alle a € R.

Zum Beweis von (7.1) bemerken wir zuerst, daf
E(X - EX) = EX - BE(EX) = 0
aufgrund der Linearitét des Erwartungswerts (Satz 6.9(a)) gilt. Damit folgt fiir alle a € R
E(X —a)® = E(X -EX +EX —a)?
= E(X — EX)’+2E((X — EX)(EX —a)) + E(EX — a)®
= E(X -EX)?+2(EX —a)E(X — EX)+ (EX —a)?

-~ -~

=0 >0

> EX)(__EZX)%
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also die Behauptung. O

Der Erwartungswert einer Zufallsgrofle X 148t sich also auch als derjenige Wert charak-

terisieren, der die mittlere quadratische Abweichung von X minimiert. Wir definieren:

7.2. Definition. Gegeben eine quadratisch integrierbare Zufallsgrofie X, heifit

= BE(X-BX)? = ) (- EX)p¥ (@),

z€eR

(7.2) Var(X)

die Varianz von X (unter P). Thre Wurzel \/Var(X) wird als Standardabweichung von X

bezeichnet.

Statt Var(X) schreiben wir im folgenden einfach VarX. Die folgende Darstellung der Va-

rianz wird haufig anstelle von (7.2) zur expliziten Berechnung verwendet.

7.3. Lemma. Gegeben eine quadratisch integrierbare Zufallsgrofie X, gilt
(7.3) VarX = EX? - (EX)%

BEWEIS: Mittels Ausquadrieren und der zuvor gezeigten Linearitat des Erwartungswertes
(Satz 6.9(a)) erhalten wir sofort die Behauptung:
VarX = E(X2 ~9XEX + (EX)Z)
= EX?-2(EX)(EX)+ (EFX)* = EX? - (EX)% &

7.4. Beispiele. (a) (Laplace-Verteilung) Ist X Laplace-verteilt auf {1,...,n}, gilt

. n 2 n(n+1)(2n+1)
unter Benutzung der Summationsformel ), _, k% = %

2 1)(2n—l—1)
Zk - 6

Damit folgt weiter ([ (6.4))

(74)  VarX = BEX?— (BEx)? = (F 1)é2n+ D _ (

n+1\>  (n—1)(n+1)
5 ‘

(b) (Binomialverteilung) Fiir eine B(n,0)-verteilte Zufallsgrofie ergibt sich unter Be-
nutzung von EX = n# (L (6.5))

EX? = ik ( >9k 1—0)"*
k=1
_ Zn: k—1)+k) (Z)Q’“(l—&)”_k

k=1
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k=2
= n(n—1)p? En: (” a 2) 0" 21 —0)"F 4 no
k—2
k=2
22
= n(n—1)62 kz_o( N >9’€(1 0)" 2% 4 no

und damit
(7.5) VarX = (n0)> +nd(1 —0) — (nh)*> = no(1 —0).

(c) (Geometrische Verteilung) Ist X geometrisch verteilt mit Parameter 6 > 0, gilt
unter Benutzung von ;- k(k — 1):1:’“*2&( L) = ﬁ und EX = 2 (0 (6.6))

dr?2 \1—x

EX® = ) k60(1-0)

k>1
= > (k(k—1)+k)o(1 - 6)"
k>2
= 0(1—0)°) k(k—1)(1—0 2 + Y ko(1-0)F
k>2 k>1
= 0(1 — 0)2033 + 1770

1—0\?2 1—6
= 2 —— I
(9)* 0

Fir die Varianz liefert dies

1-0\%2 1-9¢ 1—6
(7.6) VarX = (T) + = g

Kommen wir als néchstes zu einer Reihe von Rechenregeln fiir die Varianz.

7.5. Satz. Gegeben eine quadratisch integrierbare Zufallsgrofie X, gilt:

(a) VarX = 0 genau dann, wenn X P-f.s. konstant ist, d.h., wenn ein ¢ € R existiert mit
P(X =c¢)=1.

(b) Var(aX +b) = a*VarX fir alle a,b € R.

BEWEIS: (a) Es bezeichne X, wie iiblich den Triger von PX. Dann folgt aus

VarX = Y (z-EX)’P(X=z) = 0

.’DEXO
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wegen der Nichtnegativitit der Summanden offenbar (z — EX)?P(X = z) = 0 fiir alle z € X}
und auch die Umkehrung. Dies ist aber wiederum dquivalent zu P(X = x) = 0 fiir alle x # EX
und somit zu P(X = EX) = 1. X ist also mit Wahrscheinlichkeit 1 (P-f.s.) konstant.

(b) Fiir beliebige a,b € R erhalten wir mittels Ausquadrieren und den Rechenregeln fiir

Erwartungswerte
Var(aX +b) = E(aX +b—E@X +b)”* = E(a(X — EX))?
= E(a*(X — EX)?) = o®E(X — EX)* = a*VarX,
also die behauptete Identitat. &

Aussage (b) des vorherigen Satzes kénnen wir auch in folgenden Merkregeln festhalten:

Die Varianz einer Zufallsgrofle ist
— invariant unter Verschiebungen (Var(X + b) = VarX),
— invariant unter Spiegelung am Nullpunkt (Var(—X) = VarX),

— quadratisch unter Skalentransformationen (Var(aX) = a?VarX).

Wahlt man speziell a = 2, ergibt sich Var(X + X) = Var(2X) = 4VarX. Im Gegensatz

zum Erwartungswert ist die Varianz demnach i.a. nicht additiv. Es gilt vielmehr:

7.6. Lemma. Gegeben zwei quadratisch integrierbare Zufallsgroffen X,Y , ist auch X+Y

quadratisch integrierbar, und es gilt

(7.7) Var(X +Y) = VarX + VarY + 2(E(XY)—EXEY>.

BEWEIS: Wir bemerken als erstes, da F|XY| wegen |XY| < (X2 + Y?)/2 existiert.
Wegen (X +Y)?2 = X2 +Y? + 2XY liefert dies die Existenz von E(X + Y)? und damit die
von Var(X +Y). Weiter erhalten wir nun

Var(X +Y) = E(X?+Y?+2XY) - (EX + EY)”
= EX?+EY?+2E(XY) - (EX)? - (EY)*> -2EXEY
= VarX + VarY +2(E(XY) - EXEY). %

Anstelle einer linearen Beziehung zwischen Var(X 4 Y') und VarX, VarY erhalten wir

somit den zusétzlichen ”Korrekturterm” E(XY) — EXEY, der einen eigenen Namen tragt:

7.7. Definition. Gegeben zwei quadratisch integrierbare Zufallsgroflen X, Y, heifit

Cov(X,Y) ¥ B(XY)- EXEY

die Kovarianz von X und Y (unter P).
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Einfaches Nachrechnen zeigt, dafl auch
(7.8) Cov(X,Y) = E((X — EX)(Y — EY))

gilt. Als direkte Verallgemeinerung von Lemma 7.6, die mittels einer Induktion gezeigt werden

kann, notieren wir:

7.8. Satz. Gegeben n > 2 quadratisch integrierbare Zufallsgréofien Xy, ..., X,,, ist auch

deren Summe X1 + ... + X, quadratisch integrierbar, und es gilt

(7.9) Var<znjxk> = Zn:Vaer +2 > CouX;, X;).
k=1

k=1 1<i<j<n

Wir wollen als nachstes zeigen, dafl die Kovarianz als Maflzahl fiir die ”lineare Abhangig-
keit” zwischen zwei Zufallsgrofien interpretierbar ist. Seien dazu X,Y Zufallsgroflen mit exi-
stierenden positiven Varianzen. Wir hatten zuvor eingesehen, dal £ X den mittleren quadrati-
schen Abstand zu X unter allen Konstanten minimiert. Wir stellen nun die Frage, welche
lineare Funktion a + bY', a,b € R diesen Abstand zu X, d.h. E(X — a — bY)?, minimiert. Wir

geben die Losung in einem Lemma:

7.9. Lemma. X undY seien quadratisch integrierbare Zufallsgroffen mit positiven Va-

rianzen. Ferner sei
def Cov(X,Y)

P = WarX) 2 (Vary )iz

. arX)'/? arX)'2

E(X —ag —bY)?> = min{E(X —a—bY)?:a,becR}.
(b) Es gilt p € [-1,1], d.h.
(7.10) ICou(X,Y)| < (VarX)Y?(VarY)/?,

genannt Cauchy-Schwarzsche Ungleichung.

BeEwers: (a) Wir nehmen zundchst EX = FY = 0 und VarX = VarY = 1 an. Zu-
fallsgroffen mit Erwartungswert 0 und Varianz 1 heiflen standardisiert. Dann ergibt sich fiir
a,beR

E(X —a—0bY)? = EX?4a®> +b*EY? -~ 2aEX — 2bE(XY) + 2abEY
= 1+4+a®+0b* - 20E(XY).

Das Minimum wird demnach fiir ag = 0 und by = E(XY') angenommen.
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Nicht standardisierte Zufallsgroflen mit positiver Varianz lassen sich durch eine lineare

Transformation in standardisierte Zufallsgrofien iiberfithren. Wir setzen zu diesem Zweck

X - e Y -
Bound v & V,
o T

x*

wobei p = EX,v = EY,0? = VarX und 7% = VarY. Wegen

2
BE(X —a—-bY)? = E(UX*+u—a—b(TY*+V))

2
— 02E<X*—(G_u+by>_b—7—Y*>
g g

wird E(X —a — bY)? nach dem vorher Gezeigten genau dann minimal, wenn

a—ptbv — 0 und br — EX*Y*.
o o
Mit p = % = EX*Y™* folgt hieraus fiir die gesuchten Werte aq, bo
a = p—pr> wd by = p2,
T T
also

0 < min{E(X —a—-bY)*:a,beR} = E(X —ag—bY)?
2
= E(X—u—pg(Y—V))
T
02 o
= VarX + p’VarY — 2p—Cov(X,Y)
T T

= o (1—p?).
(b) Aus der letzten Ungleichung ersieht man, daf p? < 1 und damit p € [~1,1] gilt. <

Die zuvor eingefiihrte Zahl p hat einen besonderen Namen:

7.10. Definition. Gegeben quadratisch integrierbare Zufallsgrofien X, Y, heifit

X)Y) =
pLXY) (VarX)1/2(VarY')1/2

der Korrelationskoeffizient oder auch die Korrelation von X und Y .

Die letzte Ungleichung im Beweis von Lemma 7.9(a) zeigt, inwiefern man den Korrela-
tionskoeffizienten — und damit auch die Kovarianz — als Ma$ fiir den linearen ”Zusammenhang”
von X und Y ansehen kann: Die mittlere quadratische Abweichung ist bei optimaler linearer
Approximation von X durch ag + bpY umso kleiner, je grofier |p| ist. Der Extremfall |p| = 1

liegt genau dann vor, wenn

E(X —ag—bY)? = VarX(1—p?) = 0,
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d.h., wenn
PlweQ: X(w)=as+bY(w)}) =1

gilt. Da aulerdem die mittlere Abweichung bei optimaler linearer Approximation

E(X — ag — bOY) = FX — aog — bOEY

VarX 1/2 VarX 1/2
= EX—EX—I—p(VarY) EY_p(VarY) EY = 0,

erhalt man vermoge Lemma 7.3 noch die Gleichheit

Var(X —ag —boY) = E(X —ap—bY)? = (1 - p*)VarX.

7.11. Definition. Man bezeichnet zwei Zufallsgroflen X, Y als positiv korreliert,

unkorreliert bzw. negativ korreliert, wenn ihre Kovarianz Cov(X,Y) >, = bzw. < 0 ist.

Die nachfolgenden Beispiele sollen belegen, dafl Korrelationskoeffizient und Kovarianz
tatsédchlich nur iiber den linearen und nicht iiber den allgemeinen funktionalen Zusammenhang

von zwei Zufallsgroffen Auskunft geben.

7.12. Beispiele. (a) Sei X eine auf der Menge {—2, —1, 1,2} Laplace-verteilte Zufalls-
grofe und Y = X2, Da X beschrinkt ist, existieren EX? und EY? (Satz 6.10(a)), und sowohl

X als auch Y besitzen nach Satz 7.5(a) positive Varianz. Ferner gilt EX = 0, woraus weiter
1
Cov(X,Y) = E(XY) = EX? = Z(—8 —14+148) =0

und damit p(X,Y) = 0 folgt.

(b) Seien W7 und W5 die Augenzahl des ersten bzw. zweiten Wurfs bei zweimaligem
Werfen eines fairen Wiirfels. Beide Zufallsgroflen besitzen also eine Laplace-Verteilung auf
{1,2,3,4,5,6}. Augensumme und Augendifferenz werden dann durch die Zufallsgréffen X =
Wi + Wy bzw. Y = W, — W, gegeben. Da X,Y wiederum beschrinkt sind, existieren FX?
und EY?2, und es folgt VarX > 0 sowie VarY > 0 aus Satz 7.5(a). Da W; und Wy dieselbe

Verteilung besitzen, erhalten wir ferner
EY = E(Wy —W,) = EW; — EW, = 0,
und dann
Cov(X,Y) = E(XY) = E((W1 W) (W — Wg)) — EW2 - EWZ = 0
sowie p(X,Y) =0.

In beiden Beispielen sind X und Y also unkorreliert, obwohl zwischen ihnen ein funk-

tionaler Zusammenhang besteht; im ersten ist dieser wegen Y = X?2 offensichtlich, im zweiten
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dagegen von schwacherer Form; hier gilt nur, dal X und Y entweder beide gerade oder ungera-
de sind.
Wir beschlieflen diesen Abschnitt mit einigen Eigenschaften der Kovarianz, die der Leser

leicht selbst nachpriift:

7.13. Lemma. Gegeben zwei quadratisch integrierbare Zufallsgrofien X,Y , gilt:
(a) Cov(X,X)=VarX.
(b) Cov(X,Y)=Cou(Y,X).
(c) Cov(aX 4+ b,cY +d) = acCov(X,Y) fir alle a,b,c,d € R.

8. Ungleichungen fiir Erwartungswerte
Als erstes notieren wir eine elementare Ungleichung zwischen EX und E|X|.
8.1. Lemma. Gegeben eine integrierbare Zufallsgrofie X, gilt
(8.1) |[EX| < E|X]|.
BEWEIS: Aus £X < |X| folgt +EX < F|X| und damit die Behauptung. &

In Lemma 7.9 hatten wir die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung gezeigt, die im folgenden

Satz noch etwas allgemeiner formuliert wird:

8.2. Satz. (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung) Gegeben zwei quadratisch integrier-
bare Zufallsgroffen X,Y , gilt

(8.2) IEXY| < (EX*)Y*(EY?)'/2,

wobei Gleichheit genau dann vorliegt, wenn P(X = aY) = 1 oder P(Y = aX) = 1 fir ein
a € R.

Die in Lemma 7.9 gezeigte Ungleichung (7.10) ergibt sich, wenn man in (8.2) X, Y durch
X — EX,Y — EY ersetzt. Entsprechend folgt mit | X|, |Y| anstelle von X,Y

(8.3) E|XY| < (EX®)Y2(EY?)1/2,

BEWEIS: Die (Un-)Gleichung ist im Fall EX? = 0 oder EY? = 0 trivial, weil dann
P(X =0) =1 bzw. P(Y =0) =1 folgt und somit auch E(XY) = 0.
Seien nun EX?, EY? beide positiv. Definieren wir U = X/(EX?)1/2, V = Y/(EY?)'/?

und benutzen die Ungleichung +zy < xQ"ng, so ergibt sich

+E(XY) EU? + EV?

= £F < — =1
(EX2)1/2(Ey2)1/2 (UV) — 2 ’

(8.4)
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d.h. (8.2) nach Multiplikation beider Seiten mit (EX?2)'/2(EY?2)/2,
Weiterhin EX? > 0 und EY? > 0 voraussetzend, liegt in (8.2) offenbar genau dann
Gleichheit vor, wenn dies in (8.4) fir —E(UV) oder E(UV') der Fall ist, wenn also

EU? 4+ EV?4+2EUV = E(U+V)? = 0.

Dies ist aber aquivalent zu

o\ 1/2
1 = PU=7%V) = P(X:$(§§i2) Y). o

Eine weitere duBerst niitzliche Ungleichung betrifft Erwartungswerte der Form Fo(X)

fiir konvexe Funktionen ¢. Eine Funktion ¢ : I — R, I ein beschranktes oder unbeschranktes

Intervall, heifit bekanntlich konvex, wenn

oAz + (1 =XNy) < de(x) + (1= Ne(y)

fiir alle z,y € I und X € [0, 1]. Fiir unsere Zwecke gentigt es im folgenden, nur offene Intervalle I
zu betrachten. Bevor wir die angekiindigte Ungleichung formulieren, fassen wir die wichtigsten

Eigenschaften konvexer Funktionen in einem Lemma zusammen:

8.3. Lemma. Seil ein offenes Intervall und ¢ : I — R eine konvexe Funktion. Dann
qilt:
(a) @ ist stetig.
(b) ¢ ist rechts- und linksseitig differenzierbar mit endlichen Ableitungen ¢’ bzw. .
(c) o(x) > p(a) + ¢\ (a)(x —a) fir allea,z € 1.

BewErs: [ z.B. [1], Theorem (4.43) auf S. 199f. &

8.4. Satz. (Jensensche Ungleichung) Es sei I C R ein offenes Intervall, ¢ : I — R
eine konvexe Funktion und X eine Zufallsgrifie mit P(X € I) = 1. Ferner existiere sowohl EX
als auch Ep(X). Dann gilt EX € I und

(8.5) p(EX) < Ep(X).

BEWEIS: Sei I = (a,b) fir a < b, a € [—00,00) und b € (—o0,0]. Existiert EX, so
impliziert P(X > a) = 1 auch EX > a und analog P(X < b) =1 auch EX < b. Damit gilt
EX € I unter der Voraussetzung P(X € I) = Pla < X <b) = 1.

Fiir den Nachweis der Ungleichung (8.5) benutzen wir ¢(x) > ¢(y) + ¢, (y)(xr — y) fiir
alle z,y € I (Lemma 8.3(c)). Es folgt

Bo(X) = B(p(EX)+ ¢ (EX)(X - EX))
= e(EX) + ¢\ (EX) E(X - EX) = ¢(EX),
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denn E(X — EX) =0. &

Eine entsprechende Ungleichung mit umgekehrtem Ungleichheitszeichen gilt natiirlich fir
konkave Funktionen ¢, denn —¢ ist in diesem Fall konvex. Wir fassen zum Abschluf} einige

wichtige Spezialfille in einem Korollar zusammen:

8.5. Korollar. Gegeben eine integrierbare Zufallsgroffe X, gilt jede der folgenden Un-

gleichungen, sofern der Erwartungswert auf der rechten Seite existiert:

(8.6) (EX)" < EX|"  (r>=1),

(8.7) EIX" < (E|X])"  (0<r<1),
1\ 1

(88) (m) : E(|X|r> r>0)

(8.9) e EX < BetX (a € R).

Beachte, daB die fiir (8.8) notwendige Existenz von E( | X1|T) insbesondere P(X #0) =1

und damit F|X| > 0 erzwingt.

9. Das schwache Gesetz der grofien Zahlen

Wir kommen als néchstes zu zwei weiteren Ungleichungen, die die anschaulichen Inter-
pretationen von Erwartungswert und Varianz als ”Schwerpunkt” bzw. Maf fiir die ” Streuung
um den Schwerpunkt” untermauern. Mit ihrer Hilfe konnen wir anschliefend auf sehr einfache
Weise ein erstes wichtiges Konvergenzresultat beweisen, das unter dem Titel dieses Abschnitts
bekannt ist.

Wir nennen eine ZufallsgroBe X r-fach integrierbar (r > 0), wenn |X|" integrierbar ist,

wenn also E|X|" existiert.
9.1. Satz. (Markov-Ungleichung) Sei X :  — R eine r-fach integrierbare Zufalls-
gréfe. Dann gilt fir alle ¢ > 0

ElX

(91) PX|z0) < =2

BEWEIS: Wir betrachten weiterhin nur den diskreten Fall. Dann gilt vermoge des Trans-

formationssatzes 6.8

EIX]" = ) |2["'P(X =)

zeR
= > lal'P(X=2) + ) |2['P(X=2)
x:|z|>c x|z <c
> Y P(X =ux)
x:|z|>c

= "P(|X| > ¢). &
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Ersetzt man in (9.1) X durch die Zufallsgrofie X — EX und wahlt r = 2, so ergibt sich

speziell:

9.2. Korollar. (Tschebyschev-Ungleichung) Gegeben eine quadratisch integrierbare

Zufallsgréfie mit Erwartungswert p und Varianz o2, gilt fiir alle ¢ > 0

2
g
(9.2) PIX —pl2¢) < T

Zur Motivation des angekiindigten Konvergenzresultats betrachten wir zuerst ein Beispiel:

9.3. Beispiel. (Wiederholtes Werfen eines fairen Wriirfels) Das n-fache Werfen
eines fairen Wiirfels wird bekanntlich durch ein Laplace-Experiment iiber dem Ergebnisraum
Q2 =1{1,2,3,4,5,6}" beschrieben. Fiir die einzelnen Wurfergebnisse X,

def
Xi(wl,...,wn) :e Wi,

gilt dann

1

fir k = 1,...,6, d.h. jedes X, ist Laplace-verteilt tiber {1,2,3,4,5,6} und hat folglich den
Erwartungswert EX; = 3.5 (I (6.4)) und die Varianz VarX; = 32 (I (7.4)). Ferner gilt fiir
1<i#j<n

Cov(Xi, X;) = % (104 46) 446 (L. +6)) — (35)?

— 3%(%)2—(3.5)2 = 0.

Die X; sind also auflerdem paarweise unkorreliert.

Die Zufallsgrofe X, def -1 (X14...4+X,,) beschreibt offenkundig das Durchschnittsergeb-
nis der n Wiirfe. Fiir groles n wird man — auch ohne etwas von Stochastik zu verstehen — er-
warten, da8 X,, ~ 3.5. Dahinter verbirgt sich die Vorstellung, da8 sich deutlich nach unten und
oben abweichende Wurfergebnisse im Mittel kompensieren. Mit anderen Worten, man erwartet
mit hoher Wahrscheinlichkeit ein Durchschnittsergebnis nahe bei 3.5, dem Erwartungswert bei
einem Wurf. Allerdings bedarf es fiir die Bestatigung einer derartigen Aussage zunéchst der

Prazisierung dessen, was wir unter der Erwartung mit hoher Wahrscheinlichkeit verstehen.

9.4. Definition. X, X;, X, ... seien Zufallsgroflen. Die Folge (X,,)n>1 konvergiert

nach Wahrscheinlichkeit oder P-stochastisch gegen X, kurz X, x , wenn
(9.3) lim P(|X, —X|>¢) = 0

fiir jedes € > 0 gilt.
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9.3. (Fortsetzung) Wir wollen nun zeigen, dafl X, nach Wahrscheinlichkeit gegen die
konstante ZufallsgroBe X = 3.5 konvergiert. Zu diesem Zweck miissen wir P(|X,, — 3.5 > ¢)
abschatzen und bedienen uns dabei der Tschebyschev-Ungleichung. Da die X; paarweise unkor-
reliert sind, gilt nach Satz 7.8

VarX1

- 1 I &
VarX,, = —Var(Xi+..+X5) = E;varx = —,

wobei fiir die letzte Gleichung benutzt wurde, dafl die X; alle dieselbe Verteilung besitzen.
Mittels der Tschebyschev-Ungleichung erhalten wir nunmehr
VarX,, Var Xy

P(X,-8522) < =" = =% = 0 (n—o0)

fiir jedes € > 0 und somit eine Bestatigung unserer Intuition.

Der nachfolgende Satz zeigt, dafl das arithmetische Mittel von Zufallsgréflen schon unter

weit schwacheren Voraussetzungen nach Wahrscheinlichkeit konvergiert.

9.5. Satz. (Schwaches Gesetz der grofien Zahlen) Seien X,,,n > 1, quadratisch
integrierbare Zufallsgréfien mit Erwartungswerten fu,. Sei ferner X, = n~! S X und
T =n"t3"" u; fiirn > 1. Es gelte die

n— o0 n2

1 n
Markov-Bedingung: lim —Var<2X¢> = 0.
i=1

n

Dann konvergiert X, — @i, = £ 3" | (X; — p;) fiir n — oo nach Wahrscheinlichkeit gegen 0,
—~ _ P
kurz X, — @, — O.

BEWEIS: Mittels der Tschebyschev-Ungleichung ergibt sich wegen Var(X,,—1,,) = VarX,
=n"2Var(3__, X;)
Var(3_;_, Xi)

P(|YTL _ﬁn| > 6) < 22

fiir jedes € > 0 und somit die Behauptung, wenn die Markov-Bedingung erfiillt ist. &

9.6. Beispiel. (Relative Hdaufigkeiten) Gegeben die Situation von Beispiel 9.3, defi-

nieren wir nun fiir festes k € {1,2,3,4,5,6} und i =1,...,n

1, fallsw; =k
Yz-(wl,...,wn) = 1{k}(wl) = = 1{k}oXi(w17...,wn).
0, sonst
Dann gilt
1 de
EY, = P(X;=k) = o Lt
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und wegen Y; = Y2
VarY; = EY? —(EY;)> = EY;—(EY;)> = — = o
fiir jedes 7. Ferner erhalten wir fiir 1 <i # j <n

Cov(Y,,Y;) = E(V,Y;) = BY.BY; = P(X;=X; =k)— == = 0,

d.h., die Y; sind paarweise unkorreliert und

2

1 " 1 — o

Die Yi,...,Y, geniigen also bei Grenziibergang n — oo der Markov-Bedingung. Nach dem
schwachen Gesetz der groBen Zahlen folgt demnach fiir Y ,, die relative Héufigkeit der Augen-
zahl k in n Wiirfen, und jedes € > 0

P(‘?n_MZg) = P(’?n_%‘zg) — 0,

falls n — co. Wir haben damit ein intuitiv erwartetes Ergebnis erhalten: Bei gegen oo streben-

der Anzahl von Wiirfen konvergiert die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf§ die relative Haufigkeit

2

einer beliebigen Zahl "nahezu % betréigt, gegen 1.

0. 25¢
0. 2¢
0. 15¢
0.1}
0. 05¢

0 100 200 300 400 500

BiLD 9.1. Relative Haufigkeit der Sechs bei einer Simulation von 500 Wiirfelwiirfen.

9.7. Bemerkung. Es stellt sich angesichts des obigen Beispiels die Frage, ob nicht
Y, (w) fiir jedes w gegen ¢ strebt (L Bild 9.1). Die Antwort, der wir im Rahmen dieser
Vorlesung nicht weiter nachgehen werden, lautet: ”Beinah”. Es gilt namlich

lim P({w:Y,(w) —1}) = L

n—oo 6

Die Konvergenz gilt also bis auf ein Ausnahmeereignis, das Wahrscheinlichkeit 0 hat. Man

spricht in diesem Fall von P-fast sicherer Konvergenz. Ein Problem, das hierbei jedoch vollig
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ausgeklammert und durch unsere Notation kaschiert wurde, ist die Frage nach einem mathema-
tischen Modell fiir die Beschreibung unendlich vieler Wiirfelwiirfe. Dies lafit sich in der Tat nur
mittels eines iiberabzihlbaren Ergebnisraums Q, etwa Q = {1,2,3,4,5,6}", bewerkstelligen,
auf dem die Y; definiert sind. Da uns hier die Moglichkeiten fehlen, dieses mafitheoretische
Problem zu behandeln (der interessierte Leser sei auf den Kurs ”Wahrscheinlichkeitstheorie”
verwiesen), werden wir die Existenz von unendlichen Folgen von Zufallsgroflen im folgenden
einfach unterstellen. Wir weisen allerdings darauf hin, daff unsere Definitionen der Y7, ..., Y,
in 9.3 fiir jedes n > 1 auf einem Ergebnisraum vorgenommen wurden, der selbst von n abhing,
namlich = {1,2,3,4,5,6}". Damit hing aber auch die Laplace-Verteilung P iiber {2 von n

ab und hatte streng genommen mit n indiziert werden miissen.
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