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KAPITEL 1

Stichproben und Stichprobenfunktion

1.1. Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik

Stochastik teilt sich in Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik auf, zwei Gebiete, die im
gewissen Sinne entgegengesetzte Fragestellungen betrachten. Eine typische Fragestellung aus
der Wahrscheinlichkeitstheorie ist diese:

Eine Miinze, die mit Wahrscheinlichkeit p = 0.5 ,, Kopf“ zeigt, wird n = 100
Mal geworfen. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass diese Miinze k = 60
Mal ,,Kopf*“ zeigt?

In der Wahrscheinlichkeitstheorie wird also angenommen, dass eine komplette Beschreibung
aller Parameter (in diesem Fall n und p) eines Zufallsexperiments vorhanden ist. Es wird
dann gefragt, welche Ausgidnge und mit welchen Wahrscheinlichkeiten beobachtet werden
kénnen. Eine typische Fragestellung aus der Statistik ist diese:

Eine Miinze wurde n = 100 Mal geworfen und hat dabei & = 60 Mal
»Kopf* gezeigt. Man bestimme (,,schitze”) die Wahrscheinlichkeit p, mit
der die Miinze bei einem Wurf | Kopf* zeigt.

In der Statistik wird also angenommen, dass ein Zufallsexperiment, dessen Beschreibung
nicht komplett ist, bereits durchgefiihrt wurde und sein Ausgang (in diesem Fall k) bekannt
ist. Gefragt wird dann nach den Parametern, die dieses Zufallsexperiment beschreiben (in
diesem Fall p).

Bei einer statistischen Fragestellung ist der Ausgang eines Zufallsexperiments gegeben. Die-
sen Ausgang nennt man eine Stichprobe. Ausgehend von der Stichprobe versucht man Infor-
mationen iiber die Parameter des Experiments zu gewinnen. Zum Beispiel kann man versu-
chen, die Parameter des Experiments durch gewisse Funktionen der Stichprobe zu schétzen.
Im obigen Beispiel ist die Stichprobe k£ = 60 gegeben und man kann den unbekannten Para-
meter p durch k/n = 0.6 schitzen.

Es sollte aber klar sein, dass die Information dariiber, dass eine Miinze in 100 Wiirfen 60
Mal ,,Kopf“ gezeigt hat, nicht ausreicht, um mit absoluter Sicherheit den Wert von p zu
bestimmen. Bei statistischen Entscheidungen sind also Fehler unvermeidbar. Es geht in der
mathematischen Statistik darum, wie man die Wahrscheinlichkeiten oder die Gréflen dieser
Fehler minimieren kann.



1.2. Grundbegriffe

Wir betrachten eine Serie aus n Messungen jedweder Art. In vielen Situationen muss man
damit rechnen, dass die Ergebnisse der Messungen durch Zufall entstanden sind oder zu-
mindestens durch zuféllige Einfliisse beeintrachtigt werden. Man denke etwa an folgende
Beispiele:

(1) mehrere zuféllig ausgewihlte Personen werden nach Threm Alter gefragt.

(2) ein verrauschtes Signal wird gemessen.

(3) die log-Returns eines Aktienpreises werden zu mehreren Zeitpunkten notiert.

(4) die Koordinaten eines Kometen am Himmel werden zu mehreren Zeitpunkten ge-

messen.

Wir miissen die Ergebnisse der Messungen durch Zufallsvariablen
X1, ., X, Q=R

stochastisch modellieren. Dabei sei mit (€2, A, P) der Wahrscheinlichkeitsraum bezeichnet, auf
dem die Zufallsvariablen X, ..., X, definiert sind. Wenn nun die n Messungen durchgefiihrt
werden, so heifit es, dass im Wahrscheinlichkeitsraum €2 ein Ausgang w geméf Verteilung P
ausgewdhlt wird und wir die Resultate der Messungen erfahren:

r1 = X1(w), ...,z = Xy (w).
Diese Resultate fassen wir in einer Stichprobe zusammen:
(x1,...,2,) € R

Es sei bemerkt, dass 1, ..., z, deterministische Zahlen, wohingegen X,..., X, Zufallsva-
riablen sind. Man sagt, dass der deterministische Vektor (x1,...,z,) eine Realisierung des
Zufallsvektors (X1,...,X,) ist. Die Anzahl der Messungen (also n) nennen wir den Stich-
probenumfang. Die Menge aller vorstellbaren Stichproben wird der Stichprobenraum genannt
und ist in diesem Beispiel R” (oder, wenn Einschrankungen auf die Messergebnisse bestehen,
eine Teilmenge von R™).

Wir werden sehr oft annehmen, dass die Zufallsvariablen X1, ..., X,, unabhdingig und iden-
tisch verteilt sind.

Man kann nun die Aufgabe der Statistik wie folgt zusammenfassen. Man betrachte einen Zu-
fallsvektor (X7, ..., X,). Die Verteilung dieses Vektors sei aber nicht (oder nicht komplett)
bekannt. Es werde eine Realisierung (z1,...,z,) = (Xi(w),..., X, (w)) von (Xi,...,X,)
beobachtet. Anhand dieser Realisierung sollen nun Riickschliisse auf die Verteilung von
(X1,...,X,) gezogen werden.

Zu diesem Zweck bildet man passende Funktionen der Stichprobe.

Definition 1.2.1. Eine beliebige Borel-Funktion ¢ : R — R™ heifit Stichprobenfunkti-
on, Statistik, oder Schatzer.




Wir werden sehr oft auch die zusammengesetzte Funktion betrachten:

o(X): Q= R™,
w (X (W), ..., Xp(w)).

Es sei bemerkt, dass ¢(x1,...,2,) ein deterministisches Element aus R™ ist, wohingegen
©(X) ein Zufallsvektor mit Werten in R™ ist.

Im Folgenden werden wir drei wichtige Beispiele von Stichprobenfunktionen, den empirischen
Mittelwert, die empirische Varianz und die Ordnungsstatistiken, betrachten.

1.3. Empirischer Mittelwert

Es sei (z1,...,7,) € R" eine Realisierung von unabhéngigen und identisch verteilten Zu-
fallsvariablen X7,..., X, mit Verteilungsfunktion

F(t) =P[X, <1], teR,

die nicht bekannt ist. Anhand der bekannten Realisierung (x, . . ., x,) sollen nun verschiedene
Merkmale der Verteilungsfunktion F' (z.B. der Erwartungswert y = EX;, die Varianz 0% =
Var X;, oder sogar die komplette Funktion F') geschétzt werden. Wir werden zuerst den

Erwartungswert p = EX; schétzen.

e M)

Definition 1.3.1. Der empirische Mittelwert (auch das Stichprobenmittel oder das
arithmetische Mittel genannt) ist definiert durch

ITpn = — Z;.

Analog benutzen wir auch die Notation

1
XH:EZXZ-.

(. J

Es sei bemerkt, dass Z, eine reelle Zahl ist, wohingegen X, eine Zufallsvariable ist. Wir
fassen z,, als eine Realisierung von X,, auf: z,, = X, (w).

Satz 1.3.2. Seien Xi,...,X,, unabhingige Zufallsvariablen mit EX; = p und Var X; =

o?. Dann gilt
2

EX, = g und Var X, = U—.
n




Beweis. Indem wir die Linearitéit des Erwartungswertes benutzen, erhalten wir

Xi+...+X,
n

_ 1 1
IEXn:IE[ ]:E-E[X1+...+Xn]:E-nE[Xl]:IE[Xl]:,u.
Indem wir die Additivitdt der Varianz (bei unabhingigen Zufallsvariablen) benutzen, erhal-
ten wir
2

1 1 o
= ﬁVar(Xl +...+X,) = ﬁ~nVar(X1) =—

Var X,, = Var (Xl +"'+X”>
n

O

Bemerkung 1.3.3. Der obige Satz besagt, dass beim Schétzen von p = EX; durch z,
(oder X,,) kein systematischer Fehler entsteht, in dem Sinne, dass der Erwartungswert des
Schiitzers X,, mit dem zu schitzenden Parameter u iibereinstimmt: EX, = p. Man sagt,
dass X,, ein erwartungstrever Schitzer fiir 1 ist.

Der niichste Satz besagt, dass bei einer immer gréier werdenden Stichprobe der Schitzer X,
gegen den zu schitzenden Wert p konvergiert.

e M)

Satz 1.3.4. Seien X;, X,,... unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit
EX; = p. Dann gilt

X, 54
n—oo
Man sagt in diesem Zusammenhang, dass X, ein stark konsistenter Schitzer fiir p ist.
& J
Beweis. Das folgt direkt aus dem starken Gesetz der groflen Zahlen. U

1.4. Empirische Varianz

Definition 1.4.1. Die empirische Varianz oder die Stichprobenvarianz einer Stichprobe
(21,...,2,) ist definiert durch

1 _
5= —— Z(wz — )%

Analog benutzen wir auch die Notation

(. J

Die Rolle des Faktors —— (anstelle von %) wird in Satz klar. Zuerst leiten wir eine

n—1
alternative Formel fiir S? her.



Satz 1.4.2. Es gilt

1 Y X2 —nX?).
i=1

Beweis. Durch ausquadrieren ergibt sich

n

§2= 3 (X2 ax.X, + X2)

n—14%
=1

_ ! (Z X2 Z 2X.X, + nxg>

ZX2 —2X,nX, + nX2>

ZXQ—nX>

Dabei haben wir die Formel Y 7 | X; = nX,, benutzt. d

-1

—1(
=1

Satz 1.4.3. Seien Xi,..., X, unabhingige Zufallsvariablen mit EX; = p und Var X; =
o%. Dann gilt
E[Sy] =

]

(2:: E[X?] — nE[X ])

Beweis. Mit Satz ergibt sich

E[S,] =

= o~
Dabei haben wir verwendet, dass

E[X?] = Var X; + (EX;)* = 0” + i°
2
E[X?] = Var X, + (EX,)? = — + 12
n

Fiir die zweite Formel haben wir benutzt, dass EX,, = p und Var X,, = %, siehe Satz|1.3.2]
O




Bemerkung 1.4.4. Die empirische Varianz s? (bzw. S2) ist ein natiirlicher Schitzer fiir
die theoretische Varianz o2 = Var X;. Der obige Satz besagt, dass S? ein erwartungstreuer
Schitzer fiir o2 ist im Sinne, dass der Erwartungswert des Schitzers mit dem zu schitzenden

Parameter o? iibereinstimmt: ES? = 2.

Bemerkung 1.4.5. Der Faktor ﬁ in der Definition von S? wird die Bessel-Korrektur
genannt und macht S? zu einem erwartungstreuen Schiitzer. An Stelle von S? kann auch

folgende Stichprobenfunktion betrachtet werden:

=1

Der Unterschied zwischen S2 und S? ist also nur der Vorfaktor - bzw. L. Allerdings ist 52
kein erwartungstreuer Schitzer fiir o2, denn

n—1 n—1
-0 < o?.

" n n

]E[S”Z]:E{ 52} ol gy

Somit wird die Varianz o2 ,unterschitzt. Schitzt man ¢® durch S2, so entsteht ein syste-

matischer Fehler (Bias) von —=o2.

Aufgabe 1.4.6 (Verhalten von s2 unter affinen Transformationen). Essei s2 = s2(x1,...,7,)
die empirische Varianz der Stichprobe (z1,...,z,) € R™. Zeigen Sie, dass fiir alle a,b € R,
s2(axy +b,...,ax, +b) = a®s>(z1,. .., T).

Aufgabe 1.4.7 (Satz von Steiner). Es sei (z1,...,z,) € R". Zeigen Sie, dass fiir alle
a€eR,

n n

Z(aﬁz —a)? = Z(a:z — Zn)? + (T — a)?

i=1 =1

Aufgabe 1.4.8 (Charakterisierung des empirischen Mittelwerts). Sei (z1,...,2,) € R”
eine Stichprobe. Bestimmen Sie das Minimum der Funktion f(a) := - Y% (z; — a)?,
a € R. Zeigen Sie, dass das Minimum fiir a = Z,, erreicht wird.

Aufgabe 1.4.9 (Charakterisierung der Erwartungswerts). Sei X eine Zufallsvariable mit
E[X?] < co. Bestimmen Sie das Minimum der Funktion f(a) := E[(X —a)?], a € R. Zeigen
Sie, dass das Minimum fiir ¢ = EX erreicht wird.

Ein natiirlicher Schétzer fiir die theoretische Standardabweichung o = /Var X; ist durch die
Wurzel aus der empirischen Varianz gegeben.

( M)

Definition 1.4.10. Die empirische Standardabweichung ist definiert durch

n

Sn= VR = | —— S (i — Ea)2

n—1~4%
=1




Aufgabe 1.4.11. Ist S, ein erwartungstreuer Schitzer fiir o7 Was ist grofler: ES,, oder
o?

Bemerkung 1.4.12. Das Stichprobenmittel z,, ist ein Lageparameter (beschreibt die Lage
der Stichprobe). Die Stichprobenvarianz s? (bzw. die empirische Standardabweichung s,,) ist
ein Streuungsparameter (beschreibt die Ausdehnung der Stichprobe).

Aufgabe 1.4.13 (Starke Konsistenz der empirischen Varianz). Seien X, X, ... unabhéngige
identisch verteilte Zufallsvariablen mit EX; = p und Var X; = o2. Zeigen Sie, dass

.S. ~ .S.
S2 EAN o?, 52 I 52,
n—oo n—o0

Das heiBt, S2 und S? sind stark konsistente Schiitzer fiir o2,

Aufgabe 1.4.14 (Zwei Stichproben mit gleicher Varianz). Seien Xi,..., X, Y1,..., Y
unabhingige Zufallsvariablen mit EX; = u, EY; = v und Var X; = VarY; = o2, wobei alle
drei Parameter unbekannt seien. Zeigen Sie, dass der Schétzer
1 n ~ m B
7T = ——— Z(XZ — Xn)2 + Z(Y; - Yn)2 9

n+m-—2
+ i=1 j=1

erwartungstreu fiir o2 ist, d.h. ET = o2.

Aufgabe 1.4.15 (Varianz schitzen bei bekanntem Erwartungswert). Es seien Xi,..., X,
unabhéngige Zufallsvariablen mit bekanntem Erwartungswert p und unbekannter Varianz
0% < co. Zeigen Sie, dass der Schiitzer

i=1

erwartungstreu fiir o2 ist.

Ist (X,Y) ein Zufallsvektor mit E[X?] < oo und E[Y?] < oo, so ist seine Kovarianz durch
Cov(X,Y) = E[(X — EX)(Y —EY)] = E[XY] — E[X]E[Y]

definiert. In der néchsten Aufgabe geht es darum, die Kovarianz anhand von n unabhéngigen
Beobachtungen von (X,Y") zu schétzen.

Aufgabe 1.4.16 (Empirische Kovarianz). Seien (X7i,Y1), (X2, Y2),... unabhéngige iden-
tisch verteilte Zufallsvektoren mit E[X?] < oo, E[Y;?] < co und p = Cov(X;,Y;). Zeigen
Sie, dass die sogenannte empirische Kovarianz

n

LS (- XY Vi)

i=1

R, =

n—1

ein erwartungstreuer und stark konsistenter Schitzer fiir die theoretische Kovarianz p ist,
d.h.

ER, = p und R, i—s> p.
n—oo



Hinweis: Zuerst kann man die folgende Formel beweisen:
1 u -
Ry =— (z;(xy - XnYn)> :
1=
Aufgabe 1.4.17 (Formel fiir die empirische Varianz). Zeigen Sie, dass

5522(171) > (Xi— X))

2/ 1<i<j<n

Aufgabe 1.4.18 (Varianz der empirischen Varianz). Seien X7,..., X, unabhingige und
identisch verteilte Zufallsvariablen mit E[X] < co. Zeigen Sie, dass

1 _
Var[S?] = - (/@4 - Z_ ?U4> ,

wobei = EX;, 0% = Var X; und k4 = E[(X; — p)*] das vierte zentrale Moment von X;
ist.

1.5. Ordnungsstatistiken und Quantile

Das Stichprobenmittel ist kein robuster Lageparameter, d.h. es wird stark von Ausrei-
Bern beeinflusst. Das wird im folgenden Beispiel gezeigt. Betrachte zuerst die Stichprobe
(1,2,2,2,1,1,1,2). Somit ist Z,, = 1.5. Andert man nur den letzten Wert der Stichprobe in
200 um, also (1,2,2,2, 1,1,1,200), dann gilt z,, = 26.25. Wir konnten also den Wert des
Stichprobenmittels stark verdndern, indem wir nur ein einziges Element aus der Stichprobe
verandert haben. Die Stichprobenvarianz ist ebenfalls nicht robust.

Im weiteren werden wir robuste Lage- und Streuungsparameter einfiihren, d.h. solche Para-
meter, die sich bei einer Anderung (und zwar sogar bei einer sehr starken Anderung) von nur
wenigen Elementen aus der Stichprobe nicht sehr stark veréindern. Zu diesem Zweck werden
wir nun Ordnungsstatistiken und Quantile definieren.

( )

Definition 1.5.1. Sei (z1,...,2,) € R" eine Stichprobe. Wir kénnen die Elemente der
Stichprobe aufsteigend anordnen:

1) S x2) < .S Ty

Wir nennen z(; die i-te Ordnungsstatistik der Stichprobe.
. J

Zum Beispiel ist z(;) = min x; das Minimum und z(,) = max ; das Maximum der Stich-

i=1,...,n i=1,..,n

probe.
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Definition 1.5.2. Der Stichprobenmedian ist gegeben durch

T(nt1\, falls n ungerade,
(=)

Med,, = Med,, (21, ...,x,) = )
3 (x(%) + x(%ﬂ)) , falls n gerade.

Somit befindet sich die Hélfte der Stichprobe iiber dem Stichprobenmedian und die
andere Hilfte der Stichprobe darunter.

(. J

Beispiel 1.5.3. Der Median ist ein robuster Lageparameter. Als Beispiel dafiir betrachten
wir zwei Stichproben mit Stichprobenumfang n = 8.
Die erste Stichprobe sei
(x1,...,28) = (1,2,2,2,1,1,1,2).

Somit sind die Ordnungsstatistiken gegeben durch

(@), ..., xm) =(1,1,1,1,2,2,2,2).
Daraus lésst sich der Median berechnen und dieser ist Medg = % = 1.5.
Als zweite Stichprobe betrachten wir

(y1, -, ys) = (1,2,2,2,1,1,1,200).
Die Ordnungsstatistiken sind gegeben durch
(Way, - ymy) = (1,1,1,1,2,2,2,200),
und der Median ist nach wie vor Medg = 1.5. Dies zeigt, dass der Median robust ist.

Bemerkung 1.5.4. Im Allgemeinen gilt Med,, # 7,,.

Aufgabe 1.5.5 (Charakterisierung des empirischen Medians). Sei (z1,...,2,) € R™ eine
Stichprobe. Beschreiben Sie die Menge aller a € R, fiir die die Funktion f(a) := > | |z; —
a| minimal wird. Hinweis: Betrachten Sie die Félle n gerade und n ungerade separat.

Ein weiterer robuster Lageparameter ist das getrimmte Mittel.

( N

Definition 1.5.6. Das getrimmte Mittel einer Stichprobe (z1, ..., x,) ist definiert durch

. J
Die Wahl von k entscheidet, wie viele Daten nicht beriicksichtigt werden. Man kann zum
Beispiel k£ = [0.05 - n] wihlen, dann werden 10% aller Daten nicht berticksichtigt. In diesem
Fall spricht man auch vom 5%-getrimmten Mittel.

Anstatt des getrimmten Mittels betrachtet man oft das winsorisierte Mittel:

n—k
1
- ( Z etk Ty +k ﬂﬁ(n—k)) :

i=k+1
11



Nachdem wir nun einige robuste Lageparameter konstruiert haben, wenden wir uns den
robusten Streuungsparametern zu. Dazu benotigen wir die empirischen Quantile.

s M)

Definition 1.5.7. Sei (21,...,2,) € R™ eine Stichprobe und « € (0, 1). Das empirische
a-Quantil ist definiert durch

o= T(jnal+1)5 falls na ¢ N,
“ %(C(]([na}) ar $([na}+1))7 falls na € N.
Hierbei steht [-] fir die GauBklammer.

. J
Der empirische Median ist somit das empirische %—Quantil.

Definition 1.5.8. Die empirischen Quartile sind die Zahlen

qo,25, o5, qo,75-

Die Differenz gy 75 — qo .25 nennt man den empirischen Interquartilsabstand.

Der empirische Interquartilsabstand ist ein robuster Streuungsparameter.

Die empirischen Quantile konnen als Schétzer fiir die ,,theoretischen“ Quantile betrachtet
werden, die wir nun einfithren werden.

Definition 1.5.9. Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F(¢) und sei a €
(0,1). Das theoretische a-Quantil Q(«) von X ist definiert als die Losung der Gleichung

F(Q(e)) = e

Leider kann es passieren, dass diese Gleichung keine Losungen hat (wenn die Funktion F' den
Wert « iiberspringt) oder dass es mehrere Losungen gibt (wenn die Funktion F' auf einem
Intervall konstant und gleich « ist). Deshalb benutzt man die folgende Definition, die auch
in diesen Ausnahmeféllen Sinn ergibt:

Qo) =inf{t e R: F(t) > a}.

Definition 1.5.10. Der Wert Q(5) heifit der (theoretische) Median.

Aufgabe 1.5.11 (Charakterisierung des Medians). Sei X eine Zufallsvariable mit einer
stetigen Verteilungsfunktion F'. Beschreiben Sie die Menge aller a € R, fiir die die Funktion
f(a) := E|X — a| minimal wird. Hinweis: Zeigen Sie, dass f'(a) = 2F (a) — 1.
Beispiel 1.5.12. Weitere Lageparameter, die in der Statistik vorkommen:
(1) Das Bereichsmittel 1(z(,) + z(1)) (nicht robust).
12



(2) Das empirische Quartilsmittel $(go25 + go,75) (robust).
Beispiel 1.5.13. Weitere Streuungsparameter:
(1) Die Spannweite () — x(1).

(2) Die mittlere absolute Abweichung vom Mittelwert £ Y |z; — Z,|.
i=1

n

(3) Die mittlere absolute Abweichung vom Median + >~ |z; — Med,,|.
i=1

Alle drei Parameter sind nicht robust. Man kann den dritten Parameter allerdings robust
machen, wenn man wieder einmal den Mittelwert durch den Median ersetzt:

Med(|z; — Med,,|, ..., |z, — Med,|).

1.6. Verteilung der Ordnungsstatistiken

Satz 1.6.1. Seien X, Xs,..., X,, unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen,
die absolut stetig sind mit Dichte f und Verteilungsfunktion F'. Es seien

die Ordnungsstatistiken. Dann ist die Dichte der Zufallsvariable X; gegeben durch

Frol®) = o= OF @ = PO

. J
Erster Beweis. Damit X(;) = ¢ ist, muss Folgendes passieren:

1. Eine der Zufallsvariablen, z.B. X}, muss den Wert ¢ annehmen. Es gibt n Md&glichkeiten,
das k auszuwéhlen. Die ,Dichte“ des Ereignisses X, =t ist f(¢).

2. Unter den restlichen n — 1 Zufallsvariablen miissen genau ¢ — 1 Zufallsvariablen Werte
unter ¢ annehmen. Wir haben (’;:11) Moglichkeiten, die ¢ — 1 Zufallsvariablen auszuwéhlen.
Die Wahrscheinlichkeit, dass die ausgewihlten Zufallsvariablen allesamt kleiner als ¢ sind,
ist F(t)1.

3. Die verbliebenen n — ¢ Zufallsvariablen miissen allesamt gréfer als ¢ sein. Die Wahrschein-
lichkeit davon ist (1 — F'(t))" "

Indem wir nun alles ausmultiplizieren, erhalten wir das Ergebnis:

n—1

Fx () = nf(t)- <z B 1>F(t)i1 (1 — F(t)".

Das ist genau die erwiinschte Formel, denn n(’;:ll) = (ngﬁznll), = (ifl)?(!nfi)!' O

Zweiter Beweis. SCHRITT 1. Die Anzahl der Elemente der Stichprobe, die unterhalb von
t liegen, bezeichnen wir mit

N=#{ief{l,. . n}:X;<t}=) TIx
=1

13



Dabei steht # fiir die Anzahl der Elemente in einer Menge. Die Zufallsvariablen X1, ..., X,
sind unabhéngig und identisch verteilt mit P[X; < t] = F(¢). Somit ist die Zufallsvariable N
binomialverteilt:

N ~ Bin(n, F(t)).

SCHRITT 2. Es gilt {X(;) <t} = {N > i}. Daraus folgt fiir die Verteilungsfunktion von X;),
dass
. n .
Fx,(t) =P[X4 <t]=P[N >i] =) _ (k)F(t)k(l — F(t)"
k=i
SCHRITT 3. Die Dichte ist die Ableitung der Verteilungsfunktion. Somit erhalten wir

fX(i) (t) - FA;((Z-) (t)

=2 (Z) {EF@ O = F@)"" = (n = k)F®) (1= F)" 1 f()}

=2 (Z) REOF (1 = P =S @ (n—K)F@)* (1 = F(£)" "1 f(2).

k=i
Wir schreiben nun den Term mit £ = ¢ in der ersten Summe getrennt, und fiir alle anderen

Terme in der ersten Summe fithren wir den neuen Summationsindex [ = k— 1 ein. Die zweite
Summe lassen wir unverandert, ersetzen aber den Summationsindex &k durch [:

o) = (1)iF@r 00 - Oy + X ()1 ) DF@) 00 - Pl

-3 ()= vF@' e - oy,

Der Term mit [ = n in der zweiten Summe ist wegen des Faktors n —{ gleich 0, somit kénnen
wir in der zweiten Summe bis n — 1 summieren. Nun sehen wir, dass die beiden Summen

gleich sind, denn
n n! n
(l+1)(l+1) T Un—1-1) (z)("_l)'

Die Summen kiirzen sich und somit folgt

Fx (1) = <?)’iF(t)i1f(t)(1 — F(t)". O

Aufgabe 1.6.2 (Gemeinsame Dichte von X(;) und X(;)). Seien Xi,..., X,, unabhéngige
und identisch verteilte Zufallsvariablen mit Dichte f und Verteilungsfunktion F'. Man zeige,
dass fiir alle 1 <4 < j < n die gemeinsame Dichte me’ X(j)(t, s) der Ordnungsstatistiken
Xy und X(;) durch die folgende Formel gegeben ist:

n n i—1 B j—l—ifq n—j
1O£(5) (11 i JFOT ) = FOP 0 R,
Im néchsten Satz bestimmen wir die gemeinsame Dichte aller Ordnungsstatistiken.

14



Satz 1.6.3. Seien Xj,..., X, unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit
Dichte f. Seien Xy < ... < X(;,) die Ordnungsstatistiken. Dann ist die gemeinsame
Dichte des Zufallsvektors (X, ..., X)) gegeben durch

nl-f(ty) ... f(tn), fallst; <...<t,,

0, sonst.

(. J

Beweis. Da die Ordnungsstatistiken per Definition aufsteigend sind, ist die Dichte gleich
0, wenn die Bedingung t; < ... < t, nicht erfiillt ist. Sei nun die Bedingung t; < ... <'¢,
erfilllt. Damit X1y = t1,..., X(,) = t, ist, muss eine der Zufallsvariablen (fiir deren Wahl es
n Moglichkeiten gibt) gleich ¢; sein, eine andere (fiir deren Wahl es n — 1 Moglichkeiten gibt)
gleich to, usw. Wir haben also n! Moglichkeiten fiir die Wahl der Reihenfolge der Variablen.
Zum Beispiel tritt fiir n = 2 das Ereignis {X(1y = t1, X(9) = t2} genau dann ein, wenn
entweder {X; = t1, Xy = to} oder {X; = ty, Xy = 1} eintritt, was 2 Moglichkeiten ergibt.
Da alle Moglichkeiten sich nur durch Permutationen unterscheiden und somit die gleiche
,Dichte“ besitzen, betrachten wir nur eine Moglichkeit und multiplizieren dann das Ergebnis
mit n!. Die einfachste Moglichkeit ist, dass {X; = t1,...,X,, = t,,} eintritt. Diesem Ereignis
entspricht die ,Dichte“ f(¢;)-...- f(t,), da die Zufallsvariablen X7, ..., X,, unabhéngig sind.
Multiplizieren wir nun diese Dichte mit n!, so erhalten wir das gewiinschte Ergebnis. U

Beispiel 1.6.4. Seien X7, ..., X, unabhéngig und gleichverteilt auf dem Intervall [0, 1]. Die
Dichte von X ist f(t) = 1j91)(¢). Somit gilt fiir die Dichte der i-ten Ordnungsstatistik

™i- (1= )", falls ¢ € [0, 1],
fX(n (t) = {(()Z) 0.1
, sonst.

Diese Verteilung ist ein Spezialfall der Betaverteilung, die wir nun einfiihren.

[ R
Definition 1.6.5. Eine Zufallsvariable Z heifit betaverteilt mit Parametern «, 5 > 0,
falls

_ 1  ja-1 _ 4\8-1
f2(t) = {B(""‘” =g, fallste 0,1,
0, sonst.

Bezeichnung: Z ~ Beta(q, 3). Hierbei ist B(«, ) die Eulersche Betafunktion, gegeben
durch

B(a, ) = /01 to7 (1 — )P 1at.

. J
Indem wir nun die Dichte von X ;) im gleichverteilten Fall mit der Dichte der Betaverteilung
vergleichen, erhalten wir, dass

Xy ~ Beta(i,n —i+1).
Dabei muss man gar nicht nachrechnen, dass m = (T;)z ist, denn in beiden Féllen
handelt es sich um eine Dichte. Wéren die beiden Konstanten unterschiedlich, so wére das
Integral einer der Dichten ungleich 1, was nicht moglich ist.

15



0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

ABBILDUNG 1. Dichten der Ordnungsstatistiken X(qy,...,X ) einer un-
abhéngigen und auf [0, 1] gleichverteilten Stichprobe X7, ..., Xj.

Aufgabe 1.6.6. Seien X7,..., X, unabhingig und gleichverteilt auf dem Intervall [0, 1].
Zeigen Sie, dass .

i
n+1

E[X@)] =

Aufgabe 1.6.7. Seien X1, ..., X, unabhingig und exponentialverteilt mit Parameter 1.

Zeigen Sie, dass
E[X ]—i—i— ! + +$
s S

Aufgabe 1.6.8. Es seien X, X1,...,X,, unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvaria-
blen mit einer stetigen Verteilungsfunktion. Berechnen Sie

(a) P[X; < Xo < ... < X,].

(b) P[X,, = max{X1,..., X,}].

Aufgabe 1.6.9. Es seien X, Xy, ..., X,, unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvaria-
blen mit einer stetigen Verteilungsfunktion. Es seien X(;) < ... < X, die Ordnungssta-
tistiken von Xi,..., X, (ohne Beriicksichtigung von X). Berechnen Sie P[X < X ;] fiir
k=1,...,n.

16



KAPITEL 2

Empirische Verteilungsfunktion

2.1. Empirische Verteilungsfunktion

Seien X, ..., X, unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit theoretischer Ver-
teilungsfunktion

F(t) =P[X; <t
Es sei (x1,...,x,) eine Realisierung dieser Zufallsvariablen. Wie kénnen wir die theoretische
Verteilungsfunktion ' anhand der Stichprobe (z1, ..., x,) schitzen? Dafiir benétigen wir die
empirische Verteilungsfunktion.

e M)

Definition 2.1.1. Die empirische Verteilungsfunktion einer Stichprobe (z1,...,x,) €
R™ ist definiert durch

~ 1 — 1
E,(t) ::EZIinSt:E#{@'E{l,...,n}:xigt}, tcR.
=1

(. J

Bemerkung 2.1.2. Die oben definierte empirische Verteilungsfunktion kann wie folgt durch

die Ordnungsstatistiken x(y), ..., z(,) ausgedriickt werden
0, falls t < (1),
%, falls z(1) <t < 2(9),
F\n(t) _ %, falls w9y <t < 2(3),
nT_l, falls T(n—1) <t< T(n),
(1, falls z(,) < t.

Bemerkung 2.1.3. Die empirische Verteilungsfunktion F\n hat alle Eigenschaften einer Ver-
teilungsfunktion, denn es gilt

(1) limy_y— oo Fu(t) = 0 und limy_, o0 Fp(t) = 1.
(2) F, ist monoton nichtfallend.
(3) F), ist rechtsstetig.

Parallel werden wir auch die folgende Definition benutzen.
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ABBILDUNG 1. Empirische Verteilungsfunktion. Die roten Punkte zeigen die Stich-
probe. An jedem dieser Punkte springt die empirische Verteilungsfunktion um 1/n.

Definition 2.1.4. Seien Xi,..., X,, unabhingige und identisch verteilte Zufallsvaria-
blen. Dann ist die empirische Verteilungsfunktion gegeben durch

~ 1 <&
=1

&

J

Es sei bemerkt, dass F,(t) fiir jedes ¢ € R eine Zufallsvariable ist. Somit ist F), cine zufillige

Funktion. Auf die Eigenschaften von F\n(t) gehen wir im folgenden Satz ein.

-

Satz 2.1.5. Seien Xi, X,,... unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit
Verteilungsfunktion F'. Dann gilt
(1) Die Zufallsvariable nF,,(t) ist binomialverteilt:

nE,(t) ~ Bin(n, F(t)).
Das heif3t:

P [ﬁn(t) - 5} - <Z> F)F(1— F@E))™™*, k=0,1,...,n.

n

(2) Fiir den Erwartungswert und die Varianz von F},(t) gilt:

E[F, ()] = F(t), Var[Fu(t)] = LU= F)

n

Somit ist F,(t) ein erwartungstreuer Schiitzer fiir F(t).
(3) Fir alle t € R gilt

E,t) L5 F@).

n—o0

18




In diesem Zusammenhang sagt man, dass ﬁn(t) ein ,,stark konsistenter“ Schéatzer fiir
F(t) ist.
(4) Fiir alle t € R mit F(t) # 0,1 gilt:

E,t)—F{t) 4
VED[ = F(D)

In diesem Zusammenhang sagt man, dass ﬁn(t) ein ,,asymptotisch normalverteilter Schétzei

1st.
. J

Bemerkung 2.1.6. Die éussage von Teil 4 kann man folgendermaflen verstehen: Die Ver-
teilung des Schitzfehlers F,,(t) — F(t) ist fiir grole Werte von n approximativ

N(QF®O—FVD).

n

Vn

N(0, 1).

Beweis von (1). Wir betrachten n Experimente. Beim i-ten Experiment tiberpriifen wir,
ob X; <t. Falls X; <t, sagen wir, dass das i-te Experiment ein Erfolg ist. Die Experimente
sind unabhéngig voneinander, denn die Zufallsvariablen X7,..., X, sind unabhéngig. Die
Erfolgswahrscheinlichkeit in jedem Experiment ist P[X; < t] = F(¢). Die Anzahl der Erfolge
in den n Experimenten, also die Zufallsvariable

nl/:’\n(t) = Z ﬂxigt
=1

muss somit binomialverteilt mit Parametern n (Anzahl der Experimente) und F'(t) (Erfolgs-
wahrscheinlichkeit) sein.

Beweis von (2). Wir haben in (1) gezeigt, dass nF,(t) ~ Bin(n, F(t)). Der Erwartungswert
einer binomialverteilten Zufallsvariable ist die Anzahl der Experimente multipliziert mit der
Erfolgswahrscheinlichkeit. Also gilt

E[nF,(t)] = nF(t).

~

Teilen wir beide Seiten durch n, so erhalten wir E[F),(t)] = F(t).
Die Varianz einer Bin(n, p)-verteilten Zufallsvariable ist np(1 — p), also

Var[nF,(t)] = nF(t)(1 — F(t)).

Wir kénnen nun das n aus der Varianz herausziehen, allerdings wird daraus (nach den
Eigenschaften der Varianz) n?. Indem wir nun beide Seiten durch n? teilen, erhalten wir
F()(1 ~ F(1)

n

Var[F,(t)] =

Beweis von (3). Wir fithren die Zufallsvariablen Y; = 1x,<; ein. Diese sind unabhéngig
und identisch verteilt (da X, Xs, ..., unabhéngig und identisch verteilt sind) mit

PlY,=1]=P[X; <{] = F(t), P[Y;=0=1-P[X, <t]=1-F(t).
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Es gilt also EY; = F(t). Wir kénnen nun das starke Gesetz der grofien Zahlen auf die Folge
Y1,Ys, ... anwenden:

~ 1 — ] —
Fo(t) = - Z ILy,<t = o ZYi TN EY; = F(t).
=1 =1

n—oo

Beweis von (4). Mit der Notation von Teil (3) gilt
EY; = F(t) VarY,=F(t)(1— F(t)).

Wir wenden den zentralen Grenzwertsatz auf die Folge Y7, Ys, ... an:

_ LS Y~ EY; Y)Y nEY;
N Fo(t) — F(t) = n i=1 '
VEDO( - F(1) JVarY;

)

=1 d
—n\/ar}/l r:o N(O, 1)

2.2. Empirische Verteilung

Mit Hilfe der empirischen Verteilungsfunktion kénnen wir also die theoretische Verteilungs-
funktion schétzen. Nun fithren wir auch die empirische Verteilung ein, mit der wir die theo-
retische Verteilung schétzen konnen. Zuerst definieren wir, was die theoretische Verteilung
ist.

Definition 2.2.1. Sei X eine Zufallsvariable. Die theoretische Verteilung von X ist ein
Wabhrscheinlichkeitsma$ p auf (R, B) mit

pu(A) =P[X € A fir jede Borel-Menge A C R.

Der Zusammenhang zwischen der theoretischen Verteilung p und der theoretischen Vertei-
lungsfunktion F' einer Zufallsvariable ist dieses:

F(t) = pu((—o0,t]), teR.

Wie konnen wir die theoretische Verteilung anhand einer Stichprobe (z1, ..., z,) schitzen?

( )

Definition 2.2.2. Die empirische Verteilung einer Stichprobe (zi,...,z,) € R" ist ein
Wabhrscheinlichkeitsma$ i, auf (R, B) mit

- BN 1Ly g
/Ln(A):EzzlﬂxzeA:ﬁ#{ZE{la7n}xZ€A}

fiir jede Borel-Menge A C R.

(. J
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Die theoretische Verteilung p ordnet jeder Menge A die Wahrscheinlichkeit, dass X einen
Wert in A annimmt, zu. Die empirische Verteilung fi,, ordnet jeder Menge A den Anteil der
Stichprobe, der in A liegt, zu.

Die empirische Verteilung [z, kann man sich folgendermaflien vorstellen: Sie ordnet jedem
der Punkte z; aus der Stichprobe das gleiche Gewicht 1/n zu. Falls ein Wert mehrmals in
der Stichprobe vorkommt, wird sein Gewicht entsprechend erhcht. Dem Rest der reellen
Geraden, also der Menge R\{z1,...,z,}, ordnet j1,, Gewicht 0 zu. Am Besten kann man das
mit dem Begriff des Dirac-6-Mafles beschreiben.

e )

Definition 2.2.3. Sei x € R eine Zahl. Das Dirac-6-Maf$ §, ist ein Wahrscheinlichkeits-
maf} auf (R, B) mit

0, fallsz¢ A

(. J

Das Dirac-0-Ma$ §, ordnet dem Punkt x das Gewicht 1 zu. Der Menge R\{z} ordnet es das
Gewicht 0 zu. Die empirische Verteilung ji,, 1dsst sich nun wie folgt darstellen:

PO I

Zwischen der empirischen Verteilung 7i,, und der empirischen Verteilungsfunktion F\n besteht
der folgende Zusammenhang:

1, fall A
0.(A) = { ) RS EE L o e Borel-Mengen A C R.

F(t) = Hn((—00,1]).
Der néchste Satz fasst die wichtigsten Eigenschaften der empirischen Verteilung zusammen.

Satz 2.2.4. Seien Xi,..., X, unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit
Verteilung p. Sei A C R eine Borel-Menge. Dann gilt
(1) Die Zufallsvariable nji,(A) ist binomialverteilt:

nfin(A) ~ Bin(n, ().
(2) Der Erwartungswert und die Varianz von [i,,(A) sind gegeben durch:

E[fi(4)] = n(4),  Va[p,(4) = ML EA)

Insbesondere ist ji,(A) ein erwartungstreuer Schétzer fiir p(A).
(3) 1n(A) ein stark konsistenter Schéitzer fiir p(A), d.h.

fin(A) 5 p(A).

n—0o0
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(4) Falls u(A) # 0,1, gilt:
A=A
VA=) oD

Somit ist fi,(A) ein asymptotisch normalverteilter Schétzer fiir p(A).
(. J

Aufgabe 2.2.5. Beweisen Sie Satz Leiten Sie Satz aus Satz her.

Aufgabe 2.2.6. Seien A, B C R zwei Borel-Mengen. Bestimmen Sie Cov (i, (A), fin(B)).

Aufgabe 2.2.7. Seien A1,..., A C R Borel-Mengen. Zeigen Sie, dass der Zufallsvektor
(Vn(fin(Ar) = p(Ar)), -, Va(fin(Ax) — p(Ax)))

fiir n — oo in Verteilung gegen eine k-variate Normalverteilung konvergiert.

2.3. Plug-in-Schitzer

Seien X, ..., X,, unabhéngige identisch verteilte Zufallsvariablen mit einer Verteilung u. Ge-
geben sei deren Realisierung (1, ..., z,). Angenommen, wir wollen ein bestimmtes Merkmal
von p schétzen, z.B. dessen Erwartungswert oder Varianz. Wir wollen also W(u) schiitzen,
wobei U : M — R ein Funktional auf einer Menge M ist, die aus Wahrscheinlichkeitsma-
Ben auf R besteht. Da wir die theoretische Verteilung p durch die empirische Verteilung i,
schétzen, ist es ganz natiirlich, W(u) durch W(f,) zu schitzen.

Definition 2.3.1. V(i) heifit der Plug-in-Schdtzer von W(u).

Beispiel 2.3.2 (Empirische Momente). Sei my, := U(p) = [, 2*pu(dz) = E[X}] das k-te
Moment von p. Der Plug-in-Schétzer fiir my, ist gegeben durch
k k
fhk:/xkﬁn(dx) _ xl—i—...—i-acn'
R n

Man nennt my das k-te empirische Moment der Stichprobe (z1,...,x,). Insbesondere ist
Zn, = my der Plug-in-Schétzer fiir den Erwartungswert p = EX;.

Beispiel 2.3.3 (Plug-in-Schitzer fiir die Varianz). Sei U(u) = VarX; = [, #*u(dz) —
( fR xu(daj))Q die Varianz von p. Der Plug-in-Schétzer ist gegeben durch

2 n
1 n—1
A9 2~ -~ 2 —2 2
OPlug-in — x /J,n(dl‘) - (/ xlln(dx)) - Ty — Ty = Sno

wobei s2 die empirische Varianz ist.

Beispiel 2.3.4 (Schiefe und deren Plug-in-Schétzer). Es seien die ersten drei Momente einer
Zufallsvariable X endlich: EX = u, Var X = 0% > 0, E[X®] < co. Die Schiefe von X ist
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definiert als

Y(X)=E

X —pu K
- .
Die Schiefe bleibt invariant unter affinen Transformationen, d.h. fiir alle a > 0, b € R gilt
A(aX +b) = (X).

Fiir Verteilungen, die symmetrisch um ihren Erwartungswert sind, verschwindet die Schiefe.
Dis Schiefe ist somit weder ein Lage- noch Skalenparameter, sondern ein Mafl dafiir, wie
unsymmetrisch (um den Erwartungswert) die Verteilung einer Zufallsvariable ist. Seien nun
Xq,..., X, unabhéngige identisch verteilte Zufallsvariablen mit der gleichen Verteilung wie
X. Es sei eine Realisierung (z1,...,x,) von (Xi,...,X,) gegeben. Der Plug-in-Schétzer fiir
die Schiefe von X ist gegeben durch

3
n —
. 1 Ty — Tp
YPlug-in = — Z = .
g n &2

i=1 Plug-in

Aufgabe 2.3.5 (Kumulanten). Es sei X eine Zufallsvariable fiir die die Funktion v (t) :=
log Ee!X in einer Umgebung von 0 endlich ist. Die Ableitungen von ¢ an der Stelle 0 heilen
die Kumulanten von X:
k(X)) =9®(0), keN.

Die Funktion ¢ heifit die kumulantenerzeugende Funktion von X.

(1) Zeigen Sie, dass 1 = EX, kg = Var X und k3 = E[(X — EX)3].

(2) Zeigen Sie, dass sy als ein Polynom von EX,EX?2, ... EX* dargestellt werden

kann.
(3) Seien Xi,..., X, unabhéingige Zufallsvariablen. Zeigen Sie, dass fiir alle k € N,

Hk(Xl 4+ ... —l—Xn) = K]k(Xl) 4+ ...+ Hk(Xn)

Aufgabe 2.3.6. Zeigen Sie, dass fiir eine normalverteilte Zufallsvariable alle Kumulanten
angefangen mit k3 verschwinden.

Aufgabe 2.3.7. Zeigen Sie, dass fiir eine Poi(\)-verteilte Zufallsvariable alle Kumulanten
gleich X sind.

Aufgabe 2.3.8. Zeigen Sie, dass wenn Xj,..., X, unabhingig und identisch verteilte
Zufallsvariablen mit endlichem dritten Moment sind, dann gilt

_1X)

Y X1+ + X)) = o
Fiir n — oo geht die Schiefe von X; + ... 4+ X, also gegen 0, was dadurch erklart werden
kann, dass die Zufallsvariable X; 4. ..+ X, nach dem zentralen Grenzwertsatz approximativ

normalverteilt ist. Die Schiefe einer Normalverteilung mit beliebigen Parametern ist aber 0.

Beispiel 2.3.9 (Empirische charakteristische Funktion). Es sei (zi,...,2,) eine Realisie-
rung von unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen X, ..., X,, mit Verteilung
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u. Die charakteristische Funktion von Xi, ..., X,, sei mit

o(t) = B = /em,u(dx), teR,
R

bezeichnet. Der Plug-in-Schétzer fiir () ist

5 o(1) = ity (dr) = = tik'
nll) /Re fin(dz) =~ e

k=1

Aufgabe 2.3.10 (Eigenschaften der empirischen charakteristischen Funktion). Zeigen Sie,
dass ¢, (t) ein erwartungstreuer und stark konsistenter Schétzer fiir ¢(t) ist. D.h. fiir jedes
t € R gilt

Eén(t) = 9(1),  @nlt) L3 o(t).

n—oo

2.4. Satz von Gliwenko-Cantelli
Wir haben in Teil 3 von Satz gezeigt, dass fiir jedes t € R die Zufallsvariable F\n(t)

gegen die Konstante F'(t) fast sicher konvergiert. Man kann auch sagen, dass die empirische
Verteilungsfunktion ﬁn punktweise fast sicher gegen die theoretische Verteilungsfunktion F'(t)
konvergiert. Im néchsten Satz beweisen wir eine viel stdrkere Aussage. Wir zeigen namlich,
dass die Konvergenz mit Wahrscheinlichkeit 1 sogar gleichmdfig ist.

( )

Definition 2.4.1. Der Kolmogorov-Abstand zwischen der empirischen Verteilungsfunk-
tion F}, und der theoretischen Verteilungsfunktion F' wird folgendermaflen definiert:

D, :=sup |E,(t) — F(t)].
teR

(. J
( N
Satz 2.4.2 (Gliwenko-Cantelli). Fiir den Kolmogorov-Abstand D,, gilt
D, % 0.
n—oQ

Mit anderen Worten, es gilt

P [limDn :0] ~ 1
n—oo
_ J

Beispiel 2.4.3. Da aus der fast sicheren Konvergenz die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit
folgt, gilt auch

D, 2 0.

n—oo

Somit gilt fiir alle € > 0:

lim P |sup |F,(t) — F(t)| > ¢| = 0.
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i > 3

ABBILDUNG 2. Die schwarz dargestellte Funktion ist die empirische Verteilungs-
funktion einer Stichprobe vom Umfang n = 50 aus der Standardnormalverteilung.
Die blaue Kurve ist die Verteilungsfunktion der Normalverteilung. Der Satz von

Gliwenko-Cantelli besagt, dass bei steigendem Stichprobenumfang n die schwarze
Kurve mit Wahrscheinlichkeit 1 gegen die blaue Kurve gleichméfig konvergiert.

Also geht die Wahrscheinlichkeit, dass bei der Schitzung von F' durch F\n an irgendeiner
Stelle ein Fehler von mehr als € entsteht, fiir n — oo gegen 0.

Bemerkung 2.4.4. Fiir jedes t € R gilt offenbar
0 < |Fu(t) — F(t)] < D
Aus dem Satz von Gliwenko-Cantelli und dem Sandwich-Lemma folgt nun, dass fiir alle

teR
B, (1) — F(t)] £ 0,

n—oo
was exakt der Aussage von Satz [2.1.5] Teil 3 entspricht. Somit ist der Satz von Gliwenko-
Cantelli starker als Satz [2.1.5] Teil 3.

Beweis von Satz [2.4.2l Wir werden den Beweis nur unter der vereinfachenden Annahme
fithren, dass die Verteilungsfunktion F' stetig ist. Sei also F' stetig. Sei m € N beliebig.

SCHRITT 1. Da F' stetig ist und von 0 bis 1 monoton ansteigt, konnen wir Zahlen

21 < 2o < ...< Zm—1
mit der Eigenschaft
1 k m—1
F =—,...,F =—, .. Flzn) = —
(Zl) ma ) (Zk) m7 ) (Z 1) m
finden. Um die Notation zu vereinheitlichen, definiern wir noch zy = —oc und z,, = +o0, so

dass F'(z9) = 0 und F(z,,) = 1.

SCHRITT 2. Wir werden nun die Differenz zwischen F, (z) und F(z) an einer beliebigen Stelle
z durch die Differenzen an den Stellen z; abschétzen. Fiir jedes z € R kénnen wir ein & mit
z € |2k, 2k+1) finden. Dann gilt wegen der Monotonie von F,, und F:

Fo(2) = F(2) < Fa(zrg) — F(2) = Fo(zr) — Flzre) + %
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Auf der anderen Seite gilt auch

Fo(z) = F(2) > Fu(er) — Fleens) = Fo(za) — Flax) — %

SCHRITT 3. Definiere fiir m € Nund k£ =0,1,...,m das Ereignis

Ap g = {w € Q: lim F\n(zk;w) = F(zk)}

n—o0

Dabei sei bemerkt, dass ﬁn(zk) eine Zufallsvariable ist, weshalb sie auch als Funktion des
Ausgangs w €  betrachtet werden kann. Aus Satz [2.1.5] Teil 3 folgt, dass

P[A, k] =1 firalle m e Nk =0,...,m.
SCHRITT 4. Definiere das Ereignis A, := N yA,, 5. Da ein Schnitt von endlich vielen fast
sicheren Ereignis wiederum fast sicher ist, folgt, dass

P[A,,] =1 fiir alle m € N.

Da nun auch ein Schnitt von abzéhlbar vielen fast sicheren Ereignissen wiederum fast sicher
ist, gilt auch fiir das Ereignis A := N%°_, A,,, dass P[A] = 1.

SCHRITT 5. Betrachte nun einen beliebigen Ausgang w € A,,. Dann gibt es wegen der
Definition von A, ein n(w, m) € N mit der Eigenschaft
~ 1
|Fo(zi;w) — F(2x)| < — fiir alle n > n(w,m) und k =0,...,m.
m

Aus Schritt 2 folgt, dass

~ 2
D, (w) =sup|F,(z;w) — F(2)] < — fiir alle w € A,, und n > n(w,m).
z€R m

Betrachte nun einen beliebigen Ausgang w € A. Somit liegt w im Ereignis A,,, und das fiir
alle m € N. Wir konnen nun das, was oben gezeigt wurde, auch so schreiben: Fiir alle m € N
existiert ein n(w, m) € N so dass fiir alle n > n(w, m) die Ungleichung 0 < D,,(w) < 2 gilt.
Das bedeutet aber, dass

li_}rn D, (w) = 0 fur alle w € A.
Da nun die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A laut Schritt 4 gleich 1 ist, erhalten wir

P Hw €N nh—>nolo D, (w) = 0}] > P[A] = 1.

Somit gilt D,, L% 0. O

n—oo
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KAPITEL 3

Methoden zur Konstruktion von Schitzern

3.1. Aufgabe der parametrischen Statistik

In den nachfolgenden zwei Abschnitten werden wir das allgemeine Problem der parametri-
schen Statistik formulieren.

3.2. Zwei Beispiele

Beispiel 3.2.1. Wir betrachten ein Experiment, bei dem eine physikalische Grofe (etwa eine
Naturkonstante wie z.B. die Lichtgeschwindigkeit) bestimmt werden soll. Da das Ergebnis
einer Messung fehlerbehaftet ist, werden n unabhéngige Messungen der unbekannten Grofie
durchgefiihrt. Es ergeben sich die n Werte (z1,...,z,). Ublicherweise nimmt man an, dass
diese Werte eine Realisierung von n unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen
(X1,...,X,) mit einer Normalverteilung sind:

X1, .o, X ~ N(p, 02).

Dabei ist p der wahre Wert der zu bestimmenden Groéfle und o? die quadratische Streuung
der Messung. Beide Parameter sind unbekannt. Somit stellt sich das Problem, die Parameter
p und o2 anhand der gegebenen Daten (xy, ..., z,) zu schiitzen, siche Abbildung

2 4 6

ABBILDUNG 1. Das Bild zeigt die Dichten der Normalverteilungen, die zu verschie-
denen Werten der Parameter p und o2 gehéren. Die roten Kreise auf der 2-Achse
zeigen die Stichprobe. Die Aufgabe der parametrischen Statistik ist es, zu entschei-
den, zu welchen Parameterwerten die Stichprobe gehort.
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Als ,,Schitzer fiir yu und o2 konnen wir z.B. den empirischen Mittelwert und die empirische
Varianz verwenden:

. At 9 1 N2 2
p(wl,...,xn)—T—xn, U($1,~--,$n)—n_12($i—$n) =s;.

Die Menge aller moglichen Stichproben wird mit X bezeichnet und der Stichprobenraum
genannt. In diesem Beispiel ist X = R". Die Menge aller moglichen Parameterwerte wird der
Parameterraum genannt und mit © bezeichnet. In unserem Fall ist

O ={(i,0%): p€R,0°> >0} =R x (0,0).

Jedem Parameterwert (u, 0?) € © entspricht ein Wahrscheinlichkeitsmafi P, ,» auf dem Stich-
probenraum, das die Verteilung der Stichprobe (Xj,...,X,) unter diesem Parameterwert
beschreibt. In unserem Fall ist die Lebesgue-Dichte von P, ;> gegeben durch

- 1 (@i—w)?
L(zy,...,2,;0) := e 27 .
(1 ) }:[1 V2mo
Beispiel 3.2.2. Wir betrachten ein Portfolio aus n Versicherungsvertragen. Es sei x; €
{0,1,...} die Anzahl der Schéiden, die der Vertrag i in einem bestimmten Zeitraum erzeugt
hat:

Vertrag | 1 | 2 | 3 |...| n

Schaden | xy | 22 |23 | ... | xp
In der Versicherungsmathematik nimmt man oft an, dass die konkrete Stichprobe (z1, ..., z,)
eine Realisierung von n unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen (X7, ..., X,,)

ist, die eine Poissonverteilung mit einem unbekannten Parameter 6 > 0 haben. Es stellt sich

N
0.12F — 0=10
— 0=20
0.10f — 6=30
— 0=40
0.08} — 6=50
-
0.06}
0.04}
oonf ““
Jl1 e ebELL
10 20 30 40 50 60

ABBILDUNG 2. Z#hldichten der Poissonverteilungen, die zu verschiedenen Werten
des Parameters 6 gehoren.

die Aufgabe, den Parameter § anhand der Stichprobe (z1,...,z,) zu schitzen. Da 6 der
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Erwartungswert der Zufallsvariable X; ist, konnen wir als einen natiirlichen Schétzer fiir 0
den empirischen Mittelwert z,, betrachten.

Der Stichprobenraum ist hier X = {0,1,2,...}" = Nj. Der Parameterraum ist © = (0, 00).
Unsere Verteilungsannahme lautet

n

Pyl Xi=21,.... X =2, =|]|e"—=e""———  (21,...,2,) € Nj.
o X ! ) E ;! ! xy, (21 ) 0
Das Wahrscheinlichkeitsmafl Py ist gegeben durch

0 91'1++37n
P[] =e™ Y ———— ACN.

(5617~--,$n)€A 1 "

3.3. Statistische Modelle: Definition

Nun werden wir die obigen Beispiele verallgemeinern.

e )

Definition 3.3.1. Ein statistisches Modell ist ein Tripel (X, A, (Pg)geco), wobei die Kom-
ponenten des Tripels die folgende Bedeutung haben.

e X (genannt der Stichprobenraum) ist die Menge aller moglichen Stichproben.

o A C 2% ist eine o-Algebra auf X. Teilmengen A C X mit A € A heiflen
FEreignisse (oder messbare Teilmengen).

e O (genannt der Parameterraum) ist die Menge aller moglichen Werte des Para-
meters 6.

e Fiir jedes 6 € O ist Py ein Wahrscheinlichkeitsma$ auf (X,.A).

(. J

Die Aufgabe der Statistik kann man sich folgendermaflen vorstellen:

e )
e Die Natur such sich einen Parameterwert § € © aus, der uns aber vorenthalten bleibt.

e Aus dem Stichprobenraum X wird zufillig und geméafl der Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung Py eine Stichprobe x gezogen, die wir beobachten konnen.

e Anhand dieser Stichprobe sollen wir  schétzen.
. J

Die verniinftige Wahl eines statistischen Modells ist eine Aufgabe des Statistikers und hangt
vom konkreten Problem ab. Im Weiteren werden wir mehrere Beispiele von statistischen
Modellen sehen.

Wir fassen die Stichprobe x als eine Realisierung eines Zufallselements X mit Werten im
Stichprobenraum X auf. In vielen Beispielen ist X = R”. Dann ist X ein n-dimensionaler
Zufallsvektor, dessen Komponenten wir mit X, ..., X, bezeichnen.
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Notation: Wir bezeichnen mit X ein Zufallselement mit Werten in X, dessen Verteilung
durch Py gegeben ist. Das heifit, die Wahrscheinlichkeit, dass X einen Wert in der Menge
A € A annimmt, ist Py[A].

Per Definition muss X : 2 — X eine Funktion auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, B, Wy)
sein (wobei das WahrscheinlichkeitsmaBl Wy von 6 abhéngt). Im Folgenden wird es egal sein,

wie man diesen Wahrscheinlichkeitsraum wéahlt, die einfachste Wahl aber ist diese: 2 = X,
B=A, Wy =Py. Dann ist X : X — X die identische Abbildung: X (x) = z.

Bevor man von der Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A C X spricht, muss man sagen,
welchen Wert der Parameter 6 annehmen soll: Py, [A] und Py, [A] konnen sich durchaus un-
terscheiden. Genauso verhélt es sich mit dem Erwartungswert und der Varianz:

Mit E¢gZ und Vary Z bezeichnen wir den Erwartungswert und die Varianz einer Zufalls-
variable Z : X — R, die mit Hilfe des Wahrscheinlichkeitsmafles Py berechnet wurden.

Nun werden wir ein einfaches statistisches Modell konstruieren.

Beispiel 3.3.2. Wir betrachten eine (im Allgemeinen unfaire) Miinze. Die Wahrscheinlich-
keit 0, dass die Miinze bei einem Wurf ,Kopf“ zeigt, sei unbekannt. Um diesen Parameter
zu schétzen, werfen wir die Miinze n Mal. Man kann fiir dieses Experiment zwei Modelle
vorschlagen.

ERSTES MODELL. Den Ausgang des Experiments, bei dem die Miinze n Mal geworfen wird,
fassen wir in einer Stichprobe (z1,...,x,) € {0,1}" zusammen, wobei z; = 1, wenn die
Miinze bei Wurf i ,, Kopf* gezeigt hat, und x; = 0, wenn die Miinze bei Wurf i ,,Zahl“ gezeigt
hat. Der Stichprobenraum ist somit X = {0,1}". Wir fassen alle Teilmengen von X als
messbar auf, d.h. A = 2%, Wir modellieren die Stichprobe (z1,...,x,) als eine Realisierung
von unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen X1, ..., X,,, die Bernoulli-verteilt
mit Parameter 6 € [0, 1] sind, d.h.

6, falls z; = 1,
1—0, fallsz; =0,

Das Wahrscheinlichkeitsmafl Py auf {0, 1}" sieht folgendermaflen aus:
IP)Q(A) _ ]P)GKXL o 7Xn) c A] _ Z 0x1+...+:cn(1 _ 9)71—(:51—|—...—&-ar:n)7 AC {0’ 1}n‘

Po[X; = 2] = 0% (1 — ) :{ z; € {0,1}.

ZWEITES MODELL. In diesem Modell betrachten wir die Anzahl s der Wiirfe, bei denen die
Miinze ,,Kopf“ gezeigt hat, als eine Realisierung einer Zufallsvariable S, die binomialverteilt
mit Parametern n und @ ist. Der Stichprobenumfang ist hier 1, der Stichprobenraum ist
X ={0,1,...,n}, mit der o-Algebra A = 2*. Die Wahrscheinlichkeitsmafie Py, 6 € [0,1],
sehen wie folgt aus:

PyA]=PyS € A= C)esa —0)*, Ac{o,1,... n}.

seA
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Abbildung [3| zeigt die Zahldichten der Wahrscheinlichkeitsmafle Py fiir verschiedene Werte
von 6.

0.10
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0.06

0.04

L

0.00
0 20 40 60 80 100

ABBILDUNG 3. Zu Beispiel [3.3.2] zweites Modell: Zihldichten der Binomialvertei-
lungen Bin(n, @), mit n = 100 und 6 = 0.2,0.4,0.6,0.8.

In diesem Skript werden wir meistens Stichproben der Form X = (Xj,...,X,,) betrachten,
wobei X1, ..., X, unabhdngige und identisch verteilte Zufallsvariablen sind. Desweiteren wer-
den wir annehmen, dass einer der folgenden beiden Fillen eintritt:

Der diskrete Fall: Die Zufallsvariablen Xi,..., X, sind diskret (d.h. sie nehmen nur
endlich viele oder abzdhlbar viele Werte an) und haben eine Z&hldichte hy(z), die von
einem unbekannten Parameter 6 abhangt.

Der absolut stetige Fall: Die Zufallsvariablen Xi,..., X, sind absolut stetig und
haben eine Dichte hy(x), die von einem unbekannten Parameter 6 abhéingt.

Beispiel 3.3.3. Zum diskreten Fall gehoren die folgenden Familien von Zahldichten:

(1) Bernoulli-Verteilungen {Bern(#): 6 € [0, 1]},
(2) Binomialverteilungen {Bin(m,p): m € N, p € [0, 1]},
(3) Poisson-Verteilungen {Poi(f): 6 > 0}, usw.
Zum absolut stetigen Fall gehoren die folgenden Verteilungsfamilien:
(1) Normalverteilungen {N(u,0?): u € R,0? > 0},
(2) Betaverteilungen {Beta(«, 5): o > 0,5 > 0},
(3) Gammaverteilungen {Gamma(a, A): o > 0, A > 0}, usw.
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In den obigen Beispielen ist 6 ein Vektor mit endlich vielen Komponenten, d.h. © C R".
Dann spricht man von parametrischer Statistik. Man kann aber auch eine u.i.v. Stichprobe
(X1,...,X,) betrachten, in der gar keine Bedingung an die Verteilungsfunktion von X; ge-
stellt wird. In diesem Fall ist © die Menge aller Verteilungsfunktionen. Oder man nimmt
an, dass die Zufallsvariablen X; eine Dichte besitzen, die zu einem bestimmten unendlich
dimensionalen Funktionenraum gehort, der dann mit © identifiziert wird. Dann spricht man
von nichtparametrischer Statistik. In diesem Kapitel befassen wir uns nur mit dem para-
metrischen Fall. Fiir nichtparametrische Fragestellungen siehe z.B. Kapitel [2| (empirische
Verteilungsfunktion) und Kapitel 7| (Kerndichteschétzer).

Unsere Aufgabe besteht nun darin, den Parameter ¢ anhand der Stichprobe z € X zu
schétzen. Zu diesem Zweck konstruiert man Schéatzer.

( )
Definition 3.3.4. Sei © C R". Ein Schdtzer ist eine messbare Abbildung
0:%X—0, z— 0z

Manchmal werden wir auch Funktionen 6 : X — R", die Werte auflerhalb von © anneh-

men diirfen, als Schétzer bezeichnen.
N\ J

Man muss versuchen, den Schétzer so zu konstruieren, dass é(x) den wahren Wert des Para-
meters # moglichst gut approximiert. In den néchsten drei Abschnitten werden wir die drei
wichtigsten Methoden zur Konstruktion von Schétzern betrachten: die Momentenmethode,
die Maximum-Likelihood-Methode und die Bayes-Methode. Anschliefend werden wir auf eine
weitere (ziemlich exotische) Methode, die Mazimum-Spacing-Methode, eingehen.

3.4. Momentenmethode

Wir nehmen an, dass die Stichprobe (z1,...,z,) € R" eine Realisierung von unabhéngigen
und identisch verteilten Zufallsvariablen (Xi,...,X,) mit Verteilungsfunktion Fj ist. Wir
werden den unbekannten Parameter 6 = (0y,...,0,) € R” schitzen. Fiir die Momentenme-

thode bendtigen wir die folgenden Begriffe.

Definition 3.4.1. Das k-te theoretische Moment (mit k € N) der Zufallsvariable X ist
definiert durch
my(6) = Eq[X}].

Zum Beispiel ist m;(6) der Erwartungswert von X;. Die theoretischen Momente sind Funk-
tionen des Parameters 6.
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Definition 3.4.2. Das k-te empirische Moment (mit k € N) der Stichprobe (z1, ..., x,)

ist definiert durch
. a:’f + ...+ xfl
mp,—= ———".
n

Zum Beispiel ist m; der empirische Mittelwert z,, der Stichprobe.

Die Idee der Momentenmethode besteht darin, die empirischen Momente den theoretischen
gleichzusetzen. Dabei sind die empirischen Momente bekannt, denn sie hdngen nur von der
Stichprobe (z1,...,z,) ab. Die theoretischen Momente sind hingegen Funktionen des unbe-
kannten Parameters 6, bzw. Funktionen seiner Komponenten 64,...,6,. Um r unbekannte
Parameter zu finden, brauchen wir normalerweise r Gleichungen. Wir betrachten also ein
System aus r Gleichungen mit » Unbekannten:

m1<91,...,87~):m1, sy mr(ﬁl,...,er):mr.

Die Losung dieses Gleichungssystems (falls sie existiert und eindeutig ist) nennt man den
Momentenschdtzer und bezeichnet mit fyg. Dabei steht ,ME“ fiir ,Moment Estimator®.

Beispiel 3.4.3. Momentenmethode fiir den Parameter der Bernoulli-Verteilung Bern(6).
In diesem Beispiel betrachten wir eine unfaire Miinze. Die Wahrscheinlichkeit 6, dass die
Miinze bei einem Wurf [ Kopf“ zeigt, sei unbekannt. Um diesen Parameter zu schétzen,
werfen wir die Miinze n = 100 Mal. Nehmen wir an, dass die Miinze dabei s = 60 Mal
,Kopf“ gezeigt hat. Das Problem besteht nun darin, 6 zu schétzen.

Wir betrachten fiir dieses Problem das folgende mathematische Modell. Zeigt die Miinze
bei Wurf i Kopf, so setzen wir x; = 1, ansonsten sei x; = 0. Auf diese Weise erhalten wir
eine Stichprobe (z1,...,2,) € {0,1}" mit z; + ... + z, = s = 60. Wir nehmen an, dass
(x1,...,x,) eine Realisierung von n unabhingigen Zufallsvariablen Xj,..., X, mit einer
Bernoulli-Verteilung mit Parameter 6 € [0, 1] ist, d.h.

Da wir nur einen unbekannten Parameter haben, brauchen wir nur das erste Moment zu
betrachten. Das erste theoretische Moment von X; ist gegeben durch

Das erste empirische Moment ist gegeben durch
R T+ ... +z, s 60

Setzen wir beide Momente gleich, so erhalten wir den Momentenschétzer
A S
HME =—=0.6.
n

Das Ergebnis ist natiirlich nicht {iberraschend.

Beispiel 3.4.4. Momentenmethode fiir die Parameter der Normalverteilung N(u, 0?).

Sei (z1,...,x,) eine Realisierung von unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen
Xi,...,X,, die eine Normalverteilung mit unbekannten Parametern (j, c?) haben. Als Mo-
tivation kann etwa Beispiel dienen. Wir schitzen p und o mit der Momentenmethode.
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Da wir zwei Parameter haben, brauchen wir zwei Gleichungen (also Momente der Ordnun-
gen 1 und 2), um diese zu finden. Zuerst berechnen wir die theoretischen Momente. Der
Erwartungswert und die Varianz einer N(u, 0?)-Verteilung sind gegeben durch

E,-X;=p, Var,, X;= o
Daraus ergeben sich die ersten zwei theoretischen Momente:
my (Na 02) = E/L,UQ [Xz] = K,
mQ(:“ﬂ 02) - E/J,,UQ [XE] = Va’r,u,UQ X+ (]E,LL,GQ [Xz])2 - 02 + Mz'

Setzt man die theoretischen und die empirischen Momente gleich, so erhélt man das Glei-
chungssystem

X1+ ...+ x,
—:M7
202+u2.

Dieses Gleichungssystem lisst sich wie folgt nach p und o2 auflésen:

M= Tn,

n

n n 2 n
i (1) —h (B ) - S = e

i=1

Dabei haben wir die Identitit Y | 22 —nz2 = S°" (z; — Z,)? benutzt (Ubung). Somit sind
die Momentenschétzer gegeben durch

. _ 9 n—1,

HME = Tn;,  OME = n Sp-
Beispiel 3.4.5. Momentenmethode fiir den Parameter der Poisson-Verteilung Poi(6). Sei
(x1,...,2,) eine Realisierung von unabhéngigen und mit Parameter 6 > 0 verteilten Zufalls-
variablen Xi,..., X,,. Wir schitzen 6 mit der Momentenmethode. Da der Erwartungswert

einer Poi(6)-Verteilung gleich 6 ist, gilt

Das erste empirische Moment ist gegeben durch
. r1+...+x _
my(0) = LT g
n
Nun setzen wir die beiden Momente gleich und erhalten den Momentenschétzer

Aufgabe 3.4.6. Es seien X1,..., X, unabhéingig und gleichverteilt auf dem Intervall

(1) [0, 6], wobei 6§ > 0 unbekannt sei.

(2) [01,02], wobei 61,60, € R mit 6; < 0 unbekannt seien.

(3) [6,0 + 1], wobei 0 € R unbekannt sei.

(4) [—6,0], wobei 6 > 0 unbekannt sei.
Bestimmen Sie die Momentenschétzer fiir die jeweiligen Parameter. Hinweis: Im vierten
Fall reicht eine Gleichung nicht aus.
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Aufgabe 3.4.7. Es seien X, ..., X, unabhingig und identisch verteilt mit

(1) X; ~ Gamma(a, A), wobei @ > 0 und A > 0 unbekannt seien.

(2) X; ~ Beta(a, 3), wobei a > 0, 8 > 0 unbekannt seien.

(3) X; ~ Bin(m, p), wobei m € N bekannt und p € [0, 1] unbekannt sei.

(4) X; ~ Bin(m, p), wobei m € N und p € [0, 1] beide unbekannt seien.
Bestimmen Sie den jeweiligen Momentenschéitzer. Im vierten Fall darf der Schétzer fiir m
auch Werte auflerhalb von N annehmen.

Aufgabe 3.4.8. Es seien Xj,...,X, unabhingig und identisch verteilt. Die Verteilung
der X; sei eine Mischung aus zwei Poisson-Verteilungen:

k

A PV
PX; =k] = 66_)‘1k—} +(1- E)G_AZk—?, k € Ny,

wobei € € (0,1), A; > 0, Ay > 0 unbekannt seien. Benutzen Sie die Momentenmethode, um
die Gleichungen fiir die Momentenschétzer énvg, A\ ME, A2, ME aufzustellen.

Aufgabe 3.4.9. Eine Bahnschranke steht fiir # Minuten offen, dann fiir § Minuten ge-
schlossen, dann wieder fiir # Minuten offen, usw. Dabei sei # > 0 unbekannt. Man hat
n Personen gefragt, wie lange sie an der Bahnschranke warten mussten und die Werte
x1,...,Tn bekommen. (Einige dieser Werte konnen 0 sein). Schétzen Sie # mit der Mo-
mentenmethode.

Aufgabe 3.4.10. In einem Hochhaus gibt es n Stockwerke gleicher Bauart, im i-ten Stock-
werk wohnen z; Familien mit Haustieren. Schitzen Sie die Anzahl der Familien ohne Haus-
tiere, die in diesem Haus wohnen.

3.5. Maximum-Likelihood-Methode

Die Maximum-Likelihood-Methode wurde von vielen Mathematikern unabhéngig entdeckt,
darunter Daniel Bernoulli, Joseph Louis Lagrange und Carl Friedrich Gaufl. Bekannt wurde
diese Methode vor allem durch die Arbeiten von Ronald Fisher um 1920. Die Maximum-
Likelihood-Methode ist (wie auch die Momentenmethode) ein Verfahren, um Schétzer fiir
den unbekannten Parameter 6 zu gewinnen.

ABBILDUNG 4. Erfinder der Maximum-Likelihood-Methode: Daniel Bernoulli,
Joseph-Louis Lagrange, Carl-Friedrich Gauf3, Ronald Fisher.
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DER DISKRETE FALL. Sei (X, A, (Pg)sco) ein statistisches Modell mit einem endlichen oder
abzéhlbaren Stichprobenraum X. Dann ist die Likelihood-Funktion gegeben durch

L(z;0) = Py[ X = z].

Die Likelihood-Funktion héngt sowohl von der Stichprobe z, als auch vom Parameterwert 6
ab, wir werden sie aber hauptséchlich als Funktion von 6 auffassen und deshalb auch L(#)
schreiben.

Wichtigster Spezialfall. Seien X1, ..., X,, unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen
mit Werten in einer hochstens abzéhlbaren Menge E C R und Zahldichte hy(t) = Py X; = ¢],
die von einem Parameter 6 abhéngt. Wegen Unabhéngigkeit gilt fiir die Likelihood-Funktion

L(xzy,...,2;0) =Po[ Xy = 21,..., X, = 2] = ho(1) - ... - hg(xy).
Die Idee der Maximum-Likelihood-Methode besteht darin, einen Wert von 6 zu finden, der
die Likelihood-Funktion maximiert:

L(#) — max.

Definition 3.5.1. Der Mazimum-Likelihood-Schdtzer (oder der ML-Schdtzer) ist defi-
niert durch

Onr = arg max L(6).
6O

Es kann passieren, dass dieses Maximierungsproblem mehrere Losungen hat. In diesem Fall
muss man eine dieser Losungen als Schétzer auswihlen.

Beispiel 3.5.2. Maximum-Likelihood-Schétzer fiir den Parameter der Bernoulli-Verteilung
Bern(6).

Wir betrachten wieder eine unfaire Miinze, wobei die mit 6 bezeichnete Wahrscheinlichkeit
von ,Kopf* wiederum unbekannt sei. Nach n = 100 Wiirfen habe die Miinze s = 60 Mal
,Kopf“ gezeigt. Wir werden nun 6 mit der Maximum-Likelihood-Methode schétzen. Das
kann man mit zwei verschiedenen Anséitzen machen, die aber (wie wir sehen werden) zum
gleichen Ergebnis fiihren.

ERSTES MODELL. Wir modellieren die Stichprobe (zi,...,z,) als eine Realisierung von
unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen X4, ..., X,,, die Bernoulli-verteilt mit
Parameter 6 € [0, 1] sind. Es handelt sich um diskrete Zufallsvariablen und die Zéhldichte
ist gegeben durch

0, falls z; = 1,
hg(l‘l) = ]Pg[Xz = {L‘Z] = 1-— 9, falls xTr; = O,
0, sonst.

Somit gilt fiir die Likelihood-Funktion, dass:
L(zy,...,xp;0) =Po[ Xy =21,..., Xp =) = ho(z1) - ... - ho(z,) =0°(1 —0)" %,
wobei s = x1 + ... 4+ z,, = 60 ist. Wir maximieren nun L(6); siche Abbildung
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ABBILDUNG 5. Die Likelihood-Funktion L(f) = 5°(1 — 0)%°, 6 € [0,1], aus Bei-
spiel erstes Modell. Das Maximum wird an der Stelle 8 = 0.6 erreicht.

Wir benotigen eine Fallunterscheidung.

FALL 1. Sei s = 0. Dann ist L() = (1 — )™ und somit gilt arg max L(¢) = 0.
FALL 2. Sei s = n. Dann ist L(#) = 6™ und somit gilt arg max L(#) = 1.
FALL 3. Sei nun s ¢ {0,n}. Wir leiten die Likelihood-Funktion nach € ab:

d s m—3S

;%Lwy:w*%1—m%w-m—swxy—mW*ﬂz(5—1_9)ma—9w*.

Die Ableitung ist gleich 0 an der Stelle § = 2. (Das wiirde fiir s = 0 und s = n nicht
stimmen). Auflerdem ist L nichtnegativ und es gilt

L(0)=L(1) =0.
Daraus folgt, dass die Stelle § = > das globale Maximum der Funktion L() ist.

Die Ergebnisse der drei Falle konnen wir nun wie folgt zusammenfassen: Der Maximum-
Likelihood-Schétzer ist gegeben durch

éML: ﬁirs:O,l,...,n.

Slw

Somit ist in unserem Beispiel 6,7, = % = 0.6.

ZWEITES MODELL. In diesem Modell betrachten wir s = 60 als eine Realisierung einer
binomialverteilten Zufallsvariable S mit Parametern n = 100 (bekannt) und 6 € [0, 1] (un-
bekannt). Somit ist die Likelihood-Funktion

n

L(s:0) = Py[S = 5] = ( )98(1 — )",

Maximierung dieser Funktion fiihrt genauso wie im ersten Modell zu dem Maximum-Likelihood-
Schétzer

S

A S
QML =
n

Beispiel 3.5.3. Maximum-Likelihood-Schétzer fiir den Parameter der Poisson-Verteilung
Poi(6).
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Sei (z1,...,2,) € Nj eine Realisierung der unabhéngigen und mit Parameter 6 Poisson-
verteilten Zufallsvariablen X1, ..., X,,. Wir schéitzen 6 mit der Maximum-Likelihood-Methode.

Die Zéhldichte der Poissonverteilung Poi(f) ist gegeben durch

QSC
a0 _
ho(x) =e i r=0,1,....
Dies fiihrt zu folgender Likelihood-Funktion
H*1 Hxn prit.+on
L(zy,. .., 2p;0) =e 0. . .e7? T —
xq! ! ! ooxy!

An Stelle der Likelihood-Funktion ist es in diesem Falle einfacher, die sogenannte log-
Likelihood-Funktion zu betrachten:

log L(0) = —On+ (x1+ ... + x,) logd — log(z1! ... x,!).

Nun wollen wir einen Wert von 6 finden, der diese Funktion maximiert. Fiirx; =... =z, =0
ist dieser Wert offenbar @ = 0. Seien nun nicht alle x; gleich 0. Die Ableitung von log L(0)
ist gegeben durch

d 1+ ...+ 2z,

%logL(é’) = —n+—1+ 7 i .

Die Ableitung ist gleich 0 an der Stelle 6 = Z,,. (Das ist im Falle, wenn alle z; gleich 0 sind,
falsch, denn dann wire die Ableitung an der Stelle 0 gleich —n). Um zu sehen, dass 0 = z,,
tatséchlich das globale Maximum der Funktion log L(#) ist, kann man wie folgt vorgehen.
Es gilt offenbar d% log L(#) > 0 fir 0 < 0 < z,, und d% log L(0) < 0 fiir @ > Z,,. Somit ist die
Funktion log L(#) strikt steigend auf [0, Z,,) und strikt fallend auf (z,, c0). Die Stelle z,, ist
also tatséichlich das globale Maximum. Der Maximum-Likelihood-Schétzer ist somit

T+ ...+ x,
—

Ovr = T =

Aufgabe 3.5.4. Seien Xj,...,X,, ~ Bin(m,p) unabhéngig, wobei m € N bekannt und
p € [0, 1] unbekannt sei. Schétzen Sie p mit der Maximum-Likelihood-Methode.

Aufgabe 3.5.5. Seien X; ~ Poi(a;10),..., X, ~ Poi(a,f) unabhéngig, wobei ay,...,a, >
0 bekannt seien und 6 > 0 der unbekannte Parameter sei. Bestimmen Sie den Maximum-
Likelihood-Schéatzer fiir 6.

Aufgabe 3.5.6. Jeder Mensch trigt einen der drei Genotypen AA, Aa oder aa. Geméf
dem Hardy-Weinberg-Gesetz treten diese Genotypen mit den Wahrscheinlichkeiten (1—p)?2,
2p(1 — p) und p? auf, wobei 0 < p < 1 unbekannt ist. Eine Untersuchung von n Personen
ergab folgende Resultate:

e Genotyp AA: x Personen,

e Genotyp Aa: y Personen,

e Genotyp aa: z Personen.
Beschreiben Sie das dazugehorige statistische Modell und bestimmen Sie den Maximum-
Likelihood-Schétzer fiir p.

DER ALLGEMEINE FALL. Sei (X, A, (Pp)oco) ein statistisches Modell, so dass alle Wahr-
scheinlichkeitsmafle Py absolut stetig beziiglich eines o-endlichen Mafles A auf (X, .A) sind.
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Ein solches statistisches Modell heifit dominiert (von \). Die Dichte von Py beziiglich A wird
mit

L(w:6) = (@)

bezeichnet und die Likelihood-Funktion genannt.

Wichtiger Spezialfall. Seien X, ..., X, unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariablen
mit Lebesgue-Dichte hg, die von einem Parameter § abhéangt. Als Stichprobenraum kénnen
wir dann X = R” mit der Borel-o-Algebra nehmen. Sei nun A das Lebesgue-Mafl auf R™.
Dann stimmt die Likelihood-Funktion mit der gemeinsamen Dichte von X1, ..., X,, {iberein,
die wegen Unabhéngigkeit in Produktform dargestellt werden kann:

L(zy,...,2,;0) = hg(xy) - ... ho(zy).

In diesem Fall ist Py[X; = z1,...,X,, = x,] = 0, deshalb wird die Likelihood-Funktion als
Dichte und nicht als Wahrscheinlichkeit definiert!

Der Maximum-Likelihood-Schéatzer ist definiert als der Wert von 6, der die Likelihood-
Funktion maximiert:

Onr1, = arg max L(6).

0cO

Beispiel 3.5.7. ML-Schitzer fiir den Endpunkt der Gleichverteilung U[0, 6].
Stellen wir uns vor, dass jemand in einem Intervall [0,6] zufillig, gleichverteilt und un-
abhéngig voneinander n Punkte xz1,...,x, ausgewdhlt und markiert hat. Uns werden nun
die Positionen der n Punkte gezeigt, nicht aber die Position des Endpunktes #; siche Abbil-
dung |§| Wir sollen 6 anhand der Stichprobe (z1, ..., x,) rekonstruieren.

ABBILDUNG 6. Rote Kreise zeigen eine Stichprobe vom Umfang n = 7, die gleich-
verteilt auf einem Intervall [0, 0] ist. Schwarze Kreise zeigen die Endpunkte des In-
tervalls. Die Position des rechten Endpunktes soll anhand der Stichprobe geschitzt

werden.
Der Parameterraum ist hier © = {# > 0} = (0, 00). Wir modellieren (xy,...,z,) als Reali-
sierungen von unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen X, ..., X,,, die gleich-

verteilt auf einem Intervall [0, 0] sind. Die Zufallsvariable X; ist somit absolut stetig und ihre
Dichte ist gegeben durch
i falls z; € (0,0
h@(xi):{e, alls z; € (0,0,

0, fallsz; ¢ [0,0].
Das fiihrt zu folgender Likelihood-Funktion

1 1
L(l‘l, R 9) = hg(l‘l) o hg(:lj‘n) = e—nﬂmle[oﬂ] ol ]lmne[o,é'] = @_nﬂl“(n)ﬁ)'
Dabei ist x(,) = max{zi,...,z,} der maximale Wert in dieser Stichprobe. Der Graph der

Likelihood-Funktion ist auf Abbildung [7] zu sehen.
39



0.5

0.0r g S >

ABBILDUNG 7. Maximum-Likelihood-Schitzung des Endpunktes der Gleichvertei-
lung. Die roten Punkte zeigen die Stichprobe. Die blaue Kurve ist die Likelihood-
Funktion L(6).

Die Funktion L(6) ist 0 solange 6 < x(,), und monoton fallend fiir § > x(,). Somit erhalten
wir den Maximum-Likelihood-Schétzer
Or1, = arg maxL(6) = T(n)-
6>0
Der Maximum-Likelihood-Schétzer in diesem Beispiel ist also das Maximum der Stichpro-

be. Es sei bemerkt, dass dieser Schiatzer den wahren Wert # immer unterschéitzt, denn die
maximale Beobachtung x(,) ist immer kleiner als der wahre Wert des Parameters 0.

Aufgabe 3.5.8. Bestimmen Sie den Momentenschétzer im obigen Beispiel und zeigen Sie,
dass er nicht mit dem Maximum-Likelihood-Schétzer iibereinstimmt.

Aufgabe 3.5.9. Es seien X1,..., X, unabhingig und gleichverteilt auf dem Intervall

(a) [01,02], wobei 01,02 € R mit 6 < 0 unbekannt seien.

(b) [#,6 + 1], wobei § € R unbekannt sei.

(c) [0, 0], wobei # > 0 unbekannt sei.
Bestimmen Sie den jeweiligen Maximum-Likelihood-Schétzer bzw. beschreiben Sie die
Menge aller Parameterwerte, die die Likelihood-Funktion maximieren.

Beispiel 3.5.10. Maximum-Likelihood-Schétzer fiir die Parameter der Normalverteilung

N(u,0?).
Es sei (z1,...,2,) eine Realisierung von unabhiingigen und mit Parametern y, 0 normalver-
teilten Zufallsvariablen X7, ..., X,,. Wir schitzen p und o2 mit der Maximum-Likelihood-

Methode. Die Dichte von X; ist gegeben durch

1 (i — )
h’u,az ($Z) = m exp (_Tﬂ , IT; € R.

Dies fiihrt zu folgender Likelihood-Funktion:

r\" " (x; — p)?
L(M’JQ):L<x1"">$"3ﬂ>‘72):< ) exp <_ %)

i=1



Die log-Likelihood-Funktion sieht folgendermaflen aus:
log L(p,0°) = _z log(2mo?) — L Z(JEZ — )%
’ 2 02 4

Wir bestimmen das Maximum dieser Funktion. Sei zuniichst o2 fest. Wir betrachten die
Funktion log L(u,0?) als Funktion von g und bestimmen das Maximum dieser Funktion.
Wir leiten nach p ab:

(z; — ).
i=1

dlog L(p,0%) 1

ol o2

Die Ableitung ist gleich 0 an der Stelle u = z,. Fiir p < Z,, ist die Ableitung positiv (und
somit die Funktion steigend), fir u > z,, ist die Ableitung negativ (und somit die Funktion

fallend). Also wird bei festem o2 an der Stelle 4 = 7, das globale Maximum erreicht. Nun
machen wir auch s := o2 variabel. Wir betrachten die Funktion

log L(z,,s) = —g log(27s) — % Z(mz — )%

Falls alle z; gleich sind, wird das Maximum an der Stelle s = 0 erreicht. Es seien nun nicht
alle x; gleich. Wir leiten nach s ab:

dlog L(Z,,s)  n N 1 .
0s 25 2s?

Die Ableitung ist gleich 0 an der Stelle

n
1 n—1
N 2 ~2
s=— T, — Tp)l = s5 =:35°.
2D = s =,
i

(Wiirden alle x; gleich sein, so wiirde das nicht stimmen, denn an der Stelle 0 existiert die
Ableitung nicht). Fiir s < 52 ist die Ableitung positiv (und die Funktion somit steigend),
fir s > 32 ist die Ableitung negativ (und die Funktion somit fallend). Somit wird an der
Stelle s = 52 das globale Maximum der Funktion erreicht. Wir erhalten somit die folgenden
Maximum-Likelihood-Schétzer:

n
A= o 1 — )2
L = T, Oy, = (@, — Zp)".
=1

Aufgabe 3.5.11. Seien X1, ..., X,, ~ N(u, 0?) unabhingig, wobei

(a) 02 > 0 bekannt und p € R unbekannt sei.
(b) u € R bekannt und o2 > 0 unbekannt sei.

Schétzen Sie den jeweiligen unbekannten Parameter mit der Maximum-Likelihood-Methode.

Aufgabe 3.5.12. Seien Xi,..., X, ~ N(0,60) unabhéngig, wobei § > 0 unbekannt sei.
Schétzen Sie 8 mit der Maximum-Likelihood-Methode.

Aufgabe 3.5.13. Seien Xi,..., X, ~ N(6,1) unabhéngig, wobei # unbekannt und die
Einschriankung 6 > 0 gegeben sei. Schéitzen Sie § mit der Maximum-Likelihood-Methode.

41



Aufgabe 3.5.14 (Mehrere Stichproben mit gleichen Varianzen). Seien X;;, i =1,...,n,
j = 1,...,m, unabhingige Zufallsvariablen mit X;; ~ N(u?,0%). Dabei seien u; €
R,...,un € R,0% > 0 unbekannt (alle Varianzen sind gleich). Schiitzen Sie diese Para-
meter mit der Maximum-Likelihood-Methode.

Im néchsten Beispiel betrachten wir die sogenannte Riickfangmethode (Englisch: capture-
recapture method) zur Bestimmung der Grofie einer Population.

Beispiel 3.5.15. In einem Teich befinden sich n Fische, wobei n (die Populationsgrifie)
unbekannt sei. Um die Populationsgréfie n zu schétzen, kann man wie folgt vorgehen. Im
ersten Schritt (,,capture®) werden aus dem Teich n; (eine bekannte Zahl) Fische gefangen
und markiert. Danach werden die ny Fische wieder in den Teich zuriickgeworfen. Im zweiten
Schritt (,recapture*) werden k Fische ohne Zuriicklegen gefangen. Unter diesen %k Fischen
seien k; markiert und k£ — k; nicht markiert.

Anhand dieser Daten kann man n wie folgt schiatzen. Man setzt den Anteil der markierten
Fische unter den gefangenen Fischen dem Anteil der markierten Fische unter allen Fischen
gleich:

]i]l . nq
En’
Aus dieser Gleichung ergibt sich der folgende Schétzer fiir die Populationsgrofie:
" nlk
n=—.
k1

Nun werden wir die Maximum-Likelihood-Methode anwenden und schauen, ob sie den glei-
chen Schétzer liefert. Die Anzahl k; der markierten Fische unter den k gefangenen Fischen
betrachten wir als eine Realisierung der Zufallsvariable X mit einer hypergeometrischen
Verteilung. Die Likelihood-Funktion ist somit gegeben durch

(i) - (i)

(%)
Die Frage ist nun, fiir welches n diese Funktion maximal ist. Dabei darf n nur Werte
{0,1,2,...} annehmen. Um dies herauszufinden, betrachten wir die folgende Funktion:

Lkin) () Go) (%) _ (n—k) - (n—m)
Lkin—=1) (1) - (1) - (”*1*”1) n-mn—ny—k+k)

k k1 k—k1

L(ki;n) = P[X = k] =

R(n) =

Eine elementare Rechnung zeigt:

(1) fir n < nist R(n) < 1;

(2) fiir n > nist R(n) > 1;

(3) fiir n =n ist R(n) = 1.
Dabei benutzen wir die Notation i = ’21"” Daraus folgt, dass die Likelihood-Funktion L(n)
fiir n < n steigt und fiir n > n fillt. Ist nun n keine ganze Zahl, so wird das Maximum von

L(n) an der Stelle n = [n] erreicht. Ist aber n eine ganze Zahl, so gibt es zwei Maxima an
den Stellen n = n und n = n — 1. Dabei sind die Werte von L(n) an diesen Stellen gleich,

42



denn R(n) = 1. Dies fiihrt zum folgenden Maximum-Likelihood-Schétzer:

nik nik
ﬁML _ [ﬁ} 5 falls ﬁ ¢ Z,
%k oder %k —1, falls 721—'“ e Z.

1 1 1

Im zweiten Fall ist der Maximum-Likelihood-Schétzer nicht eindeutig definiert. Der Maximum-
Likelihood-Schéatzer ny, unterscheidet sich also nur unwesentlich vom Schéatzer 7.

Aufgabe 3.5.16. Eine Miinze, die bei jedem Wurf mit Wahrscheinlichkeit p € (0,1)
»Kopf“ zeigt, wurde n Mal geworfen und hat k& mal ,Kopf* gezeigt. Es seien k& und p
bekannt. Schéitzen Sie n mit der Maximum-Likelihood-Methode.

Noch einige Beispiele, in denen eine explizite Bestimmung des Maximum-Likelihood-Schétzers
moglich ist, finden sich in den nachfolgenden Aufgaben.

Aufgabe 3.5.17. Seien X1, ..., X, unabhingig und identisch verteilt mit Dichte
(a) hg(z) = 0e=% 2 >0 (Exponentialverteilung).
(b) hg(x) = OcaLe™" x > 0, wobei ¢ > 0 eine gegebene Konstante sei (Weibull-

(c)

Dabei ist § > 0 der unbekannte Parameter. Bestimmen Sie den jeweiligen Maximum-
Likelihood-Schétzer fiir 6.

Aufgabe 3.5.18. Die Zufallsvariablen X, ..., X, seien unabhingig und identisch geméif
der Dichte

1
hu(x) = 567‘3:7“', z € R,
i € R, verteilt (verschobene zweiseitige Exponentialverteilung). Bestimmen Sie einen

Maximum-Likelihood-Schétzer fiir y bzw. beschreiben Sie die Menge aller Parameterwerte,
die die Likelihood-Funktion maximieren. Hinweis: Aufgabe

Aufgabe 3.5.19. Die Zufallsvariablen X4, ..., X,, seien unabhéngig und identisch gemif
der Dichte

(@) hmo(z) = Ge_e(x_m)]l[mm) (z) (verschobene Exponentialverteilung).
(b) hpmp(x) = Hmemfefl]l[mvoo) (x) (verschobene Pareto-Verteilung).

Dabei seien m € R und 6 > 0 unbekannte Parameter. Bestimmen Sie den jeweiligen
Maximum-Likelihood-Schétzer fiir (m, 6).

Aufgabe 3.5.20. Seien X7, ..., X,, unabhingig identisch verteilt mit Dichte
A Az — p)?
h@(fL’) = 27[_:1:3 exp {_QILLQ;L‘ y x> 0.

wobei 1 > 0, A > 0 unbekannte Parameter seien (inverse Gaufl-Verteilung). Bestimmen
Sie den Maximum-Likelihood-Schétzer fiir (u, A).

Zum Schluss betrachten wir ein Beispiel, in dem die Maximum-Likelihood-Methode versagt.
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ABBILDUNG 8. Zu Beispiel [3.5.21} Diese Dichte hat eine sehr grofie Likelihood.

Beispiel 3.5.21 (Mischung aus zwei Normalverteilungen). Betrachte folgendes Zufallsexpe-
riment, in dem eine Zufallsvariable X erzeugt wird. Man wirft eine Miinze, die mit Wahr-
scheinlichkeit € € (0,1) ,,Kopf“ zeigt. Zeigt die Miinze ,, Kopf*, so erzeugt man eine normal-
verteilte Zufallsvariable mit Parametern (u1,0?). Zeigt die Miinze ,,Zahl“, so erzeugt man
eine normalverteilte Zufallsvariable mit Parametern (j2,03%). Die auf diese Weise erzeugte
Zufallsvariable hat (nach der Formel der totalen Wahrscheinlichkeit) die folgende Dichte:

1—¢ t— € t— Lo
ha,;u,a%,ug,a%(t) = p ( P ) + —Pp ( ) S R7

01 1 02 02
wobei p(t) = \/%e_ﬂ/ 2 die Dichte der Standardnormalverteilung ist. Sei nun (z, ..., z,) eine
Realisierung von unabhéngigen identisch verteilten Zufallsvariablen X, ..., X,, mit Dichte
ham’a%’m,gg (t), wobei

0 = (e, 1,01, p12,03) € (0,1) x R x (0,00) x R x (0, 00)

der unbekannte Parameter sei. Nun versuchen wir, # mit der Maximum-Likelihood-Methode
zu schétzen. Wir werden das Problem sogar etwas vereinfachen, indem wir die Parame-
ter €, 2, 05 als gegeben betrachten und nur die restlichen Parameter uy,0? schiitzen. Die
Likelihood-Funktion ist

L(zy,...,x,;0) = hg(x1) ... hy(x,).
Wir versuchen, die Likelihood-Funktion zu maximieren. Sei ¢ € {1,...,n} beliebig. Wir

werden zeigen, dass die Likelihood-Funktion gegen +oo geht, wenn py — z; und o3 — 0;
siche Abbildung [§ Fiir jedes j € {1,...,n}\{i} gilt

. . g Ty —

lim hg(x;) =400, lm hy(z;) = —p (]—M> > 0.
H1—T4 H1—T5 09 09

o1—0 o1—0

Folglich gilt auch (bei festen ¢, yg, 03)
lim L(xy,...,2,;0) = 400.

H1—T;
o1 —0

Die Likelihood-Funktion ist unbeschrankt. Die Maximum-Likelihood-Methode hat in diesem
Beispiel versagt.
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Aufgabe 3.5.22 (ML-Methode bei sehr schweren Tails). Seien Xi,..., X, unabhingig
und identisch geméfl der Dichte
_ T —
hma(m) =0 lp < H)

g

verteilt, wobei p(t) > 0 eine bekannte Dichtefunktion sei, fiir die limjy_q [t]'T*p(t) = oo
fiir jedes € > 0 gelte. Zeigen Sie, dass dann

E%L(azl, ey Ty (1) — 0,0) = +00
und somit der Maximum-Likelihood-Schétzer nicht wohldefiniert ist.

Aufgabe 3.5.23. Zeigen Sie, dass eine Dichtefunktion p, die der Bedingung limj; o, [t|*rep(t) =
oo fiir jedes € > 0 geniigt, existiert.

3.6. Bayes-Methode

Fiir die Einfiihrung des Bayes-Schétzers muss das parametrische Modell etwas modifiziert
werden. Um die Bayes-Methode anwenden zu kénnen, werden wir zusétzlich annehmen, dass
der Parameter 6 selber eine Zufallsvariable mit einer gewissen (und bekannten) Verteilung
ist. Wir betrachten zuerst ein Beispiel.

Beispiel 3.6.1. Eine Versicherung teile die bei ihr versicherten Autofahrer in zwei Katego-
rien: Typ 1 und Typ 2 (z.B. nach dem Typ des versicherten Fahrzeugs) ein. Die Wahrschein-
lichkeit, dass ein Autofahrer vom Typ 1 (bzw. Typ 2) pro Jahr einen Schaden meldet, sei
6, = 0.4 (bzw. O3 = 0.1). Nun betrachten wir einen Autofahrer von einem unbekannten Typ,
der in n = 10 Jahren s = 2 Schéden hatte. Kénnen wir den Typ dieses Autofahrers raten
(schétzen)?

Der Parameterraum ist in diesem Fall © = {6;,0,}. Es sei S die Zufallsvariable, die die
Anzahl der Schidden modelliert, die ein Autofahrer in n = 10 Jahren meldet. Unter 6 = 6,
(also fiir Autofahrer vom Typ 1) gilt S ~ Bin(n, 6,). Unter 6 = 6, (also fiir Autofahrer vom
Typ 2) ist S ~ Bin(n, #s). Dies fiihrt zur folgenden Likelihood-Funktion:

L(s;0,) =Py, [S = 5] = (n> 03(1 —6,)"* = <120) -0.4%-0.6% = 0.1209,
S
n s n—s 10 2 8

L(s;03) = Py,[S = 5] = ) 05(1 — 0)"* = 5 ) 0-17:0.9° = 0.1937.

Wir kénnen nun die Maximum-Likelihood-Methode anwenden, indem wir L(6;) mit L(6)
vergleichen. Es gilt L(6y) > L(6;) und somit handelt es sich vermutlich um einen Autofahrer
vom Typ 2.

Sei nun zusétzlich bekannt, dass 90% aller Autofahrer vom Typ 1 und somit nur 10% vom
Typ 2 seien. Mit dieser zusétzlichen Vorinformation ist es natiirlich, den Parameter 6 als eine
Zufallsvariable zu modellieren. Die Zufallsvariable § nimmt zwei Werte 6; und 6, an und die
Wahrscheinlichkeiten dieser Werte sind

q(01) :=P[0 = 61] = 0.9 und ¢(s) :=P[§ = 5] = 0.1.
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Die Verteilung von 6 nennt man auch die a-priori- Verteilung. Wie ist nun die Anzahl der
Schéden S verteilt, die ein Autofahrer von einem unbekannten Typ in n Jahren meldet? Die
Antwort erhélt man mit der Formel der totalen Wahrscheinlichkeit:

P[S = s] = P[0 = 1] - P[S = |0 = 61] + P[0 = 6] - P[S = 5[0 = 6]

= o) (") o200 = 0+ a0 (" o301 - o

Es sei bemerkt, dass die Zufallsvariable S nicht binomialverteilt ist. Vielmehr ist die Vertei-
lung von S eine Mischung aus zwei verschiedenen Binomialverteilungen. Man sagt auch das
S bedingt binomialverteilt ist:

S|{# = 60:} ~ Bin(n,6,) und S|{0 = 65} ~ Bin(n, 02).

Nun betrachten wir einen Autofahrer von einem unbekannten Typ, der s = 2 Schéaden
gemeldet hat. Die Wahrscheinlichkeit, dass 2 Schaden gemeldet werden, konnen wir mit der
obigen Formel bestimmen:

P[S = 2] = 0.9-0.1209 + 0.1 - 0.1937 = 0.1282.

Die a-posteriori- Verteilung von 6 ist die Verteilung von 6 gegeben die Information, dass S =
2. Zum Beispiel ist die a-posteriori-Wahrscheinlichkeit von 6 = 6, definiert als die bedingte
Wahrscheinlichkeit, dass 6 = 0y, gegeben, dass S = 2. Um die a-posteriori-Verteilung zu
berechnen, benutzen wir die Bayes-Formel:

q(01]s) :=P[0 = 6,]S = s] = Pl0 =605 = 5] _ P[0 = 6,] - P[S = 5|0 = 91]‘

P[S = s P[S = s
Mit den oben berechneten Werten erhalten wir, dass
0.9-0.1209
01]2) = ———— = 0.8486.
1012) = —5i5gy = 08486

Die a-posteriori-Wahrscheinlichkeit von 6§ = #, kann analog berechnet werden. Es geht aber
auch einfacher:

q(62]2) = 1 — q(61]2) = 0.1513.
Nun konnen wir die a-posteriori-Wahrscheinlichkeiten vergleichen. Da ¢(61|2) > ¢(02]2),
handelt es sich vermutlich um einen Autofahrer vom Typ 1.

Bemerkung 3.6.2. | A priori“ steht fiir ,,vor der Erfahrung“. , A posteriori“ steht fiir ,,nach
der Erfahrung®.

Nun beschreiben wir die allgemeine Form der Bayes-Methode.

BAYES-METHODE IM DISKRETEN FALL. Zuerst betrachten wir den Fall, dass 0 eine diskrete
Zufallsvariable ist. Die moglichen Werte fiir 6 seien 6y, 0,, . . .. Die Verteilung von 6 (die auch
die a-priori- Verteilung genannt wird) sei bekannt:

g0) =PH=0], i=12....

Seien (X7,...,X,) Zufallsvariablen mit der folgenden Eigenschaft: Gegeben, dass 0 = 6,
sind die Zufallsvariablen X7, ..., X,, unabhéngig und identisch verteilt mit Zahldichte/Dichte
hy,(x). Es sei bemerkt, dass die Zufallsvariablen Xj, ..., X,, nicht unabhéngig, sondern ledig-
lich bedingt unabhéngig sind. Es werde nun eine Realisierung (z1,...,z,) von (Xi,..., X,)
beobachtet.
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Definition 3.6.3. Die a-posteriori- Verteilung von 6 ist die bedingte Verteilung von 6
gegeben die Information, dass X; = zq,...,X,, = z,, d.h.

q(Oi|x1, ..., xn) =P =60;|X1=21,.... Xp=z,], i=12,....

Hier nehmen wir der Einfachheit halber an, dass die Zufallsvariablen X, ..., X,, diskret sind.
Diese Wahrscheinlichkeit berechnet man mit der Bayes-Formel:
q(Oi|x1, ..., x,) =Pl = 0| X1 = 21,..., X, = 2]
PXy =a1,..., X, =x,,0 =06,
T PXi=a1,.. ., Xy = @)
PO =06;] - P[X; =x1,...,X, = 2,0 = 6]
- P[X, = 21, ..., Xn = 2]
_ q(0;)ho, (1) ... hy,(zp)
; q(0;)ho, (1) ... hgj(a:n)'

Wir haben dabei angenommen, dass X; diskret sind, die Endformel hat aber auch fiir absolut
stetige Variablen X; Sinn.

In der Bayes-Statistik schreibt man oft A(t) o< B(t), wenn es eine Konstante C' (die von ¢
nicht abhéngt) mit A(t) = C' - B(t) gibt. Das Zeichen  steht also fiir die Proportionalitét
von Funktionen. Die Formel fiir die a-posteriori-Zahldichte von # kann man dann auch wie
folgt schreiben:

q(Oi|x, ..., z0) < q(0;)ho, (1) ... hy, (z).

Die a-posteriori-Zahldichte q(6;|xy,...,,) ist somit proportional zur a-priori-Z&hldichte
q(6;) und zur Likelihood-Funktion L(xy,...,x,;0;) = hg,(x1) ... hy,(z,).

Nach der Anwendung der Bayes-Methode erhalten wir als Endergebnis die a-posteriori-
Verteilung des Parameters 6. Oft mochte man allerdings das Endergebnis in Form einer
Zahl haben. In diesem Fall kann man z. B. folgendermaflen vorgehen.

( M)

Definition 3.6.4. Der Bayes-Schdtzer wird definiert als der Erwartungswert der a-
posteriori-Verteilung:

éBayes = Z qu(0Z|x1, 000 ,I’n).

& J
Alternativ kann man den Bayes-Schiitzer auch als den Median der a-posteriori-Verteilung
definieren.

BAYES-METHODE IM ABSOLUT STETIGEN FALL. Sei nun 6 eine absolut stetige Zufallsvaria-
ble (bzw. Zufallsvektor) mit Werten in R” und einer Dichte ¢(7). Dabei bezeichnen wir mit
7 € R” mogliche Werte von . Die Dichte ¢(7) wird auch die a-priori-Dichte genannt. Seien
(X1,...,X,) Zufallsvariablen mit der folgenden Eigenschaft: Gegeben, dass § = 7, sind die
Zufallsvariablen X7, ..., X, unabhéngig und identisch verteilt mit Zahldichte/Dichte h.(z).
Sei (z1,...,x,) eine Realisierung von (X1, ..., X,,). Die a-posteriori-Verteilung von 6 ist die
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bedingte Verteilung von 6 gegeben die Information, dass X; = zy,...,X,, = z,. Indem wir
in der Formel aus dem diskreten Fall die Zahldichte von 6 durch die Dichte von 6 ersetzen,
erhalten wir die folgende Formel fiir die a-posteriori-Dichte von 6:

__a()he(@) . he (@)
fRT q(t)ht(xl) cee ht(l"n)dt.

Das kénnen wir auch wie folgt schreiben:

q(t|x1, ..., )

q(t|xy, ..o ) < q(T)hy (1) .. he(2y).

Die a-posteriori-Dichte ¢(7|z1,...,x,) ist somit proportional zur a-priori-Dichte ¢(7) und
zur Likelihood-Funktion L(zq,...,z,;7) = h-(x1) ... h(x,).

Genauso wie im diskreten Fall ist der Bayes-Schétzer definiert als der Erwartungswert der
a-posteriori-Verteilung, also

éBayeS = / Tq(T|T1, ... 2n)dT

Aufgabe 3.6.5. Zeigen Sie, dass im diskreten Fall (bzw. im stetigen Fall) q(7|x1,...,zy)
als Funktion von 7 tatséichlich eine Zahldichte (bzw. eine Dichte) ist.

Beispiel 3.6.6. Ein Unternehmen mochte ein neues Produkt auf den Markt bringen. Die a-
priori-Information sei, dass der Marktanteil 8 bei dhnlichen Produkten in der Vergangenheit
immer zwischen 0.1 und 0.3 lag. Da keine weiteren Informationen iiber die Verteilung von 6
vorliegen, kann man z.B. die Gleichverteilung auf [0.1,0.3] als die a-priori-Verteilung von 6
ansetzen. Die a-priori-Dichte fiir den Marktanteil 6 ist somit

5, falls 7 €[0.1,0.3],
A7) =1,
,  sonst.

Man kann nun den a-priori-Schitzer fiir den Marktanteil z.B. als den Erwartungswert dieser
Verteilung berechnen:

~

Oopr = EO = / Tq(T)dT = 0.2.
R

AuBlerdem seien n Kunden befragt worden, ob sie das neue Produkt kaufen wiirden. Sei
x; = 1, falls der i-te Kunde die Frage bejaht und 0, sonst. Es sei s = x1 +. ..+ z, die Anzahl
der Kunden in dieser Umfrage, die das neue Produkt kaufen wiirden. Wir kénnten nun den
Marktanteil des neuen Produkts z.B. mit der Momentenmethode (Beispiel oder mit
der Maximum-Likelihood-Methode (Beispiel schétzen:

s = Oy, = =
n
Dieser Schétzer ignoriert allerdings die a-priori-Information. Mit der Bayes-Methode kénnen
wir einen Schétzer konstruieren, der sowohl die a-priori Information, als auch die Befra-
gung beriicksichtigt. Wir betrachten (z1,...,x,) als eine Realisierung der Zufallsvariablen
(X1,...,X,). Wir nehmen an, dass bei einem gegebenen 6 die Zufallsvariablen Xi,..., X,
unabhéngig und mit Parameter 6 Bernoulli-verteilt sind:

0(0) =Pp[X; =0]=1-6, q(1):=Py[X;=1]=0.
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Die Likelihood-Funktion ist
L(zy,...,x0;7) = he(x1) . he(2y) = 75(1 — 7)" 7%,

wobei s = x1+. . .4x,,. Die a-posteriori-Dichte von 6 ist proportional zu ¢(7) und L(x1,. .., 2,;T)
und ist somit gegeben durch

_ b= g .
q(7lzy, ... ) = { Jod sty =sde’ iir 7 € [0.1,0.3],
0, sonst.

Es sei bemerkt, dass die a-posteriori-Dichte (genauso wie die a-priori-Dichte) aulerhalb des
Intervalls [0.1,0.3] verschwindet. Wir kénnen nun den Bayes-Schétzer fiir den Marktanteil ¢

bestimmen:
0.3 0.3 s+1(1 _ )n—sd
A T T T
OBayes = / rq(7|xy,. .., 2,)dr = 221 )
0

1 O ts(1 — t)n-sdt

Der Bayes-Schitzer liegt im Intervall [0.1, 0.3] (denn aulerhalb dieses Intervalls verschwindet
die a-posteriori-Dichte) und widerspricht somit der a-priori Information nicht.

Nehmen wir nun an, wir méchten ein Bayes-Modell konstruieren, in dem wir z.B. Bernoulli-
verteilte Zufallsvariablen mit einem Parameter 6 betrachten, der selber eine Zufallsvariable
ist. Wie sollen wir die a-priori-Verteilung von ¢ wahlen? Es wére schén, wenn die a-posteriori
Verteilung eine dhnliche Form haben wiirde, wie die a-priori-Verteilung. Wie man das er-
reicht, sehen wir im néchsten Beispiel.

Beispiel 3.6.7 (Bernoulli-Beta-Modell). Bei einem gegebenen 6 € [0,1] seien Xj,..., X,
unabhéngige Zufallsvariablen, die Bernoulli-verteilt mit Parameter 6 sind. Somit gilt

he(0)=1—6, hy(1) = 0.

Die a-priori-Verteilung von 6 sei die Betaverteilung Beta(c, 5). Somit ist die a-priori-Dichte
von # gegeben durch

1 1 B-1 -1 p—1
Q1) = —7 (1 -1 X7 (1 —7 ., 17€]0,1].
0= g 07 (1-7) 0.1]
Es werde nun eine Realisierung (z1,...,x,) von (X3,...,X,) beobachtet. Die Likelihood-

Funktion ist
L(xy,...,x0;7) = he(z1) .. he(xy) =7°(1—7)"°,  7€]0,1],
wobei s = x1 + ...+ z,. Fiir die a-posteriori-Dichte von 6 gilt somit
q(t|o1, ... m,) o< q(T)L(xy, ..., @p; 7) o TSN (1L — )Pl 2 [0, 1].

In dieser Formel haben wir die multiplikative Konstante nicht berechnet. Diese muss aber
so sein, dass die a-posteriori-Dichte tatséchlich eine Dichte ist, also

1
Bla+s,8+n—2s)

Somit ist die a-posteriori-Verteilung von 6 eine Betaverteilung:

q(Tlxe, ... Tn) = rotsTl( — p)ftr=s=l e 0, 1].

Beta(a +s,5+n —s).
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Die a-posteriori-Verteilung stammt also aus derselben Betafamilie, wie die a-priori-Verteilung,
blof3 die Parameter sind anders. Eine a-priori-Verteilung mit dieser Eigenschaft heifit konju-
gierte a-priori-Verteilung. Der Bayes-Schétzer fiir 0 ist der Erwartungswert der a-posteriori-

Betaverteilung;:
~ a+s

0 ayes — — 5 . -
Bay a+pB+n
Weitere Beispiele von Bayes-Modellen, in denen die a-posteriori-Verteilung zur selben Ver-
teilungsfamilie gehort, wie die a-priori-Verteilung, finden sich in folgenden Aufgaben.

Aufgabe 3.6.8 (Poisson-Gamma-Modell). Bei einem gegebenen Wert des Parameters A >
0 seien die Zufallsvariablen X7, ..., X, unabhéngig und Poisson-verteilt mit Parameter \.
Dabei wird fiir A eine a-priori-Gammaverteilung mit (deterministischen und bekannten)
Parametern b > 0, o > 0 angenommen, d.h.

ba
\) = a—1,=bX g '
q(N) T'(a) A e ir A >0
Man beobachtet nun eine Realisierung (z1,...,z,) von (Xi,...,X,). Bestimmen Sie die

a-posteriori-Verteilung von A und den Bayes-Schétzer Apayes-

Aufgabe 3.6.9 (Exp-Gamma-Modell). Bei einem gegebenen Wert des Parameters A > 0
seien die Zufallsvariablen X7y, ..., X,, unabhingig und Exponential-verteilt mit Parameter
A. Dabei wird fiir A eine a-priori-Gammaverteilung mit (deterministischen und bekannten)
Parametern b > 0, o > 0 angenommen, d.h.

bOZ
A) = ——A*"te ™ fiir A > 0.
q( ) F(a) € ur
Man beobachtet nun eine Realisierung (x1,...,2,) von (Xi,...,X,). Bestimmen Sie die

a-posteriori-Verteilung von A und den Bayes-Schétzer Agayes.

Aufgabe 3.6.10 (Geo-Beta-Modell). Bei einem gegebenen Wert des Parameters p € (0, 1)
seien die Zufallsvariablen X7, ..., X,, unabhéngig und geometrisch verteilt mit Parameter
p. Dabei wird fiir p eine a-priori-Betaverteilung mit (deterministischen und bekannten)
Parametern a > 0, > 0 angenommen. Man beobachtet eine Realisierung (z1,...,x,)
von (Xi,...,X,). Bestimmen Sie die a-posteriori-Verteilung von p und den Bayes-Schitzer

ﬁBayes .

Aufgabe 3.6.11 (Uniform-Pareto-Modell). Bei einem gegebenen Wert des Parameters
6 > 0 seien die Zufallsvariablen X7,..., X, unabhingig und gleichverteilt auf [0, §]. Dabei
wird fiir 6 eine a—priori—Paretoverteilung mit Parameter 8 > 0 angenommen, d.h. die
a—priori—Dichte von 6 sei
Q(T) = 57’_5_11[7->1.

Dabei sei f > 0 ein deterministischer und bekannter Parameter. Man beobachtet eine
Realisierung (z1,...,2,) € (0,00)" von (Xi,...,Xy,). Bestimmen Sie die a-posteriori-
Dichte von 6.

Die Familie der Normalverteilungen mit einem bekannten o? ist selbstkonjugiert:
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Aufgabe 3.6.12 (A-priori-Verteilung fiir den Erwartungswert einer Normalverteilung bei
bekannter Varianz). Bei einem gegebenen Wert des Parameters u € R seien die Zufalls-
variablen X1, ..., X, unabhiingig und normalverteilt mit Parametern (u,c?), wobei o?
bekannt sei. Dabei wird fiir p eine a-priori-Normalverteilung mit (deterministischen und
bekannten) Parametern pg € R, ag > 0 angenommen. Man beobachtet eine Realisierung
(x1,...,2y) von (X1,...,X,). Bestimmen Sie die a-posteriori-Verteilung von p und den
Bayes-Schétzer [ipayes-

Aufgabe 3.6.13 (A-priori-Verteilung fiir die Varianz einer Normalverteilung bei bekann-
tem Erwartungswert). Bei einem gegebenen Wert des Parameters 7 € R seien die Zu-
fallsvariablen X7, ..., X,, unabhiingig und normalverteilt mit Parametern (u,o?), wobei
i bekannt sei. Dabei wird fiir 02 eine a-priori inverse Gammaverteilung mit (determi-
nistischen und bekannten) Parametern b > 0, @ > 0 angenommen. Das heifit, es wird
angenommen, dass 7 := 1/0? Gammaverteilt mit Parametern b und « ist. Man beobachtet
eine Realisierung (z1,...,x,) von (X1, ..., X,). Bestimmen Sie die a-posteriori-Verteilung
von 7 = 1/02.

3.7. Maximum-Spacing-Methode

Zum Schluss dieses Kapitels betrachten eine weitere Methode zur Konstruktion von Schétzern,
die eine Modifikation der Maximum-Likelihood-Methode ist. Seien X7, ..., X,, unabhéngige
identisch verteilte Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion Fy, wobei # € © der zu schétzende
Parameter sei. Gegeben sei eine Realisierung (zy,...,z,) von (X,...,X,). Die Maximal-
Spacings-Methode basiert auf den folgenden zwei Beobachtungen.

Lemma 3.7.1. Die Verteilungsfunktion Fjy sei stetig und strikt monoton steigend. Unter
Py sind die Zufallsvariablen Fy(X7),. .., Fp(X,) unabhingig und gleichverteilt auf dem
Intervall (0,1).

0.8

0.6

P

0.4

-9 .
2 4 6

ABBILDUNG 9. Lemma Eine Stichprobe wird gleichverteilt auf [0, 1], wenn
man auf Sie ihre eigene Verteilungsfunktion anwendet.
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Beweis. Die Unabhéngigkeit folgt aus der Unabhéngigkeit von X, ..., X,,. Wir zeigen, dass
Fy(X;) gleichverteilt auf (0,1) ist. Es ist klar, dass Fy(X;) nur Werte im Intervall (0, 1)
annehmen kann. Sei z € (0,1). Dann gilt

Po[ Fy(Xy) < ] = Po[X; < Fy ' (2)] = Fy(Fy ' (2)) = .
Somit ist die Zufallsvariable Fy(X;) gleichverteilt auf (0,1). O

e R

Lemma 3.7.2. Esseien z1, ..., z; € [0, 1] Zahlen mit der Nebenbedingung z;+. . .4z, =

1. Dann gilt
1

21...2 < E
und die Gleichheit tritt genau dann ein, wenn alle Zahlen gleich % sind.
& J
Beweis. Dies folgt aus der Cauchy-Ungleichung zwischen dem geometrischen und dem arith-
metischen Mittel. [l
Nun betrachten wir die Ordnungsstatistiken z(;) < ... < x(,) der Stichprobe (X1, ..., 2)
und definieren zusétzlich x ) = —00, x(,41) = +00. Der gesuchte Wert des Parameters 6 ist

dadurch charakterisiert, dass die so-genannten spacings

DZ(H) = F9($(i)) — Fg(x(i,l)), 1=1,...,n+1,

eine Realisierung der Spacings der n unabhéngigen und auf (0, 1) gleichverteilten Zufallsva-
riablen sind. Somit sind die spacings D (6), ..., D,11(#) ungefihr gleich. Nach Lemma [3.7.2]
sollte das Produkt der Spacings nah am maximalen moglichen Wert (n 4 1)~("*1) liegen.
Dies motiviert die folgende Definition:

( N

Definition 3.7.3. Der Maximum-Spacing-Schdtzer ist definiert durch

n+1
Ons = argmax [ [(Fo(zq) — Fo(za-n)).
be0
& J
Beispiel 3.7.4. Sei (z1,...,2,) € (0,00)" eine Realisierung von unabhéngigen, auf dem

Intervall [0, 0] gleichverteilten Zufallsvariablen Xj, ..., X,. Die Verteilungsfunktion Fy ist
gegeben durch

Wir berechnen das Produkt der Spacings als Funktion von . Fiir 0 < x(,,) gilt Fy(2(n11)) —
Fy(xm)) =1—1=0, denn Fy(+o0) = 1. Somit ist das Produkt der Spacings gleich 0. Sei
also 0 > x(,). In diesem Fall ergibt sich, dass

n+1

1
[[(Fo(za) = Folz-)) = gt (@@ —2) - (@) = 2e-n) (0 = 2w).
=1
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Der Maximum-Spacing-Schétzer ist also gegeben durch

6 — Tm)y n+ 1
g+l - n L(n)-

é MSs — argimax
9>x(n)
Spéater werden wir sehen, dass dieser Schétzer erwartungstreu ist und unter allen erwartungs-
treuen Schétzern die kleinste Varianz besitzt.

Aufgabe 3.7.5. Sei (x1,...,2,) € R" eine Realisierung von unabhéngigen, auf einem
Intervall [0, 2] gleichverteilten Zufallsvariablen (X7,..., X, ). Dabei seien 61,6, € R mit
01 < 0 die unbekannten Parameter. Schitzen Sie #; und 63 mit der Maximum-Spacing-
Methode.
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KAPITEL 4

Erwartungstreue Schétzer

Ein statistisches Modell ist ein Tripel (X, A, (Pg)sco), wobei X (genannt der Stichproben-
raum) die Menge aller moglichen Stichproben, A eine o-Algebra auf X, und (IPy)gco eine Fa-
milie von Wahrscheinlichkeitsmafien auf (X, .A) ist. In diesem Kapitel sei der Parameterraum
O eine Teilmenge von R". Eine Stichprobe X wird geméfl einem Wahrscheinlichkeitsmafl Py
zuféllig aus X gezogen, wobei # € © unbekannt ist. Unsere Aufgabe besteht darin, # anhand
von X zu schétzen.

Definition 4.0.1. Ein Schdtzer ist eine beliebige (Borel-messbare) Funktion
0:X >0, z— 0(z).

Bemerkung 4.0.2. Manchmal werden wir erlauben, dass ein Schéitzer auch Werte aufler-
halb von © annimmt.

Man mochte nun Schétzer konstruieren, fiir die é(X ) moglichst ,nah* an @ liegt. Dabei ist es
ganz natiirlich zu fordern, dass der Erwartungswert von é(X ) mit dem zu schitzenden Wert
6 iibereinstimmen soll. Solche Schétzer heiflen erwartungstreu. In diesem Kapitel werden wir
versuchen, unter allen erwartungstreuen Schétzern in einem gewissen Sinne ,,den besten® zu

finden.

4.1. Erwartungstreue, Bias, mittlerer quadratischer Fehler

Definition 4.1.1. Ein Schitzer 0 heift erwartungstreu (oder unverzerrt), falls
Eq[0(X)] = 6 fiir alle € ©.
Der Bias (die Verzerrung) eines Schiitzers 6 ist
Biasy(0) = Eg[0(X)] — 6.
Wir betrachten Biasy(f) als eine Funktion von 6 € ©.

(. J

Bemerkung 4.1.2. Ein Schiitzer § ist genau dann erwartungstreu, wenn Biasy(6) = 0 fiir
alle 6 € ©.

Aufgabe 4.1.3. Zeigen Sie, dass die Menge aller erwartungstreuen Schétzer ein affiner
Unterraum des Vektorraumes aller Schétzer ist. D.h. sind 91 und 92 erwartungstreu, so ist
auch t0; + (1 — )05 fiir alle ¢ € R erwartungstreu.
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Manchmal mochte man nicht den Parameter 6, sondern eine Funktion g(f) schétzen.

Definition 4.1.4. Ein Schétzer ¢ heifit erwartungstreu fir g(0), falls
Eo[o(X)] = g(0) fiir alle 6§ € O.

Aufgabe 4.1.5. Seien Xj,..., X, unabhingig und mit Parameter 6 € [0, 1] Bernoulli-
verteilt. Zeigen Sie, dass es keinen erwartungstreuen Schétzer fiir % gibt. Es gibt also
statistische Modelle ohne erwartungstreue Schétzer.

Beispiel 4.1.6. In diesem Beispiel werden wir verschiedene Schétzer fiir den Endpunkt
der Gleichverteilung konstruieren. Es seien Xj, ..., X,, ~ U[0, 0] unabhéngige und auf dem
Intervall [0, 0] gleichverteilte Zufallsvariablen, wobei § > 0 der zu schitzende Parameter sei.
Es seien X(1) < ... < X(,) die Ordnungsstatistiken von Xi,..., X,,.

ERSTER SCHATZER. Zuerst betrachten wir den Maximum-Likelihood-Schéatzer
(X1, .., X)) = Xy = max{Xy,..., X,}.
Es ist offensichtlich, dass 91 < 6. Somit hat él einen negativen Bias.

ZWEITER SCHATZER. Wir versuchen nun den Schitzer 6; zu verbessern, indem wir ihn
etwas vergréflern. Wir wiirden ihn gerne um 6 — X,,) vergrofiern, allerdings ist 6 unbekannt.
Deshalb machen wir den folgenden Ansatz. Wir gehen davon aus, dass die beiden Intervalle
(0, X)) und (X(y), #) ungefihr gleich lang sind, d.h.

!
Losen wir diese Gleichung bzgl. 6, so erhalten wir den Schétzer
éQ(Xl, ce ,Xn) = X(n) + X(l).

DRITTER SCHATZER. Es gibt aber auch einen anderen natiirlichen Ansatz. Wir kénnen
davon ausgehen, dass die Intervalle

(0, X)), (X1, X)), -+, (Xn), 0)

ungefihr gleich lang sind. Dann kann man die Lange des letzten Intervalls durch das arith-
metische Mittel der Léngen aller vorherigen Intervalle schitzen, was zu folgender Gleichung
fithrt:

!
0— Xy = E(X(l) + (X — X)) + (X@) — X@) + -+ (X) — X))
Da auf der rechten Seite eine Teleskop-Summe steht, erhalten wir die Gleichung

1

Auf diese Weise ergibt sich der Schétzer
. n+1

O5(Xy,...,X,) = - X(n)-
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VIERTER SCHATZER. Wir konnen auch den Momentenschétzer betrachten. Setzen wir den
Erwartungswert von X; dem empirischen Mittelwert gleich, so erhalten wir

Eo[X)] = = = X,.

l\DIQ)

Dies fithrt zum Schéatzer
0,(X1,.... X,) =2X,.

Aufgabe 4.1.7. Zeigen Sie, dass 05, ég, 0, erwartungstreu sind, 6, jedoch nicht.

Man sieht an diesem Beispiel, dass es fiir ein parametrisches Problem mehrere natiirliche (und
sogar mehrere erwartungstreue) Schitzer geben kann. Die Frage ist nun, welcher Schétzer
der beste ist.

Definition 4.1.8. Sei © = (a,b) C R ein Intervall. Der mittlere quadratische Fehler
(mean square error, MSE) eines Schétzers 6 : X — R ist definiert durch

MSEq(d) = Eo[(8(X) — 6)2].

In dieser Definition wird stillschweigend vorausgesetzt, dass 6 quadratisch integrierbar ist,
d.h.

Eo[f(X)?] < oo fiir alle 6 € ©.

Wir bezeichnen mit L? die Menge aller quadratisch integrierbaren Schitzer.

Wir fassen MSEy(0) als eine Funktion von 6 € (a,b) auf.

Lemma 4.1.9. Es gilt der folgende Zusammenhang zwischen dem mittleren quadrati-
schen Fehler und dem Bias:

MSEy(f) = Vary 0 + (Biasy(6))>.

Beweis. Um die Notation zu vereinfachen, benutzen wir 0 als eine Abkiirzung fiir die Zufalls-
variable 6(X). Wir benutzen die Definition des mittleren quadratischen Fehlers, erweitern
mit Ey[f] und quadrieren:

MSE(6) = Eo[(0 - 0)°]
= Eo[(6 — Eo[0] + Eo[0] — 6)°]
— By [(0 — Bo[0])*) + 2B [(8 — By [0]) - (Eg[0] — 6)] + Eg[(Eo[6] — 6)*]
— Varg(0) 4 2(Eg[0] — 0) - Eg[0 — Ey[6]] + (Biasy(6))?.
Dabei haben wir benutzt, dass Eg[6 ] 6 nicht zufalhg ist. Der mittlere Term auf der rechten
Seite verschwindet, denn Ey[0 —Eg[f]] = Eg[0] — E¢[] = 0. Daraus ergibt sich die gewiinschte
Identitét. U
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Bemerkung 4.1.10. Ist 6 erwartungstreu, so gilt Biasy(6) = 0 fiir alle # € © und somit
vereinfacht sich Lemma [£.1.9 zu

~ ~

MSE@(@) = Varg(ﬁ).
Bemerkung 4.1.11. Der Bias ist der ,systematische Fehler* eines Schétzers, die Standard-

abweichung v/ Varg 6 kann als der yzuféllige Fehler® eines Schétzers angesehen werden. Der
mittlere quadratische Fehler MSE beriicksichtigt beide Arten von Fehlern.

Mit dem Begriff des mittleren quadratischen Fehlers kénnen wir nun Schétzer vergleichen:
je kleiner der Fehler, umso besser der Schétzer.

Definition 4.1.12. Seien 6, und 6, zwei Schitzer. Wir sagen, dass 6, gleichmdpfig besser
als 6, ist, falls ) A
MSEq(61) < MSEg(6,) fiir alle § € ©.

Bemerkung 4.1.13. Falls 6; und 0, erwartungstreu sind, dann ist 0, gleichméfig besser
als 05, wenn

Vary(6;) < Varg(6,) fiir alle 0 € ©.

Aufgabe 4.1.14. Es sei X eine Zufallsvariable mit

e ? o
T 1_etn
Bestimmen Sie alle erwartungstreuen Schitzer fiir g(8) = e~ und den mittleren quadrati-
schen Fehler fiir jeden solchen Schétzer.

Py[X = n] neN, 6>0.

4.2. Bester erwartungstreuer Schitzer

In einem statistischen Modell kann es mehrere erwartungstreue Schétzer geben. Wir versu-
chen nun, unter diesen Schétzern denjenigen mit der kleinsten Varianz zu finden.

Definition 4.2.1. Ein Schiitzer 0 heiBt bester erwartungstreuer Schitzer (fiir 0), falls
er erwartungstreu ist und fiir jeden anderen erwartungstreuen Schétzer 6 gilt, dass

Vargé < Vargé fir alle 0 € ©.

Bemerkung 4.2.2. Der entsprechende englische Begriff lautet ,UMVU estimator® (uni-
formly minimal variance unbiased).

Im néchsten Satz zeigen wir, dass es hochstens einen besten erwartungstreuen Schétzer geben
kann.
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Satz 4.2.3. Seien él, b5 : X — O zwei beste erwartungstreue Schétzer, dann gilt
él = ég fast sicher unter Py fiir alle 8 € ©.

Beweis. SCHRITT 1. Da beide Schétzer beste erwartungstreue Schéitzer sind, stimmen die
Varianzen dieser beiden Schétzer iiberein, d.h.

Vary 0, = Vary 0, fiir alle 6 € O.

Ist nun Varg él = Varg ég = 0 fiir ein 0 € O, so sind él und éz fast sicher konstant unter
Py. Da beide Schétzer erwartungstreu sind, muss diese Konstante gleich 6 sein und somit
muss 0; = 0, fast sicher unter Py gelten. Die Behauptung des Satzes wére somit gezeigt.
Wir kénnen also im Folgenden annehmen, dass die beiden Varianzen Vary él = Vary ég strikt
positiv sind.

SCHRITT 2. Da beide Schétzer erwartungstreu sind, ist auch 6* = @ erwartungstreu und
fiir die Varianz von 0* gilt

1 N 1 A 1 O 1 A 1 A ~ R
Vary 0% = 1 Vary 0, + 2 Varg 6, + 5 Covy(01,605) < 5 Varg 0; + 5 \/Varg 0, \/Varg 05 = Varg 0.

Dabei wurde die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung angewendet. Somit folgt, dass Varg 6* <
Vary él. Allerdings ist él der beste erwartungstreue Schétzer, also muss Vary #* = Vary él
gelten. Daraus folgt, dass die Cauchy-Schwarz-Ungleichung in Wirklichkeit eine Gleichheit
gewesen sein muss, also

Cove(él, ég) = Vary 6, = Varg 5.

SCHRITT 3. Der Korrelationskoeﬂ"}zient von él und ég ist also gleich 1. Somit besteht ein
linearer Zusammenhang zwischen ¢; und 6,, d.h. es gibt a = a(f), b = b(6) mit

0y = a(6) - 6, + b(6) fast sicher unter Py fiir alle 6 € ©.

Setzen wir diesen Zusammenhang bei der Betrachtung der Kovarianz ein und beriicksichtigen
zusitzlich, dass wie oben gezeigt Varg ) = Covy(fy, 65), so erhalten wir, dass

Varg 0y = Covg(0y,0,) = Covg(fy,a(8) - 61 4 b(6)) = a(h) - Varg 6.

Also ist a(6) = 1, denn Vary 6; # 0 geméB Schritt 1.

SCHRITT 4. Somit gilt 6, = 6; + b(f). Auf Grund der Erwartungstreue der Schétzer ist
b(f) = 0, denn

0 = Eeéz = E9é1 + b(0) = 6+ b(0).
Somit folgt, dass él = éQ fast sicher unter Py fiir alle 8 € ©. O

Bemerkung 4.2.4. Der beste erwartungstreue Schitzer muss nicht in jedem parametrischen
Modell existieren. Z.B. kann es passieren, dass es iiberhaupt keine erwartungstreuen Schétzer

gibt (Aufgabe [4.1.5)).
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4.3. Bester erwartungstreuer Schitzer im Bernoulli-Modell

Im Folgenden werden wir fiir mehrere statistische Modelle den besten erwartungstreuen
Schétzer konstruieren. Um unsere Vorgehensweise zu erkldaren, betrachten wir ein Beispiel,
das trotz seiner Einfachheit die beiden wichtigsten Ideen, Suffizienz und Vollstindigkeit,
beinhaltet, die man fiir die allgemeine Konstruktion braucht.

Wir werden den besten erwartungstreuen Schétzer fiir die Erfolgswahrscheinlichkeit im n-
fachen Bernoulli-Experiment bestimmen. Es seien X, ..., X,, ~ Bern(f) unabhéngige, mit
Parameter 6 € [0, 1] Bernoulli-verteilte Zufallsvariablen. Wir beobachten eine Realisierung
(x1,...,2,) und sollen @ schitzen.

Statistisches Modell. Der Stichprobenraum ist X = {0, 1}". Als o-Algebra der messbaren Er-
eignisse nehmen wir die Potenzmenge A = 2*. Die moglichen Verteilungen von (X1, ..., X,)
sehen wie folgt aus. Fiir 6 € [0, 1] ist Py das Wahrscheinlichkeitsmafl auf X mit

]P)g[A] _ Z 9m1+...+xn(1 - 9)n—(m1+...+xn)7 AcC X,

(T1,.Tn )EA

Der folgende Satz sollte nicht iiberraschend sein.

Satz 4.3.1. Der Schétzer é(a:l, ey Ty) = Ty, ist der beste erwartungstreue Schétzer von
6 im n-fachen Bernoulli-Experiment.

Beweis. Zuerst miissen wir anmerken, dass der Schitzer X,, erwartungstreu ist. Es bleibt
zu zeigen, dass es keinen besseren erwartungstreuen Schétzer gibt. Sei ¢ : X — [0,1] ein
weiterer erwartungstreuer Schéitzer von 6. Wir wollen zeigen, dass

Vary o > Vary X, fiir alle 6 € [0, 1].

Erste Idee: Suffizienz. Intuitiv erscheint es plausibel, dass ein ,,guter Schéatzer nur die Infor-
mation verwenden sollte, wieviele Erfolge in den Bernoulli-Experimenten beobachtet wur-
den. Es sollte egal sein, wann die Erfolge eintgereten sind. So sollte z.B. ein Schétzer ¢ mit
©(0,0,1,1,1) # »(1,0,1,0,1) kein guter Schétzer sein.

Wie konnen wir das beweisen? Fiir k = 0,1, ..., n definieren wir die Mengen
Ap i ={z = (r1,...,2,) €{0,1}": 21+ ...+ 2, = k}.

Dann ist AgU...UA, = X eine disjunkte Zerlegung von X. Die Anzahl der Elemente in Ay, ist
(Z) Fiir jeden Schétzer ¢ : X — [0, 1] betrachten wir nun seine Rao-Blackwell-Verbesserung
" 1 X —[0,1] mit

o' (x) = % Z o(y), falls x = (z1,...,2,) € Ay.
(%)

yEAg

Der Schétzer ¢* ist konstant auf jeder der Mengen Ay, ..., A,, und der Wert von ¢* auf Ay
ist einfach der Mittelwert von ¢ iiber Ay; siehe Abbildung [I}
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v
74

ABBILDUNG 1. Die Idee der Rao-Blackwell-Verbesserung. Eine Funktion (blau)
wird durch Mittelwerte (rot) iiber Mengen aus einer disjunkten Zerlegung ersetzt.
Der Erwartungswert bleibt unverdndert, die Varianz wird kleiner.

Wir behaupten nun, dass ¢* ebenfalls erwartungstreu ist. In der Tat, wegen der Definition
von ¢* gilt

Es&*—%zxw*(x)—%;ZAw*(w)—zinngw(y)—Ew—&
€ =0 zeAy =0 yeAg

Und nun zeigen wir, dass Varg ¢* < Vargp. Mit der Ungleichung a?+‘]‘\'[+“?v > <a1+~~-+azv)2

(vom arithmetischen und quadratischen Mittel) erhalten wir

St -0r = (}) ay w07 = (3) (ﬁ > (el - e)) = 3 ()0

yEAL k) yeAy kJ yeAy zEA

Da die Wahrscheinlichkeit (unter Py) von jedem Ausgang y € A gleich 0%(1 — )"~ ist,
konnen wir schreiben:

Varg ¢ = Eyl(p — 6)° Zek =) (ply) — 6)°

yEAL
> 3 01— 07 Y () 0 = Bally” — 0] = Vana
k=0 rEA

Zweite Idee: Vollstindigkeit. Im Rest des Beweises konnen wir also annehmen, dass ¢ kon-
stant auf jeder der Mengen Ay, ..., A, bleibt (denn andernfalls konnen wir ¢ durch ¢*
ersetzen, was den Schétzer verbessert). Aulerdem muss ¢ erwartungstreu sein. Gibt es viele
solche Schitzer? Zum Gliick gibt es nur einen, ndmlich X,,! Um das zu zeigen, bezeichnen
wir den Wert von ¢ auf Ay mit a;. Dann lautet die Bedingung der Erwartungstreue wie
folgt:

Egp = Z aj (Z) 0 (1 — 9)”_k L 0 fiir alle 0 € [0, 1].
k=0
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Es ist eine (nicht ganz triviale) Ubung zu zeigen, dass das nur fiir a;, = k/n moglich ist. Fiir
die Losung verweisen wir auf Abschnitt O

Im Rest dieses Kapitels werden wir den obigen Beweis auf eine viel groflere Klasse von
statistischen Modellen erweitern.

4.4. Definition der Suffizienz im diskreten Fall

Beispiel 4.4.1. Betrachten wir eine unfaire Miinze, wobei die Wahrscheinlichkeit 6, dass
die Miinze Kopf zeigt, geschéiitzt werden soll. Dafiir werde die Miinze n mal geworfen. Falls
die Miinze beim i-ten Wurf Kopf zeigt, definieren wir z; = 1, sonst sei x; = 0. Die kom-
plette Information iiber unser Zufallsexperiment ist somit in der Stichprobe (zi,...,x,)
enthalten. Es erscheint aber intuitiv klar, dass fiir die Beantwortung der statistischen Fra-
gen iiber § nur die Information dariiber, wie oft die Miinze Kopf gezeigt hat (also die Zahl
1+ ...+ x,) relevant ist. Hingegen ist die Information, bei welchen Wiirfen die Miinze Kopf
gezeigt hat, nicht niitzlich. Deshalb nennt man in diesem Beispiel die Stichprobenfunktion
T(xy,...,x,) = x1+...+x, eine suffiziente (d.h. ausreichende) Statistik. Anstatt das Expe-
riment durch die ganze Stichprobe (z1,...,x,) zu beschreiben, konnen wir es lediglich durch
den Wert von x1 + ...+ x,, beschreiben, ohne dass dabei niitzliche statistische Information
verloren geht.

Ein guter Schétzer fiir § muss eine Funktion von x; + ...+ x,, sein. Das garantiert namlich,
dass der Schétzer nur niitzliche statistische Information verwendet und nicht durch die Ver-
wendung von unniitzlichem Zufallsrauschen die Varianz des Schétzers gesteigert wird.

Nun werden wir eine allgemeine Definition der Suffizienz geben. Sei (X, A, (Pg)pco) ein sta-
tistisches Modell. In diesem Abschnitt betrachten wir nur den Fall eines endlichen oder
abzéhlbar unendlichen Stichprobenraumes X.

( N

Definition 4.4.2. Eine Funktion 7" : X — R" heif}t eine suffiziente Statistik, wenn fiir
alle z € X und fiir alle ¢ € R" die Funktion

0 — Py[X =z|T(X) =]
konstant ist. D.h. es soll gelten, dass
Py, [X = z|T(X) = t] =Py, [X = 2|T(X) =]
fir alle t € R" und alle 0,0y € © mit Py, [T(X) =t] # 0, Py, [T(X) =] # 0.

(. J

Man kann die obige Definition auch wie folgt formulieren: 7" ist suffizient, wenn die bedingte
Verteilung von X gegeben, dass T'(X) = ¢ nicht von 6 abhéngt.

Beispiel 4.4.3 (Fortsetzung von Beispiel 4.4.1)). Seien Xj, ..., X, ~ Bern(f) unabhingige
Zufallsvariablen, wobei 6 € (0,1) zu schétzen sei. Wir behaupten, dass T'(xy,...,z,) =
r1 + ...+ x, eine suffiziente Statistik ist.
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Beweis. Sei t € {0,...,n}, denn fiir alle anderen Werte von ¢ ist das Ereignis T'(X) = ¢
unméglich. Betrachte fiir (z1,...,2,) € {0,1}" den Ausdruck

P(Q) :Pg[Xlle,,Xn:$n|X1++Xn:t]
Pg[Xl:xl,...,Xn:J]n,Xl—f—...—l-Xn:t]
Po[ X1+ ...+ X, =1 '

FaLL 1. Ist oy + ...+ 2, # t, so gilt P(f) = 0. In diesem Fall héingt P(6) von € nicht ab.

FALL 2. Sei nun z1 + ...+ x, = t. Dann gilt
_P@[Xl:Jil,...,Xn:In,X1+...+Xn:t] _Pg[Xlz.Tl,...,Xn:ZL'n]
B Po[ X1+ ...+ X, =1 P X .+ X, =

Indem wir nun benutzen, dass Xi,..., X, unabhéngig sind und X; + ... + X,, ~ Bin(n,0)
ist, erhalten wir, dass

P(6)

gm0 1
no- ea—or W

Dieser Ausdruck ist ebenfalls von 6 unabhéngig. ([l

Bemerkung 4.4.4. Wir haben gezeigt, dass fiir alle ¢t € {0,...,n}

]]-r Typ=
Po[ X1 =21,..., Xy =20 X1+ ...+ X, = 1] = % (21,...,m,) € {0,1}"
t
Somit ist die bedingte Verteilung von (X7,..., X)) gegeben, dass X; + ... + X,, = t, eine
Gleichverteilung auf der Menge

{(#1,.. . 20) € {0, 1Y sy + .. 42, =t}

Diese Menge besteht aus (Tt‘) Elementen. Die bedingte Verteilung héngt nicht von 6 ab
(Suffizienz).

Aufgabe 4.4.5. Seien X1,..., X,, unabhéingige und

(a) mit Parameter § > 0 Poisson-verteilte Zufallsvariablen;

(b) mit Parameter 6 € (0,1) geometrisch-verteilte Zufallsvariablen.
Zeigen Sie, dass T'(Xy,...,X,) = X1 + ...+ X, eine suffiziente Statistik ist. Bestimmen
Sie fiir t € Ny die bedingte Verteilung von (X1, ..., X,) gegeben, dass X; + ...+ X, = t.

Aufgabe 4.4.6. Seien X7, ..., X,, unabhéngige, auf der endlichen Menge {1, ..., 0} gleich-
verteilte Zufallsvariablen, wobei § € N ein Parameter sei. Zeigen Sie, dass T'(X1, ..., X,) =
max{Xi,...,X,} eine suffiziente Statistik ist und bestimmen Sie fiir ¢ € N die bedingte
Verteilung von (X7, ..., X,) gegeben, dass max{Xy,...,X,} =t

Im obigen Beispiel haben wir gezeigt, dass X; + ... + X, eine suffiziente Statistik ist. Ist
dann z.B. auch X,, = % eine suffiziente Statistik? Im folgenden Lemma zeigen wir,
dass die Antwort positiv ist.
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Lemma 4.4.7. Sei T : X — R’ cine suffiziente Statistik und sei g : Im7 — R* eine
injektive Funktion. Dann ist auch
goT: X = RF 1z g(T(z))

eine suffiziente Statistik.
N\ J

Beweis. Seien t € R* und 0,0, € © mit Py, [g(T(X)) = t] # 0, i = 1,2. Wegen der
Suffizienz von T ist

P(0;) :=Po,[X = 2]g(T(X)) = t] = Py,[X = 2[T(X) = g7 (t)]

unabhingig von der Wahl von ¢ = 1, 2. Dabei ist das Urbild g~!(¢) wohldefiniert, da g injektiv
ist. U

4.5. Faktorisierungssatz von Neyman-Fisher

In diesem Abschnitt beweisen wir den Faktorisierungssatz von Neyman-Fisher. Dieser Satz
bietet eine einfache Methode zur Uberpriifung der Suffizienz. Sei (X, A, (Py)geo) ein statis-
tisches Modell mit einer hochstens abzéhlbaren Stichprobenmenge X. Sei 7' : X — R” eine
Statistik. Im néchsten Lemma benutzen wir die folgende Notation:

o L(x;0) = Py[X = z] ist die Likelihood-Funktion.

o ¢(t;0) = Py[T(X) = t], wobei t € R", ist die Zahldichte von T'(X) unter Py.

Lemma 4.5.1. Eine Funktion 7" : X — R" ist genau dann eine suffiziente Statistik,
wenn fiir alle x € X die Funktion

L(z;0)
4.5.1 O —————
sy o7 (2);0)
konstant ist. (Der Definitionsbereich besteht aus allen § € © mit ¢(7'(x); ) # 0).
(. J

Beweis. Betrachte den Ausdruck
P(0) :=Py[X = z|T(X) =]
Im Falle ¢t # T'(z) ist P(f) = 0, was unabhéngig von 6 ist. Sei deshalb ¢t = T'(x). Dann gilt
P(G)ZIP’(;[X:x,T(X):t] _ Py X = x] _ L(z;0) |
Po[T(X) =T(x)]  Bp[T(X) =T(x)] q(T(x);0)
Somit ist T eine suffiziente Statistik genau dann, wenn (4.5.1)) nicht von 6 abhéngt.

e R

Satz 4.5.2 (Faktorisierungssatz von Neyman-Fisher, diskreter Fall). Eine Funktion 7" :
X — R" ist eine suffiziente Statistik genau dann, wenn es Funktionen g : R" x © — R
und h : X — R gibt, so dass die folgende Faktorisierung gilt:

(4.5.2) L(z;0) = g(T(x);0) - h(zx) fir alle x € X,60 € O©.
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Beweis von ,,=—*. Sei T eine suffiziente Statistik. Definiere die Funktion
L(z:0)
h(x) := ,
NG

Dabei kénnen wir auf der rechten Seite ein beliebiges 6 mit ¢(7'(x); ) # 0 einsetzen, denn

nach Lemma ist der Term unabhéngig von 6. Gibt es kein 6 mit ¢(7'(x);0) # 0, so

definieren wir einfach h(z) = 0.

Mit diesem h und g(t;0) = q(t; 0) gilt die Faktorisierung (4.5.2]). O

Beweis von ,,<=*“. Es gelte die Faktorisierung (4.5.2). Sei « € X fest. Es bezeichne
A={yeX: T(y) =T(x)}

die Niveaumenge von T, die x enthélt. Dann gilt fiir alle 6 € © mit ¢(T'(x);0) # 0, dass

z € X.

Lw0)  gT@:0h)  oT@:0ke)  h)
q(T(x);0) > ,cal(y;0)  >,cag(T(y);Oh(y) > ,cah(y)
Dieser Ausdruck héngt nicht von 6 ab. Nach Lemma ist 7" suffizient. O

Beispiel 4.5.3. Seien X1, ..., X,, ~ Bern(#) unabhéngig, wobei 6 € (0, 1). Fiir die Likelihood-
Funktion gilt
L(zy, ..., x0;0) =Po[ Xy = 2q,..., X, = 2]
=0 (1—0)""" 1y e01y .. -0 (1= 0) "1y e001)

= g (L= )L oy

Daraus ist ersichtlich, dass die Neyman-Fisher-Faktorisierung (4.5.2) mit
T(x1, . @) =21+ ..+ an, gt0)=0(1—0)"" h(zy,...,z,) =1, 20,1}

gilt. Nach dem Faktorisierungssatz von Neyman-Fisher ist T" suffizient.

4.6. Definition der Suffizienz im absolut stetigen Fall

Bisher haben wir nur den Fall eines héchstens abzidhlbaren Stichprobenraums X betrachtet.
Sei nun (X, A, (Py)gco) cin statistisches Modell mit einem beliebigen Stichprobenraum X. Die
Funktion T : X — R” sei Borel-messbar. Im diskreten Fall haben wir 7' suffizient genannt,
wenn die bedingte Verteilung von X gegeben, dass T(X) = t nicht von 6 abhingt. Im
Allgemeinen kann die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses T'(X) = ¢ gleich 0 sein und es ist
nicht klar, wie man die bedingte Verteilung definiert. Dieses Problem hat eine Losung, die

im Abschnitt besprochen wird.

( )

Definition 4.6.1. Sei (X, A, (Py)sco) ein statistisches Modell. Eine Statistik 7" : X — R"
heifit suffizient, falls es eine (von # unabhéngige!) Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien

{m: t € R"} gibt mit
(1) Fiir jedes t € R" ist m; ist ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf der Niveaumenge
T'(t)={r € X: T(x) =t}.
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(2) Fiir alle # € © gilt ,,die Formel der totalen Wahrscheinlichkeit*
Py[A] = / r(ANT1(t) pe(dt), A€ A,

wobei py(B) = Py[T € B], B C R" Borel, die Verteilung von T" unter Py ist.

Bemerkung 4.6.2. Man kann sich 7; als die ,,bedingte Verteilung* von X gegeben, dass
T(X) = t, vorstellen. Entscheidend fiir die Suffizienz ist die Forderung, dass m; keine Funktion
von # sein darf. Stellen wir uns vor, es wurde eine Stichprobe X gemé&fl Py gezogen, uns
wurde allerdings lediglich der Wert T'(X) mitgeteilt. Wir wissen also, dass X irgendwo in
der Niveaumenge T~ (¢) liegt. Die bedingte Verteilung von X ist ;. Da aber diese Verteilung
nicht mehr von 6 abhéngt, wiirde uns die Information iiber die genaue Position von X auf
der Niveaumenge nichts niitzen. Wir kénnten aus dieser Information keine Riickschliisse auf
6 ziehen. Deshalb heifit T" suffizient.

Beispiel 4.6.3. Im n-fachen Bernoulli-Model mit der suffizienten Statistik T'(z1,...,x,) =
x1+...+x, ist m die Gleichverteilung auf der Menge {(z1,...,z,) € {0,1}": 1+...+z, =
t}, fiir alle t € {0,...,n}. Es ist egal, wie man m; fiir andere Werte von ¢ definiert, da diese
eine Nullmenge bzgl. 1y bilden.

Bemerkung 4.6.4. Es ldsst sich zeigen, dass auch die folgende ,,Formel der totalen Erwar-

fung® gilt:
B = [ ([ ) woan,

fiir alle Funktionen f : X — R mit Ey|f(X)| < o0.

Leider lassen die Bedingungen der obigen Definition nicht so einfach iiberpriifen. Zum Gliick
gibt es eine allgemeine Version des Satzes von Neyman-Fisher, die als eine alternative De-
finition der Suffizienz benutzt werden kann. Wir nehmen an, dass das statistische Modell
(X, A, (Pp)gco) dominiert ist, d.h. es gibt ein o-endliches Maf§ A auf X (typischerweise das
Lebesgue- oder das Zahlmaf), so dass jedes Py eine Dichte beziiglich A besitzt. Diese Dichte
wird mit L(z;6) bezeichnet und heiit die Likelihood-Funktion.

( M)

Satz 4.6.5 (Faktorisierungssatz von Neyman-Fisher, allgemeiner Fall). Eine Statistik
T : X — R" ist suffizient genau dann, wenn es messbare Funktionen g : R" x © — R und
h:X — R gibt mit

L(z;0) = g(T(x);0) - h(x), fur alle x € X,0 € O.

(. /

Beispiel 4.6.6. Seien X7, ..., X, unabhingige und auf dem Intervall [0, 0] gleichverteilte Zu-
fallsvariablen, wobei # > 0 der unbekannte Parameter sei. Wir zeigen, dass T'(X1, ..., X,) =
max { X1, ..., X, } eine suffiziente Statistik ist.

Die Dichte von X; gegeben durch

1

hg(l‘» = 5136«;6[079]‘
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Fiir die Likelihood-Funktion (also die Dichte von (X7, ..., X,,) bzgl. des Lebesgue-Mafles auf
R™) gilt

L(zy,...,x,;0) = hg(xy1) ... ho(zy)

1
= e_n]]-xle[oﬂ} I e O
1

e_n]]-max(xl ..... xn)<0 " ﬂwl ,,,,, zn>0

=g(T(x1,...,2,);0) - h(xy, ..., x,),

wobei
1
g(t, 9) = e—n]ltgg, h(xl, e ,.Tn) = ]11,1 7777 Tn>0-
Somit ist T'(X7y,...,X,) = max{Xy,..., X, } eine suffiziente Statistik. Ein guter Schétzer
fir # muss also eine Funktion von max{Xj,..., X, } sein. Insbesondere ist der Schétzer

2X,, in diesem Sinne nicht gut, denn er benutzt iiberfliissige Information. Diese iiberfliissige
Information steigert die Varianz des Schétzers. Das ist der Grund dafiir, dass der Schétzer
2 max{Xj,..., X,} (der suffizient und erwartungstreu ist) eine kleinere Varianz als der
Schitzer 2X,, (der nur erwartungstreu ist) hat.

Beispiel 4.6.7. Seien Xi,..., X, unabhéngige und mit Parameter # > 0 exponentialver-
teilte Zufallsvariablen. Somit ist die Dichte von X; gegeben durch

ho(;) = 0 exp(—0z;) Ly,>0.

Wir zeigen, dass T'(x1, ..., x,) = 1+. ..+, eine suffiziente Statistik ist. Fiir die Likelihood-
Funktion gilt

L(xh <oy T 6) = h@('xl) ce hQ(xn)
=0"exp(—0(x1 + ... +2,)) 1y, 2n>0
=g(T(z1,...,2,);0) - h(xy,... z,),

wobel
g(t;0) = 0" exp(—0t), h(zy,...,2,) = 1y 20

Ein guter Schétzer fiir # muss also eine Funktion von X7 + ... + X, sein.

Beispiel 4.6.8. Seien Xi,..., X, unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit
X; ~ N(u,0?). Der unbekannte Parameter ist § = (u,0?), wobei p € R und o2 > 0.
Die Aufgabe besteht nun darin, eine suffiziente Statistik zu finden. Da wir normalverteilte
Zufallsvariablen betrachten, gilt fiir die Dichte

1 T; — 2
hyo2(x;) = Nz exp (—%) , x; €R.
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Somit ist die Likelihood-Funktion gegeben durch
L(x1,. .o Tni by 0°) = Ry g2 (1) . B2 (2)

" 1 < )
= exp | —=—= T; —
() o (o)
_ 1 " ]' . 2 2 - 2
= exp 552 le — umeLnu

2mo =1 i=1

) |

Nun betrachten wir die Statistik 7" : R™ — R? mit

(Il, . ,.fll'n) — (Z SL’?,ZCEZ> = (ThTQ).
i=1 i=1

Diese Statistik 7" ist suffizient, denn wir haben die Neyman-Fisher-Faktorisierung
L(zy, ... 20 1, 0%) = g(Th, To; i, 02 h(21, . . ., 20)
mit h(xq,...,2,) =1 und

1 " Ty — 2uT: 2
9(T1,T2;H>02):< ) exp <— LT A )

2mo 202

Allerdings ist T7 oder T5 allein betrachtet nicht suffizient.
Bemerkung 4.6.9. Tm obigen Beispiel ist die Statistik (Z,, s?) mit

_ I1++.In 2 ]. - 2 2
T, = ————und s = TP —nx
n " n—l(Z ! "

ebenfalls suffizient, denn

Ty = nz, und Ty = (n — 1)s2 + nz2.
Wir kénnen also g(T%, T»; i1, o) auch als eine Funktion von Z,, s und p, o? schreiben.

Beispiel 4.6.10. Es seien X, ..., X, unabhéngige identisch verteilte Zufallsvariablen mit
Dichte hy, wobei # unbekannt sei. Dann ist die Statistik

T:(x1,...,20) = (Tay, -, Tw))
suffizient. Das heifit, die Angabe der Werte der Stichprobe ohne die Angabe der Reihenfolge,
in der diese Werte beobachtet wurden, ist suffizient. In der Tat, fiir die Likelihood-Funktion
gilt
L(zy,...,x,;0) = hg(x1) ... he(x,).
Diese Funktion éndert sich bei Permutationen von x4, ..., x, nicht und kann somit als eine

Funktion von (x(y), ..., %)) und 6 dargestellt werden. Somit haben wir eine Neyman-Fisher-
Faktorisierung angegeben.

Aufgabe 4.6.11. Seien Xy, ..., X,, unabhiingige Zufallsvariablen, die auf einem Intervall
(01,02) gleichverteilt sind. Dabei seien #; € R und 2 € R die zu schitzenden Parameter
mit 01 < 0. Zeigen Sie die Suffizienz der Statistik T'(z1,...,2n) = (2(1), Z(n))-

67



Aufgabe 4.6.12. Seien X1, ..., X, unabhingig und identisch verschoben exponentialver-
teilt, d.h. verteilt geméfl der Dichte

1
han,o(w) = g~ T ) (),

wobei m € R, 6 > 0 Parameter seien. Zeigen Sie die Suffizienz der Statistiken

n

& 1
T(xl, ce ,mn) = (:L'(l), ; acz) und T’(;Cl, con ,.%'n) = <$(1), E Z(l’z — x(l))> .

i=1

Aufgabe 4.6.13. Es seien X; ~ N(u,0%),..., X, ~ N(u,02) unabhiingige Zufallsvaria-
blen, wobei a%, ...,02 > 0 bekannt seien und p der unbekannte Parameter sei. Zeigen Sie,
dass die Statistik T'(z1,..., %) := x1/0? + ...+ z, /02 suffizient ist.

4.7. Vollstandigkeit

Sei (Py)geo eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien auf dem Stichprobenraum (X, .A).

Definition 4.7.1. FEine Stichprobenfunktion ¢ : X — R heifit erwartungstreuer Schitzer
von 0, falls
Eqp = 0 fiir alle 6 € ©.

Beispiel 4.7.2. Sine 6, und 6, beide erwartungstreue Schétzer von 6, so ist ihre Differenz
01 — 0y erwartungstreuer Schétzer von 0.

e I
Definition 4.7.3. Eine Statistik 7" : X — R" heifit vollstindig, falls fiir alle Borel-
Funktionen g : R” — R aus der Giiltigkeit von

Eyg(T) =0 fiir alle 6 € ©
folgt, dass g(T") = 0 fast sicher beziiglich Py fiir alle 6 € ©.

(. J

Mit anderen Worten: Es gibt keinen nichttrivialen erwartungstreuen Schétzer von 0, der nur
auf dem Wert der Statistik T" basiert.

Beispiel 4.7.4. Seien X7, ..., X, unabhingige und mit Parameter § € (0,1) Bernoulli-
verteilte Zufallsvariablen. In diesem Fall ist die Statistik

T:(Xl,...,Xn)—><X1,...,Xn)

nicht vollstandig fiir n > 2. Um die Unvollsténdigkeit zu zeigen, betrachten wir die Funktion
9(X1,...,X,) = Xo — Xj. Dann gilt fiir den Erwartungswert

Egg(T(Xl, .. 7Xn)) = E€g<X1; . 7Xn> — EG[X2 — Xl} — 07

denn X, hat die gleiche Verteilung wie X;. Dabei ist Xy — X; # 0 fast sicher, also ist die
Bedingung aus der Definition der Vollstédndigkeit nicht erfiillt.
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Beispiel 4.7.5. Seien Xj,..., X, unabhingige und mit Parameter § € (0,1) Bernoulli-
verteilte Zufallsvariablen. Dann ist die Statistik

T(Xy,....Xn)=X1+...+ X,
vollsténdig.
Beweis. Sei g : R — R eine Funktion mit Egg(X; + ...+ X,,) = 0 fur alle § € (0,1). Somit

gilt |
O—Zg ()0@1—9) :(1—9)n§g(i)(’;) (%)

Betrachte die Varlable z := ;2. Nimmt 6 alle moglichen Werte im Intervall (0,1) an, so
nimmt z alle moglichen Werte im Intervall (0, 00) an. Es folgt, dass

Zg <)z = 0 fiir alle z > 0.

Also gilt fiir alle i = 0,...,n, dass g(¢)() = 0 und somit auch g(i) = 0. Hieraus folgt, dass
g = 0 und die Vollstéindlgkelt ist bewiesen. 0

Aufgabe 4.7.6. Seien X1,..., X, ~ Poi(#), 0 > 0, unabhéingig. Zeigen Sie die Vollsténdigkeit
der Statistik X7 + ...+ X,,.

Aufgabe 4.7.7. Seien X1, ..., X, ~ Bin(#) unabhéingige Zufallsvariablen, wobei iiber den
Parameter 6 zusétzlich bekannt sei, dass # € © C (0,1) mit |©] > n + 1. Zeigen Sie, dass
die Statistik X7 + ...+ X, vollstindig ist.

Beispiel 4.7.8. Seien X, ..., X, unabhingige und auf [0, 0] gleichverteilte Zufallsvariablen,
wobei § > 0. Dann ist die Statistik T'(Xy,..., X,) = max {X7,..., X, } vollstandig.

Beweis. Die Verteilungsfunktion von 7" unter Py ist gegeben durch

0, x <0,
PyT < z] = (7). 0<x <0,
1, x>0.

Die Dichte von T unter Py erhélt man indem man die Verteilungsfunktion ableitet:
q(z;0) = nz" 0 " o< pep.

Sei nun g : R — R eine Borel-Funktion mit Egg(7(X,...,X,)) = 0 fiir alle § > 0. Das
heiflt, es gilt

0
0_”/ nx" 'g(z)dz = 0 fiir alle § > 0.
0
Wir konnen durch 6~ teilen:

0
/ nz" 'g(z)dz = 0 fiir alle § > 0.
0

Nun kénnen wir nach 6 ableiten: nd"'g(f) = 0 und somit g() = 0 fiir Lebesgue-fast alle
6 > 0. Somit ist g(z) = 0 fast sicher bzgl. der Gleichverteilung auf [0, 6] fiir alle § > 0. Es sei
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bemerkt, dass g auf der negativen Halbachse durchaus ungleich 0 sein kann, allerdings hat
die negative Halbachse Wahrscheinlichkeit 0 bzgl. der Gleichverteilung auf [0, 6]. O

Aufgabe 4.7.9. Seien X1,..., X, ~ U[f1, 3] unabhingig, wobei ; < 03 unbekannt seien.
Zeigen Sie, dass die Statistik (X (), X(,)) vollstindig ist.

Aufgabe 4.7.10. Seien X1,..., X, unabhéngige, auf dem Intervall [0, 26] gleichverteilte
Zufallsvariablen. Dabei sei § > 0 ein unbekannter Parameter. Zeigen Sie, dass die Statistik
(X(l), X(n)) suffizient aber nicht vollstandig ist.

4.8. Eine Charakterisierung des besten erwartungstreuen Schitzers

Sei (Py)geo eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien auf dem Stichprobenraum (X, .A),
wobei © c R.[]

( M)

Satz 4.8.1. Seif: X — R ein erwartungstreuer Schétzer fiir 6. Dann sind die folgenden
Bedingungen #quivalent:

(1) 0 ist der beste erwartungstreue Schiitzer fiir 6.
(2) Fiir jeden (quadratisch integrierbaren) erwartungstreuen Schétzer ¢ fiir 0 gilt,

~

dass Covy(f, ) = 0 fiir alle § € ©.

(. /

Also ist ein erwartungstreuer Schéitzer genau dann der beste erwartungstreue Schétzer, wenn
er zu jedem erwartungstreuen Schétzer fiir 0 orthogonal ist.

Beweis von ,,—%. Sei 6 der beste erwartungstreue Schétzer fiir # und sei ¢ : R® — ©
eine Stichprobenfunktion mit Eyp = 0 fiir alle 6 € ©. Somit miissen wir zeigen, dass

A~

Cove(8,p) = 0 fiir alle 6§ € ©.

Definieren wir uns hierfiir § = 6 + ap, a € R. Dann ist 6 ebenfalls ein erwartungstreuer
Schétzer fiir €, denn

Egf = Eof + a - Egp = 6.
Es gilt fiir die Varianz von 6, dass
Varg 0 = Vary 0 + a2 Vary v+ 2a Cove(é, ) = Vary 0+ g(a),

wobei g(a) = a? Varg p+2a Covg(0, ). Wire nun Covy (6, ) # 0, dann hiitte die quadratische
Funktion g zwei verschiedene Nullstellen bei 0 und —2 Covy (6, )/ Varg . (Wir diirfen hier
annehmen, dass Vary ¢ # 0, denn andernfalls wére ¢ fast sicher konstant unter Py und dann
wiirde Covg(0, ¢) = 0 trivialerweise gelten). Zwischen diesen Nullstellen giibe es ein a € R
mit g(a) < 0 und es wiirde folgen, dass Vary 0 < Varg 0. Das widerspricht aber der Annahme,
dass 6 der beste erwartungstreue Schiitzer fiir 0 ist. Somit muss Cova(é, ) =0 gelten. [

Beweis von ,,<—=“. Sei 0 ein erwartungstreuer Schéitzer fiir 6. Sei auflerdem Covy(¢p, é) =

~

0 fiir alle erwartungstreuen Schétzer ¢ fiir 0. Jetzt werden wir zeigen, dass 6 der beste

IDie Ergebnisse dieses Abschnitts werden im Folgenden nicht verwendet.
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erwartungstreue Schiitzer ist. Mit 6 bezeichnen wir einen anderen erwartungstreuen Schiitzer
fiir #. Somit geniigt es zu zeigen, dass

VaI"g é S VaI'g é

Um das zu zeigen, schreiben wir 0 =0+ (9~ — é) =0+ . Da 6 und 6 beide erwartungstreue
Schéitzer fiir 0 sind, ist ¢ := (§ — ) ein erwartungstreuer Schétzer fiir 0. Fiir die Varianzen
von 6 und 6 gilt:

Vary § = Varg 0 + Varg o+ 2 Cove(é, ¢) = Varg 0 + Vary © > Vary 0.

Die letzte Ungleichung gilt, da Varg ¢ > 0. Somit ist 0 der beste erwartungstreue Schétzer.
OJ

Aufgabe 4.8.2. Seien i, ..., Uy beste erwartungstreue Schitzer fiir die Funktionen v4 (), . .., vg(6).
Zeigen Sie, dass fiir beliebige Konstanten ¢y, ..., ¢ € R der beste erwartungstreue Schétzer
fiir c111(0) + ... + cxvr(0) durch e107 + ... + P gegeben ist.

4.9. Exponentialfamilien

In diesem Abschnitt fithren wir den Begriff der Exponentialfamilie ein. Dieser Begriff ist aus
mindestens zwei Griinden sehr niitzlich. Auf der einen Seite, ldsst sich fiir eine Exponenti-
alfamilie sehr schnell eine suffiziente und vollstdndige Statistik (und somit, wie wir spéter
sehen werden, der beste erwartungstreue Schétzer) konstruieren. Auf der anderen Seite, sind
praktisch alle Verteilungsfamilien, die wir bisher betrachtet haben, Exponentialfamilien.
Sei {hg(z) : 0 € ©} eine Familie von Dichten bzw. Zéhldichten.

Definition 4.9.1. Die Familie {hy(z) : 0 € O} heifit Ezponentialfamilie, falls es Funk-
tionen a(0), b(z), c(), d(z) gibt mit

ho(z) = a(B)b(x)eP4®),

Beispiel 4.9.2. Betrachten wir die Familie der Binomialverteilungen mit Parametern n
(bekannt) und 6 € (0,1) (unbekannt). Fiir x € {0,...,n} ist die Zahldichte gegeben durch

e [ I S )

Somit haben wir die Darstellung hgy(x) = a(8)b(x)e®4 @) mit

a(f) = (1 - 6)", b@:):(“), c(0) = 1og(1f0) d(z) = 2.

X

Beispiel 4.9.3. Fiir die Normalverteilung mit Parametern u € R und o2 > 0 ist die Dichte
gegeben durch:

1 (x—pw?\ 1 x? Tl T
it () = s P (_T " Vamor P\ T22) P () ew (27 )-
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2

Unbekanntes u, bekanntes 0. Betrachten wir den Parameter p als unbekannt und o2 als

gegeben und konstant, so gilt die Darstellung h,, ,2(x) = a(p)b(z)ec4®) mit

a(yi) = \/%exp (—%) b(z) = exp (-%) =L, @)=z

Bekanntes ji, unbekanntes o%. Betrachten wir u als gegeben und konstant und o2 als unbe-
kannt, so gilt die Darstellung h,, ,2(z) = a(o?)b(x)ec@?)d®) it

1 %
2y _ _ _ 2\ _ _ 2
a(o”) = 9o exp ( 202) , b(x)=1, (o) 952’ d(x) = 2xp — z°.

Aufgabe 4.9.4. Zeigen Sie, dass folgende Familien von Verteilungen Exponentialfamilien
sind:
(1) {Exp(6): 6 > 0}.
(2) {Poi(#): 6 > 0}.
Kein Beispiel hingegen ist die Familie der Gleichverteilungen auf [0, §]. Das liegt daran, dass
der Trager der Gleichverteilung von 6 abhéngt.

Leider bildet die Familie der Normalverteilungen, wenn man sowohl u als auch o2 als unbe-
kannt betrachtet, keine Exponentialfamilie im Sinne der obigen Definition. Deshalb werden
wir die obige Definition etwas erweitern.

( )

Definition 4.9.5. Eine Familie {hy : § € ©} von Dichten oder Zéhldichten heifit eine
m-parametrige Exponentialfamilie, falls es eine Darstellung der Form

h@(l’) _ a(9>b(x)ecl(9)d1(gc)+...+cm(6’)dm(m)
gibt.

(. J

Beispiel 4.9.6. Die Familie der Normalverteilungen mit Parametern g € R und o2 > 0 (die
beide als unbekannt betrachtet werden) ist eine 2-parametrige Exponentialfamilie, denn

Ry, o2 () = a(p, JQ)b(w)eq(M:UQ)dl(I)+C2(M7U2)d2($)

mit

1 2
a(#aag) = €xXp <_%) ) b(l’) = 17

2o

1
252"
Weitere Beispiele zwei-parametriger Exponentialfamilien sind die Familie der Gammavertei-
lungen und die Familie der Betaverteilungen, die spéater eingefiihrt werden.

cr(p, 0?) = di(z) = 22, ey, 0?) = % do(z) = .
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4.10. Vollstidndige und suffiziente Statistik fiir Exponentialfamilien

Fiir eine Exponentialfamilie ldsst sich sehr leicht eine suffiziente und vollstédndige Statistik
angeben. Namlich ist die Statistik (773,...,7,,) mit

Ti(Xy, o Xo) =) di(X;), o Tu(X1, Xa) =) dn(X))
j=1 j=1

suffizient. Um dies zu zeigen, schreiben wir die Likelihood-Funktion wie folgt um:
L(xla <o Ty ‘9) = h@(xl) cee h@(l‘n)

= (a(0))"b(z1) ... b(x,) exp <Z ci(G)di(x1)> _..exp <Z ci(H)di(zn)>

i=1 i=1
= (a(0))"b(xy) ...b(x,) exp (Thc1(0) + ... + Thenm(0)) .
Die Suffizienz von (T, ...,T,,) folgt aus dem Faktorisierungssatz von Neyman-Fisher mit
hxy, ... xn) =b(xy)...0(x,), g(T1,...,Tm;0) = (a(0))" exp (Trc1(0) + ... + Truem(0)) .
Man kann zeigen, dass diese Statistik auch vollstandig ist, wenn die Menge
{(c1(0),...,cn(0)): 0 € ©} CR™
mindestens einen m-dimensionalen Ball enthélt (ohne Beweis).

Beispiel 4.10.1. Betrachten wir die Familie der Normalverteilungen mit Parametern 1 € R
und o2 > 0, wobei beide Parameter als unbekannt betrachtet werden. Wir haben bereits
gesehen, dass diese Familie eine zweiparametrige Exponentialfamilie mit d;(z) = 2? und
dy(x) = x ist. Somit st die Statistik (77, 7) mit

T(Xy, .. X)) = > di(Xp) = Y X2,
j=1 J=1

TZ(Xb s 7Xn) = ZdQ(XJ> - ZX]
j=1 j=1
suffizient und vollsténdig.

4.11. Bedingter Erwartungswert und bedingte Wahrscheinlichkeiten

In diesem Abschnitt werden wir eine allgemeine Definition der bedingten Wahrscheinlichkei-
ten und Erwartungswerte vorstellen.

Elementare bedingte Wahrscheinlichkeiten und Erwartungswerte. Zuerst erinnern
wir uns an die Definition, die bereits mehrmals benutzt wurde.

Definition 4.11.1. Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Seien A € Aund B € A
zwei Ereignisse mit P[B] # 0. Dann ist die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben
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B folgendermaflen definiert:
P[AN B]

PIAIB] =~

Diese Definition ergibt nur dann Sinn, wenn P[B] # 0. Analog kann man den bedingten
Erwartungswert definieren.

( M)

Definition 4.11.2. Sei (2, 4,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : Q@ — R eine
Zufallsvariable mit E|X| < oo. Sei B € A ein Ereignis mit P[B] # 0. Dann ist der
bedingte Erwartungswert von X gegeben B folgendermaflen definiert:

mmm:%%?.

Auch diese Definition ergibt nur dann Sinn, wenn P[B] # 0. Bedingte Wahrscheinlichkeiten
konnen als Spezialfall des bedingten Erwartungswerts angesehen werden, denn

P[A|B] = E[1,|B].

Wir haben gesehen (z.B. bei der Definition der Suffizienz im absolut stetigen Fall), dass
man bedingte Wahrscheinlichkeiten oder Erwartungswerte oft auch im Falle P[B] = 0 be-
trachten muss. In diesem Abschnitt werden wir eine allgemeine Definition des bedingten
Erwartungswerts geben, die das (zumindest in einigen Fillen) moglich macht.

Bedingter Erwartungswert gegeben eine o-Algebra. Sei X : 2 — R eine auf dem
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P) definierte Zufallsvariable. Wir nehmen an, dass X inte-
grierbar ist, d.h. E|X| < co. Sei B C A eine Teil-o-Algebra von A, d.h. fiir jede Menge
B € B gelte auch B € A. In diesem Abschnitt werden wir den bedingten Erwartungswert
von X gegeben die o-Algebra B definieren.

Sei zunéchst X > 0 fast sicher.
SCHRITT 1. Sei @ ein Maf auf dem Messraum (2, B) mit
Q(B) = E[X1p| fiir alle B € B.

Das Maf} @ ist endlich, denn Q(2) = EX < oo nach Voraussetzung. Es sei bemerkt, dass
das MaB @ auf (£2,B) und nicht auf (€2, 4) definiert wurde. Das Wahrscheinlichkeitsmaf
P hingegen ist auf (€2, .4) definiert, wir konnen es aber auch auf die kleinere o-Algebra B
einschrianken und als ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (€2, B) betrachten.

SCHRITT 2. Ist nun B € B eine Menge mit P[B] = 0, so folgt, dass Q(B) = E[X1p] = 0,
denn die Zufallsvariable X 15 ist P-fast sicher gleich 0. Somit ist () absolut stetig beziiglich
P auf (Q2,B). Nach dem Satz von Radon-Nikodym gibt es eine Funktion Z, die messbar
beziiglich B ist, mit

E[Z]lB] = E[X]lB] fir alle B € B.
Es sei bemerkt, dass X A-messbar ist, wohingegen Z lediglich B-messbar ist. Wir nennen
die Zufallsvariable Z den bedingten Erwartungswert von X gegeben B und schreiben

E[X|B] = Z.
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SCHRITT 3. Sei nun X eine beliebige (nicht unbedingt positive) Zufallsvariable auf (92, A, P)
mit E|X| < oo. Sei B C A nach wie vor eine Teil-o-Algebra. Wir haben die Darstellung
X =X"—X mit Xt > 0und X~ > 0. Die bedingte Erwartung von X gegeben B ist
definiert durch

E[X|B] = E[X*|B] — E[X"|B].

Wir kénnen nun die obigen Uberlegungen zu folgender Definition zusammenfassen.

( N

Definition 4.11.3. Sei X eine Zufallsvariable mit E|X| < oo, definiert auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (2, .4, P). (Somit ist X .A-messbar). Sei B C A eine Teil-o-Algebra.
Eine Funktion Z : 2 — R heifit bedingter Erwartungswert von X gegeben B, falls

(1) Z ist B-messbar.

(2) E[Z1p] = E[X 1] fir alle B € B.
Wir schreiben dann E[X|B] = Z.

(. J

Bemerkung 4.11.4. Die bedingte Erwartung E[X|B] ist eine Zufallsvariable, keine Kon-
stante! Die Existenz von E[X|B] wurde bereits oben mit dem Satz von Radon-Nikodym
bewiesen. Der bedingte Erwartungswert ist bis auf P-Nullmengen eindeutig definiert. Das
folgt aus der entsprechenden Eigenschaft der Dichte im Satz von Radon-Nikodym.

ABBILDUNG 2. Bedingter Erwartungswert in Beispiel [4.11.5| (links) und Bei-
spiel 4.11.6| (rechts). Blau: Der Graph von X. Rot: Der bedingte Erwartungswert.

Beispiel 4.11.5. Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Betrachte eine disjunkte abzdhlbare

Zerlegung Q = Uy,en(,, wobei 0, € A und P[Q2,,] # 0. (Wir betrachten hier eine unendliche
Zerlegung, der Fall einer endlichen Zerlegung ist vollig analog). Sei B die o-Algebra, die von
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der Familie {21, s, ...} erzeugt wird. Somit ist

B:{UQaniefl,&Q,...E{O,l}},

neN

wobei Q) = Q, und Q% = @. Sei X eine beliebige (A-messbare) Zufallsvariable auf © mit
E|X| < co. Fiir den bedingten Erwartungswert von X geegeben B gilt:

E X1
E[X|B](w) = ﬁ, falls w € Q,,.
Beweis. Beachte, dass Z := E[X|B] B-messbar sein muss. Also ist Z konstant auf jeder

Menge €,. Sei also Z(w) = ¢, fir w € Q,,. Es muss auBerdem gelten, dass
E[X1g,| =E[Z1q,] = c,P[2,].

Daraus folgt, dass ¢, = E[X1g, |/P[2,] sein muss. O
Beispiel 4.11.6. Sei Q2 = [0, 1]%. Sei A die Borel-o-Algebra auf [0, 1]? und P das Lebesgue-
MaB. Sei X : [0,1]> — R eine (A-messbare) Zufallsvariable mit E|X| < co. Sei B C A eine
Teil-o-Algebra von A mit

B={Cx]0,1] : C C [0,1] ist Borel}.
Dann ist der bedingte Erwartungswert von X gegeben B gegeben durch:

Z(s,4) ::E[X|B](s,t):/0 X(s,u)du, (s,t) € [0, 1]

Beweis. Wir zeigen, dass die soeben definierte Funktion Z die beiden Bedingungen aus
der Definition der bedingten Erwartung erfiillt. Zunéchst ist Z(s,t) eine Funktion, die nur
von s abhingt. Somit ist Z messbar bzgl. B. Aulerdem gilt fiir jede B-messbare Menge
B =C x[0,1], dass

E[Z1cxa] = /

Cx[0,1]

Z(s,t)dsdt = / (/01 Z(s, t)dt> ds = E[X Loxoy)-

c
Somit ist auch die zweite Bedingung erfiillt.
Beispiel 4.11.7. Sei X : 2 — R eine Zufallsvariable mit E|X| < oo, definiert auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P). Dann gilt

(1) E[X|{Q, o} =EX.

(2) E[X|A] = X.

Beweis. Ubung. U

( N

Satz 4.11.8. Seien X,Y : Q — R Zufallsvariablen (beide .A-messbar) mit E|X| < oo,
E|Y| < oo, definiert auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P). Sei B C A eine Teil-o-
Algebra von A.

(1) Es gilt die Formel der totalen Erwartung: E[E[X|B]] = EX.

(2) Aus X <Y fast sicher folgt, dass E[X|B] < E[Y|B] fast sicher.

(3) Fiir alle a,b € R gilt E[aX + bY|B] = o E[X|B] + bE[Y|B] fast sicher.
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(4) Falls Y sogar B-messbar ist und E|XY| < oo, dann gilt
E[XY|B] = YE[X|B] fast sicher.

Beweis. Ubung. O

Bedingter Erwartungswert gegeben eine Zufallsvariable. Besonders oft wird die De-
finition der bedingten Erwartung im folgenden Spezialfall benutzt.

Definition 4.11.9. SeiY eine Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P).
Die von Y erzeugte o-Algebra ist definiert durch

o(Y)={Y}(C): C C R Borel}.

Man kann sich die o-Algebra o(Y") folgendermafen vorstellen. Zunéchst einmal liegen alle
Niveaumengen der Form Y7!(t) := {w € Q: Y(w) = t} in o(Y), fiir alle ¢ € R. Dabei ist
Q) eine disjunkte Vereinigung dieser Niveaumengen: € = UycgrY ~1(¢). AuBlerdem beinhaltet
o(Y') alle Vereinigungen der Niveaumengen der Form U;ccY ~*(¢), wobei C' C R eine beliebige
Borel-Menge ist.

e )

Definition 4.11.10. Seien X und Y zwei A-messbare Zufallsvariablen auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (2, A, P). Sei X integrierbar. Der bedingte Erwartungswert von X
gegeben Y ist definiert durch

E[X|Y]=E[X|o(Y)].

& J

Bemerkung 4.11.11. E[X|Y] ist eine Zufallsvariable! Aus der Messbarkeit von E[X|Y] =
E[X|o(Y)] bzgl. o(Y) (s. Definition [4.11.3)) kann man herleiten, dass E[X|Y] eine Borel-
Funktion von Y sein muss (s. das Faktorisierungslemma {4.11.16/im néchsten Abschnitt). Es
gibt also eine Borel-Funktion ¢ : R — R mit
EXY] = ¢(Y).
D.h. der bedingte Erwartungswert E[X|Y] bleibt konstant auf jeder Niveaumenge Q;, = {w €
Q: Y (w) =t}, fur alle t € R:
E[X|Y](w) = ¢(t) falls Y(w) = t.

Dabei ist ) eine disjunkte Vereinigung dieser Niveaumengen: €2 = Ucr$);. Den Wert von
E[X|Y] auf einer Niveaumenge 2; kann man sich als den , Mittelwert® von X iiber €, vor-
stellen, vgl. Beispiele [4.11.5| und 4.11.6]

e M)

Definition 4.11.12. Wir definieren den bedingten Erwartungswert von X gegeben,
dass Y =t ist, durch

E[X|Y =] = E[X|Y]w) = (t), t€R,

wobei w €  ein beliebiges Element mit Y (w) = ¢ sei.
(. J

7



Dabei darf P[Y = t] auch 0 sein! Wir miissen hier allerdings die Frage der Eindeutigkeit
kldren. Die Zufallsvariable E[X|Y] ist nur bis auf P-Nullmengen eindeutig definiert. Inwie-
weit ist die Funktion ¢ eindeutig? Sei py die Verteilung von Y, d.h. puy ist ein Wahrschein-
lichkeitsmafl auf R mit puy(A) = P[Y € A]. Verdndern wir nun ¢ auf einer uy-Nullmenge,
so verdndert sich p(Y) auf einer P-Nullmenge. Somit ist die Funktion ¢ nur bis auf py-
Nullmengen eindeutig definiert. Es folgt, dass auch die Borel-Funktion ¢ — E[X|Y = {]
bis auf Nullmengen von py eindeutig definiert ist. Fiir einen vorgegebenen Wert ¢t € R
kann man also in der Regel leider nicht sagen, was E[X|Y = ¢] ist! Man muss die Funktion
t — E[X]Y = t] immer als Ganzes betrachten.

Nun konnen wir auch bedingte Wahrscheinlichkeuten als Spezialfall des bedingten Erwar-
tungswerts definieren.

( )

Definition 4.11.13. Sei Y : Q — R eine Zufallsvariable auf (€2, A, P). Fiir ein Ereignis

A € A definieren wir die die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben, dass Y = t,

durch

PAlY =t] :=E[14]Y](w), teR,

wobei w €  beliebig mit Y (w) = t ist.
. J
Beispiel 4.11.14. Sei Y eine diskrete Zufallsvariable auf (€2, .4, P). Das Bild von Y, also
die Menge

ImY = {t e R: P[Y =] >0}

ist somit hochstens abzdhlbar. Die von Y erzeugte o-Algebra o(Y') wird von den Mengen
QO ={Y =t},t € ImY, erzeugt und hat somit die gleiche Gestalt wie in Beispiel 4.11.5]
Fiir der bedingten Erwartungswert einer integrierbaren Zufallsvariable X : €2 — R gilt somit
E[X1q,]
E[X[Y = ] = B[X|V](w) = —= S
XIY =] = BX|Y](w) = g5
wobei w € €); beliebig ist.
Seien nun X und Y beide diskret mit gemeinsamer Zahldichte fxy(s,t) =P[X =s,Y =1{]
und die Zahldichte von Y sei fy (t) = P[Y = t]. Dann gilt fiir den bedingten Erwartungswert

ZseImX]P)[X =sNY = t]S . ZselmX fX,Y(57 t)S

Py =1] B fr(t)
Beispiel 4.11.15. Seien X, Y Zufallsvariablen mit gemeinsamer Dichte fxy(s,t) und die
Dichte von Y sei fy(t). Man kann zeigen, dass dann fiir den bedingten Erwartungswert eine
dhnliche Formel gilt:

E[X|Y =] =

Jo fxy (s, t)sds
fy (t) ’
wobei w € ) beliebig mit Y (w) = t ist. Diese Formel ergibt Sinn, wenn fy (¢) # 0.
78
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Faktorisierungslemma. Hier beweisen wir die im vorherigen Abschnitt angekiindigte Aus-
sage. Es ist klar, dass eine Zufallsvariable der Form ¢(Y'), wobei ¢ : R — R eine Borel-
Funktion ist, o(Y)-messbar ist. Wir beweisen nun, dass jede o(Y')-messbare Zufallsvariable
von dieser Form ist.

Lemma 4.11.16 (Faktorisierungslemma). Sei Y : Q@ — R eine Zufallsvariable auf einem
Wabhrscheinlichkeitsraum (€2, A,P). Ist Z :  — R eine o(Y)-messbare Zufallsvariable,
so gibt es eine Borel-Funktion ¢ : R — R mit Z = ¢(Y).

Beweis. SCHRITT 1. Sei zuerst Z > 0. Wir zeigen, dass es Mengen A, Ay, ... € o(Y) und
Konstanten aq, as, ... > 0 gibt mit

Z = ianﬂAn.
n=1

Definiere Z,, := 27"[2"Z | An, wobei A f'ur das Minimum steht. Dann gilt Z,, 1 Z punktweise
und Z, nlmmt Werte in der Menge {0, 57, =, . . . , %2} an. Definiere (Y)-messbare Mengen
Bhi={we: Z,(w) = Zp1(w)=i27"}, neN, i=12,...,2"

Es gilt UZZZle = ) und somit 7, — Z,,_1 = ZZ 1 2nll B, Wir kénnen nun Z als eine

Teleskop-Summe schreiben:

denn Zy = 0. Nach einer Umnummerierung der Mengen B, ; und der Konstanten 5 . erhalten
wir die gesuchte Darstellung.

SCHRITT 2. Sei nach wie vor Z > 0 mit der Darstellung Z = Z _, 014, wie in Schritt
1. Nach Definition der o-Algebra o(Y') gibt es zu jeder Menge A,, € o(Y") eine Borel-Menge
B, C R mit A, = Y~1(B,) und somit

14, (w)=1p, (Y (w)).

Definiere nun die Funktion ¢(t) = >">° , a,1p,. Dann gilt

ZanllA ZanﬂB = (Y (W),

was die gesuchte Darstellung von 7 ist.

SCHRITT 3. Sei nun Z nicht unbedingt nicht-negativ. Dann gibt es eine Darstellung Z =
Zy —Z_, wobei Z, =max{Z,0} und Z_ = max{—Z,0} ebenfalls o(Y)-messbar und nicht-
negativ sind. Nach Schritt 2 gibt es Darstellungen 7, = ¢ (Y), Z_ = ¢_(Y) fir geeignete
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Borel-Funktionen ¢ und ¢_. Es folgt, dass Z = ¢, (V) —p_(Y) = @(Y) mit p = ¢, —p_.
0

Markow-Kerne und regulire bedingte Wahrscheinlichkeiten. Sei Y : 2 — R eine
Zufallsvariable. Fiir jedes Ereignis A € A ist die Borel-Funktion ¢ — P[A|Y" = ¢] bis auf eine
py-Nullmenge eindeutig definiert. Stellen wir uns nun vor, dass wir uns fiir jedes Ereignis
A auf irgendeine Version dieser Funktion geeinigt haben. Man kann zeigen, dass folgende
Eigenschaften gelten:

(1) P[QY =t] =1 fiir py-fast alle t € R.

(2) Fiir jede disjunkte Familie von Ereignissen Aj, As, ... € A gilt

PlU AuY =t] =Y P[A,|Y =1] fiir puy-fast alle t € R.
n=1

Naiv konnte man nun glauben, dass fir jedes ¢ € R die Zuordnung A — P[A]Y = {]
ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf der Niveaumenge {Y = t} definiert (und das man sich
sozusagen als ,, Einschrankung® von P auf die Niveaumenge vorstellen konnte). Leider gibt es
hier ein Problem: alle Relationen gelten lediglich fiir py-fast alle ¢ € R. Noch schlimmer, die
Ausnahmemenge derjenigen t, fiir die die zweite Relation nicht gilt, hangt von A;, As, ... ab.
Im schlimmsten Fall kann es passieren, dass man fiir jedes ¢ eine Familie A, A,,... finden
kann, fiir die die o-Additivitdt falsch ist. Gliicklicherweise kann man dieses Problem durch
eine geschickte Wahl von Versionen der Funktionen ¢ — P[A|Y = t] vermeiden.

e )

Definition 4.11.17. Ein Markow-Kern von (€2, A) nach (€, A’) ist eine Familie {7,: w €
2} mit den folgenden zwei Eigenschaften:

e Fiir jedes w € Q ist m, ein Wahrscheinlichkeitsma$ auf (Q',.A").
e Fiir alle A’ € A ist die Abbildung w + 7, (A’) eine Borel-Funktion auf (£2,.4).

(. J

Beispiel 4.11.18. Sei E eine hochstens abzihlbare Menge und p : E'x E — [0,1] eine
Ubergangswahrscheinlichkeit, d-h. p(i, j) > 0 und >, pp(i,j) = 1 fiir alle ¢ € E. Dann

definiert

jEA

einen Markow-Kern von (F,2F) nach sich selbst.

( N

Definition 4.11.19. Sei Y : Q@ — R eine Zufallsvariable auf (92, .4,P). Ein Markow-
Kern {m;: t € R} von (R, B(R)) nach (£2,.4) heiit requlire Version von P gegeben Y,
wenn

(a) Das Wahrscheinlichkeitsmaf$ m; ist auf der Niveaumenge Q; = {Y =t} konzen-
triert, d.h. m(€Q;) = 1 fiir alle t € R.
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(b) Fiir jedes Ereignis A € A gilt die ,,Formel der totalen Wahrscheinlichkeit*

P[4] = / o (A)pay ().

Eine regulédre Version von P existiert unter sehr allgemeinen Voraussetzungen an den Wahr-
scheinlichkeitsraum (2, A, P).

Definition 4.11.20. Zwei Messraume (€2,.4) und (€', A") heiflen Borel-isomorph, falls
es eine bijektive Abbilding T :  — Q' gibt mit

Ac A<= T(A) e A.

Man kann also die beiden Rdume aufeinander bijektiv abbilden, sodass messbare Mengen
auf messbare Mengen abgebildet werden.

( N

Definition 4.11.21. Ein Messraum (€2, .A) heifit standard Borel, falls er zu einem der
folgenden Messrdaume isomorph ist:

e (E,2F), wobei E eine hochstens abzihlbare Menge ist.
e Das Intervall [0, 1] mit der Borel-o-Algebra.

Satz 4.11.22. Sei (M, p) ein vollstandiger separabler metrischer Raum (z.B. ein kom-
pakter metrischer Raum). Es sei B(M) die Borel-o-Algebra auf M, also die von allen
offenen Mengen erzeugte o-Algebra. Dann ist der Raum (M, B(M)) standard Borel.

. J

Ohne Bewelis.

Beispiel 4.11.23. Die folgenden metrischen Rdume mit ihren jeweiligen Borel-o-Algebren
sind allesamt isomorph zum Intervall [0, 1] mit der Borel-o-Algebra:

(a) Der Euklidische Raum R™.
(b) Der unendlich-dimensionale Hilbert-Raum L?[0, 1].
(c) Der Raum der stetigen Funktionen C[0, 1] mit der Supremumsmetrik.

Die meisten Mefirdume, die man in der Stochastik verwendet, sind standard Borel-Rdume.
Nun konnen wir endlich den Satz iiber die Existenz der reguldren Version der bedingten
Verteilung formulieren.

Satz 4.11.24. Sei Y : 2 — R eine Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A, P) derart, dass (€2, A) standard Borel ist. Dann existiert eine regulére Version von

P gegeben Y, s. Definition [4.11.19|

Ohne Beweis.
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4.12. Satz von Rao-Blackwell

Eine suffiziente Statistik beinhaltet alles, was man iiber das Ergebnis eines statistischen
Experiments wissen muss. Es ist deshalb plausibel, dass ein ,,guter Schéatzer eine Funktion
der suffizienten Statistik sein muss. Der néchste Satz bestétigt diese Vermutung.

( N

Satz 4.12.1 (Rao-Blackwell). Sei (Py)gco eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien
auf dem Stichprobenraum (X, .A), wobei ©® C R ein Intervall sei. Es seien weiterhin
e T': X — R™ eine suffiziente Statistik und R
e 0 : X — R ein erwartungstreuer Schiitzer von 6 mit Ey6? < oo fiir alle 0 € ©.
Definiere § := Ey[A|T]. Dann ist 6 ebenfalls ein erwartungstreuer Schétzer von 6 und es
gilt
Vargé < Vargé fir alle 6 € ©.

(. J

Der Schiitzer 6 ist somit mindestens so gut wie 6 und heift aus diesem Grunde die Rao-
Blackwell-Verbesserung von 6. Da 6 als bedingter Erwartungswert o(T)-messbar ist, kann
man nach dem Faktorisierungslemma m 0 als eine Borel-Funktion von T’ darstellen.
Somit basiert § nur auf dem Wert der suffizienten Statistik 7.

Beweis. SCHRITT 1. Zuallererst miissen wir zeigen, dass § = Eg[f|T] keine Funktion von
6 ist. (Das darf ndmlich ein Schitzer auf keinen Fall sein!) Wir schreiben den bedingten
Erwartungswert an der Stelle x € X als das Integral bzgl. der bedingten Verteilung Py[-|T" =
T(x)):

b(z) = Bf0IT](x) = EalOIT = 7)) = [ (0)PoldylT = (o).

x
Da T suffizient ist, hingt das Wahrscheinlichkeitsmafl A — Py[A|T = T'(x)] nicht von 6 ab!
Somit héngt das Integral auf der rechten Seite nicht von 6 ab.

SCHRITT 2. Nun zeigen wir, dass 0 erwartungstreu ist. Mit der Turmeigenschaft des beding-
ten Erwartungswerts gilt

Eof = EgEo[0|T] = Egf = 0,
denn 6 ist erwartungstreu.

SCHRITT 3. Fiir die Varianz von 6 gilt
Vary 0 = Bg[(6 — 0)] = By | (Bl0IT] — 0)2| = By |(Bol0 — 6]T])?

Die Jensen-Ungleichung fiir den bedingten Erwartungswert besagt, dass o(E[X|F]) < E[¢(X)|F]
f.s., falls ¢ konvex ist. Mit dieser Ungleichung fiir ¢(z) = x? ergibt sich

o [(Eg[é - 9|T])2] < By, [(é . 9)2|T] — Ey[(6 — 0)?] = Vary 0,

was die behauptete Ungleichung Varg 6 < Varg 6 beweist. 0

Beispiel 4.12.2. Seien Xj,..., X, unabhingig und Bernoulli-verteilt mit Parameter 6 €
(0,1). Die Statistik T'(z1,...,2,) = 1 + ... + x, ist suffizient. Als einen sehr einfachen
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erwartungstreuen Schétzer von ¢ betrachten wir 6 = X,. Fiir die Varianz dieses Schéitzers
gilt Varg 6 = 0(1 — 0). Nun definieren wir die Rao-Blackwell-Verbesserung von 6:

0 = Eo[X1|X1 + ...+ X,

Diesen bedingten Erwartungswert kann man direkt mir der Definition berechnen, es gibt
allerdings eine viel elegantere Methode. Wegen Symmetrie gilt

(Man erwartet im ersten Wurf genauso viel, wie im zweiten, auch dann, wenn die Summe
X1+ ...+ X, gegeben ist). Es folgt, dass

- 1<
0 =Eo[X1| X1+ ...+ X, = EZEg[Xi]X1+...+Xn]

1 1 i}

Fiir die Varianz von 6 = X, gllt Varg X,
0 = X, (es sei denn n = 1, in welchem Fall beide Schéitzer tibereinstimmen).

9(1n % eine klare Verbesserung im Vergleich zu

4.13. Satz von Lehmann-Scheffé

Der folgende Satz wird uns in vielen Beispielen erlauben, den besten erwartungstreuen
Schétzer zu konstruieren.

( M)

Satz 4.13.1 (Lehmann-Scheffé). Sei (Py)sco eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien
auf dem Stichprobenraum (X,.4), wobei © C R ein Intervall sei. Es seien weiterhin
o T': X — R™ eine suffiziente und vollstéandige Statistik;
e 0:X—>Rein erwartungstreuer Schétzer von € mit E¢0% < oo fiir alle 6 € O.
Dann ist 6 := Eg[|T] der beste erwartungstreue Schitzer von 6.
& J
Beweis. Im Satz von Rao-Blackwell wurde gezeigt, dass 6 wohldefiniert (d.h. keine Funktion
von ) und erwartungstreu ist.

Sei H ein weiterer erwartungstreuer Schiitzer von 6 mit EgH? < oo fiir alle § € ©. Zu zeigen
ist, dass 6 besser ist, als H. Wir betrachten den Schétzer H := = Ey[H|T]. Nach dem Satz

von Rao-Blackwell ist H besser als H. Wir zeigen nun, dass H mit 6 iibereinstimmt. Beide
Schétzer sind o(T')-messbar, da sie als bedingte Erwartungswerte gegeben 7' definiert sind.
Nach dem Faktorls1erungslemmam 6| gibt es zwei Borel-Funktionen f und ¢ mit § = f(7T)
und H = g(T). Dann ist  — H = f(T) — g(T) ein erwartungstreuer Schiitzer von 0, der nur
auf dem Wert von T' basiert. Wegen der Vollstindigkeit von 7" muss f(T') — g(T') = 0 Pg-fs.

gelten, woraus sich ergibt, dass § = H Py-f.s. fiir alle 6 € ©. O

| |
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Korollar 4.13.2. Sei 6 ein erwartungstreuer, suffizienter und vollstdndiger Schétzer von
0 mit Fyh? < oo fiir alle § € ©. Dann ist 6 der beste erwartungstreue Schétzer von 6.

Beweis. Folgt aus dem Satz von Lehmann-Scheffé mit 7' = 6 und 6 = E,[0]6] = 6. O

Beispiel 4.13.3. Seien X7, ..., X, unabhéngige, mit Parameter § € [0, 1] Bernoulli-verteilte
Zufallsvariablen. Der Schitzer X, ist erwartungstreu, suffizient und vollstindig und somit
nach Korollar bester erwartungstreuer Schétzer fiir . Diese Argumentation greift
auch fiir unabhéngige, mit Parameter 6 > 0 Poisson-verteilte Zufallsvariablen. Dabei ist der
Beweis der Suffizienz und Vollstindigkeit eine Ubung.

Aus dem Satz von Lehmann-Scheffé ergibt sich die folgende Methode zur Konstruktion des
besten erwartungstreuen Schétzers:

e Finde eine vollstéandige, suffiziente Statistik 7.

e Finde Funktion g mit der Eigenschaft, dass ¢(7") ein erwartungstreuer Schétzer von
0 ist.

e Dann ist g(7) der beste erwartungstreue Schétzer von 6.

Beweis. Folgt aus dem Satz von Lehmann-Scheffé mit 6 = ¢(T) und 6 = Eq[g(T)|T] = ¢(T).
U

Beispiel 4.13.4. Seien Xj,..., X, unabhingig und gleichverteilt auf [0, 6], wobei § > 0
geschétzt werden soll. Wir haben bereits gezeigt, dass X(,) = max{Xy,...,X,} eine suf-
fiziente und vollstéindige Statistik ist. Jedoch ist der Schétzer X(,) nicht erwartungstreu,
denn

Deshalb betrachten wir den Schéatzer

~ 1 1
9::n+ X(n):n+

max {Xy,..., X, },

n

der erwartungstreu und eine Funktion von X, ist. Nach den obigen Uberlegungen ist
"THX (n) der beste erwartungstreue Schétzer fiir 0.

In den folgenden Beispielen werden wir den Satz von Lehmann-Scheffé in einer etwas all-
gemeineren Form benutzen. Der Parameterraum © sei beliebig und sei v : © — R eine
Funktion des Parameters. Ist 7 : X — R ein erwartungstreuer und quadratisch integrierba-
rer Schitzer von v(#) und T eine suffiziente und vollstandige Statistik, so ist 7 = Ey[P|T]
der beste erwartungstreue Schétzer von v(6). (Der obige Beweis funktioniert mit minimalen
Verénderungen).

Beispiel 4.13.5. Seien X1, ..., X, ~ N(u,0?) unabhingig und normalverteilt, wobei beide
Parameter unbekannt seien. Wir behaupten, dass

e X, der beste erwartungstreue Schitzer von p ist;

o S2=—L LS (X, — X,,)? der beste erwartungstreue Schétzer von o2 ist.

Beweis. Die Statistik (X, S?) ist vollstiindig und suffizient. Sowohl X,, als auch S2 sind
Funktionen dieser Statistik, die erwartungstreu fiir 4 bzw. o2 sind. U
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Beispiel 4.13.6. Es seien Xj,...,X,, ~ Poi(f) unabhéingig. Der beste erwartungstreue
Schiitzer von 6 ist, wie bereits gezeigt wurde, X,,. Wie sieht nun der beste erwartungstreue
Schétzer fiir

v(0) == e =Py[X; = 0]

_X n

aus? Ein natiirlicher Schitzer von e ist e™*», dieser Schitzer ist aber nicht erwartungs-

treu:

Aufgabe 4.13.7. Bestimmen Sie Ege_)_(".

Um den besten erwartungstreuen Schiitzer fiir e zu konstruieren, benutzen wir den Satz
von Lehmann-Scheffé. Es ist bekannt, dass die Statistik 7" = X; + ... + X, vollstdndig und
suffizient ist. Nun brauchen wir noch einen erwartungstreuen Schitzer von e=%. Als solchen
nehmen wir z.B.

ﬁ - ]1{)(1:0}.
Die Erwartungstreue von  folgt aus Eg2 = Py[X; = 0] = e?. Nach dem Satz von Lehmann-

Scheffé ist 7 = Ey[r]S,] der beste erwartungstreue Schétzer. Wir miissen nur noch diesen
bedingten Erwartungswert berechnen. Fiir s € Ny betrachten wir

CPy[X1 =0,T=5] PylX1 =0[Py[Xy+...+X,]

f(8) = Balb|T = 8] =Bl Xy = 01 =5l = = o = = = .. .+ X, = 4

Nun benutzen wir die Faltungseigenschaft der Poisson-Verteilung: Unter Py gilt

X; ~Poi(f), Xo+ ...+ X, ~Poi((n—1)0), Xi;+...4+ X, ~ Poi(n).

Somit erhalten wir, dass
e e~ (n=D0((n, — 1)9)%/s! 1\’
P (T UV B (R A
e~ (ng)s/s!

Aus dem Satz von Lehmann-Scheffé folgt nun, dass

= EaloiT] = 1) = (1- 1)T

der beste erwartungstreue Schétzer von e~ ist.
Aufgabe 4.13.8. Esseien X1,..., X, ~ Poi(f) unabhéngig. Definiere T := X7 +...+ X,,.

Zeigen Sie, dass der beste erwartungstreue Schétzer von
9k
_ -0

Vg = ¢€ E:PG[Xl:k]; k € Ny,

- (0"

gegeben ist. Zeigen Sie auch, dass 74, ein stark konsistenter Schétzer von vy, ist.

durch

Beispiel 4.13.9. Seien X1, ..., X,, ~ N(y, 0?) unabhéingig und normalverteilt mit bekannter
Varianz 02 > 0 und unbekanntem Erwartungswert u € R. Diese Verteilungen bilden eine
Exponentialfamilie und die Statistik X,, ist vollstindig und suffizient. AuBerdem ist X,
erwartungstreu. Der beste erwartungstreue Schitzer fiir  ist somit X,,.
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Versuchen wir nun, p? als Parameter zu betrachten und zu schiitzen. Der Schitzer X? ist
nicht erwartungstreu, denn

. . 1
E, X2 = Var, X, + (E,X,)* = 502 + 1.

n

Deshalb betrachten wir den Schitzer X2 — "72 Dieser Schétzer ist erwartungstreu, suffizient
und vollstindig (Ubung) und somit bester erwartungstreuer Schétzer fiir 2.

Aufgabe 4.13.10. Seien Xj,...,X, unabhingig und Bernoulli-verteilt mit Parameter
p € (0,1). Bestimmen Sie den besten erwartungstreuen Schitzer fiir p2.

Aufgabe 4.13.11. Gegeben sei eine Urne mit einer unbekannten Anzahl N € N Kugeln,
die von 1 bis N durchnummeriert sind. Es werden n Kugeln mit Zuriicklegen gezogen und
die zugehorigen Nummern X7,..., X, notiert. Zeigen Sie, dass X, eine suffiziente und
vollstandige Statistik ist und konstruieren Sie den besten erwartungstreuen Schétzer fiir
N.

Aufgabe 4.13.12. Seien X1,..., X, ~ Geo(f) unabhingig, § € (0,1). Konstruieren Sie
fiir jedes k = 1,2, ... den besten erwartungstreuen Schiitzer von Pg[X; > k] = (1 — 0)*.

Aufgabe 4.13.13. Seien Xi,..., X, ~ Exp(f) unabhéngig, § > 0. Konstruieren Sie den
besten erwartungstreuen Schitzer von Pp[X; > a] = e~ wobei a > 0 gegeben ist.

Aufgabe 4.13.14. Seien X1,..., X, ~ N(u,1) unabhiingig, wobei 1 € R unbekannt sei.
Konstruieren Sie den besten erwartungstreuen Schétzer von e**| wobei a € R gegeben ist.

Aufgabe 4.13.15. Seien Xi,...,X,, ~ U[f1,02] unabhingig, wobei 6; < 63 unbekannt
seien. Konstruieren Sie die besten erwartungstreuen Schéitzer von 6 und 65.

Aufgabe 4.13.16. Esseien X1, ..., X, identisch Poi(2A) und Y1, ..., Y}, identisch Poi(3\)-
verteilte Zufallsgroflen, die allesamt unabhéngig voneinander seien. Der Parameter A > 0
sei unbekannt.
(a) Beschreiben Sie die Situation durch ein geeignetes statistisches Experiment und
bestimmen Sie den Maximum-Likelihood—Schétzer fiir A.
(b) Bestimmen Sie einen besten erwartungstreuen Schétzer fiir \. Hinweis: Die Vollstandigkeit
kann mit Hilfe der Definition gezeigt werden.

4.14. Satz von Basu
Sei (X, A, (Pp)oco) ein statistisches Modell.

Definition 4.14.1. Eine Statistik S : X — RP heif3t verteilungsfrei, falls
Py, [S € A] =Py, [S € A] fur alle 6,,0, € ©, A C RP(Borel).
D.h., die Verteilung von S unter Py hangt nicht von 6 ab.
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Beispiel 4.14.2. Seien X,..., X,, ~ N(u, 0?) unabhingig, wobei u € R unbekannter Pa-
rameter ist und o2 bekannt sei. Wir behaupten, dass die Spannweite Xy — X(1) und die
empirische Varianz S? = ﬁ S (X — X,,)? verteilungsfreie Statistiken sind.

Beweis. Die Idee ist, dass p ein ,, Verschiebungsparameter* ist, der sich sowohl in der Spann-
weite, als auch in S? aufhebt. Seien &1, ..., &, ~ N(0,0?) unabhiingig (mit Erwartungswert
0). Unter P, hat (X3,...,X,) die gleiche Verteilung wie (& + g, ..., &, + w). Somit hat S2
unter [P, die gleiche Verteilung wie

n

1 G+ +o ) 1 S+ 486\
n—lz(&—i_ﬂ_ n ) _n—lz<§i_ n )

i=1 i=1

Die Verteilung der rechten Seite hdangt aber nicht von u ab, denn diese Variable taucht dort
gar nicht erst auf. Fiir die Spannweite ist der Beweis analog. U

Der folgende Satz von Basu besagt, dass jede verteilungsfreie Statistik von jeder vollstédndig
suffizienten Statistik unabhéngig ist.

Satz 4.14.3 (Basu, 1955). Sei S : X — RP eine verteilungsfreie Statistik und 7" :
X — R™ eine vollstandige suffiziente Statistik. Dann sind die Zufallsvektoren S und T
unabhéngig unter Py fiir alle 6 € ©.

Beweis. Betrachte das folgende Wahrscheinlichkeitsmafl () auf RP:
Q(A) =Py[S € A], A C RP Borel.

Es sei bemerkt, dass ) unabhéngig von 6 wegen der Verteilungsfreiheit von S ist. Im Fol-
genden halten wir die Menge A fest. Betrachte die Funktion

fA(t) = PQ[S S A’T = t] = EQ[E{SGA}|T = t], teR™.

Diese Funktion ist unabhéngig von 6, da die Statistik 7" suffizient ist! Es gilt dann auch
Ja(T) = Ep[Liscay|T] und somit

Eo[fa(T)] = Eo [Eg[Liseay|T]] = Eoliseay = PolS € A] = Q(A).
Es folgt, dass
Eg[fA<T) - Q(A)] = 0 fiir alle § € ©.

Somit ist f4(7T) — Q(A) ein erwartungstreuer Schétzer von 0, der auf der Statistik 7" basiert.
Wegen der Vollstandigkeit von T folgt daraus, dass

fa(T) = Q(A) Py-fs. fiir alle € O©.
Wir haben also gezeigt, dass
]PQ[S € A’T = t] = Pg[s € A]

Ist nun B C R™ eine Borel-Menge und bezeichnen wir mit pp die Verteilung von 7', so ergibt
sich mit der Formel der totalen Wahrscheinlichkeit, dass

PoS € AT € B = / B[S € AT = fur(dt) / Po[S € Alur(dt) = PylS € AP[T € B,
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was die Unabhéngigkeit von S und 7" beweist. O

Hier ist eine typische Anwendung des Satzes von Basu. Dieses Korollar wird sich bei der
Konstruktion des Student-t-Tests als sehr wichtig erweisen.

Korollar 4.14.4. Seien Xi,..., X, ~ N(u, 0?) unabhiingig. Dann sind die Zufallsvaria-
blen X,, und S? unabhingig.

Die Behauptung ist sehr iiberraschend, denn X,, taucht in der Definition von S? explizit auf!

Beweis. Wir fassen 4 € R als unbekannten Parameter auf und halten o? konstant. Die
Statistik S? ist verteilungsfrei, wihrend die Statistik X,, vollstéindig suffizient ist. Die Be-
hauptung folgt nun aus dem Satz von Basu. O

Aufgabe 4.14.5. Seien X, Xs,... ~ Exp(\) unabhéngig. Betrachten Sie die Ankunfts-
zeiten des Poisson-Punktprozesses Sy, = X1 + ...+ Xi, k € N. Zeigen Sie, dass

S1 S Sn—1
<&L,&l,..., Sﬂ)undsn

unabhéngig sind.
Aufgabe 4.14.6. Seien X1, ..., X, ~ UJ0, 1] unabhéngig und gleichverteilt auf [0, 1]. Seien
Uy < ... < U, die Ordnungsstatistiken. Zeigen Sie, dass

(U(l) Uz  Uw-y
Um) Utm) Utn)

> und Uy,

unabhéngig sind.

Aufgabe 4.14.7. Seien X,Y ~ N(u, 0?) unabhingig. Zeigen Sie, dass X +Y und X — Y
ebenfalls unabhéngig sind.

4.15. Einige Gegenbeispiele

Kann man vielleicht sogar unter allen quadratisch integrierbaren (nicht unbedingt erwar-
tungstreuen) Schétzern einen finden, der gleichméflig besser, als alle anderen ist? Die Ant-
wort ist leider ,nein®. Sei 6y € © beliebig. Wir konnen dann den konstanten Schétzer ¢ = 6,
betrachten. Es gilt

MSE90 (QD) = 0.

Wire nun ein Schitzer 6 gleichméfig besser als ¢, so miisste MSE@O(é) = 0 gelten. Das
bedeutet aber, dass 0 = 0y f.s. unter Py,. Wire 0 gleichméflig besser als alle Schétzer, so

miisste 6 = 6 f.s. unter Py fiir alle § € ©. Das heif3t, der Schétzer f miisste den richtigen
Wert § mit Wahrscheinlichkeit 1 exakt treffen. Solche Schétzer gibt es aber nur in trivialen
Situationen.

Beispiel 4.15.1. Sei X eine Zufallsvariable, die gleichverteilt auf dem Intervall 6,60 + 1]
ist, wobei # € Z unbekannt ist. Beobachtet man nun einen Wert x; zwischen 2 und 3, so
weifl man ganz genau, dass = 2 ist. In diesem Fall konnen wir anhand der Stichprobe den
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Wert von @ richtig erraten. In allen interessanten statistischen Modellen ist aber so etwas
nicht méglich.

Die folgenden Aufgaben zeigen, dass der beste erwartungstreue Schétzer einen gleichméaflig
grofferen quadratischen Fehler haben kann, als einige nicht-erwartungstreue Schétzer.

Aufgabe 4.15.2. Seien X1,..., X, ~ N(u,0c?) unabhiingig. Betrachten Sie den Schitzer

T = % S (X — Xy,)? fiir 0%, Zeigen Sie, dass das Minimum des mittleren quadratischen

Fehlers fiir ¢ = n + 1 erreicht wird. Dabei entspricht der Wert ¢ = n — 1 dem besten
erwartungstreuen Schétzer.

Aufgabe 4.15.3. Seien Xj, ..., X,, unabhingig und auf [0, 0] gleichverteilt, § > 0. Zeigen
Sie, dass der nicht-erwartungstreue Schitzer 6; := X, fiir alle n > 3 einen gleichméBig
kleineren mittleren quadratischen Fehler als der beste erwartungstreue Schétzer by =
ntlx + hat, ndmlich

n “x(n)

92
%7

262

MSEs(0)) = Ty

MSEy(03) =
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KAPITEL 5

Asymptotische Eigenschaften von Schéitzern

Im Folgenden definieren wir eine Reihe von asymptotischen Eigenschaften, die ein , guter*
Schétzer besitzen sollte.

5.1. Konsistenz und asymptotische Normalverteiltheit

In der Statistik ist der Stichprobenumfang n typischerweise grof. Wir schauen uns deshalb
die asymptotischen Giiteeigenschaften von Schétzern an. Wir betrachten eine Folge von
Schétzern R R R

91(X1)7 QQ(Xl, XQ), c 79n<X17 c. ,Xn), e

Sei im Folgenden © eine Teilmenge von R™.

Definition 5.1.1. Eine Folge von Schitzern 6, : R" — O heift asymptotisch erwar-
tungstreu, falls

~

lim Ey0,, (X1, ..., X,) = 0 fir alle § € ©.

n—oo

Beispiel 5.1.2. In Beispiel ist X(,) eine asymptotisch erwartungstreue (aber nicht
erwartungstreue) Folge von Schétzern, denn (Ubungsaufgabe)

" g

lim ]EgX(n) = lim

Definition 5.1.3. Eine Folge von Schitzern 6, : R" — © heifit schwach konsistent, falls

~

0.(X1,...,X5) L, 6 unter Py fiir alle § € ©.
n—oo

Mit anderen Worten, fiir jedes € > 0 und jedes 6 € © soll gelten:
lim Py[|0,(X1,...,X,) — 0] >¢] = 0.
n—oo

Definition 5.1.4. Eine Folge von Schétzern 6, : R" — O heiit stark konsistent, falls

~

0.(X1,...,X5) % 9 unter Py fiir alle 6§ € ©.
n—oo
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Mit anderen Worten, es soll fiir alle § € © gelten:
Py [nmén(xl,...,xn) 0] =1.

n—>00

. J
Bemerkung 5.1.5. Eine fast sicher konvergente Folge von Zufallsvariablen konvergiert auch
in Wahrscheinlichkeit. Aus der starken Konsistenz folgt somit die schwache Konsistenz.

e )

Definition 5.1.6. Eine Folge von Schétzern 6, : R" — O heiBt L2-konsistent, falls

~

0,(X1, ..., X)) 2 0 fiir alle 6 € ©.
Mit anderen Worten, es soll fiir alle 6§ € © gelten:
lim Ey|6,(X1, ..., X,) — 0] = 0.
n—r0o0

(. J

Bemerkung 5.1.7. Aus der L?-Konsistenz folgt die schwache Konsistenz.

Beispiel 5.1.8. Bei vielen Familien von Verteilungen, z.B. Bern(f), Poi(6) oder N(, o?)
stimmt der Parameter 6 mit dem Erwartungswert der entsprechenden Verteilung tiberein. In
diesem Fall ist die Folge von Schitzern 6, = X,, stark konsistent, denn fiir jedes 6 gilt

X, f—s> EyX; = 6 unter Py

n—oo

nach dem starken Gesetz der grofien Zahlen.

s R

Definition 5.1.9. Eine Folge von Schitzern 6, : R* — © C R heiBt asymptotisch
normalverteilt, wenn es zwei Folgen a,,(f) € R und b,(0) > 0 gibt, sodass fiir alle § € ©

en(Xb X baigr)b) — an(Q) i> N((), 1) unter Py.

& J

~ ~

Normalerweise wihlt man a, (0) = Eq0(X7,. .., X,) und b2(0) = Varg 6(X1,..., X,,), sodass
die Bedingung folgendermaflen lautet: Fiir alle § € ©

~

0n(X1,. .., X,) —Egbn(X1,...,X,)

\/Varg 0,(X1,...,X,)
91

LN N(0, 1) unter Py.

n—0o0




Beispiel 5.1.10. Seien X7, X, ... unabhéngige identisch verteilte Zufallsvariablen mit EX; =
pund Var X; = 02 > 0. Der zentrale Grenzwertsatz besagt, dass

X o+ X, -
B TR 4 N(0,1).
U\/ﬁ n—00

Das kann man auch wie folgt schreiben:
X, —
V= E 1N, 1),

o n—00
Somit ist der Schitzer X,, asymptotisch normalverteilt.

Bemerkung 5.1.11. Viele Schiitzer, die in der Statistik benutzt werden, sind asymptotisch
normalverteilt. Fiir den Maximum-Likelihood-Schétzer werden wir das in Satz zeigen.
Fiir die empirischen Quantile X jan)), o € (0,1), werden wir das in Satz beweisen. Auch
das getrimmte Mittel und das winsorisierte Mittel sind (unter allgemeinen Bedingungen)
asymptotisch normalverteilt.

5.2. Giiteeigenschaften des ML-Schitzers

In diesem Abschnitt sei © = (a,b) ein Intervall. Sei {hy : 0 € ©} eine Familie von Dich-
ten oder Zihldichten und sei 6, € © fest. Seien X, X7, Xs,... unabhéngige und iden-
tisch verteilte Zufallsvariablen mit Dichte hg,, wobei 6y als der ,wahre Wert des Para-
meters” aufgefasst wird. Uns ist der wahre Wert allerdings unbekannt und wir schétzen
ihn mit dem Maximum-Likelihood-Schétzer 0y, = éML(Xl, ..., X,). In diesem Abschnitt
wollen wir die Giiteeigenschaften des Maximum-Likelihood-Schétzers untersuchen. Um die
Giiteeigenschaften von Or1 zu beweisen, muss man gewisse Regularitédtsbedingungen an die
Familie {hy : 6 € O} stellen. Leider sind diese Bedingungen nicht besonders schén. Deshalb
werden wir nur die Ideen der jeweiligen Beweise zeigen. Wir werden hier nur eine der vielen
Regularitiatsbedingungen formulieren: Alle Dichten (oder Zahldichten) hy sollen den gleichen
Tréger haben, d.h. die Menge

J:={z €R: hy(z) # 0}

soll nicht von € abhingen.

Konsistenz des ML-Schiétzers. Zuerst fragen wir, ob der Maximum-Likelihood-Schétzer
stark konsistent ist, d.h. ob

Orin (X1, .., X,) ni—; fo.

Wir werden zeigen, dass das stimmt. Hierfiir betrachten wir die durch n geteilte log-Likelihood-
Funktion

1 1 <
Lo(Xy,..., Xn: 0) = ~log L(Xy,..., Xn0) = - ; log ho(X:).
Nach dem Gesetz der groflien Zahlen gilt

Lo(X1, ..., X0 0) L2 By log ho(X) = Log(6) = /loghg(t)hgo(t)dt.
n—oo J
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Lemma 5.2.1. Fiir alle 0 € O gilt:
Loo(0) < Lo (o).

Beweis. Mit der Definition von L., (6) ergibt sich

Loo(0) = Loo(80) = Eg, [log ho(X) — log hg, (X)] = Eg, [log ho(X) } '

h90 (X)
Nun wenden wir auf die rechte Seite die Ungleichung logt < ¢ — 1 (wobei ¢ > 0) an:
he(X)
Loo(0) — Lo (6) < Eg, | —~5 — 1
0= L) o [5855 -1

_ /J ( :;((?) _ 1) o, ()t
/J ho(t)dt — /J gy (1)t

0,
denn [, hy(t)dt = [, hg,(t)dt = 1. O

e )

Satz 5.2.2. Seien X;, Xy, ... unabhéingige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit
Dichte oder Zahldichte hg,. Unter Regularitiatsbedingungen an die Familie {hy : § € O}
gilt, dass

Orin (X, ..o X)) L2 6.

n—o0
. /

Beweisidee. Per Definition des Maximum-Likelihood-Schétzers ist
éML(Xl, oo, X)) =argmax L, (X, ..., X,;0).
Indem wir zum Grenzwert fiir n — oo iibergehen, erhalten wir

lim éML(Xl, oo, X)) = lim argmax L, (X1, ..., X,;0)
n—oo

n—o0

= argmax lim L,(Xy,..., X,;0)
n—oo

= argmax Lo (X1,...,X,;0)
= 007
wobei der letzte Schritt aus Lemma folgt. U

Der obige Beweis ist nicht streng. Insbesondere bedarf der Schritt lim,, ., arg max = arg max lim,,
einer Begriindung.

Asymptotische Normalverteiltheit des ML-Schitzers. Wir werden zeigen, dass
unter gewissen Regularitdtsbedingungen der Maximum-Likelihood-Schétzer asymptotisch
normalverteilt ist:

\/ﬁ(éML(Xl, o X)) = 6h) LN N(0, 03y, unter Py,
n—oo
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wobei die Varianz o}, spéter identifiziert werden soll. Wir bezeichnen mit
lo(x) = log hg(x)

die log-Likelihood einer einzelnen Beobachtung x. Die Ableitung nach 6 wird mit

d
D= —
db
bezeichnet. Insbesondere schreiben wir
Dlyf) = L), Do) = L 1y(a)
(’m_d.g(’x’ ex—dQQGI-
e N

Definition 5.2.3. Sei {hy : 0 € ©}, wobei © = (a,b) ein Intervall ist, eine Familie von
Dichten oder Zahldichten. Die Fisher-Information ist eine Funktion I : © — R mit

I(0) = Eq(Dlp(X))*.

Lemma 5.2.4. Unter Regularitdtsbedingungen an die Familie {hy : 6 € ©} gilt fiir
jedes 6 € (a,b), dass
(1) EgDlp(X) = 0.
(2) EgD?ly(X) = —1(0).
(. J
Beweisidee. Fiir den Beweis formen wir zuerst Dly(z) und D?ly(z) wie folgt um:

Diy(x) = Dlog ho() = i’lf))
D2lg(l‘) _ (D h@(x))heh(;('l)_ (Dhe(ﬁ)) _ Dh;‘(i(')x) _ (Dlg(l‘))2

AuBerdem gilt fiir alle 6, dass [ ; ho(t)dt = 1, denn hy ist eine Dichte. Wir konnen nun diese
Identitdt nach 6 ableiten:

D/ hy(t)dt = 0 und somit /Dhg(t)dt =0,

J 7

D? / he(t)dt = 0 und somit / D?hy(t)dt = 0.
J J

Dabei haben wir die Ableitung und das Integral vertauscht, was unter gewissen Regula-
ritdtsbedingungen moglich ist. Mit diesen Resultaten erhalten wir, dass

Dhy(t)
7 ho(t)

By Dip(X) = ho(t)dt = / Dhy(t)dt = 0.
J
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Somit ist die erste Behauptung des Lemmas bewiesen. Die zweite Behauptung des Lemmas
kann man wie folgt zeigen:

By D2y(X) = / (D2, (1)) hg (1)t

- /J (Dljf(igt) - <Dle(t>>2> ho(t)dt

:/Jp2h9(t)dt—E9(Dle(X))2
= —Ey(Dlp(X))?
- - (9)7

wobei der letzte Schritt aus der Definition der Fisher-Information folgt. 0
Indem wir die Notation L. (0) = Eg, log hy(X) verwenden, konnen wir das obige Lemma wie
folgt formulieren.

Lemma 5.2.5. Unter Regularitidtsbedingungen an die Familie {hq : 0 € ©} gilt, dass
(1) Ey,Dly,(X) = DL (6p) = 0.
(2) Eg, D?ly,(X) = D? Lo (6g) = —1I(0y).

Beweis. Unter Regularitéitsbedingungen kann man den Erwartungswert E und die Ableitung
D vertauschen. Somit gilt

DL (0y) = DEg,lo(X)|g=, = Eg,Dlg,(X) =0
und
D?Loo(00) = D*Egylg(X)|9—g, = Eo, DIy, (X) = —1(6p).
O

Satz 5.2.6. Sei {hy: 0 € ©} mit © = (a,b) eine Familie von Dichten oder Zahldichten.
Sei 6y € (a,b) und seien X, Xs, ... unabhéingige Zufallsvariablen mit Dichte oder Z&hldichtg

he,. Unter Regularitatsbedingungen gilt fiir den Maximum-Likelihood-Schétzer 0 (X, ], Xn),
dass

=4

A 1
ViOur(Xi, ..., Xn) — 6) - N (o, W) unter Py, .
0

n—oQ )
. J
Beweisidee. SCHRITT 1. Fiir den Maximum-Likelihood-Schétzer gilt

. 1 <&
Oy, = arg max — Z log hy(X;) = argmax L, (0).
pco N SE]

Somit gilt
DL,(0y1) = 0.
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Der Mittelwertsatz aus der Analysis besagt, dass wenn f eine differenzierbare Funktion auf
einem Intervall [x,y] ist, dann ldsst sich ein ¢ in diesem Intervall finden mit

fly) = f@) + f(e)(y — ).
Wir wenden nun diesen Satz auf die Funktion f(#) = DL, (#) und auf das Intervall mit den
Endpunkten 6y und 6,7, an. Es lisst sich also ein &, in diesem Intervall finden mit

0= DL,(0r1) = DLy(60) + DLy (€,)(Orrr, — o).

Daraus ergibt sich, dass

Vil ~ b0) = -7,

SCHRITT 2. Anwendung von Lemma fithrt zu Eg, Dlp,(X) = 0. Somit gilt
Z Dlgo (Xz) — ’rL]EQODZQO (Xz)
i=1

vn

Indem wir nun den zentralen Grenzwertsatz anwenden, erhalten wir, dass
ViDL, (8;) —% N ~ N(0, Varg, Dlg, (X)) = N(0,1(6,)),
n—oo
denn Vary, Dly,(X) = 1(6y) nach Lemma

SCHRITT 3. Da sich &, zwischen éML und 6y befindet und lim,,_, éML = 6y wegen Satz m
(Konsistenz) gilt, erhalten wir, dass lim, . &, = 6y. Nach dem Gesetz der grofien Zahlen
gilt somit

ViDL, (0) = % 3 (Dl (%)~ 0) =

1 n
D*Ln(&n) =~ ;D%gn (Xi) — B, DI, (X) = —1(00),

wobei wir im letzten Schritt Lemma [5.2.5] benutzt haben.

SCHRITT 4. Kombiniert man nun diese Eigenschaften, so fithrt dies zu

: _ VL) 4 N !
Vil = 00) = = por e S 2 T ”N( W)

wobei N ~ N(0, I(6p)). O

Beispiel 5.2.7. In diesem Beispiel betrachten wir die Familie der Bernoulli-Verteilungen
mit Parameter 6 € (0, 1). Die Zéhldichte ist gegeben durch

ho(1) =6, he(0)=1-6.
Eine andere Schreibweise dafiir ist diese:
he(z) = 6°(1 — )", x€{0,1}.
Die log-Likelihood einer einzelnen Beobachtung = € {0, 1} ist
lo(z) = log he(z) = xlogh + (1 — x)log(1l — 0).
Ableiten nach 6 fithrt zu

T 11—z

9 B x 1—x
Dl@(I):g—l_e, Dl@(l’)——<9—2+(1_0)2)
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Sei X eine mit Parameter € Bernoulli-verteilte Zufallsvariable. Somit ist die Fisher-Information
gegeben durch

X 1-X 0 1—46 1
1(0) = —E¢D*lp(X) =Eg | = + ——— | = = = :
(6) = ~EoD"lp(X) 9{92+(1—9)2} =62 6(1-9)
Seien nun Xy, X,, ..., X,, unabhéngige, mit Parameter § Bernoulli-verteilte Zufallsvariablen.
Dann ist der Maximum-Likelihood-Schétzer fiir den Parameter 6 gegeben durch
A Xi+...+X _
brrn(Xe,. . Xy = LT A g

n

Mit Satz erhalten wir die asymptotische Normalverteiltheit von 0 L = Xn:
Vn(X, —6) ﬁo N(0,6(1 — 6)) unter P,.
Diese Aussage konnen wir auch aus dem Zentralen Grenzwertsatz herleiten, denn
(X, — ) = e X 00 a0 001 ) unter Py,

\/ﬁ n—oo
da EX; = 6 und Var X; = 0(1 — 0).

Beispiel 5.2.8. Nun betrachten wir ein Beispiel, in dem der Maximum-Likelihood-Schétzer
nicht asymptotisch normalverteilt ist. Der Grund hierfiir ist, dass eine Regularitdtsbedingung
verletzt ist. Im folgenden Beispiel sind namlich die Trager der Verteilungen, die zu verschie-
denen Werten des Parameters gehoren, nicht gleich.

Wir betrachten die Familie der Gleichverteilungen auf den Intervallen der Form [0, 6] mit
6 > 0. Die Dichte ist gegeben durch

1
he(z) = 7 Leepo,0-

Seien X7, Xy, ... unabhingige und auf dem Intervall [0,6] gleichverteilte Zufallsvariablen.
Der Maximum-Likelihood-Schétzer fiir 6 ist gegeben durch

Onin (X1, ..., X,) =max {X;,..., X, } = M,.

Wir zeigen nun, dass dieser Schétzer nicht asymptotisch normalverteilt, sondern asympto-
tisch exponentialverteilt ist.

( )

Satz 5.2.9. Es seien X, X5, ... unabhéngige und auf dem Intervall [0, 6] gleichverteilte
Zufallsvariablen. Dann gilt fir M,, = max{X},..., X, }, dass

n (1 - %> % Exp(1).

) n—00
N\ J
Beweis. Sei z > 0. Es gilt

P[n(l—%)>a:}:Pl%<1—%]:IP’[XI<0<1—%),...,Xn<9<1—§)].

Fiir geniigend groies n ist 0 < 6(1 — £) < 6 und somit
P[Xi<9(1—f)} —1- 7
n

n
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denn X; ~ U[0, #]. Wegen der Unabhingigkeit von Xj, ..., X, erhalten wir, dass

lim P {n (1 — %> > x} = lim (1 — E)n =e "
n—oo 49 n—oo n

Somit erhalten wir, dass

e
im P o (1o M) oyl =) 220,

Fiir x < 0 ist der Grenzwert gleich 0, denn das Ereignis M,, > 6 ist unmoglich. Daraus ergibt
sich die zu beweisende Aussage. 0

Beispiel 5.2.10. In diesem Beispiel betrachten wir die Familie der Exponentialverteilungen.
Die Dichte der Exponentialverteilung mit Parameter 6 > 0 ist gegeben durch
ho(z) = Oexp(—0z), x> 0.
Die log-Likelihood einer einzelnen Beobachtung = > 0 ist
lo(z) = log hy(z) = log 6 — Ox.
Zweimaliges Ableiten nach @ fiihrt zu
1
—5
Das Ergebnis ist iibrigens unabhéngig von z. Sei X ~ Exp(f). Die Fisher-Information ist
gegeben durch

D2l9<l’) =

1
I(@) = _E9D2l9<X) = @, 6> 0.
Seien X7, X5, ... unabhéngige, mit Parameter 6 exponentialverteilte Zufallsvariablen. Der
Maximum-Likelihood-Schétzer (und auch der Momentenschétzer) ist in diesem Beispiel
A 1
Omr = X
Mit Satz erhalten wir die asymptotische Normalverteiltheit von Onrr:
1
(5.2.1) Vn ()_(_ - 0) N N(0, 6%) unter Py.
n n—o0

Auf der anderen Seite, ergibt sich aus dem zentralen Grenzwertsatz, dass

_ 1 1
(5.2.2) vn <Xn - 5) 4N (0, @> unter Py,

n—oo

denn EX; = % und Var X; = 9%.

Sind nun (5.2.1)) und dquivalent? Etwas allgemeiner kann man auch fragen: Wenn
ein Schétzer asymptotisch normalverteilt ist, muss dann auch eine Funktion von diesem
Schétzer asymptotisch normalverteilt sein? Wir werden nun zeigen, dass unter gewissen
Voraussetzungen die Antwort positiv ist.

| 1
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Lemma 5.2.11. Seien Z;, Zs, ... Zufallsvariablen und p € R und o2 > 0 Zahlen mit
VilZn = 1) =3 N(0,0%).
AuBlerdem sei ¢ eine differenzierbare Funktion mit ¢’(ux) # 0. Dann gilt:
Vi(e(Zn) = (i) == N(O, (¢ (1)0)?).

(. J
Beweisidee. Durch die Taylorentwicklung von ¢ um den Punkt p gilt

p(Zn) = o(p) + ¢'(1)(Zn — 1) + Rest.

Multipliziert man nun beide Seiten mit y/n, so fiihrt dies zu
Vi(e(Zy) = o(p) = &' (w)vn(Z, — 1) + Rest.
Nach Voraussetzung gilt fiir den ersten Term auf der rechten Seite, dass
d

P (V1(Zn = p) = N(0, (&' (1)o)?).
Der Restterm hat eine kleinere Ordnung als dieser Term, geht also gegen 0. Daraus folgt die
Behauptung. 0

Beispiel 5.2.12. Als Spezialfall von Lemma [5.2.11| mit ¢(z) = 1 und ¢'(z) = — 25 ergibt
sich die folgende Implikation:

1 1 2
(Zn = 1) =5 N(0,02) — \/ﬁ(— - —) LN <0,J—> -
n—00 Lp ) n—oo s
Daraus ergibt sich die Aquivalenz von (5.2.1)) und (5.2.2).

5.3. Cramér-Rao-Schranke

Sei {hy(z) : 6 € O}, wobei © = (a,b), eine Familie von Dichten oder Zahldichten. Wir haben
bereits gesehen, dass es mehrere erwartungstreue Schétzer fiir den Parameter 6 geben kann.
Unter diesen Schétzern versucht man einen Schétzer mit einer moglichst kleinen Varianz
zu finden. Kann man vielleicht sogar fiir jedes vorgegebene ¢ > 0 einen erwartungstreuen
Schéatzer konstruieren, dessen Varianz kleiner als e ist? Der néchste Satz zeigt, dass die
Antwort negativ ist. Er gibt eine untere Schranke an die Varianz eines erwartungstreuen
Schéatzers.

e )
Regularitiatsbedingungen:
(a) © C R ist ein (moglicherweise unendliches) Intervall.
(b) Der Trager J := {x € R: hy(x) > 0} ist unabhéngig von .
(c) Die Ableitungen %hg(x) und g—;hg(x) existieren.
(c) Die Ableitungen %hg(x) existieren fiir alle (x,0) € J x ©.

Satz 5.3.1 (Cramér-Rao). Sei {hy(z) : 6 € O}, wobei © = (a, b), eine Familie von Dich-
ten oder Zahldichten. Seien weiterhin X, X, Xy, ... unabhéngige und identisch verteilte
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Zufallsvariablen mit Dichte hg(z). Sei (X1, ..., X,) ein erwartungstreuer Schiitzer fiir

6. Unter Regularitdtsbedingungen gilt die folgende Ungleichung:
A 1

0(Xy,....X,) > ——.

Beweisidee. Da 0 ein erwartungstreuer Schétzer ist, gilt fiir alle 6 € (a,b), dass

0 =Ey0(Xy,...,X,) = / O(x1,...,20)he(x1) ... ho(xy)day ... da,.

n

Nun leiten wir nach 0 ab:

~

1=D | O(xq,...,z,)hg(x1) ... he(x,)dxy ... dz)

R

= / 0(x1, ..., 20)Dlho(x1) - ... ho(xn)]day ... da,.

Indem wir nun die Formel Dlog f(6) = 209 mit f(0) = hg(x1) - ... - he(z,) benutzen,
erhalten wir, dass

1= /n é(a:l, ooy Tp)ho(z1) .. he(xy) (Z Dlog hg(.l?i)) dz;...dz,

=1
= Bo[0(Xy, ..., X)) Up(Xy, ..., X,)],

wobei
Ug(x,...,x,) 1= Z Dlog hg(z;).
i=1

Es sei bemerkt, dass Uy die Ableitung der log-Likelihood-Funktion ist. Fiir den Erwartungs-
wert von Uy gilt nach Lemma dass

EoUp(X1, ..., Xn) = > EgDloghg(X;) = 0.
i=1

Fiir die Varianz von U, erhalten wir wegen der Unabhéngigkeit von X1, ..., X, dass

Eo[U (X1, .., X,)] = Varg Up(X1,..., X,) = Y _ Varg[Dlog hg(X;)] = nl(f),
=1
denn
Varg[Dlog hy(X;)] = Eg(Dlog ho(X))* = 1(6),

da EyD log he(X;) = 0 nach Lemma |5.2.4}
Nun erweitern wir mit dem Erwartungswert und wenden die Cauchy-Schwarz-Ungleichung
an:

1=E[(0(X1,..., Xn) = 0) - Up( X1, ..., X,)]

< \/V&I'g[é(Xl, o, X)) - Varg[Ug (X, ..., X,,)]

= \/Varg[é(Xh cee ,Xn)] ) nl(e)'
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Umgestellt fiihrt dies zu Varg 0(X,, ..., X,) > —. O

( )

Definition 5.3.2. Ein erwartungstreuer Schétzer 6 : R — O heift Cramér-Rao-
effizient, falls fiir jedes 0 € ©

A 1
Varg 0(X1,...,X,) =

(. J

Beispiel 5.3.3. Es seien Xi,..., X,, unabhéingig und Bernoulli-verteilt mit Parameter 6.
Der Maximum-Likelihood-Schétzer und gleichzeitig der Momentenschétzer fiir 6 ist der em-
pirische Mittelwert:

. _ Xi+...+ X,
0(Xy,....X,) =X, = 1t F A
n
Die Varianz von 6 lisst sich wie folgt berechnen
A Xi+...+ X, n 6(1—0) 1
V 6 X PP Xn - V = — V X —= = ,
denn wir haben in Beispiel gezeigt, dass 1(0) = ﬁ. Somit ist der Schitzer X,
Cramér-Rao-effizient. Es ist also unmoglich, einen erwartungstreuen Schétzer mit einer klei-

neren Varianz als die von X, zu konstruieren. Somit ist X, der beste erwartungstreue
Schétzer fiir den Parameter der Bernoulli-Verteilung.

Aufgabe 5.3.4. Zeigen Sie, dass der Schétzer 6 = X, fir die folgenden Familien von
Verteilungen Cramér-Rao-effizient ist:

(1) {Poi(0) : 6 > 0}.

(2) {N(0,0?%) : 0 € R}, wobei 0% bekannt ist.
Somit ist X,, in beiden Fillen der beste erwartungstreue Schitzer.

Aufgabe 5.3.5. Es seien Xj,...,X,, unabhéngig mit X; ~ Bin(m,#0), wobei m € N
bekannt und 6 € [0,1] der zu schéitzende unbekannte Parameter sei. Zeigen Sie, dass der

Schiitzer 6 = L X, Cramér-Rao-effizient (und somit der beste erwartungstreue Schétzer)
ist.

Aufgabe 5.3.6. Sein > 3 und X, ..., X, unabhéngige und identisch verteilte Zufallsva-
riablen mit X; ~ Exp(6), wobei # > 0 unbekannt sei.
(a) Zeigen Sie, dass X,, ein erwartungstreuer Schiitzer fiir 1/ ist.
(b) Zeigen Sie, dass 1/X,, kein erwartungstreuer Schiitzer fiir @ ist und bestimmen
Sie eine Konstante ¢ (in Abhingigkeit von n), so dass ¢/X,, ein erwartungstreuer
Schétzer fiir 6 ist.
(c) Zeigen Sie, dass ¢/X,, nicht Cramér-Rao-effizient ist.
(d) Zeigen Sie, dass c¢/X,, der beste erwartungstreue Schiitzer fiir  ist.

Bemerkung 5.3.7. Der Maximum-Likelihood-Schétzer muss nicht immer Cramér-Rao-
effizient (und sogar nicht einmal erwartungstreu) sein. Wir wollen allerdings zeigen, dass
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-3 -2 -1 0 1 2 3

ABBILDUNG 1. Dichten der Ordnungsstatistiken X (o5, X(50), X(75) einer un-
abhéngigen und standardnormalverteilten Stichprobe Xji,..., Xj09. Die schwarze
Kurve ist die Dichte der Standardnormalverteilung.

bei einem groflen Stichprobenumfang n der Maximum-Likelihood-Schétzer 011, die Cramér-
Rao-Schranke asymptotisch erreicht. Nach Satz gilt unter Py, dass

(O — 0) 5 N <0, %) |

n—oo

Die Verteilung von Orr1 ist also approximativ N(6, nl;w)) und die Varianz ist approximativ
1

S OL bei groflem n. Somit ndhert sich der Maximum-Likelihood-Schétzer der Cramér-Rao-
Schranke asymptotisch an.

5.4. Asymptotische Normalverteiltheit der empirischen Quantile

Seien Xi,..., X, unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit Dichte h(x) und
Verteilungsfunktion F(z). Sei o € (0,1). Das theoretische a-Quantil @, der Verteilungs-
funktion F' ist definiert als die Losung der Gleichung F(Q,) = a . Wir nehmen an, dass es
eine eindeutige Losung gibt. Das empirische a-Quantil der Stichprobe X7, ..., X, ist X(an)),
wobei Xy < ... < X(,) die Ordnungsstatistiken von Xj,..., X, seien. Wir haben hier die
Definition des empirischen Quantils etwas vereinfacht, alle nachfolgenden Ergebnisse stim-
men aber auch fiir die alte Definition. Das empirische Quantil X|,,) ist ein Schétzer fiir das
theoretische Quantil @Q),. Wir zeigen nun, dass dieser Schéitzer asymptotisch normalverteilt
ist.

( M)

Satz 5.4.1. Sei a € (0,1) und seien X3,...,X,, unabhingige und identisch verteilte
Zufallsvariablen mit Dichte h, wobei h stetig in einer Umgebung von @, sei und h(Q,) >
0 gelte. Dann gilt
d a(l —a)
Xtanh) — Qo N(0,————= ).
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Beweisidee. Seit € R. Wir betrachten die Verteilungsfunktion

Fult) = VX o)~ Qo) 1] = P | X(an < Qo+ =] =PI, 2 an),

wobei die Zufallsvariable K, wie folgt definiert wird:

Y t
anzﬂxi«gﬁt=#{z‘e{1,...,n};XiSQa+_}_
= NG

Somit ist K, ~ Bin(n, F(Q. + \/Lﬁ)) Fiir den Erwartungswert und die Varianz von K,, gilt
somit

B, = Qo+ 7). Yok, =nF (Qut =) (1-F (@t =)

Indem wir nun die Taylor-Entwicklung der Funktion F' benutzen, erhalten wir, dass
t 1
B, =1 (F(Qu) + F(Qu) = +0 (=) ) = an-t Vh(@u)t-+ o)
Var K,, = na(l — ) + o(n).
Nun kann die Verteilungsfunktion F,,(t) wie folgt berechnet werden

K, — E[K,] L an— E[K,)]
VVar(K,) = +/Var(K,)

Benutzen wir nun die Entwicklungen von EK,, und Var K,,, so erhalten wir

K, — E[K,] L an—an— Vnh(Qu)t — 0(\/5)] |
Var(K,) Vna(l —a) +o(n)

F,(t) =P[K, >an] =P

Fn<t> =

Und nun benutzen wir den zentralen Grenzwertsatz fiir K,,. Mit N standardnormalverteilt,
erhalten wir, dass

. _ MQa) | _ | NVel -a)
rngl;lan(t) =P [N > —mt] =P [W < t] ,

wobei wir im letzten Schritt die Symmetrie der Standardnormalverteilung, also die Formel
P[N > —z] = P[N < z| benutzt haben.

Die Behauptung des Satzes folgt nun aus der Tatsache, dass NMQT(SQ) ~ N (0, z%:g ) .U

Bemerkung 5.4.2. Satz behandelt nur ,zentrale® Ordnungsstatistiken X(jan)), @ €

----------

Ordnungsstatistiken X,y und X(;) sind nicht asymptotisch normalverteilt. Die mdglichen
Grenzwertverteilungen von X,y und X (1) heilen Ezxtremwertverteilungen, fiir deren Beschrei-
bung verweisen wir auf das Skript ,, Extremwerttheorie®.
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5.5. Asymptotische relative Effizienz

In vielen statistischen Problemen lassen sich mehrere natiirliche Schétzer fiir den unbekann-
ten Parameter konstruieren. Wie soll man entscheiden, welcher Schétzer besser ist? Handelt
es sich um zwei Folgen von asymptotisch normalverteilten Schéatzern, so ist es natiirlich,
denjenigen Schétzer zu bevorzugen, der eine kleinere asymptotische Varianz hat.

( )

Definition 5.5.1. Seien 6% und 62 zwei Folgen von Schétzern fiir einen Parameter 6,
wobei n den Stichprobenumfang bezeichnet. Beide Schétzer seien asymptotisch normal-
verteilt mit

V(D —6) —L N(0,02(6)) und v(0® — ) —L N(0, 02(6)) unter Py,
n—oo n—oo

Die asymptotische relative Effizienz der beiden Schétzer ist definiert durch

a3(0)

a1 (0)

. J

Bemerkung 5.5.2. Ist z.B. ARE;n) é<2)(9) > 1 so heifit es, dass unter Py der Schatzer oLy

AREéS),é,(f) (9) =

besser als éff) ist.

Als Beispiel werden wir den Median und den Mittelwert als Schétzer fiir den Lageparameter
einer Dichte vergleichen. Sei h(x), x € R, eine Dichte. Wir machen folgende Annahmen:
(1) h ist symmetrisch, d.h. h(z) = h(—z).
(2) h ist stetig in einer Umgebung von 0.
(3) h(0) > 0.
Seien X7, ..., X, unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit Dichte
ho(x) = h(z —0),

wobei 8 € R der unbekannte Lageparameter ist. Die Aufgabe besteht nun darin, 6 zu
schétzen. Dabei sei die Dichte h bekannt. Da sowohl der theoretische Median Q(%) als auch
der Erwartungswert der Dichte hy wegen der Symmetrie gleich 6 sind, konnen wir folgende
natiirliche Schétzer fiir 6 betrachten:

1) den empirischen Median X, /o (dessen Deinition wir hier etwas vereinfacht haben).
([n/2])
(2) den empirischen Mittelwert X,.

Welcher Schétzer ist nun besser und um wieviel? Wir beantworten dieser Frage mit Hilfe des
Begriffes der asymptotischen relativen Effizienz.

Nach Satz und nach dem zentralen Grenzwertsatz sind beide Schétzer asymptotisch
normalverteilt mit

1
(5.5.1) \/E(X([n/g}) — 9) n_%)}o N (O, F(O)) unter ]Pg,
(5.5.2) Vi(X, — 0) -5 N(0, Varg X;) unter Py,
n—oo
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ABBILDUNG 2. Links: Die drei Dichten: GauB-Verteilung (griin), Laplace-
Verteilung (rot), Cauchy-Verteilung (blau). Rechts: Stichproben vom Umfang n = 50
aus den drei Verteilungen.

Die asymptotischen Varianzen sind also unabhéngig von 6 und gegeben durch
1
o} = 172(0)° 05 = Varg X; = /RZL‘2h2(ZL‘)d£L‘.
Nun betrachten wir drei Beispiele.

Beispiel 5.5.3. Die GauB-Dichte h(z) = \/%76*5’32/2, r € R. Es gilt h(0) = \/Lsz Varg X; =1

und somit
y
0'1 g

2
, 0'% =1, AREMed,MW = % ~ 0.6366 < 1.

Der empirische Mittelwert ist also besser als der empirische Median. Das Ergebnis kann man
wie folgt interpretieren: Der Median erreicht bei einer Stichprobe vom Umfang 100 in etwa
die gleiche Prézision, wie der Mittelwert bei einer Stichprobe vom Umfamg 64.

Beispiel 5.5.4. Die Laplace-Dichte h(z) = ie”*l, z € R. Es gilt 2(0) = 3, Varg X; = 2 und
somit

Do |

U% = 1, 0'% =2, AREMedeW =2>1.
In diesem Beispiel ist also der Median besser. Bei einer Stichprobe vom Umfang 100 erreicht

der Median in etwa die gleiche Prézision, wie der Mittelwert bei einer Stichprobe vom Umfang
200.

Beispiel 5.5.5. Die Cauchy-Dichte h(z) = > 1715, v € R. Es gilt £(0) = & und somit ist die
asymptotische Varianz des Medians gegeben durch
2
2 _ T
o1 =7

Der Mittelwert ist aber gar nicht asymptotisch normalverteilt, da die Cauchy-Verteilung

keinen wohldefinierten Erwartungswert (und auch keine Varianz) besitzt und der zentrale
Grenzwertsatz (auf dem (5.5.2)) basiert) nicht anwendbar ist!
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Aufgabe 5.5.6. Seien Xi,..., X, unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariablen
mit der Cauchy-Dichte

1 1

7l+ (z—6)%
Zeigen Sie, dass die Dichte des Mittelwerts X, ebenfalls durch hy(x) gegeben ist. Hinweis:
Berechnen Sie die charakteristische Funktion von X,,.

ho(z) = reR,0eR.

Aufgabe 5.5.7. Zeigen Sie, dass X,, kein schwach konsistenter Schitzer fiir 6 ist.
Aus Aufgabe folgt, dass sich die Qualitit des Schétzers X,, bei wachsendem Stichpro-
benumfang nicht verbessert: X,, hat die gleiche Verteilung wie X;. Der statistische Fehler
X,,—0 hat Groenordnung 1 fiir jedes n. Dabei hat der Fehler Xy, /o) — 6 die Groienordnung
1/+/n, siehe . In diesem Beispiel ist also der Mittelwert unendlich viel schechter als
der Median! Symbolisch kénnen wir das zusammenfassen als

AREpea mw = +00.

Die obigen drei Beispiele zeigen, dass die Antwort auf die Frage, welcher Schétzer (der
Median oder der Mittelwert) besser ist, von der zugrundeliegenden Verteilung abhéngt. Als
Kompromisslosung, die bei allen moglichen h’s brauchbare Ergebnisse liefert, kann man den
sogenannten Hodges-Lehmann-Schdatzer fiir den Lageparameter betrachten:

HL := Median {M} .
2 1<i<j<n

Man kann zeigen, dass HL. einem @hnlichen zentralen Grenzwertsatz wie der Median geniigt
und dass die asymptotische Varianz durch

2 1
THL T (T B2 (x)da)?

gegeben ist. Im Fall der Normalverteilung ergibt sich

3
™

Das heifit, HL ist nur unwesentlich schlechter als der Mittelwert. Aulerdem kann man zeigen,
dass fiir jede symmetrische Dichte h mit endlicher Varianz

108
€HL MW Z E = 0.864.

Das heifit, HL ist niemals wesentlich schlechter als der Mittelwert. Dabei gibt es Verteilungen
(wie die Cauchy-Verteilung), bei denen HL unendlich viel besser als der Mittelwert ist.

Aufgabe 5.5.8. Seien Xj,...,X, unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariablen
mit X; ~ Poi(\), wobei A > 0 ein unbekannter Parameter sei. Betrachten Sie die folgenden
beiden Schitzer fiir § := e™* = Py[X; = 0]:

R 1 & R e
01(11) - E z; IL{X¢=0}7 0%2) —=e ¥,
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Sind diese Schéitzer erwartungstreu/asymptotisch erwartungstreu? Zeigen Sie, dass beide
Schétzer asymptotisch normal verteilt sind und bestimmen Sie die asymptotische relative
Effizienz. Welcher Schitzer ist im Sinne der asymptotischen relativen Effizienz besser?

Aufgabe 5.5.9. Seien X1, Xo,... unabhingige Zufallsvariablen mit der Dichte h(z — ),
wobei h die sogenannte logistische Dichte

1
(e—x/Z 4 e+a:/2)2 ’
bezeichne und 0 € R der unbekannte Lageparameter sei. Zeigen Sie, dass der Hodges-
Lehmann-Schétzer (genauso wie der Maximum-Likelihood-Schéitzer) asymptotisch die Cramér-
Rao-Schranke erreicht.

h(z) = z €R,

Aufgabe 5.5.10. Seien X1,..., X, ~ N(O,a2) unabhingig mit einem unbekannten o2.

Zeigen Sie, dass die folgenden beiden Schitzer fiir o

5(1) .— fliy)ﬂ 5(2) .
o, = il, oy =
2n —

stark konsistent und asymptotisch normalverteilt sind und bestimmen Sie die asymptoti-
sche relative Effizienz. Welcher Schétzer ist asymptotisch besser?
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KAPITEL 6

Statistische Entscheidungstheorie

6.1. Verlustfunktion, Risiko, Minimax-Schéitzer

Es sei (X, A, (Pp)oco) ein statistisches Modell. Das heifit, X ist die Menge aller moglichen
Stichproben, A ist eine o-Algebra auf X und (Py)geo ist eine Familie von Wahrscheinlich-
keitsmaflen auf (X,.4). Nun wird eine Stichprobe X geméifl einem Wahrscheinlichkeitsmaf
Py zuféllig aus X gezogen, wobei § € © unbekannt bleibt. Wir konstruieren einen Schétzer
0 : ¥ — © und versuchen, den Parameter § € © durch 6(X) zu schiitzen. Stellen wir uns
nun vor, dass wir fiir den Fehler, den wir dabei typischerweise machen, eine Strafe der Grofie
D(6,6(X)) auferlegt bekommen, wobei D : © x © — [0, 00) eine vorgegebene Funktion ist,
die Verlustfunktion genannt wird. Natiirliche Beispiele von Verlustfunktionen sind:

(1) quadratische Verlustfunktion: D(6) = || — 6]|;
(2) absoluter Fehler: D(0) = ||0 — 0|[;

(3) LP-Verlust: D(0) = [|0 — GHP

(4) Null-Eins-Verlust: D(0) = 15,

wobei wir in den ersten drei Féllen voraussetzen, dass © C R™ ist, und [|§ — || den Eukli-
dischen Abstand zwischen 6 und 6 bezeichnet.

Definition 6.1.1. Das Risiko eines Schitzers @ ist
R(60;0) = EgD(0,6(X)).

Im Folgenden werden wir sehr oft 4 als eine Abkiirzung fiir die Zufallsvariable é(X ) benutzen.

Beispiel 6.1.2. Fiir die quadratische Verlustfunktion D(6,0) = (6 — )2 (wobei © C R
vorausgesetzt wird) stimmt das Risiko mit dem mittleren quadratischen Fehler iiberein:

R(0:0) = Eg(0 — 0)* = MSEy(0) = Var, 0 + (Biasg 0)>.

Man kann das Risiko benutzen, um verschiedene Schétzer miteinander zu vergleichen: je
kleiner das Risiko, umso besser der Schétzer.

Definition 6.1.3. Wir sagen, dass ein Schétzer 6, gleichmdfig besser als ein anderer

Schiitzer 65 ist, wenn X A
R(0;0,) < R(0;6,) fiir alle 6 € ©.
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ABBILDUNG 1. Die Risikofunktionen R(6;6;) (blau) und R(6;6s) (rot) aus Bei-
spiel Der Stichprobenumfang ist n = 100.

Es kann aber durchaus passieren, dass R(0;60,) < R(0';6s) fiir ein gewisses ¢ € © und
R(0”;6,) > R(0";0,) fiir ein anderes " € ©. In diesem Fall ist kein Schiitzer gleichmiBig bes-
ser als der andere. Es wire deshalb schon, die Qualitét eines Schétzers durch eine Zahl (und
nicht durch eine Funktion von ) charakterisieren zu kénnen. Dazu gibt es zwei natiirliche
Ansitze. Zuerst betrachten wir den Minimax-Ansatz.

( M)

Definition 6.1.4. Das mazimale Risiko cines Schitzers 0 ist
M(6) = sup R(6;0).
0O

Definition 6.1.5. Ein Schétzer 0 heifit Minimaz-Schitzer, wenn das maximale Risiko
von 6 nicht grofler ist, als das maximale Risiko jedes anderen Schétzers 6, d.h. wenn
sup R(0;0) = inf sup R(6;6).
0cO 0 6co
. J

Beispiel 6.1.6. Seien Xj, ..., X, unabhingige, mit Parameter § € (0, 1) Bernoulli-verteilte
Zufallsvariablen. Wir benutzen die quadratische Verlustfunktion D(0,0) = (6 — 0)2. Wir
werden nun zeigen, dass der Mittelwert él := X, erstaunlicherweise kein Minimax-Schitzer
fiir 6 ist. Die Risikofunktion von 6; ist gegeben durch

o(1— )

R(6:6,) = Vary 0, + (Biasg 6,) = Vary 0, = -

Fiir das maximale Risiko von 6, erhalten wir somit

M(6) = sup 01 -9) — i
0e€(0,1) n 4n
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Betrachte nun den Schéatzer
A S, + «

T a+B8+n
wobei 5, = X7 +...4+ X, und die Konstanten «, # > 0 noch zu wéhlen sind. Dieser Schétzer
ist der Bayes-Schétzer fiir 6 wenn die a-priori-Verteilung von 6 eine Beta(c, 3)-Verteilung
ist, vgl. Beispiel . Das Risiko von 6, ist

2
R(6; éz) = Vary él + (Biasyp él)Q — nf(1 —0) n ( nb + « 9) |

(a+B+n)? \a+pB+n

Wir wollen nun a und 3 so wihlen, dass die Funktion R(6;6,) nicht von 6 abhingt. (Der
Grund dafiir wird spéter ersichtlich sein, siehe Satz . Nach einer einfachen Rechnung
kann man sich iiberzeugen, dass dies fiir « = g = %\/ﬁ der Fall ist. Der Schétzer 6 und sein
Risiko sehen in diesem Fall wie folgt aus:

~ Sp+ivn - n 1
b= RO = e <

Somit ist #; kein Minimax-Schétzer. Spéter werden wir zeigen, dass 8, der Minimax-Schétzer
ist. Es sei aber bemerkt, dass die Menge aller 0, fiir die 6y besser als 0 ist, ein (bei grofem
n) sehr kleines Intervall um % ist und dass der Unterschied zwischen den Risiken von ¢; und

6 auf diesem Intervall sehr gering ist. Fiir alle anderen 6’s ist der konventionelle Schitzer 6
besser.

Aufgabe 6.1.7. Welche Linge hat das Intervall {6 € (0,1): R(6;60;) > R(0,65)}?

6.2. Bayes-Schétzer

Nun betrachten wir den Bayes-Ansatz zur Charakterisierung des Risikos eines Schétzers.
Wir nehmen an, dass fiir den Parameter 6 eine a-priori-Verteilung, also ein Wahrschein-
lichkeitsmafl auf O, vorgegeben ist. Der Einfachheit halber beschrinken wir uns auf den
Fall, wenn ©® C R™ eine messbare Menge mit positivem Lebesgue-Maf ist und die a-priori-
Verteilung von 6 eine Lebesgue-Dichte ¢ : © — R, besitzt.

( )

Definition 6.2.1. Das Bayes-Risiko eines Schétzers 0 unter der a-priori-Verteilung ¢
ist gegeben durch

~

By(6) = | R(o:)a(0)e.

Definition 6.2.2. Ein Schétzer 0 heifit der Bayes-Schitzer (unter der a-priori-Verteilung
q), wenn das Bayes-Risiko von 6 nicht grofler ist, als das Bayes-Risiko jedes anderen
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Schiitzers 0, d.h. wenn

A

B,(0) = inf B,(0).

(. J

( )
Annahme: Es gibt ein o-endliches Mal A auf (X,.4), sodass alle Wahrscheinlich-
keitsmafle Py, # € O, absolut stetig bzgl. A sind. Die Dichte von Py bzgl. A heifit die
Likelihood-Funktion und wird mit L(z;6) bezeichnet.

. J

Wir leiten nun eine alternative Formel fiir das Bayes-Risiko Bq(é) her. Stellen wir uns vor,

dass die Stichprobe x € X bekannt ist. Nach dem Bekanntwerden von x dndert sich unsere

Vorstellung iiber die Verteilung von 6: Die a-posteriori-Dichte von 6 bei bekannter Stichprobe

x ist gegeben durch

q(0)L(x;0)

(6.2.1) o(0lz) =  wobei m(z) = /@ Lz )q(t)dt.

Dabei ist m(x) die Dichte (bzgl. \), dass eine Stichprobe x € X bei einem zufilligen und
geméf der a-priori-Dichte ¢ verteilten Parameter 6 beobachtet wird.

e )

Definition 6.2.3. Schitzen wir bei einer gegebenen Stichprobe x € X den Parameter

0 durch einen Wert a € O, so ist das dadurch entstehende a-posteriori-Risiko gegeben
durch

r(a|x):/®D(9,a)q(0|x)d6’.

Insbesondere definieren wir das a-posteriori-Risiko eines Schditzers R ) gegeben
die Stichprobe x € X als

r(6)z) :r(é(x)|x):/@D(e,é@))q(mx)de.

(. J

Der néchste Satz besagt, dass wir das Bayes-Risiko berechnen kénnen, indem wir das a-
posteriori-Risiko iiber alle moglichen Stichproben x € X integrieren, wobei der Beitrag der
Stichprobe x mit der Dichte m(z) gewichtet wird.

A

Satz 6.2.4. Fiir das Bayes-Risiko B, () gilt die Formel

B,(0) = /3€ r(0]x)m(z)A(dz).

Beweis. Mit der Definition von B,(f) gilt

B, () /@ EyD (0, 6(X))g(0)d0 — /e /x D(0, () L(z: 0)g(0)\(dz)do,
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wobei wir die Formel
BD(68.0(X) = | D(6,6(2))L(ai6)(k)
X

benutzt haben. Indem wir nun (6.2.1)) und danach den Satz von Fubini benutzen, erhalten

//D 0, 0(z))q(0)x)m(z)A(dz) de—//D (0, 0(x))q(0)x)m(z)dON(dz).

Mit Definition [6.2.3] ergibt sich die Behauptung des Satzes. 0

Nun konnen wir den Bayes-Schétzer sogar berechnen. Bei einer gegebenen Stichprobe z € X
muss man den Wert a € © finden, der das a-posteriori-Risiko r(a|z) minimiert. Dieser Wert
ist dann der Bayes-Schétzer.

( N

Satz 6.2.5. Fiir alle x € X sei
0(x) = argmin r(alz) = argmln/ D(0,a)q(0|x)d

a€® a€d®

Dann ist 6 ein Bayes-Schiitzer von 6 zur a-priori-Verteilung g.
. J

Beweis. Aus der Definition von 0(x) folgt, dass r(alz) > r(0(x)|z) fir alle a € O. Sei
0 : X — O ein Schitzer von #. Mit Satz gilt

B,(0) = / r(@(2)|)m(x)A(dz) > / r(B()|2)m()A(d) = By(6).

Somit ist 6 ein Bayes-Schétzer. O

e I
Korollar 6.2.6. Sei © C R ein Intervall und betrachte die quadratische Verlustfunktion

D(#, é) = (0 — 9)2 Dann ist der Bayes-Schétzer gegeben durch den Erwartungswert der
a-posteriori-Verteilung, d.h.
_ / 0g(6])do.
e

Fassen wir 6 als Zufallselement mit Werten in © und Dichte ¢, so kénnen wir auch
schreiben

6(z) = E[A|X = z].

Beweis. Geméf Satz miissen wir die folgende Funktion minimieren:
fla) = [ (6~ @2a(blo)6 =E[(Z - ), ace.
e

wobei Z eine Zufallsvariable mit der Dichte ¢(f|z) sei. Es ist eine Ubung zu zeigen, dass das
Minimum von E[(Z — a)?] fiir a = EZ erreicht wird. O
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Korollar 6.2.7. Sei © C R ein Intervall und betrachte die Verlustfunktion D(6,0) =
|0—0|. Dann ist der Bayes-Schétzer gegeben durch den Median der a-posteriori-Verteilung,

d.h. 6(z) ist die Losung von
| atia0 =,

2
—0o0
wobei wir hier die Schwierigkeiten ignorieren, die wegen Nichtexistenz oder Nichteindeu-

tigkeit der Losung entstehen konnen.
. J

Beweis. Laut Satz miissen wir die folgende Funktion minimieren:

fmyiéw—ﬂmwumezmz—aL aco,

wobei Z eine Zufallsvariable mit der Dichte ¢(f|z) sei. Das Minimum von E|Z — a| wird
erreicht, wenn a der Median von Z ist (Ubung). O

6.3. Konstruktion des Minimax-Schitzers

Nun werden wir einen Zusammenhang zwischen den Bayes-Schétzern und dem Minimax-
Schétzer herstellen.

( M)

Satz 6.3.1. Sei 6 der Bayes-Schézer, der einer a-priori-Verteilung ¢(6) entspricht. Falls
R(6;6) < B,(8) fiir alle 6 € ©,

dann ist 0 ein Minimax-Schéatzer.
N\ J

Beweis. Sei 6 nicht minimax. Dann gibt es einen anderen Schétzer 0o mit

sup R(0;0,) < sup R(0;0).
USS) €O

Nun ist aber der Erwartungswert einer Zufallsvariable immer kleiner als ihr Maximum:
B,(6y) = / R(0:0,)q(0)d0 < sup R(6; 6y).
S C)

Es folgt aus den obigen Ungleichungen, dass

Bq(éO) < sup R(0; é) < Bq(é)7
6O

wobei wir die Voraussetzung benutzt haben. Dies ist ein Widerspruch, denn wir haben vor-
ausgesetzt, dass 0 ein Bayes-Schétzer ist. O

Bemerkung 6.3.2. Die Verteilung ¢ aus Satz heifit die ungiinstigste a-priori- Verteilung
fiir den Schétzer 6, denn fiir jede andere a-priori-Verteilung qo(6) gilt

Bu(0) = [ RO:0)a(0)00 < [ B,0)an(0)a0 = By(0)
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Somit ist die Qualitiat des Schitzers 0 unter der a-priori-Verteilung schlechter, als unter jeder
anderen a-priori-Verteilung qq.

( M)

Satz 6.3.3. Sei 0 ein Bayes-Schiitzer fiir die a-priori-Verteilung q(0) mit
C':= R(#;0) = const fiir alle 6 € ©.

Dann ist § minimax.
N\ J

Beweis. Fiir das Bayes-Risiko von 6 gilt

B,(0) = /@R(G; 0)q(0)do = C/@q(@)d& = C > R(6;0) fiir alle 0 € ©.

Nun folgt die Behauptung aus Satz [6.3.1| O

Beispiel 6.3.4. Seien X7, ..., X,, ~ Bern(#) unabhéngig, wobei 6 € [0, 1]. Die Verlustfunk-
tion sei quadratisch. Wir haben bereits gesehen, dass die Risikofunktion des Schétzers

o _ Snt n
T n+vn
nicht von @ abhingt. AuBerdem ist 05 der Bayes-Schiitzer, wenn wir Beta(%\/ﬁ, %\/ﬁ) als a-

priori-Verteilung wihlen, s. Beispiel Somit ist 05 ein Minimax-Schiétzer. Die ungiinstigste
a-priori-Verteilung ist in diesem Modell die Beta-Verteilung

Beta (%\/ﬁ %ﬁ) |

Der konventionelle Schéitzer X, ist erstaunlicherweise nicht minimax fiir die quadratische
Verlustfunktion. Damit X,, minimax wird, muss man eine unkonventionelle Verlustfunktion
betrachten.

Aufgabe 6.3.5. Seien X1,..., X, ~ Bern(f) unabhingig und identisch verteilt, wobei
6 € (0,1). Betrachten Sie die Verlustfunktion

iy (0-0)
D(0,0) = =)
(a) Bestimmen Sie das Risiko des Schiitzers § = X, als Funktion von 6.
(b) Zeigen Sie, dass X, der Bayes-Schiitzer von 6 fiir die a-priori-Dichte ¢(f) =
H[O,l](a) ist.
(c) Zeigen Sie, dass X,, der Minimax-Schiitzer von @ fiir die angegebene Verlustfunk-
tion D ist.

Aufgabe 6.3.6. Seien X1,..., X, ~ N(6,1) unabhéngige und identisch verteilte Zufalls-
variablen, wobei 6 € R. Betrachten Sie die Verlustfunktion D(0,0) = (6 — 0)?. Zeigen Sie,
dass X,, der Minimax-Schétzer von 6 ist, wie folgt:

(a) Bestimmen Sie den Bayes-Schiitzer # von 6 fiir die a-priori-Verteilung N(0, ¢?),
wobei ¢ > 0 sei.
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(b) Bestimmen Sie das Bayes-Risiko dieses Schiitzers und zeigen Sie damit, dass fur
einen beliebigen Schitzer 6 die folgende Ungleichung gilt:

sup R(0;6) > 1
6eR n

(c) Folgern Sie, dass X,, der Minimax-Schiitzer von 0 ist.

Aufgabe 6.3.7. Sei X ~ N(6,1) (d.h. die Stichprobe besteht aus einem Element), wobei
der Parameterraum © := [—m, m] mit 0 < m < 1 sei. Die Verlustfunktion sei quadratisch,
d.h. D(6,0) = (0 — 0)2.
(a) Betrachten Sie die a-priori-Verteilung (keine Dichte!) p mit u({—m}) = p({+m}) =
1/2 und beweisen Sie fiir den entsprechenden Bayes-Schétzer die Formel
0(x) = mtanh(maz), wobei tanhz = i.
e? +e %

(b) Zeigen Sie, dass fiir diesen Schiitzer R(6;0) < B,(f) gilt und dass das Risiko
R(0;0) nicht konstant ist.
(c) Folgern Sie, dass # ein Minimax-Schétzer ist.

6.4. Statistik als Zweipersonenspiel

Es gibt eine interessante Interpretation der statistischen Entscheidungstheorie als ein Zwei-
personenspiel. Man betrachte ein Spiel mit zwei Spielern A und B. Spieler A habe Strategien
Aq, ..., A, zur Verfiigung, wiahrend die moglichen Strategien des Spielers B mit By, ..., B,
bezeichnet seien. In jeder Runde des Spiels wéhlt jeder Spieler unabhéngig vom anderen Spie-
ler eine der ihm zur Verfiigung stehenden Strategien. Wahlt A Strategie A; und B Strategie
B;, so sei der Gewinn von A in der entsprechenden Runde gleich w;; (wobei diese Zahl auch
negativ sein darf). Das Spiel wird also durch die Matrix (u;;) eindeutig beschrieben, die auch
die Auszahlungsmatriz genannt wird. Das Ziel von A ist es, seinen Gewinn zu maximieren.
Im Gegenteil ist Spieler B bestrebt, den Gewinn von A zu minimieren.

Beispiel 6.4.1. Beim Spiel ,,Schere, Stein, Papier, Brunnen®“ hat jeder der beiden Spieler
die 4 genannten Strategien zur Verfiigung. Die Regeln sind wie folgt: Stein schlidgt Schere,
Papier schldgt Stein, Brunnen schlédgt Stein, Schere schldgt Papier, Brunnen schliagt Schere
und Papier schligt Brunnen. Der Gewinn ist bei verschiedenen Symbolen gleich 4+1. Bei
gleichen Symbolen ist der Gewinn 0. Die Auszahlungsmatrix sieht somit folgendermaflen
aus:

Spieler B
Schere Stein Papier Brunnen
Schere 0 —1 +1 —1
Spieler A Stein +1 0 -1 -1
Papier -1 +1 0 +1
Brunnen | +1 +1 —1 0

Das Spiel besteht aus unendlich vielen Runden. Am obigen Beispiel sieht man, dass es
ungiinstig ist, sich fiir eine Strategie zu entscheiden, und diese immer zu verwenden (dieses
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Vorgehen nennt man reine Strategie). Spielt z.B. einer der Spieler immer Schere, so merkt
das der andere Spieler nach einigen Runden und antwortet dann mit Stein. Giinstiger ist
es, eine gemischte Strategie zu verwenden, bei der in jeder Runde eine der vier Strategien
zufillig ausgewéahlt wird.

Definition 6.4.2. Eine gemischte Strategie von A ist ein Vektor z = (z1,...,2,,) mit
1+ ...+ x, =1und z1,...,x, > 0. Eine gemischte Strategie von B ist ein Vektor
y= Y1, -, Yp) Mt y1 + ... +y, =1L und y1,...,y, > 0.

Interpretation: A wéhlt Strategie A; mit Wahrscheinlichkeit z;; B wihlt Strategie B; mit
Wahrscheinlichkeit y;. Da die Spieler unabhéngig voneinander agieren, ist der erwartete
Gewinn von A gegeben durch

Gla,y) =Y ) uyzy;.

i=1 j=1

Aufgabe 6.4.3. Nehmen wir an, B spielt die ,naive“ gemischte Strategie (%,%,%, i)
Welche gemischte Strategie ist fiir A optimal?

Wir betrachten nun das Spiel aus Sicht der beiden Spieler.

A denkt: Angenommen, ich wéihle eine gemischte Strategie x. Nach geniigend vielen Runden
wird B meine Strategie erkennen und seinerseits eine gemischte Strategie y benutzen, die
G(x,y) minimiert. Ich muss also das folgende Optimierungsproblem lésen:

Bestimme x, das min, G(z,y) maximiert.

B denkt: Angenommen, ich wihle eine gemischte Strategie y. Nach geniigend vielen Runden
wird A meine Strategie erkennen und seinerseits eine gemischte Strategie x benutzen, die
G(z,y) maximiert. Ich muss also das folgende Optimierungsproblem lésen:

Bestimme y, das max, G(x,y) minimiert.

Es stellt sich heraus, dass die Losungen der beiden Probleme, die Maximin und Minimaz
heiflen, iibereinstimmen.

e R

Satz 6.4.4 (von Neumann, 1928). Es gilt

max min  G(z,y) = min max  G(z,y).
1., Zm >0 Y1..,Yyn >0 Y1.-,Yn>0 Z1...,2m >0
1+ tTm=1y1+...+yn=1 Yy1+..+yn=1lz1+...+xm=1
(. /
e )

Definition 6.4.5. Ein Paar von gemischten Strategien (z*, y*) heit Nash-Gleichgewicht,
wenn keiner der beiden Spieler seine Position durch einseitiges Abweichen von seiner ge-
mischten Strategie verbessern kann, d.h.

e Fiir jede gemischte Strategie x von A gilt G(z,y*) < G(z*, y*).
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L e Fiir jede gemischte Strategie y von B gilt G(z*,y) > G(z*, y*). J

Aufgabe 6.4.6. Zeigen Sie, dass im Spiel ,,Schere, Stein, Papier, Brunnen“ das Paar

¥ =y = (%, 0, %, %) ein Nash-Gleichgewicht bildet.

Aufgabe 6.4.7. Zeigen Sie, dass im Spiel ,Schere, Stein, Papier“ (ohne Brunnen) das

Paar z* = y* = (%, %, %) ein Nash-Gleichgewicht bildet.
Nun koénnen wir eine Interpretation der statistischen Entscheidungstheorie als Zweipersonen-
spiel beschreiben. Sei (X, .A, (Pg)gco) ein statistisches Modell und D : © x © — [0, 00) eine
Verlustfunktion. Wir betrachten zwei Spieler, die als Natur und Statistiker bezeichnet wer-
den. Das Spiel verlauft wie folgt. Die Natur wéhlt ein 6 € ©. Gleichzeitig und unabhéngig
von der Natur wihlt der Statistiker einen Schiitzer  : ¥ — ©. Nachdem das Paar (6,0)
gewahlt wurde, wird eine Stichprobe X geméf Py zufillig gezogen und der Gewinn der Na-
tur (bzw. der Verlust des Statistikers) ist D(6,0(X)). Bei einem gegebenen Paar (6,0) ist
der erwartete Gewinn der Natur gegeben durch das Risiko

R(0;0) = EgD(0,0(X)).

Die Funktion R ist somit ein Analogon der Auszahlungsmatrix.

Die reinen Strategien der Natur sind alle moglichen Parameter 6 € ©. Die Natur kann aber
auch eine gemischte Strategie verwenden, die durch ein Wahrscheinlichkeitsmafl (zur Verein-
fachung: Dichte ¢) auf dem Parameterraum © beschrieben wird. Antwortet der Statistiker
auf eine solche gemischte Strategie mit einem Schétzer é, so ist sein erwarteter Verlust nichts
anderes als das Bayes-Risiko des Schitzers f:

N

B,(0) = /@ R(6,0)q(6)do.

Die beste Antwort des Statistikers ist also der Bayes-Schétzer.

Die reinen Strategien des Statistikers sind alle moglichen Schétzer. Es ist interessant, dass
sich gemischte Strategien fiir den Statistiker gar nicht lohnen. Stellen wir uns z.B. vor,
der Statistiker wiirde eine gemischte Strategie der folgenden Art einsetzen: Er sucht sich n
Schétzer él, el én aus und wihlt dann den Schéatzer éj mit Wahrscheinlichkeit y; > 0, wobei
Y1+ ...+ y, = 1. Sein erwarteter Verlust wére dann

U By(01) + ...+ yuBy(6,) > Inin B,(6;),

=1,..,n

denn (yi, ..., y,) ist ein Wahrscheinlichkeitsvektor. Der Statistiker hétte einfach den Schétzer
0; mit dem kleinsten Bayes-Risiko benutzen koénnen, der dann mindestens genauso gut wie
die gemischte Strategie wére.

Nun betrachten wir das Geschehen aus Sicht der beiden Spieler.

Natur denkt: Ich wahle eine gemischte Strategie g. Der Statistiker, der ja rational han-
delt, wird diese Strategie nach mehreren Runden erkennen und mit dem entsprechenden
Bayes-Schétzer antworten. Mein Gewinn ist dabei das Bayes-Risiko dieses Schétzers, das ich
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maximieren mochte. Also muss ich als meine gemischte Strategie die ungiinstigste a-priori-
Verteilung auswihlen!

Statistiker denkt: Gemischte Strategien lohnen sich fiir mich nicht. Also wéhle ich eine reine
Strategie, d.h. einen Schétzer 6. Die Natur wird diesen Schitzer nach mehreren Runden
rekonstruieren konnen. Sie wird dann mit dem Wert 6 antworten, der ihren Gewinn R(6, é)
maximiert. Mein Verlust ist also gegeben durch das maximale Risiko von 6:

M(6) = sup R(6;0).
60

Somit muss ich denjenigen Schitzer § wihlen, der den Wert M(6) minimiert, also den
Minimax-Schétzer!

Handeln beide Seiten rational, so muss das Spiel im Nash-Gleichgewicht verharren: Die Natur
wiahlt 0’s zufillig geméafl der ungiinstigsten a-priori-Verteilung, wéahrend der Statistiker darauf
mit dem entsprechenden Bayes-Schétzer antwortet, der gleichzeitig der Minimax-Schétzer ist,
s. Abschnitt 6.3
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KAPITEL 7

Dichteschatzer

Angenommen wir beobachten eine Stichprobe (z1,. .., x,), wie z.B. diese (wobei jeder Punkt
der Stichprobe als ein vertikaler Strich dargestellt wird):

L e e Py

-4 6
Wir gehen davon aus, dass zq, ..., z, eine Realisierung von unabhéngigen und identisch ver-
teilten Zufallsvariablen X, ..., X, mit unbekannter Dichte f ist. In diesem Kapitel werden

wir die Dichte f schétzen. Das Schwierige an diesem Problem ist, dass wir keine parametri-
schen Annahmen an die Dichte f machen wollen.

Zunéchst einmal kann man die folgende Idee ausprobieren. Wir kénnen die Verteilungsfunk-
tion F' unserer Zufallsvariablen durch die empirische Verteilungsfunktion ﬁn schitzen. Die
Dichte f ist die Ableitung der Verteilungsfunktion F'. Somit kénnen wir versuchen, die Dich-
te f durch die Ableitung von F, zu schiitzen. Diese Idee funktioniert allerdings nicht, da
die Funktion F, nicht differenzierbar (und sogar nicht stetig) ist. Man muss also andere
Methoden benutzen.

7.1. Histogramm

Wir wollen nun das Histogramm einfiihren, das als ein sehr primitiver Schétzer fiir die Dichte
aufgefasst werden kann. Sei (z1,...,x,) € R™ eine Stichprobe. Sei ¢y, . . ., ¢; eine aufsteigende
Folge reeller Zahlen mit der Eigenschaft, dass die komplette Stichprobe x4, ..., z, im Inter-
vall (co, c) liegt. Typischerweise wihlt man die Zahlen ¢; so, dass die Absténde zwischen
den aufeinanderfolgenden Zahlen gleich sind. In diesem Fall nennt man h := ¢; — ¢;_; die
Bandbreite.

Die Anzahl der Stichprobenvariablen z; im Intervall (¢;_1, ¢;] wird mit n; bezeichnet, somit
gilt

n
ni :Zlmje(ci—l,ci]a 1=1,...,k.
Jj=1

Teilt man n; durch den Stichprobenumfang n, so fithrt dies zur relativen Hdiufigkeit
n;
fi=—.

n

Als Histogramm wird die graphische Darstellung dieser relativen Haufigkeiten bezeichnet,
siehe Abbildung . Man konstruiert ndmlich iiber jedem Intervall (¢;_1, ¢;] ein Rechteck mit
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ABBILDUNG 1. Das Histogramm einer Stichprobe vom Umfang n = 200. Die glatte
blaue Kurve ist die wahre Dichte f, die in der Praxis unbekannt ist.

dem Flacheninhalt f;. Das Histogramm ist dann die Vereinigung dieser Rechtecke. Es ist
offensichtlich, dass die Summe der relativen Haufigkeiten 1 ergibt, d.h.

k
Zfi =L
i=1

Das bedeutet, dass der Flacheninhalt unter dem Histogramm gleich 1 ist. Aulerdem gilt

fi > 0.
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ABBILDUNG 2. Das Histogramm einer Stichprobe vom Umfang n = 200 mit einer
schlecht gewahlten Bandbreite h = ¢; — ¢;_1. Links: Die Bandbreite ist zu klein.
Rechts: Die Bandbreite ist zu grof3. In beiden Fillen zeigt die glatte blaue Kurve die
wahre Dichte f.

Das Histogramm hat den Nachteil, dass die Wahl der ¢;’s bzw. die Wahl der Bandbreite
h willkiirlich ist. Wird die Bandbreite zu klein oder zu grof§ gew#hlt, so kommt es zu Hi-
stogrammen, die die Dichte nur schlecht approximieren, siehe Abbildung [2] AuBerdem ist
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das Histogramm eine lokal konstante, nicht stetige Funktion, obwohl die Dichte f in vielen
Beispielen stetig und nicht lokal konstant ist. Im néchsten Abschnitt betrachten wir einen
Dichteschétzer, der zumindest von diesem zweiten Nachteil frei ist.

7.2. Kerndichteschatzer

Wir werden nun eine bessere Methode zur Schéatzung der Dichte betrachten, den Kerndich-
teschétzer.

Definition 7.2.1. Ein Kern ist eine messbare Funktion K : R — [0, 00), so dass

(1) K(z) > 0 fur alle x € R und
(2) [3 K(x)dz =1.

Die Bedingungen in der Definition eines Kerns sind somit die gleichen, wie in der Definition
einer Dichte.

e R

Definition 7.2.2. Sei (x1,...,2,) € R" eine Stichprobe. Sei K ein Kern und h > 0 ein
Parameter, der die Bandbreite heifit. Der Kerndichteschdtzer ist definiert durch

~ 1 - r — T
fn(x)inle< - > z € R.

(. J

Bemerkung 7.2.3. Jedem Punkt x; in der Stichprobe wird in dieser Formel ein ,Beitrag*

der Form
1 T — x;
—K
nh ( h )

zugeordnet. Der Kerndichteschétzer fn ist die Summe der einzelnen Beitridge. Das Integral
jedes einzelnen Beitrags ist gleich 1/n, denn

—K der=—- | K(y)dy = —.
/Rhn ( h > o n/R (v)dy n

Um das Integral zu berechnen, haben wir dabei die Variable y := *5* mit dy = dﬁ eingefiihrt.

Somit ist das Integral von f,, gleich 1:

/R fo(a)dz = 1.

Es ist auBerdem klar, dass f,(z) > 0 fiir alle 2 € R. Somit ist f, tatsichlich eine Dichte.

Bemerkung 7.2.4. Die Idee hinter dem Kerndichteschétzer zeigt Abbildung [3} Auf dieser
Abbildung ist der Kerndichteschétzer der Stichprobe

(—4,-3,-2.5,4.5,5.0,5.5,5.75, 6.5)

zu sehen. Die Zahlen aus der Stichprobe werden durch rote Kreise auf der x-Achse dargestellt.
Die gestrichelten griinen Kurven zeigen die Beitrdge der einzelnen Punkte. In diesem Fall
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ABBILDUNG 3. Konstruktion des Kerndichteschitzers.

benutzen wir den GauB-Kern, der unten eingefiihrt wird. Die Summe der einzelnen Beitrége
ist der Kerndichteschétzer f,,, der durch die schwarze Kurve dargestellt wird.

In der Definition des Kerndichteschétzers kommen zwei noch zu wéhlende Parameter vor:
der Kern K und die Bandbreite h. Fiir die Wahl des Kerns gibt es z.B. die folgenden
Méglichkeiten, s. Abbildung [4]

1.0
0.8
0.6
0.4
0.2

-4 2 2
ABBILDUNG 4. Beispiele von Kernen: Rechteckskern, Gaufl, Epanechnikov, Bisquare.

Beispiel 7.2.5. Der Rechteckskern ist definiert durch
1
K(x) = 5%6[—1,1]-

Der mit dem Rechteckskern assoziierte Kerndichteschétzer ist somit gegeben durch

1 &
n =5 7 Lecle—he
fn() ok ; i€lz—h+h]

und wird auch als gleitendes Histogramm bezeichnet. Ein Nachteil des Rechteckskerns ist,
dass er nicht stetig ist.

Beispiel 7.2.6. Der Gaufi-Kern ist nichts Anderes, als die Dichte der Standardnormalver-

teilung:
1 .
K(z) = \/_2_7Te_x 2 reR.
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Es gilt dann

1 T — 1 (x — x;)?
K - Y
h ( h ) mheXp< 2h? )
was der Dichte der Normalverteilung N(z;, h?) entspricht. Der Kerndichteschétzer fn ist das
arithmetische Mittel solcher Dichten.
Beispiel 7.2.7. Der Epanechnikov-Kern ist definiert durch
3
K(x) = {Z<1 — %), fallsz € (-1,1),
0, sonst.
Dieser Kern verschwindet auflerhalb des Intervalls (—1, 1), hat also einen kompakten Tréiger.
Beispiel 7.2.8. Der Bisquare-Kern ist gegeben durch

B —22)2  fall —1,1
K(x):{66< x?)?,  falls x € (—1,1),
, sonst.

Dieser Kern besitzt ebenfalls einen kompakten Tréager und ist glatter als der Epanechnikov-
Kern.

Wir miissen noch beschreiben, wie wir den Kern K und die Bandbreite A wahlen. Man kann
zeigen, dass die Wahl des Kerns nicht kritisch ist: so liefern z.B. der Gaufl-Kern und der
Epanechnikov-Kern sehr &hnliche Ergebnisse. Viel wichtiger ist die Wahl der Bandbreite,
s. Abbildung [5l Bei einer zu kleinen Bandbreite A kommt es zum sogenannten , unders-
moothing*: fn(a:*) hat viele sehr hohe ,,Peaks“ und ist sehr klein sonst. Bei einer zu grofien
Bandbreite ist f, () sehr flach (,oversmoothing®).

06
05
04F

03F

02F

%

-4 -2 0 2 4 6

ABBILDUNG 5. Das kann bei einer falschen Wahl der Bandbreite passieren. Blaue
Kurve: Die wahre Dichte (eine Mischung aus zwei Normalverteilungen). Schwarze
Striche: Die Stichprobe vom Umfang n = 200. Rote Kurve: Kerndichteschétzer.
Links: Die Bandbreite ist zu klein (undersmoothing). Rechts: Die Bandbreite ist zu
grof} (oversmoothing).
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7.3. Optimale Wahl der Bandbreite

In diesem Abschnitt untersuchen wir den Bias und die Varianz des Kerndichteschétzers. Als
Anwendung werden wir eine Regel zur Wahl der Bandbreite herleiten. Unser Ziel ist es, die
wichtigsten Ideen zu skizzieren. Wir werden uns hier nicht um eine strenge Begriindung der
Resultate kiimmern.

Seien X7, Xo,... unabhéngige identisch verteilte Zufallsvariablen mit einer Dichte f, die
nicht bekannt ist und geschétzt werden soll. Im Folgenden nehmen wir an, dass die Dichte
f hinreichend oft differenzierbar ist. Sei K ein Kern mit den Eigenschaften

(7.3.1) /RyK(y)dy =0, my:= /Ry2K(y)dy < 00.

Die erste Eigenschaft ist z.B. fiir symmetrische Kerne mit K (z) = K(—=z) erfullt. Wir be-
trachten den Kerndichteschétzer
X;
) , xeR.

p 1 < x
n(r) = — K
falw) = — ij (
Satz 7.3.1. Fiir den Bias des Kerndichteschétzers gilt
. 5 1
Bias fo(x) = Efa(w) — /(@) = 5 f"(@)mal® + o(h?), b1 0.

Beweis. Nach der Definition des Kerndichteschétzers fn(x) gilt

Ef,(z nhZEK( ):%EK(x_h)Q),

wobei wir benutzt haben, dass X1, ..., X, identisch verteilt sind. Es sei bemerkt, dass dieser
Ausdruck (und somit auch der Bias) nicht von n abhéngt. Da die Dichte von X gleich f ist,

gilt
B = [ 5 () f0ns = [ Kt~y

Nun benutzen wir die Taylor-Reihe fiir f in der Umgebung von x:
Flo —yh) = (&) ~ f'@hy + 57" + O, b0
Durch Einsetzen ergibt sich
Bfu(0) = f(o) [ K@)y = Fah [ gy + 57 @n [ Ky + om)

Unter Beriicksichtigung von fR (y)dy = 1 (nach Definition eines Kerns) sowie er-
halten wir, dass

p 1
Efu(w) = [(x) + 5" (@)mah® + o(h?).
Daraus ergibt sich die Behauptung des Satzes. U
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Satz 7.3.2. Es sei zusitzlich R(K) := [, K*(y)dy < co. Fiir die Varianz des Kerndich-
teschétzers gilt
; K
n Var f,(x) = % +0(1), hlo.

(. /

Beweis. Wegen der Unabhéngigkeit von X1, ..., X,, erhalten wir

o 1 T — Xl 1 9 (T — Xl 1 Tr — X1 2
nVarfn(x):ﬁVarK( . ) ZEEK ( . )+ (#EK( ; )) :
Der zweite Term ist (Ef,(2))2, was durch C abgeschiitzt werden kann. Wir schauen uns den
ersten Term an:

Lk (—TX) - [ ( - ) fe)z = 5 [ K5t — ki

Nach der Taylor-Entwicklung gilt f(z — hy) = f(z) + O(h), so dass

%EKQ (9” _th) _ %/Rm(wdy +O(1) = %R(K) L o).

Daraus ergibt sich die Behauptung. 0

Bemerkung 7.3.3. Idealerweise wiirden wir die Bandbreite h so wihlen, dass sowohl der
Bias als auch die Varianz klein sind. Dies fiihrt zum sogenannten Varianz-Bias-Dilemma:
Fiir kleine h ist der Bias zwar klein, die Varianz aber grof. Fiir grofle h ist die Varianz klein,
dafiir aber der Bias grofi. Man muss einen verniinftigen Kompromiss zwischen dem Bias und
der Varianz finden.

Zu diesem Zweck definieren wir den mittleren quadratischen Fehler des Kerndichteschétzers
an der Stelle x € R wie folgt:

MSE f, (2) = E[(fu(2) — f(2))?] = Var fu(z) + (Bias fu(2))”.

Indem wir nun die Entwicklungen fiir die Varianz und den Bias einsetzen und dabei die
Restterme ignorieren, erhalten wir eine Approximation an MSE, die asymptotischer mittlerer
quadratischer Fehler genannt wird:

s R(K 1 ?
AMSE f,(a) = T (L praymne )
nh 2
Wir wollen nun die Giite des Schétzers fn(a:) durch den integrierten asymptotischen mittleren
quadratischen Fehler messen:
5 R(K 1
AMISE(h) = / AMSE f,,(z)dx = RK) + -m3R(f")h*.
R nh 4
Dabei ist R(f") = [o(f"(x))*dz. Wir wollen nun die Bandbreite h so wéhlen, dass die
Funktion AMISE(h) minimiert wird. Es sei bemerkt, dass der erste Term fiir A | 0 gegen
+o0o strebt (kleine Bandbreiten sind schlecht), wihrend der zweite Term fiir k 1 +o0 gegen
+o00 divergiert (grofe Bandbreiten sind ebenfalls schlecht), s. Abbildung [6]
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ABBILDUNG 6. Varianz-Bias-Dilemma. Schwarze Kurven: Funktionen const - h—!
und const - A%, Blaue Kurve: deren Summe.

Indem wir die Ableitung auf 0 setzen, erhalten wir

(i)

Somit hat die optimale Bandbreite die Gré8enordnung const-n~/?, ein ziemlich unerwartetes
Ergebnis! Fiir den entsprechenden Fehler gilt

AMISE (Rgpt) = const - n =4/,

>
Qo
=
I
3
=

Ahnliche Berechnungen lassen sich iibrigens fiir das Histogramm durchfiithren und ergeben
die optimale Bandbreite const-n~'/3 und einen entsprechenden Fehler von const-n~2/3. Nun
gilt 4/5 > 2/3. Daran sieht man, dass der Kerndichteschétzer fiir groie Werte von n besser
als das Histogramm abschneidet.

Leider konnen wir die obige Formel fiir Ao in der Praxis nicht fiir die Wahl der Bandbreite
benutzen, denn die Formel enthélt eine unbekannte Grofie, ndmlich R(f”). Um diese Grofle
zu schitzen, miissten wir f” schitzen. Dies ist aber mindestens genau so schwer, wie f zu
schéitzen!

-4 -2 0 2 4 6

ABBILDUNG 7. Kerndichteschiitzer mit einer nach der Silverman-Regel gewihlten
Bandbreite. Blaue Kurve: Die wahre Dichte (eine Mischung aus zwei Normalver-
teilungen). Schwarze Striche: Die Stichprobe vom Umfang n = 200. Rote Kurve:
Kerndichteschétzer.
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Silverman-Faustregel[] Einen méglichen Ausweg hat Silverman vorgeschlagen. Wir soll-
ten im Ausdruck R(f”) = [,(f"(x))?dz die unbekannte Dichte f durch die Dichte einer
Normalverteilung ersetzen, die die gleiche Varianz wie f besitzt. Der Erwartungswert spielt
dabei keine Rolle, denn R(f”) &dndert sich nicht, wenn wir f(z) durch f(z —a) ersetzen. Wir
werden also die Bandbreite genauso wihlen, wie wir sie fiir die Normalverteilung mit der glei-
chen Varianz wihlen wiirden (Normalverteilung als ,, Goldstandard*). Die Varianz von f ist
zwar auch unbekannt, kann aber durch die empirische Varianz S? der Stichprobe Xi, ..., X,
geschitzt werden. Wir bezeichnen die Dichte der Normalverteilung mit Erwartungswert 0
und Varianz 2 durch

1 e_xQ /(202)'

2mo

Es gilt g(t; S?) = S 1g(t/S,; 1). Wir ersetzen R(f”) durch
R= [ @ shiae = [ (5% (/8,500 = 5.7 [ (g"(w)do =
R R R

Die Faustregel von Silverman fiir die Wahl der Bandbreite lautet somit

1
N K)\53 1
hSilverman = < ﬁR_( ) ) Snn* 5,

2
6ms;

g(z;0%) =

6 s
ﬁsn .

Im Spezialfall, wenn K(z) = \/%e_“fg/ 2 der GauB-Kern ist, ergibt sich die Formel

iLSilverman = (4/3)1/557”571/5 ~ 1.06 - Snnfl/‘r’_

Die Silverman-Regel ist nicht flexibel genug, da sie auf der Annahme beruht, dass die Dichte
yungefihr die gleiche Form® besitzt, wie die Normalverteilung. Wir werden deshalb eine
andere, sehr interessante Methode betrachten, die Kreuzvalidierung heifit. Diese Methode ist
sehr allgemein und kann in vielen weiteren Problemen der nichtparametrischen Statistik zur
Wahl von Regularisierungsparametern angewendet werden, z.B. bei der nichtparametrischen
Regression.

Kreuzvalidierung (Kleinste-Quadrate-Version). Wir versuchen, die folgende Funktion
durch eine geeignete Wahl der Bandbreite A zu minimieren:

90 = [ Gunto) = f@)Pda = [ frwao+ [ Plaste =2 [ fuaa)fe)s = min.

Wir haben fn,h anstelle von fn geschrieben, um die Abhéangigkeit von h zu verdeutlichen.
Der erste Term kann (als Funktion von h) berechnet werden. Im zweiten Term ist zwar f(z)
unbekannt, dies stellt aber kein Problem dar, denn der zweite Term héngt von h nicht ab
und kann deshalb weggelassen werden. Wir schauen uns den dritten Term an. Sei also

L(h) := /R Fon(@) f(z)de.

'Englisch: Silverman’s rule of thumb
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Leider ist in diesem Term f(z) unbekannt. Sei X eine weitere, von X, ..., X,, unabhéngige
Zufallsvariable mit Dichte f. Dann kénnen wir

L(h) = Efun(X)

schreiben, wobei der Erwartungswert E mittels Integration iiber alle moglichen Werte von
X berechnet wird (wahrend die Stichprobe z,...,x, als deterministisch betrachtet wird).
Einen solchen Erwartungswert kann man schétzen, indem man einen Mittelwert iiber n
Realisierungen von fn(X ) bildet. Dafiir brauchten wir n Realisierungen von X, die von
fu (x), also von xy, ..., x,, unabhingig sind. Wir kénnen zwar 1, ..., z, als Realisierungen
von X betrachten (alle Zufallsvariablen haben die gleiche Dichte f), diese sind aber von
sich selbst leider abhéngig. Und nun tritt die Idee der Kreuzvalidierung auf die Biithne. Wir
wahlen ein x; aus der Stichprobe aus und betrachten es als eine Realisierung von X. Die
verbleibenden n — 1 Elemente der Stichprobe (die ja von z; unabhéngig sind!) benutzen wir
um einen ,,one-leave-out* Kerndichteschétzer

2(—1) ': 1 K T — Tk R
S (@) (n—1Dh 2~ ( h ) TER

zu konstruieren, der als Ersatz von fnh(x) benutzt wird. Dabei basiert fn,h auf einer Stichpro-
be vom Umfang n, wihrend sein one-leave-out-Analogon f,(L;f) ein Element weniger benutzt.

Dies sollte aber bei einem grofien n kein grofler Unterschied sein. Wir fassen nun f,(L_hZ)(:vl)

als eine Realisierung von f,, ,(X) auf und betrachten den folgenden Schiitzer von L(h):
. 1 = o
Lh) =~ S £ (@)
i=1

Jedes Element x; wird benutzt, um die Bandbreite eines auf allen anderen Elementen ba-
sierenden Kerndichteschétzers zu ,validieren“. Wir kénnen also J(h) (ohne den zweiten,
konstanten Term) durch die sogenannte Kreuzvalidierungsfunktion

Jo(h) = /R f2p(x)de — %Z 750 (@)
1=1

schitzen. Die Bandbreite h sollte nun so gewihlt werden, dass jo(h) minimal wird. Die
Berechnung der Funktion jo(h) ist wegen der vielen Summen etwas aufwendig, kann aber
fiir die von uns betrachtete Stichprobe vom Umfang n = 200 auf einem Laptop in wenigen
Minuten durchgefiithrt werden, s. Abbildung [8 links. Das Minimum wird fiir A ~ 0.407
erreicht. Der entsprechende Kerndichteschétzer wird auf Abbildung [8] rechts, gezeigt.

Kreuzvalidierung (Maximum-Likelihood-Version). Wir wollen die Bandbreite h so
wiihlen, dass der Kerndichteschiitzer f, ,(z) die Dichte f(x) mdglichst gut approximiert. Die
Dichte f ist zwar unbekannt, hat aber Spuren in Form der Stichprobe x4, ..., z, hinterlassen.
Da die Stichprobe zq, ..., z, gemafl der Dichte f erzeugt wurde, sollte die Likelihood dieser

~

Stichprobe beziiglich f,, ,(z) moglichst grof sein. Man kann also versuchen, die Bandbreite
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ABBILDUNG 8. Links: Kreuzvalidierungsfunktion Jy(h). Rechts: Der Kerndich-
teschitzer (rote Kurve), dessen Bandbreite h ~ 0.407 die Kreuzvalidierungsfunktion
minimiert, und die wahre Dichte (blaue Kurve).

so zu wahlen, dass die Log-Likelihood-Funktion

l@zZmﬁm»

maximiert wird. Leider funktioniert dieser Zugang nicht. Bei sehr kleinen Bandbreiten h ~
0 erreicht fn,h sehr hohe Werte an den Stellen zq,...,x,, weshalb das Maximum an der
Stelle h = 0 erreicht wird! Wir haben aber bereits auf Abbildung [5| gesehen, dass h = 0
eine schlechte Wahl ist. Worin bestand nun unser Fehler? Wir haben z; benutzt, um die
Dichte fn,h zu validieren, die selbst von z; abhédngt. Der Berater, den wir zur Expertise

herangezogen haben, war befangen! Um die Unabhéngigkeit zu erreichen, betrachten wir die
)

, also

Log-Likelihoods von x; beziiglich des one-leave-out-Kerndichteschéitzers frg_hl

I(h) = Z log ffl_hz) (x;).
i=1

Wir wahlen die Bandbreite h als Maximierer dieser Funktion.
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682
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ABBILDUNG 9. Kreuzvalidierungsfunktion [ (h) und der entsprechende Kerndichteschitzer.
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In dem von uns betrachteten Beispiel lisst sich die Funktion [ (h) schnell numerisch berech-
nen, s. Abbildung [9] Das Maximum wird an der Stelle h ~ 0.362 erreicht.
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KAPITEL 8

Wichtige statistische Verteilungen

In diesem Kapitel werden wir die wichtigsten statistischen Verteilungsfamilien einfiithren. Zu
diesen zéhlen neben der Normalverteilung die folgenden Verteilungsfamilien:

(1) Gammaverteilung (Spezialfille: Pearson-y2-Verteilung und Erlang-Verteilung);
(2) Betaverteilung;

(3) Student-t-Verteilung;

(4) Fisher-Snedecor-F-Verteilung.

Diese Verteilungen werden wir spéter fiir die Konstruktion von Konfidenzintervallen und
statistischen Tests benotigen.

ABBILDUNG 1. Karl Pearson, William Gosset (Student), Ronald Fisher, George Snedecor

8.1. Gammafunktion und Gammaverteilung

Definition 8.1.1. Die Gammafunktion ist gegeben durch

() :/ t*letdt, a>0.
0

Folgende Eigenschaften der Gammafunktion werden oft benutzt:
(1) T'(a+1) = al'(«a).
(2) I'(n) = (n—1)!, falls n € N.
(3) T(1) = V7.
Die letzte Eigenschaft kann man wie folgt beweisen: Mit ¢ = %2 und dt = wdw gilt

1 1 V2 w2 <2
r (—) = / t72eldt = £e_dew = \/5/ e 2 dw = /T,
0 0 0

2 w
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ABBILDUNG 2. Der Graph der Gammafunktion.

denn fooo e_wTde = %\/27r.

( )

Definition 8.1.2. Eine Zufallsvariable X ist Gammaverteilt mit Parametern o > 0 und
A > 0, falls fiir die Dichte von X gilt

(. J

Notation 8.1.3. X ~ Gamma(a, A).

Aufgabe 8.1.4. Zeigen Sie, dass fooo %xo‘_le_/\xdx =1.

Bemerkung 8.1.5. Die Gammaverteilung mit Parametern o = 1 und A > 0 hat Dichte
Ae™ ¢t > 0, und stimmt somit mit der Exponentialverteilung mit Parameter ) iiberein.

1.0 1.0 1.0
08 08 08

0.6 0.6 0.6,

0. 0. 0.
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4

ABBILDUNG 3. Dichten der Gammaverteilungen mit verschiedenen Werten des
Parameters a. Links: v < 1. Mitte: & = 1 (Exponentialverteilung). Rechts: a > 1.

Satz 8.1.6. Sei X ~ Gamma(a, \) eine Gammaverteilte Zufallsvariable. Dann sind
die Laplace-Transformierte my(t) := Ee!* und die charakteristische Funktion ¢x(t) :=
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Ee™ gegeben durch

mx(t) = o (fir ¢t < ), ¢X@)::(—$%5H(ﬁnte;Ry

Beweis. Fiir die Laplace-Transformierte ergibt sich

1) = tx a—1 —)\:pd _ / a—1 —(A—t)md ]
mx (t) /0 e —F(a)x e dx o) J, % e x

Dieses Integral ist fiir t < A konvergent. Indem wir nun w = (\ — )z einsetzen, erhalten wir,
dass

. (t)_ 2\ /oo L a—le_w dw B G 1 /oowa_le_wdw_;
) Sy, \ A=t A—t  T(a)(A=0) J, (1= b

Wenn man nun komplexe Werte von t zuldsst, dann sind die obigen Integrale in der Halbebene
Ret < X konvergent. Somit stellt my (¢) eine analytische Funktion in der Halbebene Ret < A
dar und ist fiir reelle Werte von ¢ gleich 1/(1 — £)® Nach dem Prinzip der analytischen
Fortsetzung (Funktionentheorie) muss diese Formel in der ganzen Halbebene gelten. Indem
wir nun die Formel fiir Zahlen der Form ¢ = is benutzen (die in der Halbebene fiir alle s € R
liegen), erhalten wir, dass

1
px(s) = mx(is) = 5
(1—=5%)
Somit ist die Formel fiir die charakteristische Funktion bewiesen. O

Aufgabe 8.1.7. Zeigen Sie, dass fiir X ~ Gamma(a, A) gilt

« «
EX = X, VarX = ﬁ

Der néchste Satz heifit die Faltungseigenschaft der Gammaverteilung.

Satz 8.1.8. Sind die Zufallsvariablen X ~ Gamma(a, A) und Y ~ Gamma(3, \) un-
abhéangig, dann gilt fiir die Summe

X 4+Y ~ Gamma(a + 8, A).

Beweis. Fiir die charakteristische Funktion von X + Y gilt wegen der Unabhéngigkeit
1 1 1
90X+Y(t) = @X(t) : SOY(t) = 7 : i = i .
(-9 G- a-H
Dies ist die charakteristische Funktion einer Gamma(a + 5, A)-Verteilung. Da die charak-
teristische Funktion die Verteilung eindeutig bestimmt, muss X + Y ~ Gamma(a + 3, )

gelten. O

8.2. Pearsonsche Y?-Verteilung
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Definition 8.2.1. Seien X7, ..., X,, ~ N(0, 1) unabhéngige und standardnormalverteil-
te Zufallsvariablen. Dann heifit die Verteilung von

Xi4 ..+ X2

die x2- Verteilung mit n Freiheitsgraden.

Notation 8.2.2. X? + ...+ X2 ~ \2.

Bemerkung 8.2.3. Die Verteilung von \/ X%+ ...+ X2 heiit die x-Verteilung mit n Frei-
heitsgraden und wird mit y,, bezeichnet.

0.5

— =1

n=2
0.4

m—n=3

0.3

0.2

0.1

0.0
0 5 10 15 20

ABBILDUNG 4. Dichten der y2-Verteilungen mit n = 1,..., 10 Freiheitsgraden.

Wir werden nun zeigen, dass die y2?-Verteilung ein Spezialfall der Gammaverteilung ist.
Zuerst betrachten wir die x2-Verteilung mit einem Freiheitsgrad.

Satz 8.2.4. Sei X ~ N(0, 1). Dann ist X? ~ Gamma(3, 3). Symbolisch: x? < Gamma(3, 3).

Beweis. Wir bestimmen die Laplace-Transformierte von X2

1 z2 1 1-2t 2 1
my2(t) = BetX* = / ot (—6_2) dx = —/e‘?w dr = ——.
xe(1) . o Vor Ju V=2

Das gilt fiir komplexe ¢t mit Ret < % Insbesondere erhalten wir mit ¢ = s, dass fiir die

charakteristische Funktion von X? gilt

1
ox2(s) = ﬁ’ seR.
Dies entspricht der charakteristischen Funktion einer Gammaverteilung mit Parametern o =
1/2 und A = 1/2. Da die charakteristische Funktion die Verteilung eindeutig festlegt, erhalten

wir, dass X? ~ Gamma(3, 3). O
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Satz 8.2.5. Seien Xj,..., X, ~ N(0, 1) unabhingige Zufallsvariablen. Dann gilt

1
X12+...+X5~Gamma(g,§).

Symbolisch: y2 < Gamma(2, 1).

. J
Beweis. Wir haben bereits gezeigt, dass X7, ..., X? ~ Gamma(2, 1). AuBlerdem sind die Zu-
fallsvariablen X?, ..., X2 unabhingig. Der Satz folgt aus der Faltungseigenschaft der Gam-
maverteilung. ([l

Bemerkung 8.2.6. Die Dichte einer x2-Verteilung ist somit gegeben durch

1 n_q1 _z
= — r2 e 2, x>0.
221(3)

fx%<x>

Fiir die Dichte einer y,-Verteilung erhilt man dann z.B. mit dem Transformationssatz
2 o2

_ n—1_—%-
frn (@) = —Q%F(g)x e 2, x>0.

Beispiel 8.2.7. Seien X, Xy ~ N(0, 1) unabhéngige Zufallsvariablen. Dann gilt

1 1
X} + X3 ~ Gamma <1, 5) ~ Exp (5) .

Symbolisch: x3 < Exp(3).

Aufgabe 8.2.8. Sei S, ~ x2.

(a) Zeigen Sie, dass S”—\/%” n%o N(0,1).

(b) Zeigen Sie, dass /S, — /n _)i> N(0,1/2) (Fisher-Approximation).

Beispiel 8.2.9 (Maxwell-Boltzmann-Verteilung). Es seien (X, X, X3) die drei Komponen-
ten der Geschwindigkeit eines Molekiils in einem idealen Gas. Da die Anzahl der Molekiile
sehr grofl ist und auch die Geschwindigkeit eines Molekiils sich sehr oft chaotisch &ndert,
fasst man (X7, X, X3) als einen Zufallsvektor auf, dessen Dichte laut Gibbs-Verteilung pro-
portional zu

1 m
exXp {—kB—TEkin} = exp {—m(ﬂf% + SL’% + 37%)} .
sein muss, wobei T' die (absolute) Temperatur des Gases, kg = 1.38-1072*J/ K die Boltzmann-
Konstante und m die Masse des Molekiils ist.
Somit sind X7, X5, X3 unabhingig und normalverteilt mit Parametern 0 und o = kgT/m.
Es folgt, dass die kinetische Energie Fy, = 2(X7 + X3 + X3) bis auf einen Skalierungsfaktor

x3-verteilt ist. Der Betrag der Geschwindigkeit V := \/X?+ X3 + X2 ist (bis auf einen
Faktor) ys-verteilt:

V/o ~ xs.
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Die Dichte von V' heifit die Mazwell-Boltzmann-Verteilung und berechnet sich leicht zu

3/2 2
m muv
— 4v? — > 0.
fr(v) (27rk;BT) ™ eXp{ 2kBT}’ !

8.3. Poisson-Prozess und die Erlang-Verteilung

Um den Poisson-Prozess einzufiihren, betrachten wir folgendes Modell. Ein Gerét, das zum
Zeitpunkt 0 installiert wird, habe eine Lebensdauer Wj. Sobald dieses Gerat kaputt geht,
wird es durch ein neues baugleiches Gerit ersetzt, das eine Lebensdauer Wy hat. Sobald
dieses Gerét kaputt geht, wird ein neues Gerét installiert, und so weiter. Die Lebensdauer
des i-ten Gerétes sei mit W; bezeichnet. Die Zeitpunkte

Sp=Wi+...4+4W,, neN,
bezeichnet man als Erneuerungszeiten, denn zu diesen Zeiten wird ein neues Gerét installiert.

Folgende Annahmen tiber W7y, Ws, ... erscheinen plausibel. Wir nehmen an, dass Wy, W, . ..
Zufallsvariablen sind. Da ein Gerét nichts von der Lebensdauer eines anderen mitbekommen
kann, nehmen wir an, dass die Zufallsvariablen Wi, W5, ... unabhéngig sind. Da alle Geréte
die gleiche Bauart haben, nehmen wir an, dass Wi, W, ... identisch verteilt sind. Welche
Verteilung soll es nun sein? Es erscheint plausibel, dass diese Verteilung gedéchtnislos sein
muss, also werden wir annehmen, dass Wy, Ws, ... exponentialverteilt sind.

Definition 8.3.1. Seien Wy, W5, ... unabhéngige und mit Parameter A\ > 0 exponenti-
alverteilte Zufallsvariablen. Dann heifit die Folge S1,S5,... mit S,, = Wj + ...+ W, ein
Poisson-Prozess mit Intensitit .

ABBILDUNG 5. Eine Realisierung des Poisson-Prozesses.

Wie ist nun die n-te Erneuerungszeit S, verteilt? Da W; ~ Exp(\) ~ Gamma(1, \) ist, ergibt
sich aus der Faltungseigenschaft der Gammaverteilung, dass

Sy ~ Gamma(n, \).

Diese Verteilung (also die Gamma(n, A)-Verteilung, wobei n eine natiirliche Zahl ist), nennt
man auch die Erlang- Verteilung.

Aufgabe 8.3.2. Zeigen Sie, dass ES,, = § und Var S, = 5.

Wir werden nun kurz auf die Bezeichnung ,, Poisson-Prozess® eingehen. Betrachte ein Intervall
I = [a,b] C [0,00) der Linge | := b — a. Sei N(I) eine Zufallsvariable, die die Anzahl der
Erneuerungen im Intervall I z&hlt, d.h.:

N(I) =) lger.
k=1
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Satz 8.3.3. Es gilt N(I) ~ Poi(Al).

Beweisidee. Betrachte ein sehr kleines Intervall [¢,¢ + §], wobei 6 ~ 0. Dann gilt aufgrund
der Gedéchtnislosigkeit der Exponentialverteilung

P[3 Erneuerung im Intervall [t, ¢ + J]] = P[3 Erneuerung im Intervall [0, d]].

Die Wahrscheinlichkeit, dass es mindestens eine Erneuerung im Intervall [0, §] gibt, ldsst sich
aber folgendermaflen berechnen:

P[3 Erneuerung im Intervall [0,6]] = P[W; < 8] =1 —e ™ ~ Ad.

Wir kénnen nun ein beliebiges Intervall I der Lange [ in ~ [/§ kleine disjunkte Intervalle der
Lange ¢ zerlegen. Fiir jedes kleine Intervall der Lange 0 ist die Wahrscheinlichkeit, dass es in
diesem Intervall mindestens eine Erneuerung gibt, ~ A\d. Aulerdem sind verschiedene kleine
Intervalle wegen der Gedéchtnislosigkeit der Exponentialverteilung unabhéngig voneinander.
Somit gilt fiir die Anzahl der Erneuerungen N (/) in einem Intervall I der Léange [

N(I) ~ Bin (é, )\5) ~ Poi(\l),

wobel wir im letzten Schritt den Poisson-Grenzwertsatz benutzt haben. O

8.4. Empirischer Erwartungswert und empirische Varianz einer
normalverteilten Stichprobe

Der néchste Satz beschreibt die gemeinsame Verteilung des empirischen Erwartungswerts
X, und der empirischen Varianz S? einer normalverteilten Stichprobe.

e )
Satz 8.4.1. Seien Xj,..., X, unabhingige und normalverteilte Zufallsvariablen mit Pa-
rametern 4 € R und o2 > 0. Definiere

_ Xi+...+X 1 « _
Xn = e X; — X,,)%

Dann gelten folgende drei Aussagen:
(1) Xn ~ N(p, %2)
(2) B35~
(3) Die Zufallsvariablen X,, und (";;2)5’21 sind unabhéngig.

& J

Bemerkung 8.4.2. Teil 3 kann man auch wie folgt formulieren: Die Zufallsvariablen X,
und S2 sind unabhiingig.

Beweis von Teil 1. Nach Voraussetzung sind Xy, ..., X, normalverteilt mit Parametern
(i, 0%) und unabhingig. Aus der Faltungseigenschaft der Normalverteilung folgt, dass die
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Summe X +. ..+X,, normalverteilt mit Parametern (nu, no?) ist. Somit ist X,, normalverteilt
mit Parametern (u, "72) O

Die in Teil 3 behauptete Unabhéngigkeit haben wir bereits aus dem Satz von Basu hergeleitet
(s. Korollar 4.14.4]). Der Vollstandigkeit halber geben wir hier einen unabhéngigen, direkten
Beweis.

Die folgende Uberlegung vereinfacht die Notation im Rest des Beweises. Betrachte die stan-
dardisierten Zufallsvariablen
’ Xz — U
o
Es seien X/ der empirische Mittelwert und S die empirische Varianz dieser Zufallsvariablen.
Dann gilt

~ N(0,1).

= ]_ i ! —./ 2 n I —./ !
Xn = - Z( Xz + M) = UXn + [, Si = d Z(Xz - Xn)2 = U2Sn2‘

n 4 n—14
=1 =1

Um die Unabhiingigkeit von X,, und S? zu zeigen, reicht es, die Unabhingigkeit von X! und
S zu zeigen. Auflerdem ist

(n—1)5,  (n—1)S7

o? 1
Fiir den Rest des Beweises kénnen wir also annehmen, dass X1, ..., X, standardnormalver-
teilt sind, ansonsten kann man stattdessen X7,..., X/ betrachten.

Beweis von Teil 3. Seien also Xi,..., X, ~ N(0,1). Wir zeigen, dass X,, und S? un-
abhéngig sind.

SCHRITT 1. Wir kénnen S? als eine Funktion von X, — X,,..., X, — X, auffassen, denn
wegen y - (X; — X,) =0 gilt

(n—1)82 = (i(xi - Xn)> + i(xi X)) = p(Xe — Xy X — X,

=2

wobei

n 2 n
p(xe, ... x,) = (le> —|—fo
i=2 =2

Somit geniigt es zu zeigen, dass die Zufallsvariable X,, und der Zufallsvektor (Xo—X,,, ..., X,—
X,,) unabhéngig sind.

SCHRITT 2. Dazu berechnen wir die gemeinsame Dichte von (X, X5 — X,,,..., X, — X,,).
Die gemeinsame Dichte von (X, ..., X,) ist nach Voraussetzung

i) = () o (-5 30

Betrachte nun die Funktion ¢ : R™ — R"™ mit ¢ = (11, ...,1,), wobei

w1<x17"'7$n) :En7 w2($17"'7xn) :x2_in7 ) ¢n(xla"'7xn> =Tn — Tp.
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Die Umkehrfunktion ¢ = ¢~! ist somit gegeben durch ¢ = (¢1, ..., ¢,) mit

LYy Yn) =Y — D Yir G2(U1s- - Yn) = Y1+ Y2s s DYy Yn) = Y1+ Y-
1=2

Die Jacobi-Determinante von ¢ ist konstant (und gleich n, wobei dieser Wert eigentlich nicht
benotigt wird).

SCHRITT 3. Fiir die Dichte von (X,, Xo — X,,,..., X,, — X,,) = ¥(X1,..., X,,) gilt mit dem
Dichtetransformationssatz

g(ylv"'7yn) :nf(mla-"axn>

(27)2 2 — —
n nyy 1 — 5 1 "
= e ——= e —= - ;
(27")5 p( 2 ) P 2 Z:2y 2 <;y>
Somit ist X,, unabhiingig von (X5 — X,,,..., X, — X,). O

Beweis von Teil 2. Es gilt die Identitét

Z:=Y X}=> (X; = X,) + (VnX,)’ = Z1 + Za.
i=1 i=1

Dabei gilt:

(1) Z ~ x2 nach Definition der x*-Verteilung.

(2) Zy ~ X%, denn /nX, ~ N(0,1).

(3) Z; und Z, sind unabhéngig (wegen Teil 3 des Satzes).
Damit ergibt sich fiir die charakteristische Funktion von Z;:

1

pz(t)  a-an? 1
Yz (t) = = 1 = ; :
1= 92i)(n-1)/2
pu) - L T )
Somit ist (n —1)S2 = Z; ~ Gamma(%5+, 3) < 2. O

8.5. Student-t-Verteilung

Definition 8.5.1. Seien X ~ N(0,1) und U ~ x? unabhéngige Zufallsvariablen, wobei
r € N. Die Zufallvariable

V:

-

heifit t-verteilt mit r Freiheitsgraden.

(. /

Notation 8.5.2. V ~ t,.
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ABBILDUNG 6. Dichten der t,.-Verteilungen mit r = 1,...,5 Freiheitsgraden.

Satz 8.5.3. Die Dichte einer t-verteilten Zufallsvariable V' ~ ¢, ist gegeben durch

_ () L
MOTTY Rae o

teR

Beweis. Nach Definition der ¢-Verteilung gilt die Darstellung
X

wobei X ~ N(0,1) und U ~ x? unabhéngig sind. Die gemeinsame Dichte von X und U ist
gegeben durch

—_

2 u 2

PR
2

Fru(wu) = ——e 7 - 22"
V2r 25T(L)

reR, u>0.

Die Umkehrabbildung ist somit x = v\/g und v = w. Die Jacobi-Determinante der Um-
kehrabbildung ist \/g . Somit gilt fiir die gemeinsame Dichte von (V, W)

2

w 1 vw wze 7 [w
'U7w g x, — = € - T -
Frw(v,w) = fxy(@,y) Vr  Vor P ( 2r ) 2:I(5) Vr

Somit kann die Dichte von V' wie folgt berechnet werden:

& 1 & U2 1 r+1 g
fv<U> = /0 fV,W(v,w)dw = m/ﬁ exp (—w <§ + 5)) w 2 dw.
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Mit der Formel [~ w® 'e™*"dw = L@ herechnet sich das Integral zu

)\Ot
1 () (%) 1
fV(U) = 'r/2 r 2 1y rt1 = 1—\ r 2\ kL "
\V27r2 F(i) (5—1—5) 2 (5) 1/7’71'(1—1—7) 2
Dies ist genau die gewiinschte Formel. 0

Beispiel 8.5.4. Die Dichte der t;-Verteilung ist fy () = + = und stimmt somit mit der
Dichte der Cauchy-Verteilung iiberein.

Aufgabe 8.5.5. Zeigen Sie, dass fiir r — oo die Dichte der t,-Verteilung punktweise gegen
die Dichte der Standardnormalverteilung konvergiert.

Satz 8.5.6. Seien X, ..., X, unabhingige und normalverteilte Zufallsvariablen mit Pa-
rametern (p, 0?). Dann gilt
_ fo

X —
VB A N(0,1), VR

(. /
Beweis. Die erste Formel folgt aus der Tatsache, dass X, ~ N(p, %2) Wir beweisen die
zweite Formel. Es gilt die Darstellung

~ tp—1.

Da nach Satz|8.4.1| die Zufallsvariablen \/ﬁ@ ~ N(0,1) und ("_U;Q)S’% ~ X2_, unabhiingig

sind, hat \/n ‘(g—;“ eine t-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden. ([l

8.6. Fisher-F-Verteilung

Definition 8.6.1. Seien r,s € N Parameter. Seien U, ~ x? und U, ~ x? unabhéngige
Zufallsvariablen. Dann heifit die Zufallsvariable

U./r
T /s
F-verteilt mit (r, s)-Freiheitsgraden.
(. J
Notation 8.6.2. W ~ F, ;.
( R

Satz 8.6.3. Die Dichte einer F-verteilten Zufallsvariable W ~ F, ; ist gegeben durch

D(H2) r\s t5-
ror () |

1

fw(t) = t>0.

r4+s ?

1+ Zt) 2

S
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ABBILDUNG 7. Dichte der F-Verteilung mit (10, 8)-Freiheitsgraden.
Beweis. Wir werden die Dichte nur bis auf die multiplikative Konstante berechnen. Die
Konstante ergibt sich dann aus der Bedingung, dass die Dichte sich zu 1 integriert. Wir

schreiben f(t) o g(t), falls f(t) = Cg(t), wobei C' eine Konstante ist.
Wir haben die Darstellung

U,/r
W = ,
Us/s
wobei U, ~ x? und U, ~ x? unabhiingig sind. Fiir die Dichten von U, und U, gilt
fUr (x) (8 x%e_$/27 st (x) X x%e_$/2’ x > O

Somit folgt fiir die Dichten von U, /r und Us/s, dass

() o & e, f (o) oc T

Fiir die Dichte von W gilt die Faltungsformel:
w®) = [ Tl o) o)
R

Indem wir nun die Dichten von U, /r und U,/s einsetzen, erhalten wir, dass
& r— T s— s r— & r— s— t
fw () o / y(yt) T e Fy T e Fdy t22/ yTE T exp (—y (% + g)) dy.
0 0

Mit der Formel [;*y* e~ dy = % berechnet sich das Integral zu

=22 e > 0.

r—2
r—2 1 t?
fW(t) 0.8 t 2 T+s X r+s °
(rt+s)=% 1+
Dies ist genau die gewiinschte Dichte, bis auf eine multiplikative Konstante. 0
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KAPITEL 9

Konfidenzintervalle

9.1. Definition eines Konfidenzintervalls

Sei (Pp)pco eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien auf dem Stichprobenraum (%, .A). In
diesem Kapitel ist © = (a,b) C R ein Intervall. Seien X eine geméfl Py verteilte Stichprobe.
Wir haben uns bereits mit der Frage beschéftigt, wie man den unbekannten Parameter 6
anhand der Stichprobe X schétzen kann. Bei einer solchen Schétzung bleibt aber unklar,
wie grofl der méogliche Fehler, also die Differenz 6 — 0, ist. In der Statistik begniigt man sich
normalerweise nicht mit der Angabe eines Schétzers, sondern versucht auch den Schétzfehler
zu bestimmen, indem man ein sogenanntes Konfidenzintervall fiir # angibt. Das Ziel ist es,
das Intervall so zu konstruieren, dass es den wahren Wert des Parameters 6 mit einer grofien
Wahrscheinlichkeit (typischerweise 0.99 oder 0.95) enthiilt.

( )

Definition 9.1.1. Sei a € (0, 1) eine kleine Zahl, typischerweise o = 0.01 oder o = 0.05.
Es seien §: X - RU {—o0} und 0 : X — R U {400} zwei Stichprobenfunktionen mit

O(x) < O(z) fiir alle z € X.
Wir sagen, dass [0, 0] ein Konfidenzintervall fiir 6 zum Konfidenzniveau 1 — a € (0, 1)
ist, falls B
Pyld(X) <0 <H(X)] >1— « fiir alle 6 € ©.

(. J
Somit ist die Wahrscheinlichkeit, dass das zufillige Intervall (#,6) den richtigen Wert
enthélt, mindestens 1 — «, also typischerweise 0.99 oder 0.95.

Die allgemeine Vorgehensweise bei der Konstruktion der Konfidenzintervalle ist diese: Man
versucht, eine sogenannte Pivot-Statistik zu finden, d.h. eine Funktion 7'(X; §) der Stichprobe
X und des unbekannten Parameters 6 mit der Eigenschaft, dass die Verteilung von 7'(X; 6)
unter Py nicht von # abhéngt und explizit angegeben werden kann. Das heifit, es soll gelten,
dass
Py[T(X;0) < t] = F(t),

wobei F'(t) nicht von 6 abhéngt. Dabei soll die Funktion 7'(X; #) den Parameter 6 tatséchlich
auf eine nichttriviale Weise enthalten. Fiir a € (0,1) bezeichnen wir mit @), das a-Quantil
der Verteilungsfunktion F'; d. h. die Losung der Gleichung F(Q,) = «. Dann gilt

Py [Q% <T(X;0) SQI_%} =1—« fiir alle 0 € O.

Indem wir nun diese Ungleichung nach 6 auflésen, erhalten wir ein Konfidenzintervall fiir 6
zum Konfidenzniveau 1 — a.

Im Folgenden werden wir verschiedene Beispiele von Konfidenzintervallen betrachten.
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Aufgabe 9.1.2. Seien Xi,..., X, gleichverteilt auf [0, 6], wobei § > 0 unbekannt ist. Sei
M,, :== max{Xy,...,X,}. Bestimmen Sie ein a > 1 derart, dass [M,, aM,] ein Konfidenz-
intervall fiir # zum Niveau 1 — « bildet.

Aufgabe 9.1.3. Seien Xj,..., X, unabhéngige Zufallsvariablen mit der Dichte hg(z) =
e_(f”_@)ﬂzzg, wobei # € R der unbekannte Parameter sei. Als Schétzer fiir 8 betrachten wir
Y = min{Xj,..., X,,}. Finden Sie fiir ein gegebenes a € (0,1) Zahlen p und ¢ (die nicht
von 6 abhéngen) mit

]P’g[0<Y+p]:IP’9[9>Y+q]:%fﬁralleeeR

Konstruieren Sie ein Konfidenzintervall zum Niveau 1 — « fiir 6.

9.2. Konfidenzintervalle fiir die Parameter der Normalverteilung

In diesem Abschnitt seien X7, ..., X,, ~ N(u,0?) unabhiingige und mit Parametern (u, o?)
normalverteilte Zufallsvariablen. Unser Ziel ist es, Konfidenzintervalle fiir © und o2 zu kon-

struieren. Dabei werden wir vier Falle betrachten:

(1) Konfidenzintervall fiir ;1 bei bekanntem o?.
2

(2) Konfidenzintervall fiir g bei unbekanntem <.
(3) Konfidenzintervall fiir % bei bekanntem p.
(4) Konfidenzintervall fiir % bei unbekanntem .

Fall 1: Konfidenzintervall fiir 1 bei bekanntem o2. Es seien also X, ..., X,, ~ N(u, c?)
unabhiingig, wobei p unbekannt und o? bekannt seien. Wir konstruieren ein Konfidenzinter-
vall fiir p. Ein natiirlicher Schétzer fiir p ist X,,. Wir haben gezeigt, dass

2
XHNN(M,U—).
n

X —

Wir werden nun X,, standardisieren:

Vvn

Fiir o € (0,1) sei z, das a-Quantil der Standardnormalverteilung. D.h., z, sei die Losung
der Gleichung ®(z,) = «, wobei ® die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung
bezeichnet. Somit gilt

P, {Z; <+/n

Nach p umgeformt fithrt dies zu

~ N(0,1).

Xn_:u
o

< 213] =1—« fir alle p € R.

- o _ o .
P, {Xn—zl_; — S/LSXn—Zg\/ﬁ] =1—q« fiir alle p € R.
Wegen der Symmetrie der Normalverteilung ist ze = —2;_2. Somit ist ein Konfidenzintervall
zum Niveau 1 — « fiir p gegeben durch

g

Nk

— — o
|:Xn — 21_% Xn + 21_% :| .

NLD
Der Mittelpunkt dieses Intervalls ist X,,.
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Bemerkung 9.2.1. Man kann auch , nichtsymmetrische Konfidenzintervalle konstruieren.
Waihle dazu a; > 0, ag > 0 mit o = a1 + . Dann gilt

X, -
lm[%lsv% =
ag

Nach g umgeformt fithrt dies zu

< 21_64 =1—« fiir alle p € R.

=1—« fiir alle p € R.

Fus S

Wegen z,, = —2z1_,, fithrt dies zu folgendem Konfidenzintervall fiir p:

V ~ e X *ﬁ“f]

Interessiert man sich z. B. nur fiir eine obere Schranke fiir 4, so kann man a; = o und ag = 0
wiéhlen. Dann erhélt man folgendes Konfidenzintervall fiir p:

}m,a+%a£{_

N
Die Konstruktion der nichtsymmetrischen Konfidenzintervalle ldsst sich auch fiir die nach-
folgenden Beispiele durchfiihren, wird aber hier nicht mehr wiederholt.

Fall 2: Konfidenzintervall fiir ;1 bei unbekanntem o2. Es seien X,..., X, ~ N(u, c?)
unabhéngig, wobei 1 und o2 beide unbekannt seien. Wir konstruieren ein Konfidenzintervall
fiir p. Es gilt zwar nach wie vor, dass \/n 222 ~ N(0, 1), wir konnen das aber nicht fiir die
Konstruktion eines Konfidenzintervalls fiir 2 benutzen, denn der Parameter o2 ist unbekannt.
Wir werden deshalb ¢ durch einen Schitzer, ndmlich S? = == 3" (X; — X,,)?, ersetzen.
Wir haben im vorigen Kapitel gezeigt, dass

X0 — 1
x/ﬁsn

Sei t,,_1, das a-Quantil der ¢,,_;-Verteilung. Somit gilt

X, —
IP);,L,O'Q |:tn—17;‘ < \/ﬁ

n

~tp_q.

a < tn_171_3} =1—q« fir alle p € R, 02 > 0.

Nach g umgeformt fiihrt dies zu
Sn
n—l,% \/ﬁ

Wegen der Symmetrie der ¢-Verteilung gilt ¢,1 2 = —t,_1,1-2. Somit erhalten wir folgendes
Konfidenzintervall fiir g zum Niveau 1 — o

_ S _
P, o2 {Xn —tp-11-2 <pu<X,—t ] =1—a firalle g € R,0% > 0.

DR ]

Fall 3: Konfidenzintervall fiir 0° bei bekanntem p. Seien nun X7, . .., X,, ~ N(u,c?),
wobei p bekannt und o2 unbekannt seien. Wir konstruieren ein Konfidenzintervall fiir o2

145



Ein natiirlicher Schétzer fiir o2 ist

Dann gilt

ng’?z — (Xi—p ’ 2
?:Z( pu > ™ Xn:
=1

Sei x2 , das a-Quantil der y*-Verteilung mit n Freiheitsgraden. Dann gilt

nS2
Py [Xi; < 0-2n < Xi@—% =1—a fiir alle 0® > 0.

Nach 02 umgeformt fithrt dies zu folgendem Konfidenzintervall fiir o2 zum Niveau 1 — a:

nS?  nS?
2 ’ 2 :
Xn,l—% Xn,%

Es sei bemerkt, dass die y2-Verteilung nicht symmetrisch ist.

Fall 4: Konfidenzintervall fiir 0> bei unbekanntem p. Seien Xi,..., X, ~ N(u,o?),
wobei p und o2 beide unbekannt seien. Wir konstruieren ein Konfidenzintervall fiir o2. Ein
natiirlicher Schitzer fiir o2 ist

Bekannt ist, dass

(n—1)5 2
o2 ~ Xn-1
Somit gilt
(n—1)S3 )
P02 [Xiug < B < Xi,m,% =1— o fiir alle p € R,0? > 0.

Nach o2 umgeformt fiihrt dies zu

2 >0 >75
Xn—1,1-¢ Xn-1,2

-1 2 -1 2
P, [M<02<M] —1—a fiir alle g € R,0° > 0.

Somit erhilt man folgendes Konfidenzintervall fiir o2 zum Niveau 1 — «

(n—1)$2 (n— 1)52]

2 , 2
Xn—1,1-¢ Xn-1,2

)

Aufgabe 9.2.2. Fiir jedes 7 € N sei Z, eine y?-verteilte Zufallsvariable mit r Freiheits-
graden. Zeigen Sie, dass

Zr—1T d
r: v N(0,1).
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Aufgabe 9.2.3. Fiir a € (0, 1) seien z, und X72“,a die a-Quantile der Standardnormalver-
teilung N (0, 1) bzw. der x2-Verteilung. Zeigen Sie, dass

Aufgabe 9.2.4. Es seien n Gerite gleicher Bauart gegeben. Die Lebensdauer des Geréts
1 werde mit einer Zufallsvariable X; modelliert. Dabei seien X7, ..., X,, unabhingig und
exponentialverteilt mit Parameter 6 > 0. Es soll ein Konfidenzintervall fiir die erwartete
Lebensdauer % bestimmt werden.

(1) Zeigen Sie, dass 2n6.X,, eine y2-Verteilung mit 2n Freiheitsgraden hat.

(2) Konstruieren Sie ein Konfidenzintervall zum Niveau 1 — « fiir 3.

9.3. Zweistichprobenprobleme

Bislang haben wir nur sogenannte Einstichprobenprobleme betrachtet. Es gibt aber auch
mehrere Probleme, bei denen man zwei Stichproben miteinander vergleichen muss.

Beispiel 9.3.1. Es sollen zwei Futterarten fiir Masttiere verglichen werden. Dazu betrachtet
man zwei Gruppen von Tieren. Die erste, aus n Tieren bestehende Gruppe bekommt Futter
1. Die zweite, aus m Tieren bestehende Gruppe, bekommt Futter 2. Mit X;,..., X,, wird
die Gewichtszunahme der Tiere der ersten Gruppe notiert. Entsprechend bezeichnen wir die
Gewichtszunahmen der Tiere aus der zweiten Gruppe mit Yi,...,Y,,. Die Aufgabe besteht
nun darin, die beiden Futterarten zu vergleichen, also ein Konfidenzintervall fiir p; — s zu
finden, wobei p; bzw. s der Erwartungswert der ersten bzw. der zweiten Stichprobe ist.

Beispiel 9.3.2. Es wurden zwei Messverfahren zur Bestimmung einer physikalischen Grofie
entwickelt. Es soll nun ermittelt werden, welches Verfahren eine groflere Genauigkeit (also
eine kleinere Streuung der Messergebnisse) hat. Dazu wird die physikalische Grofle zuerst
n Mal mit dem ersten Verfahren gemessen, und dann m Mal mit dem zweiten Verfahren.
Es ergeben sich zwei Stichproben Xi,..., X, und Y, ...,Y,,. Diesmal sollen die Streuungen
der beiden Stichproben verglichen werden, also ein Konfidenzintervall fiir 07/ konstruiert
werden, wobei 0% bzw. o3 die Varianz der ersten bzw. der zweiten Stichprobe ist.

Fiir die obigen Beispiele erscheint folgendes Modell plausibel. Wir betrachten zwei Stichpro-
ben Xi,..., X, und Yi,...,Y,,. Wir nehmen an, dass

(1) Xy,...,X,,Y1,...,Y,, unabhéngige Zufallsvariablen sind.
(2) X1, 7Xn ~ N(,Ul,O'%).
(3) Yi,..., Y, ~ N(ug,03).

Wir werden Konfidenzintervalle fiir 11 — po und o7/03 konstruieren.

Fall 1: Konfidenzintervall fiir y; — po bei bekannten ¢? und 2. Es seien also o?

und 02 bekannt. Da X,..., X, ~ N(uy,0?) und Yi,....Y,, ~ N(us,03), folgt aus der
Faltungseigenschaft der Normalverteilung, dass

- Xi+...+X, 2 - Xi+...+Y, 2
Xn = Lt * NN<u17ﬁ)7 Ym = s * NN(M%ﬁ)
n m

n m
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Ein natiirlicher Schétzer fiir p; — po ist gegeben durch
2 2
Xn—Ym~N<u1—u2,ﬁ+2>.
n

Indem der Erwartungswert subtrahiert und durch die Standardabweichung geteilt wird,
erhélt man eine standardnormalverteilte Zufallsvariable:

Xo = Yin — (41 — pio)

2 2
”_1+0_2
n m

~N(0,1).

Es gilt also, dass

Py |2 < — <z.a| =1-a firalle u, u € R.
T4 2
n m
Aufgrund der Symmetrieeigenschaft der Normalverteilung kénnen wir z = z;_a = —zq

definieren. Umgeformt nach pq; — po erhélt man das Konfidenzintervall
2 2
[Xn— —Ym—i—z\/ﬁ—l—ﬁ].
n o m
2

Fall 2: Konfidenzintervall fiir ;; — u» bei unbekannten aber gleichen o? und o73.

Seien nun ¢} und o5 unbekannt. Um das Problem zu vereinfachen, werden wir annehmen,

dass 0? und o3 gleich sind, d. h. 02 := ¢ = 03.

s |,
=k

SCHRITT 1. Genauso wie in Fall 1 gilt
X = Yin — (1 — p2)

0,/%4—%

Leider kénnen wir das nicht zur Konstruktion eines Konfidenzintervalls fiir py — po direkt
verwenden, denn ¢ ist unbekannt. Wir werden deshalb o schéatzen.

~N(0,1).

SCHRITT 2. Ein Schitzer fiir o2, der nur auf der ersten Stichprobe basiert, ist gegeben durch

1 _
2 2
SX_n_l §' (X — X))

i=1

Analog gibt es einen Schiitzer fiir 02, der nur auf der zweiten Stichprobe basiert:

1 _
Sy = T (Y) — V).
j=1

m

Fiir diese Schétzer gilt

n—1)S% m —1)S2
(DS e, DS e
o
Bemerke, dass diese zwei y2-verteilten Zufallsvariablen unabhingig sind. Somit folgt

(n—1S%  (m-1S}
+ ~ Xn+m—2-

o2 o2
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Betrachte nun folgenden Schiitzer fiir 02, der auf beiden Stichproben basiert:

1 B - B _ (n—1)S% + (m —1)S2
R —— X, — X,)? Y, —Yn)? | = X Y
n+m—2<;( ) +;< ! )> n+m—2
Somit gilt
(n+m —2)5? 2
0_2 NXn+m—2'

Der Erwartungswert einer x2,,,_,-verteilten Zufallsvariable ist n + m — 2. Daraus folgt
insbesondere, dass S? ein erwartungstreuer Schétzer fiir o2 ist, was die Wahl der Normierung
1/(n 4+ m — 2) erklirt.

SCHRITT 3. Aus Schritt 1 und Schritt 2 folgt, dass

. _ Xn—Ym—(p1—p2)
Xn_Ym_(,ul_MQ): Uv%+% ~ 1
S /L4 L \/ L (imas  E

n+m—2 o2

Dabei haben wir benutzt, dass der Zahler und der Nenner des obigen Bruchs unabhéngig
voneinander sind. Das folgt aus der Tatsache, dass S% und X, sowie SZ und Y, unabhingig
voneinander sind, sowie aus der Tatsache, dass die Vektoren (X, S%) und (Y, S) unabhéngig
voneinander sind. Somit gilt

P pio,02 tnrm—2,8 < <lntm-21-9| = 1 — « fiir alle pq, po, o2
S./L L
n m
Wegen der Symmetrie der t-Verteilung gilt ¢ := tntm—21-2 = —tnim-2,2. Umgeformt nach

1 — o ergibt sich folgendes Konfidenzintervall fiir p1; — o zum Konfidenzniveau 1 — «:

_ 11, o 11
[Xn—ym—s,/—+—t, Xy = Yo+ Sy )=+t
n m n m

Fall 3: Konfidenzintervall fiir 07/03 bei unbekannten p; und . Seien also j; und
o unbekannt. Wir konstruieren ein Konfidenzintervall fiir o7 /0. Die natiirlichen Schétzer
fiir o2 und o2 sind gegeben durch

n

1 _ 1 _
S? = X, —X,)? 82=— Y; — Y,,)2
Es gilt
(n — 1)5_%( 2 (m — 1)552/ 2
U% ~ Xn—l’ 0% ~ Xm—l

und diese beiden Zufallsvariablen sind unabhéangig. Es folgt, dass

(n=1)S% = _1
S%(/U% o} -1 F
pr— ~Y
S% /o3 (mZLSY 1 nbmel
vi%2 T n
2
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Wir bezeichnen mit F,,_1 ,,—1,, das a-Quantil der F,,_; ,,,—1-Verteilung. Deshalb gilt, dass

S%/oi
. 2 9
IP)MLNLU%J% |iFn1,m1762¥ < 52 /0’ < anl,mfl,lf% =1—« fiir alle Wi, o, 07,05 > 0.
Y 2

Somit ergibt sich folgendes Konfidenzintervall fiir 07 /03 zum Konfidenzniveau 1 — a:

2 2
R - SR S ¢
27 2
anl,mfl,lfg SY anl,mfl,% SY

Fall 4: Konfidenzintervall fiir 0?/02 bei bekannten j; und py. Ahnlich wie in Fall 3
(Ubungsaufgabe).

Zum Schluss betrachten wir ein Beispiel, bei dem es sich nur scheinbar um ein Zweistichpro-
benproblem handelt.

Beispiel 9.3.3 (Verbundene Stichproben). Bei einem Psychologietest fiillen n Personen je-
weils einen Fragebogen aus. Die Fragebogen werden ausgewertet und die Ergebnisse der
Personen mit X1, ..., X, notiert. Nach der Therapiezeit werden von den gleichen Personen
die Ergebnisse mit Yi,...,Y, festgehalten. In diesem Modell gibt es zwei Stichproben, al-
lerdings sind die Annahmen des Zweistichprobenmodells hier nicht plausibel. Es ist ndmlich
klar, dass X; und Y; abhédngig sind, denn beide Ergebnisse gehoren zu derselben Person.
Allgemeiner sind X; und Y; abhéngig. Eine bessere Vorgehensweise bei diesem Problem ist
diese. Wir betrachten die Zuwichse Z; = Y; — X;. Diese konnen wir als unabhéngige Zufalls-
variablen Zi, ..., Z, ~ N(u,c?) modellieren. Dabei spiegelt y den mittleren Therapieerfolg
wider. Das Konfidenzintervall fiir ;4 wird wie bei einem Einstichprobenproblem gebildet.

9.4. Asymptotische Konfidenzintervalle fiir die Erfolgswahrscheinlichkeit bei
Bernoulli-Experimenten

Seien X1,..., X, unabhéngige und Bernoulli-verteilte Zufallsvariablen mit Parameter 6 €
(0,1). Wir wollen ein Konfidenzintervall fir die Erfolgswahrscheinlichkeit 6 konstruieren.
Ein natiirlicher Schitzer fiir 6 ist X,,. Diese Zufallsvariable hat eine reskalierte Binomialver-
teilung. Es ist nicht einfach, mit den Quantilen dieser Verteilung umzugehen. Somit ist es
schwierig, ein exaktes Konfidenzintervall fiir § zu einem vorgegebenen Niveau zu konstruie-
ren. Auf der anderen Seite, konnen wir nach dem Zentralen Grenzwertsatz die Verteilung
von X, fiir groBes n durch eine Normalverteilung approximieren. Man kann also versuchen,
ein Konfidenzintervall zu konstruieren, das zumindest bei einem sehr grofien Stichproben-
umfang n das vorgegebene Niveau approximativ erreicht. Dafiir bendtigen wir die folgende
allgemeine Definition.

( )

Definition 9.4.1. Eine Folge [0,,01],[05,05], ... von Konfidenzintervallen, wobei 6,
R" — RU{—o0} und 0, : R — R U {+oo}, heiBt asymptotisches Konfidenzintervall
zum Niveau 1 — «, falls

liminf Pp[d,, (X1, ..., Xn) <0 < 0,(X,...,X,)] > 1—a fiir alle § € ©.
n—o0
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Nun kehren wir zu unserem Problem mit den Bernoulli-Experimenten zuriick. Nach dem
Zentralen Grenzwertsatz gilt

Xi4+...+X, —nb
L I N, ),
nb(1—0) n—+00
denn EX; = 0 und Var X; = 6(1 — 6). Durch Umformung ergibt sich
X,—0 4
n———— %

Sei z, das a-Quantil der Standardnormalverteilung. Somit gilt

N(0,1).

X,—0
lim P zg < n———<rz_o| =1—aq firalled e (0,1).
n—o00 o \/_ 9(1 _ 0) 1 2 ( )
Aufgrund der Symmetrieeigenschaft der Standardnormalverteilung ist z;_a = —za. Definiere
deshalb z := z;_¢ = —z2. Somit miissen wir # bestimmen, so dass folgende Ungleichung

erfiillt ist:
V| X, — 0] < zy/0(1 - 0).
Quadrierung fiithrt zu
n(X2+ 6% —2X,0) < 2%0(1 — 0).
Dies lésst sich umschreiben zu

2 2
g(0) = 6? (1+%> —9(2Xn+%) + X2 <0.

Die Funktion g(0) ist quadratisch und hat (wie wir gleich sehen werden) zwei verschiedene
reelle Nullstellen. Somit ist g(f) < 0 genau dann, wenn € zwischen diesen beiden Nullstellen
liegt. Indem wir nun die Nullstellen mit der p-g-Formel berechnen, erhalten wir folgendes
Konfidenzintervalll] zum Niveau 1 — « fiir 6:

v 22 z v v 22y 22 z v v 22
Xt g - X1 -X)+2 Kot a+H/%0-X)+ 2
) 1+§

Indem wir alle Terme mit 1/4/n stehen lassen und alle Terme mit 1/n ignorieren, erhalten
wir fiir grofles n die folgende Approximationj

|

Spater werden wir diese Approximation mit dem Satz von Slutsky begriinden.

Die Wahrscheinlichkeit, dass das jeweilige Intervall den richtigen Wert von 6 iiberdeckt,
konvergiert zwar gegen 1 — « fiir n — oo, kann aber fiir ein endliches n kleiner oder grofler als
1 —a sein. Im ersten Fall wird das angekiindigte Konfidenzniveau nicht erreicht. Abbildung|]
zeigt die Uberdeckungswahrscheinlichkeit als Funktion von @ fiir n = 100. Man sieht, dass
das Wilson-Intervall wesentlich besser abschneidet. Verschiedene Konfidenzintervalle fiir die
Erfolgswahrscheinlichkeit werden in der Arbeit von L. D. Brown, T. T. Cai and A. DasGupta

Dieses Konfidenzintervall wurde 1927 von E.B. Wilson vorgeschlagen.
’Dieses Konfidenzintervall wird ,,Standard-Intervall“ oder ,, Wald-Intervall* genannt.
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ABBILDUNG 1. Wahrscheinlichkeit, dass das Konfidenzintervall den richtigen Wert
von 6 iiberdeckt, als Funktion von €. Oben: Wilson-Intervall. Unten: Standard-
Intervall. Das Konfidenzniveau ist 0.95 (rote Linie) und der Stichprobenumfang
n = 100.

[Interval Estimation for a Binomial Proportion, Statistical Science, 2001, Vol. 16(2), pp. 101-
133, Link] besprochen.

Beispiel 9.4.2. Bei einer Wahlumfrage werden n Personen befragt, ob sie eine Partei A
wéhlen. Es soll ein Konfidenzintervall zum Niveau 0.95 fiir den Stimmenanteil 6 konstruiert
werden und die Lénge dieses Intervalls soll hochstens 0.02 sein. Wie viele Personen miissen
dafiir befragt werden?

Losung. Wir betrachten die Wahlumfrage als ein n-faches Bernoulli-Experiment. Die Lange
des Konfidenzintervalls fiir 6 soll hochstens 0.02 sein, also erhalten wir die Ungleichung

2z

NG

Quadrieren und nach n Umformen ergibt die Ungleichung
422X, (1 — X))
n
- 0.022

Der Mittelwert X,, ist zwar unbekannt, allerdings gilt 0 < X,, < 1 und somit X,(1-X,) <
1/4. Es reicht also auf jeden Fall, wenn

X,(1-X,)<0.02.

22

> .
"= 0022

Nun erinnern wir uns daran, dass z das (1 — §)-Quantil der Standardnormalverteilung ist.
Das Konfidenzniveau soll 1 —a = 0.95 sein, also ist 1 — 5 = 0.975. Das 0.975-Quantil der
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Standardnormalverteilung errechnet sich (z. B. aus einer Tabelle) als Losung von ®(z) =

0.975 zu z = 1.96. Es miissen also n > é:ggz = 9604 Personen befragt werden.

9.5. Satz von Slutsky

Bei der Konstruktion von Konfidenzintervallen findet der folgende Satz sehr oft Anwen-
dung.

( )

Satz 9.5.1 (Satz von Slutsky). Seien X, X7, X5, ... und Y1,Y5, ... Zufallsvariablen, die
auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P) definiert sind. Gilt

X, i>XundYn Lc,
n—oo n—oo
wobei ¢ eine Konstante ist, so folgt, dass
XY, % eX.

n—00

(. J

Bemerkung 9.5.2. Es ldsst sich auch zeigen, dass X,, + Y, 45 e+ X, Allgemeiner, fiir
n—oo
jede stetige Funktion f : R? — R gilt, dass
d
f(Xn, Y2) > f(Xn, 0).

n—oo
Beweis. SCHRITT 1. Es geniigt, die punktweise Konvergenz der charakteristischen Funktio-
nen zu zeigen. D.h., wir miissen zeigen, dass

lim Ee®X»Yn = EeX fiir alle t € R.
n—oo

Sei ¢(s) = €. Diese Funktion ist gleichmiBig stetig auf R und betragsmiiflig durch 1
beschrankt. Wir zeigen, dass

lim Ep(X,Y,) = Ep(cX).

n—o0

SCHRITT 2. Sei ¢ > 0 fest. Wegen der gleichméfiigen Stetigkeit von ¢ gibt es ein § > 0 mit
der Eigenschaft, dass

lo(z) — @(y)| < e firalle z,y € R mit |z —y| <.

SCHRITT 3. Sei A > 0 so grof}, dass P[|X| > A] < e. Wir kénnen annehmen, dass A und —A
Stetigkeitspunkte der Verteilungsfunktion von X sind, ansonsten kann man A vergrofiern.

Da X, 25 X und A, —A keine Atome von X sind, folgt, dass

n—oo
lim P[|X,| > A = P[|X| > A] <e.
n—o0
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Also gilt P[| X,,| > A] < 2¢ fiir grofie n.
SCHRITT 4. Es gilt

< B+ By + B3+ Ey

mit
By = E [[p(XaYa) = 9(eXa)l Ly, s |
By = E [[0(XaYa) = 9(eXo) Ly, et 1x, 54 -
By = E [|¢(XaYa) = (eXn)l Ly, s 1x,ja]
Ey = [Ep(cXy) — Ep(cX)|.

SCHRITT 5. Wir werden nun Ei, ..., F, abschétzen.

Ey: Da |p(t)] <1 ist, folgt, dass By < 2P[|Y,, — ¢| > §/A]. Dieser Term konvergiert gegen 0
fiir n — oo, da Y,, gegen ¢ in Verteilung (und somit auch in Wahrscheinlichkeit) konvergiert.

Es: Fiir E, gilt die Abschitzung Fy < 2P[|X,,| > A] < 4e nach Schritt 3, wenn n grof} genug
ist.

Es: Es gilt B3 < e, da |X,Y, —cX,| <0 falls |V, — | < /A und |X,| < A. Aus Schritt 2
folgt dann, dass |o(X,Y,) — ¢(cX,)| <e.

E4: Der Term E, konvergiert fiir n — oo gegen 0, denn lim,, ., Ep(cX,,) = Ep(cX), denn
nach Voraussetzung konvergiert X, in Verteilung gegen X.

Indem wir nun alles zusammenfassen, erhalten wir, dass

lim sup |E¢(X,.Y,) — Ep(cY)| < 5e.
n—oo
Da e > 0 beliebig klein gewéhlt werden kann, folgt, dass lim, ., [Ep(X,Y,) — Ep(cY)| = 0.
Somit ist lim,, ., Ep(X,Y,,) = Ep(cY). O

Beispiel 9.5.3. Seien Xi,..., X, unabhéngig und Bernoulli-verteilt mit Parameter 6 &
(0,1). Wir konstruieren ein asymptotisches Konfidenzintervall fiir . Nach dem Zentralen
Grenzwertsatz gilt

X0 —45 N(0,1).

Leider kommt hier 6 sowohl im Zahler als auch im Nenner vor. Deshalb hat sich bei unserer
fritheren Konstruktion eine quadratische Gleichung ergeben. Wir werden nun # im Nenner
eliminieren, indem wir es durch einen Schétzer, namlich X,,, ersetzen. Nach dem Satz von
Slutsky gilt ndmlich, dass

vn

bL=09) 4, N1

WD L R e,
R0 —xy V=0 | (1= X,) o
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denn nach dem Gesetz der groflen Zahlen konvergiert # fast sicher (und somit auch

in Verteilung) gegen 1. Es gilt also

—0
lim Py |za < /n < z_e| =1—aq firalle § € (0,1).
n— 00 o [ Xn(]- _Xn) 1 2] ( )
Sei z 1= —za = z1_g. Daraus ergibt sich folgendes aysmptotisches Konfidenzintervall fiir ¢

zum Konfidenzniveau 1 — a:

- /Rl =R 5o /- 5]

Dieses Intervall haben wir oben mit einer anderen Methode hergeleitet.

Aufgabe 9.5.4. Zeigen Sie mit dem Satz von Slutsky, dass t, LN N(0,1). Dabei ist t,

n—oo
die t-Verteilung mit n Freiheitsgraden.

9.6. Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert der Poissonverteilung

Seien X1, ..., X, unabhéngige Zufallsvariablen mit X; ~ Poi(6), wobei 6 > 0. Gesucht ist ein

Konfidenzintervall fiir 6 zum Konfidenzniveau 1 —«. Ein natiirlicher Schéatzer fiir 6 ist X,,. Da

fiir die Poisson-Verteilung EX; = Var X; = 0 gilt, folgt durch den zentralen Grenzwertsatz,

dass

X, —0 4
n — N(0,1).

Es sei z, das a-Quantil der Standardnormalverteilung. Somit gilt

— 0

lim Py |za < \/_

n—o0

<z-a =1-—« fur alle 8 > 0.

Aufgrund der Symmetrieeigenschaft der Standardnormaverteilung gilt z := z1_g = —2g.
Wir erhalten also folgende Ungleichung fiir 6:

V| X, — 0] < Vo=
Dies ldsst sich durch Quadrierung umschreiben zu
_ 22 _
g(0) ::02—0(2Xn+—> + X2 <.
n
Die Ungleichung ¢(#) < 0 gilt genau dann, wenn 6 zwischen den beiden Nullstellen der qua-

dratischen Gleichung g(6) = 0 liegt. Diese lassen durch Verwendung der p-¢g-Formel berech-
nen. Es ergibt sich folgendes asymptotisches Konfidenzintervall fiir § zum Konfidenzniveau

1—a:
Yot 2n \/’\/ \/




Indem man nun alle Terme mit 1/4/n stehen ldsst und alle Terme mit 1/n ignoriert, erhélt
man die Approximation

_ z — _ z —
Xo——=VX,, Xp+—=VX,|.
NG vn
Das Argument mit der quadratischen Gleichung l&sst sich mit dem Satz von Slutsky vermei-
den. Nach dem Zentralen Grenzwertsatz gilt nach wie vor

Xt

i —_ N(0,1).
Leider kommt hier der Parameter 6 sowohl im Zahler als auch im Nenner vor, was im obigen
Argument zu einer quadratischen Gleichung fiithrte. Wir kénnen allerdings 6 durch einen
Schétzer fiir #, namlich durch X,,, ersetzen. Nach dem starken Gesetz der grofien Zahlen
konvergiert 1/6/X,, fast sicher (und somit auch in Verteilung) gegen 1. Nach dem Satz von
Slutsky gilt dann

X, —60 X, —0 0 4
nin Vi 4 N0, 1).
vn a vn i\l (0,1)

Somit folgt

X —
lim Py [—zg\/ﬁ n_egzlzl—a fir alle 6 > 0.

n—o0

n

Es ergibt sich also wieder einmal das asymptotische Konfidenzintervall

{Xn—% X, X+%¢ﬂ

9.7. Asymptotisches Konfidenzintervall um den ML-Schéitzer

Seien X, Xo, ... unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit Dichte/Zahldichte
hg. Es sei 0, = 0,(X1,...,X,) eine asymptotisch normalverteilte Folge von Schétzern von
0, d.h. fiir alle § € © gelte

Vb, —0) —L N(0,0%(0)) unter Py.
n—oo
Z.B. ist das unter Regularititsbedingungen fiir den ML-Schiitzer erfiillt, wobei o?() =
1/1(f) und I(0) die Fisher-Information ist. Wir kénnen die obige Bedingung wie folgt schrei-
ben:

b —0 4
Vn (0) - N(0, 1) unter Py.

~

Wir wollen nun die quadratische Abweichung o(0) durch deren geschétzte Version o(6,,)

ersetzen. Dazu nehmen wir zusitzlich an, dass 0 4 0 (schwache Konsistenz) und dass
n—oo
02(0) stetig ist. Aus dem Satz von der stetigen Abbildung folgt, dass

A

a(0,) - o(0).

n—oo
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Mit dem Satz von Slutsky ergibt sich nun

6, — 0 0,—0 o) 4
n—-— =+n - ———— — N(0, 1) unter Py.
v o(6,) =0 o (6,) 0.1 ’

Somit gilt fiir alle § € ©

lim Py [\/ﬁwn — 9] < zl_a] =1—-o.
n—0o0

o(0n) ’

Es ergibt sich das folgende Konﬁdenzintervallﬁ zum Niveau 1 — « fiir 6:

o) 4, o)
ﬁ,eﬁl%]_

Hn - 21,%

9.8. Konfidenzband fiir die Verteilungsfunktion

Es seien Xi,..., X, u.i.v. Zufallsvariablen mit einer unbekannten Verteilungsfunktion F'.
Wir kénnen F' durch die empirische Verteilungsfunktion

. 1 <
Fu(t) = - D Iy, tER,
=1

schétzen, aber wie grof} ist der Fehler? Im Folgenden werden wir zwei Funktionen F, (t) =
F (t; X1,...,X,) und Ff () = Ef(t;Xy,...,X,) konstruieren derart, dass F mit einer
grofien Wahrscheinlichkeit zwischen F” und F/ liegt. Dabei verlangen wir, dass die Unglei-
chungen F (t) < F(t) < Ff(t) fir alle t € R gleichzeitig gelten, weshalb wir von einem
Konfidenzband und nicht einem Konfidenzintervall sprechen.

e )
Definition 9.8.1. Ein Paar von Funktionen F,, F : R x R" — [0, 1] heifit Konfidenz-
band zum Niveau 1 — « fiir F', falls

PVt e R: F, (t; X1,...,X,) < F@t) < FF(t; Xy,...,X,)] > 1 -«
fiir jede Verteilungsfunktion F'.

(. J

Um ein Konfidenzband zu konstruieren, benotigen wir die folgende Konzentrationsunglei-
chung.

Satz 9.8.2 (Dvoretzky-Kiefer-Wolfowitz-Massart). Fiir alle € > 0 gilt

P |sup |Fy(t) — F(t)| > e| < 272"
teR

Ohne Beweis.

3Dieses Konfidenzintervall wird oft als Wald-Intervall bezeichnet.
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ABBILDUNG 2. Konfidenzband fiir die Verteilungsfunktion. Rote Kreise: Stich-
probe. Schwarze Kurve: Empirische Verteilungsfunktion. Blaue Kurven: Funktionen
F, (t) und F,f(t). Das Konfidenzniveau ist 0.95 und der Stichprobenumfang n = 200.

Aufgabe 9.8.3. Leiten Sie aus der obigen Ungleichung den Satz von Glivenko-Cantelli
her: sup,cg | Fin(t) — F(t)] EE)
n—oo

Sei nun ein Konfidenzniveau 1 — o vorgegeben. Wir setzen 2¢~2"<* = o, woraus sich ergibt,
dass
1 1 2
e=1/g, log—.

Es folgt aus Satz9.8.2), dass
PVt € R: F(t) —e < F(t) < F,(t) +e]=1—-P [sup |, (t) — F(t)] > 5] >1—a.
teR

Wir kénnen also das folgende Konfidenzband fiir F' konstruieren (s. Abbildung [2)):
Fo(t) Fult) = {/=1og 2,05, FFHE) = mind Bu(t) + 1/ —log 2, 1
=max < F,(t) —\/=—log—,0p, F(t)=min< F, —log—,1,.
" o Cq o Ca

9.9. Konfidenzintervalle fiir Quantile

Seien X1, ..., X,, unabhéingig und identisch verteilt mit Verteilungsfunktion F'. Wir nehmen
an, dass F' stetig und streng monoton steigend ist, und definieren das 8-Quantil Q)3 von F’
als die Losung der Gleichung

F(Qp) =8, Be(0,1).
Ein natiirlicher Schitzer von (s ist die Ordnungsstatistik X(3,)), wobei X(; die i-te Ord-

nungsstatistik der Stichprobe Xi,...,X,, ist. Im Folgenden konstruieren wir ein Konfiden-
zintervall zum Niveau 1 — o fiir Q3. Wir werden versuchen, Indizes 1 < 7 < j < n so zu
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bestimmen, dass [X(;), X(;)] ein Konfidenzintervall ist. Es soll die Forderung
PlXop <Qs < Xl 21—a
erfiillt werden. Es gilt

PlXup) < Qs < Xyl =P [Z Lix,<qgp € {ii+1,...,5— 1}]
k=1

denn die Zufallsvariable S := 7" | Lix,<q,} ist Bin(n, 8)-verteilt. Es reicht also, 7 und j so
zu wahlen, dass die Summe auf der rechten Seite > 1 — « ist. Zum Beispiel konnen wir

i= max{m . P[S < m] :Wil (Z)Bk(l — Bt < %}

k=0

g {m Bl = Y (Z)B’“(l - Byt < g}

k=m

wahlen.

Beispiel 9.9.1. Sei eine Stichprobe X7, ..., X5 vom Umfang n = 200 gegeben. Wir kon-
struieren ein Konfidenzintervall zum Niveau 0.95 fiir den theoretischen Median. Fiir die
Zufallsvariable S ~ Bin(200, 1/2) rechnet man nach, dass

P[S < 86] = P[S > 115] ~ 0.0200,
P[S < 87] = P[S > 114] ~ 0.0279.

Es gilt also
P86 < S < 114] ~ 1 — 0.0479 > 0.95.

Also wissen wir, dass der theoretische Median mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens
0.95 zwischen X(gg) und Xq14) liegt.
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KAPITEL 10

Tests statistischer Hypothesen

In der Statistik muss man oft Hypothesen testen, z.B. muss man anhand einer Stichpro-
be entscheiden, ob ein unbekannter Parameter einen vorgegebenen Wert annimmt. Zuerst
betrachten wir ein Beispiel.

10.1. Ist eine Miinze fair?

Es sei eine Miinze gegeben. Wir wollen testen, ob diese Miinze fair ist, d.h. ob die Wahr-
scheinlichkeit von , Kopf“, die wir mit 6 bezeichnen, gleich 1/2 ist. Dazu werfen wir die
Miinze z.B. n = 200 Mal. Sei S die Anzahl der Wiirfe, bei denen die Miinze Kopf zeigt. Nun
betrachten wir zwei Hypothesen:

e Nullhypothese Hy: Die Miinze ist fair, d.h., § = 1/2.
e Alternativhypothese Hy: Die Miinze ist nicht fair, d.h., § # 1/2.

Wir miissen entscheiden, ob wir die Nullhypothese H, verwerfen oder beibehalten. Die Ent-
scheidung muss anhand des Wertes von S getroffen werden. Unter der Nullhypothese gilt,
dass Ep,S = 200-% = 100. Die Idee besteht nun darin, die Nullhypothese zu verwerfen, wenn
S stark von 100 abweicht. Die Grofie | S —100| bezeichnet man in diesem Fall als Teststatistik.
Dabei sind grofle Werte von |S — 100| ein Hinweis darauf, dass die Nullhypothese verworfen
werden muss, d.h. grofle Werte sind signifikant.

Wir wéhlen also eine Konstante ¢ € {0,1,...} und verwerfen Hy, falls |[S — 100] > ¢. An-
dernfalls behalten wir die Hypothese Hy bei. Bei diesem Vorgehen kénnen wir zwei Arten
von Fehlern machen:

e Fehler 1. Art: Hy wird verworfen, obwohl H, richtig ist.
e Fehler 2. Art: Hy wird nicht verworfen, obwohl H, falsch ist.

Wie sollte nun die Konstante ¢ (der sogenannte kritische Wert) gewahlt werden? Man mochte
natiirlich die Wahrscheinlichkeiten der beiden Arten von Fehlern klein halten. In diesem Bei-
spiel ist es allerdings nicht moglich, die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 2. Art zu bestimmen.
Der Grund dafiir ist, dass man fiir die Berechnung dieser Wahrscheinlichkeit den Wert von
0 kennen muss, bei einem Fehler 2. Art ist allerdings nur bekannt, dass § # 1/2 ist. Die
Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 1. Art kann aber sehr wohl bestimmt werden und ist

& (200) 1
Piy[|S — 100 > ] = 2Py, [S > 100+ ] =2 Y (k )ﬁ
k=100+c+1

da S ~ Bin(200, 1/2) unter Hy. Wir wollen nun ¢ so wihlen, dass die Wahrscheinlichkeit eines
Fehlers 1. Art nicht grofler als ein kleines vorgegebenes Niveau « € (0, 1) ist. Normalerweise
wéhlt man o = 0.01 oder 0.05. Hier wéhlen wir das Niveau o = 0.05. Nun rechnet man nach,
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ABBILDUNG 1. Zahldichte der Binomialverteilung mit Parametern n = 200 und
6 = 1/2. Rot: Ablehnungsbereich. Blau: Annahmebereich.

dass

0.05596, fiir ¢ = 13,

Py, (IS —100| > ¢] =
ol >l {0.04003, fiir ¢ — 14.
Damit die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 1. Art kleiner als o = 0.05 ist, miissen wir also ¢ >
14 wihlen. Dabei ist es sinnvoll, ¢ moglichst klein zu wéhlen, denn sonst vergréflert man die
Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 2. Art. Also wéhlen wir ¢ = 14. Unsere Entscheidungsregel
lautet nun wie folgt:

e Wir verwerfen H,, falls |S — 100| > 14.
e Sonst behalten wir die Hypothese Hj bei.

Das Beibehalten von Hy bedeutet nicht, dass Hy ,,bewiesen® wurde. Es kann ja immer noch
sein, dass die Miinze unfair mit einem 6 = 1/2 + 107% ist und ein dermafen kleiner Unter-
schied kann bei 200 Wiirfen sowieso nicht erkannt werden. Das Beibehalten von Hy bedeutet
lediglich, dass in den vorhandenen Daten keine ausreichenden Hinweise gegen H, gefunden
wurden.

Eine wichtige Grole zur Auswertung von statistischen Tests ist der p-Wert.

Definition 10.1.1. Als p- Wert bezeichnet man die Wahrscheinlichkeit (unter der Null-
hypothese), dass die Teststatistik einen mindestens so extremen Wert annimmt, wie der
in der Stichprobe beobachtete Wert.

Hat man z.B. bei 200 Wiirfen 150 Mal ,,Kopf“ beobachtet, so ist der p-Wert gegeben durch

207200\ 1
Ps,[|S — 100] > [150 — 100|] = 2Py, [S > 150] =2 > ( . >% A~ 8.393- 10713,
k=150

Der Wert 150 weicht vom unter der Nullhypothese erwarteten Wert 100 um 50 ab. Bei einer
richtigen Nullhypothese Hj hat eine Abweichung von mindestens 50 eine Wahrscheinlichkeit
von lediglich 8.393-107'3. Deshalb muss in diesem Fall die Nullhypothese ohne grofie Zweifel
verworfen werden.
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Der p-Wert liegt immer zwischen 0 und 1. Ein kleiner p-Wert ist ein Hinweis darauf, dass
die Nullhypothese verworfen werden muss.

Asymptotischer Test. Im obigen Beispiel kann man fiir die Berechnung der Wahrscheinlich-
keiten die Approximation durch die Normalverteilung benutzen. Es soll ein ¢ mit

Py [S — 100 < —d] < %

bestimmt werden. Um die Giite der Approximation zu verbessern, benutzen wir den %—Trick.
Da c ganz ist, ist die obige Ungleichung dquivalent zu

Py, [S — 100 < —c — 0.5] <

|9

Unter Hy gilt S ~ Bin(200,1/2) und somit Ex,S = 100, Vary, S = 200- 5 - 3 = 50. Die obige
Ungleichung ist dquivalent zu

p {S—lOO< c+0.5}<04
- N

Nun koénnen wir die Normalverteilungsapproximation benutzen und die obige Ungleichung

durch die folgende ersetzen:
c+0.5 Q
o — < —
() <3

Somit muss fiir ¢ die folgende Ungleichung gelten:
c+0.5
> —Za,
V0 2

wobel za das $-Quantil der Standardnormalverteilung ist. Wegen der Symmetrie der Stan-
dardnormalverteilung gilt —ze = z1-g. Fir a = 0.05 ist Zi_g = Zogrs = 1.96 und somit
ist die obige Ungleichung &dquivalent zu ¢ > 13.36. Somit miissen wir ¢ = 14 wéhlen. Die
Entscheidungsregel bleibt genauso wie oben.

Aufgabe 10.1.2. Anlésslich der Show ,, Wetten, dass..?“ wettet Herr Miiller, dass er die
Farben zweier Filzstifte durch Ablecken eines mit ihnen gemalten Strichs auf einem Blatt
Papier erkennen kann. Er weif}, dass von den 10 bemalten Papieren genau 5 mit dem roten
und 5 mit dem blauen Filzstift bemalt wurden. Testen Sie die Hypothese Hj : ,,er kann es
nicht“ gegen die Alternativhypothese Hj : ,er kann es“. Verwenden Sie dazu die Statistik
X, die die Anzahl der richtig zugeordneten roten Striche bei 5 Ziigen angibt. Bestimmen
Sie damit einen kritischen Wert c, sodass () = 11,5} ein Test zum Niveau 0.01 ist, d.h.
eine Anzahl richtig zugeordneter roter Striche, ab der man bereit ist zum Niveau 0.01 zu
akzeptieren, dass Herr Miiller diese Gabe tatséchlich besitzt. Hinweis: Bestimmen Sie die
Verteilung von X unter der Hypothese, dass Herr Miiller die Farben in Wirklichkeit nicht
auseinanderhalten kann und nur rét.

10.2. Tests fiir die Parameter der Normalverteilung

Seien X7,..., X, ~ N(u,0?) unabhiingige und mit Parametern (u,0?) normalverteilte Zu-
fallsvariablen. Wir wollen Hypothesen iiber die Parameter p und o? testen. Wir werden die
folgenden vier Fille betrachten:

(1) Tests fiir p bei bekanntem 2.
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(2) Tests fiir ;1 bei unbekanntem o?.
(3) Tests fiir 02 bei bekanntem p.
(4) Tests fiir 02 bei unbekanntem .

Fall 1: Tests fiir ;1 bei bekanntem ¢? (Gauf3-z-Test).

Seien X7,..., X, ~ N(u,02) unabhingig, wobei die Varianz o7 bekannt sei. Wir wollen
verschiedene Hypothesen iiber p testen, z.B. u = g, p > po oder p < po, wobei pgy ein
vorgegebener Wert ist. Wir betrachten die Teststatistik

X —
T::\/ﬁn—ﬂo.

90
Unter p = o gilt T ~ N(0,1). Wir betrachten drei Félle in Abhéngigkeit davon, wie die zu
testende Hypothese formuliert wird.

Fall 1A. Hy : = po; Hy @ pp # po. Die Nullhypothese Hy sollte verworfen werden, wenn |T'|
grof} ist. Dabei sollte die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 1. Art hochstens « sein. Dies fithrt
zu der Entscheidungsregel, dass die Nullhypothese Hy verworfen wird, falls |T'] > Z1-g, S.
Abbildung 2] (links).

Fall 1B. Hy : > po; Hy @ p < po. Die Nullhypothese Hy sollte verworfen werden, wenn T’
klein ist. Also verwerfen wir Hy, falls T' < z,, s. Abbildung 2| (Mitte). Unter u = g ist die
Wahrscheinlichkeit eines Fehlers erster Art gleich a. Man kann zeigen, dass fiir p > o (was
auch zu Hy gehort), die Wahrscheinlichkeit, Hy irrtiimlich zu verwerfen, kleiner als « ist.

Fall 1C. Hy : o < po; Hy > pg. Hier sollte Hy verworfen werden, wenn T' grof ist. In
diesem Fall wird Hy verworfen, wenn 7' > z;_,, , s. Abbildung [2| (rechts).

-4 -2 0 2 4-4 -2 0 2 4-4 -2 0 2 4

ABBILDUNG 2. Vorgehensweise beim Gau$-z-Test. Rot: Ablehnungsbereich. Blau:
Annahmebereich. Links: Zweiseitiger Test (Fall 1A). Mitte: Einseitiger Test (Fall
1B). Rechts: Einseitiger Test (Fall 1C).

Fall 2: Tests fiir u bei unbekanntem ¢? (Student-t-Test).

Seien X7,...,X,, ~ N(u,0?), wobei u und % unbekannt seien. Wir mochten Hypothesen
iiber p testen, z. B. p = pg, i > po oder p < pg, wobei g vorgegeben ist. Die Teststatistik
aus Fall 1 konnen wir dafiir nicht verwenden, denn sie enthélt den unbekannten Parameter
o%. Deshalb schitzen wir zuerst o2 durch
1 _
52 = Xz - Xn 2'
= ;( )
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Wir betrachten die Teststatistik

T;:ﬁ@_

n

Dann gilt unter p = po, dass T' ~ t,,_1.

Fall 2A. Hy : i = po; Hy : p # po. Die Nullhypothese Hy sollte verworfen werden, wenn ||
grof3 ist. Dabei sollte die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 1. Art hochstens « sein. Wegen der
Symmetrie der t-Verteilung erhalten wir die folgende Entscheidungsregel: Hy wird verworfen,
falls |T| > tn—l,l—%-

Fall 2B. Hy : pp > po; Hy @ o < po. Die Nullhypothese Hy wird verworfen, wenn 1" < ¢,,_; 4.
Fall 2C. Hy : p < po; Hy g > po. Die Nullhypothese Hy wird verworfen, wenn 1" > ¢, 1_4.

Fall 3: Tests fiir 02 bei bekanntem p (y*-Streuungstest).

Seien X, ..., X, ~ N(ug,0?) unabhiingig, wobei der Erwartungswert o bekannt sei. Wir
wollen verschiedene Hypothesen iiber die quadratische Streuung o? der Stichprobe testen,
wie z. B. 0% = 02, 02 > 02 oder 0% < 02, wobei 02 vorgegeben ist. Ein natiirlicher Schétzer
fiir o2 ist

1
Sp == (Xi — o).

Unter 02 = o3 gilt

0 5 10 15 20 250 5 10 15 20 250 5 10 15 20 25

ABBILDUNG 3. Vorgehensweise beim y2-Test. Rot: Ablehnungsbereich. Blau: An-
nahmebereich. Links: Zweiseitiger Test (Fall 1A). Mitte: Einseitiger Test (Fall 1B).
Rechts: Einseitiger Test (Fall 1C).
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Fall 3A. Hy : 0 = 02; Hy : 6% # of. Die Nullhypothese Hj sollte abgelehnt werden, wenn
T zu grof oder zu klein ist. Die x2-Verteilung ist nicht symmetrisch. Dies fithrt zu folgender
Entscheidungsregel: Hy wird verworfen, wenn 7' < x2 o oder T > X2 | .

2 T2

Fall 3B. Hy : 0 > 02; Hy : 0% < 0. Die Nullhypothese Hy sollte verworfen werden, wenn T
zu klein ist. Dies fithrt zu folgender Entscheidungsregel: Hy wird verworfen, wenn 7' < Xi,a
ist.

Fall 3C. Hy : 0? < 02; Hy : 0% > 0. Die Nullhypothese Hj sollte verworfen werden, wenn T
zu groB ist. Dies fiihrt zu folgender Entscheidungsregel: Hy wird verworfen, wenn 7" > X%,pa
ist.

Fall 4: Tests fiir 0® bei unbekanntem p (x*-Streuungstest).

Seien X1, ..., X, ~ N(u,0?), wobei u und 0% unbekannt seien. Wir wollen Hypothesen iiber

o? testen, z. B. 0% = 02, 02 > 02 oder 6% < o7, wobei o7 vorgegeben ist. Ein natiirlicher

Schétzer fiir o2 ist in diesem Fall

1 _
5721 = - Z(Xz - Xn)2
n
i=1
Unter o2 = 02 gilt
(n—1)5;
T := s Xy

0
Die Entscheidungsregeln sind also die gleichen wie in Fall 3, lediglich muss man die Anzahl
der Freiheitsgrade der x2-Verteilung durch n — 1 ersetzen.

10.3. Zweistichprobentests fiir die Parameter der Normalverteilung

Nun betrachten wir zwei Stichproben (X7, ..., X,) und (Y3, ..., Y,,). Wir wollen verschiedene
Hypothesen iiber die Lage und die Streuung dieser Stichproben testen. Z. B. kann man sich
fiir die Hypothese interessieren, dass die Erwartungswerte (bzw. Streuungen) der beiden
Stichproben gleich sind. Wir machen folgende Annahmen:

(1) Xq,...,X,,Y1,....,Y,, sind unabhéngige Zufallsvariablen.

(2) Xq,..., X, ~ N(ug,0?).

(3) Yi,..., Y, ~ N(ug,03).
Wir wollen nun Hypothesen iiber y; — 3 und o}/03 testen. Dabei werden wir uns auf die
Nullhypothesen der Form p; = ps bzw. 07 = 02 beschriinken. Nullhypothesen der Form
p1 > po, iy < po, 03 > 03, 02 < 02 koénnen analog betrachtet werden.

Fall 1: Test fiir j; = u» bei bekannten o} und o (Zweistichproben-z-Test).

Es seien also o7 und o2 bekannt. Wir kénnen p; — py durch X,, — Y,, schitzen. Unter der

Nullhypothese Hy : p1 = ps gilt, dass

~ N(0, 1).



Die Nullhypothese Hy wird verworfen, wenn |T| groB ist, also wenn [T’ > 2;_a.

Fall 2: Test fiir ;; = p» bei unbekannten aber gleichen o? und o3 (Zweistichproben-
t-Test).

Es seien nun ¢7 und o3 unbekannt. Um das Problem zu vereinfachen, werden wir annehmen,

dass die Varianzen gleich sind, d.h. 0% := ¢} = 03. Wir schiitzen o2 durch

$= s (- Er e S -

i=1
Wir betrachten die folgende Teststatistik:

X, Y,

g/t

Wir haben bei der Konstruktion der Konfidenzintervalle gezeigt, dass T ~ t,1,,_2 unter
1 = pig. Somit wird die Nullhypothese Hy verworfen, wenn |T'| > t,1m-21-2.

T .=

Fall 3: Test fiir 07 = 02 bei unbekannten u; und juy (F-Test).

Seien also p; und pp unbekannt. Wir wollen die Nullhypothese Hy : 02 = 03 testen. Natiirliche
Schitzer fiir 0 und o3 sind gegeben durch

n

1 - 1 _
5% = Xi— X% Sy =——=) (V=Y
D S A M
Bei der Konstruktion der Konfidenzintervalle haben wir gezeigt, dass fiir 02 = 03
s
T S}Q/ n—1m—1-

Die Hypothese Hj sollte verworfen werden, wenn 7" zu klein oder zu grof} ist. Dabei ist die F-
Verteilung nicht symmetrisch. Die Nullhypothese wird also verworfen, wenn T' < anl,mfl,%
oder T" > Fn,l,m,m,%.

Fall 4: Test fiir 07 = 02 bei bekannten u; und pu, (F-Test).
Analog zu Fall 3 (Ubung).

10.4. Allgemeine Modellbeschreibung

Wir beschreiben nun allgemein das statistische Testproblem. Sei (Py)geco eine Familie von
Wabhrscheinlichkeitsmafien auf dem Stichprobenraum (X,.A). Der Parameterraum © sei in
zwei disjunkte Teilmengen Oy und O, aufgeteilt, d.h.

@:@Ou@l, @Oﬁ@lzﬁ.

Sei X eine Stichprobe, die zufillig aus X geméfl Py gezogen wird, wobei # € © unbekannt
sei. Wir betrachten nun zwei Hypothesen:

(1) Die Nullhypothese Hy: 6 € .
(2) Die Alternativhypothese H;: 6 € O;.
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Wir sollen anhand der Stichprobe X entscheiden, ob wir Hy verwerfen oder beibehalten.

Definition 10.4.1. Ein Test ist eine messbare Funktion ¢ : X — {0, 1}.

Interpretation:

e H, wird verworfen, falls ¢(X) = 1.
e Hy wird beibehalten, falls p(X) = 0.

Die Menge K := {z € X: p(z) = 1} heiit der Ablehnungsbereich, denn Hy wird verworfen,
falls X € H,.

Wir werden auch einen allgemeineren Begriff benotigen:

Definition 10.4.2. Ein randomisierter Test ist eine messbare Funktion ¢ : X — [0, 1].

Interpretation: Um die Entscheidung zu treffen, ob H, verworfen werden soll, berechnet man
zuerst p := ¢(X). Danach fiihrt man ein Bernoulli-Experiment mit Erfolgswahrscheinlichkeit
p durch. Bei Erfolg verwirft man Hj, bei Misserfolg behélt man Hy bei.

Im folgenden betrachten wir immer randomisierte Tests.

Definition 10.4.3. Die Funktion G : X — [0, 1] mit G(0) = Egp(X) heifit die Giitefunktio
eines Tests.

Dabei ist Egp(X) die Wahrscheinlichkeit (unter Py), dass der Test ¢ die Hypothese Hy
verwirft. Es gilt also:

e Fiir 0 € O ist G(A) die Wahrscheinlichkeit, dass Hy irrtiimlicherweise verworfen
wird (Fehler 1. Art).

e Fiir 6 € O ist 1 — G(A) die Wahrscheinlichkeit, dass Hy irrtiimlicherweise beibehal-
ten wird (Fehler 2. Art).

Definition 10.4.4. Fiir € O; heifit G(0) = Egp(X) die Macht des Tests. Die Macht
ist also die Wahrscheinlichkeit, dass die falsche Nullhypothese entlarvt wird.

Beim Testen konnen wir zwei Arten von Fehlern machen:

e Fehler 1. Art: Hy wird verworfen, obwohl Hj richtig ist.
e Fehler 2. Art: Hy wird nicht verworfen, obwohl H, falsch ist.

Normalerweise versucht man ¢ (bzw. den Ablehnungsbereich K) so zu wéhlen, dass die
Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 1. Art durch ein vorgegebenes Niveau a € (0, 1) beschriankt
ist, typischerweise o = 0.01 oder 0.05.
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Definition 10.4.5. Ein Test ¢ : X — [0, 1] hat Signifikanzniveau o € (0, 1), falls
Egp(X) < a fiir alle 6 € O,.

Sei ¢, die Menge aller Tests zum Signifikanzniveau «. Unter allen Tests zum Niveau «
mochte man nun denjenigen finden, der eine moglichst groffe Macht hat.

( N

Definition 10.4.6. Wir sagen, dass ¢ : X — [0, 1] gleichmafSig bester Test zum Niveau
a ist, wenn ¢ € ¢, und
Egp(X) = sup Egp(X) fiir alle 0 € O;.
PEDq
. J
Diese Bedingung besagt, dass fiir alle § € ©; der Test ¢ eine kleinere Wahrscheinlichkeit
eines Fehlers 2. Art unter Py hat als jeder andere Test ¢ € ®,,.

Zum Schluss definieren wir noch den p-Wert. Stellen wir uns vor, dass wir unsere Testent-
scheidung auf dem Wert einer Statistik 7' : X — R basieren. Es kann z.B. sein, dass grofle
Werte von T fiir eine Ablehnung von Hj sprechen. In diesem Fall hat der Test die Form
o(x) = 1y fr einen kritischen Wert c.

Definition 10.4.7. Der p-Wert einer Beobachtung = € X ist gegeben durch
p-Wert(x) = sup Pp[T'(X) > T'(x)].
[ISCH

Ein p-Wert, der kleiner als « ist, fithrt zur Ablehnung von Hj.

Beispiel 10.4.8. Wir berechnen die Giitefunktion des Gauf-z-Tests. Seien Xy,..., X, ~
N(u, 1) unabhéngig. Wir wollen Hy : = 0 gegen Hy : u # 0 testen, wobei wir hier der
Einfachheit halber angenommen haben, dass o = 0 und 02 = 1. Der zweiseitige GauB-z-
Test ist gegeben durch

QO(.Z’l, o an) = ]l|\/ﬁin|>zl_% :

Unter P, gilt X,, ~ N(u,1/n), somit v/nX, — /nu ~ N(0,1). Die Giitefunktion berechnet
sich zu

G(p) =Eup(Xu,..., Xy)
=P, [[VnXa| > z1-¢]
=P, [VnX, —Vnp < —z1_s — vnp| + P, [V X, — Vg > za — /gl
=1-®(Vnu+z-g) + @(Vnu — z1-3),

S. Abbildung (links), wobei ®(z) = % f_zoo e~t*/2d¢ die Standardnormalverteilungsfunkti-

on bezeichnet. Die Giitefunktion ist gleich o an der Stelle 0 (Wahrscheinlichkeit eines Fehlers
1. Art) und konvergiert gegen 1 fiir u — £o00 (somit wird die Alternative bei grofiem || mit
grofler Wahrscheinlichkeit richtig entlarvt).
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ABBILDUNG 4. Giitefunktion des Gau-z-Tests fiir ug = 0, 02 = 1 und n = 10.
Links: Zweiseitiger Test (Fall 1A). Rechts: Einseitiger Test (Fall 1C).

Aufgabe 10.4.9. Seien Xi,...,X,, ~ N(u, 1) unabhiingig. Betrachten Sie die einseitigen
Hypothesen Hyp : ¢ <0 und Hy : > 0.

(a) Bestimmen Sie die Giitefunktion des einseitigen Gauf-z-Tests
(1, ..., @y) = ]1\/%7L>Z17a'

(b) Zeigen Sie, dass die Giitefunktion fiir alle 4 < 0 unterhalb von « bleibt, s. Ab-
bildung [4] (rechts). D.h. es handelt sich tatséchlich um einen Test zum Niveau
.

10.5. Tests einfacher Hypothesen: Neyman-Pearson-Theorie

In diesem Kapitel betrachten wir den Fall, wenn beide Hypothesen einfach sind, d.h.
90 = {90}7 G)1 - {01}; 0= {60,91}.

Zur Vereinfachung der Notation schreiben wir im Folgenden Py bzw. P; fiir Py, bzw. Py,.

Annahme: Die Wahrscheinlichkeitsmafle Py und P; besitzen Dichten hy und hq bzgl.
eines o-endlichen MaBles A auf (X, A).

Wir werden nun zeigen, wie man einen gleichméfig besten Test zum Niveau a konstruiert.
Eine ganz natiirliche Vorgehensweise ist diese: man entscheidet sich fiir H; bzw. Hy wenn
der sogenannte Likelihood-Quotient hy(x)/ho(z) groBer bzw. kleiner als ein vorgegebener
Wert k ist. Ist der Quotient gleich k, so ist man sich nicht sicher und randomisiert mit
Erfolgswahrscheinlichkeit .
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Definition 10.5.1. Seien k£ € [0,00] und v € [0,1]. Ein Likelihood-Quatienten-Test
(oder LQ-Test) ist ein Test der Form

1, falls 52 (i) k,
(10.5.1) p(x) =<0, falls Z Ezg k,

7’ ()

Méogliche Unbestimmtheiten der Form 0/0 werden wir im Folgenden ignorieren, denn die
Menge A := {x € X: ho(x) = hy(z) = 0} ist eine Nullmenge bzgl. Py und P;. Somit ist die
Wahrscheinlichkeit, dass die Stichprobe X in A landet gleich 0 sowohl unter Hy als auch
unter Hy.

ABBILDUNG 5. Jerzy Neyman und Egon Pearson (der Sohn von Karl Pearson)

Lemma 10.5.2 (Neyman-Pearson, Teil 1). Sei ¢ ein LQ-Test mit Eqp(X) = a. Dann
gilt
Eip(X) = sup  Ei9p(X),
¥: Eoyp(X)<a
d.h. ¢ ist gleichméfig bester Test zum Niveau a.

Beweis. Sei ¢ ein Test zum Niveau «, d.h. Eqi)(X) < a. Es reicht zu zeigen, dass

ElSO(X) > Eﬂ/J(X)-

Wir behaupten, dass

(10.5.2) (p(x) —(x))(hi(z) — kho(z)) > 0 fur alle z € X.
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Um dies zu zeigen, betrachten wir drei Fille:
Fall 1: hy(z) — kho(x) > 0. Dann gilt ¢(x) = 1 und folglich ¢(z) — ¥ (z) > 0, woraus sich
die Behauptung (10.5.2)) ergibt.

Fall 2: hy(z) — kho(z) < 0. Dann gilt p(z) = 0. Es folgt ¢(x) — ¥ (z) < 0, und (10.5.2)) ist
richtig.

Fall 3: hy(x) — kho(z) = 0. In diesem Fall ist das Produkt auf der linken Seite von ({10.5.2)
gleich 0 und (10.5.2) stimmt.
Indem wir ((10.5.2)) bzgl. A integrieren, erhalten wir

/(W —P)hdA > k/((p — 1)) hodA\.
X x
Nachdem wir Integrale als Erwartungswerte darstellen, ergibt sich

Ei[o(X) = (X)) = kEolp(X) — (X))

Es gilt allerdings Eqp(X) = «, wiahrend Egi)(X) < «. Somit ist der Erwartungswert auf
der rechten Seite nichtnegativ und es folgt, dass E;[¢(X) — ¢(X)] > 0. Das beweist die
Behauptung. 0

( )

Lemma 10.5.3 (Neyman-Pearson, Teil 2). Zu jedem a € (0, 1) lassen sich k£ € [0, c0)
und 7 € [0, 1] finden, so dass fiir den durch ((10.5.1]) definierten Test ¢

Eop(X) = a

gilt. Laut Teil 1 des Neyman-Pearson-Lemmas ist ¢ gleichméflig bester Test zum Niveau

Q.
(. J

Beweis. Sei ¢ gegeben durch ([10.5.1)). Durch eine geeignete Wahl von k£ und ~ wollen wir

erreichen, dass

Eop(X) L Po[T > k] +APo[T = k] = cv.

Die Statistik T ist Py-fast sicher endlich, denn es gilt

{ho=0} {ho=0}

Die Funktion y — Py[T" > y] ist rechtsstetig, monoton nichtsteigend und es gilt lim,_, - Py[T" >
y] = 0 und Py[T" > y] =1 falls y < 0. Startend mit y = 400 verkleinern wir den Wert von y
solange Po[T" > y| < « gilt. D.h. wir definieren

k=inf{y > 0: Py[T > y] < a} € [0, 0).
Nun gibt es zwei Fille.
Fall 1: Der Wert « wird erreicht, d.h. Py[T" > k] = .. Dann konnen wir v = 0 setzen.

Fall 2: Der Wert « wird iibersprungen, d.h. Py[T" > k| < v und Py[T" > k| > . Wir definieren
dann

o — Po[T > l{?}
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wobei wir bemerken, dass o — Po[T" > k| < Po[T" > k] — Py[T" > k] = Py[T" = k] und folglich
v < 1. 0

Beispiel 10.5.4 (Likelihood-Quotienten-Test fiir den Parameter der Binomialverteilung).
Es sei X ~ Bin(n,f) mit einem unbekannten 6 € (0,1). Wir betrachten die einfachen
Hypothesen

H()Ze:eo und H1:0:@1,
wobei 0, 01 € (0,1) vorgegeben seien und wir der Einfachheit halber 6y < 6; voraussetzen.
Der gesunde Menschenverstand sagt, dass wir Hy verwerfen miissen, wenn X ,,zu grof3“ ist.
Diese Intuition wird durch die Neyman-Pearson-Theorie bestétigt.
Der Stichprobenraum ist X = {0,...,n}. Sei A das Zahlma8 auf {0,...,n}, d.h. A\({z}) =1
fiir alle x € X. Die Zahldichten hy und h; sind gegeben durch

hi(x) = (Z)Hf(l —0,)" ", x€{0,....,n}, i€{0,1}.
Fiir den Likelihood-Quotienten erhalten wir
M) = ) _ Qo -0 <M) <1 - 91)”
" ho(x) (2)93(1 — Gp)n Oo(1 — 0y) 1—60y)

Der Likelihood-Quotienten-Test féllt die Entscheidung in Abhéngigkeit davon, ob A(z) grofler,
kleiner oder gleich einem bestimmten Wert £ ist. Da aber g—(l) > 1 und }:g‘; > 1, ist A(x) eine
monoton steigende Funktion von x. Somit gilt

ANz)>k<= 2>k, Az)<k<=z<k' A@x)=k<=z=F,

fiir einen passenden Wert £*. Wir konnen also den Likelihood-Quotienten-Test auch folgen-
dermaflen darstellen:
1, falls z > k¥,

p(r) =<0, fallsz < k*,
~v*, falls . = k*
fur € {0,1...,n}. Wir miissen noch die Werte k* € {0,...,n} und v* € [0, 1] so bestim-
men, dass die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 1. Art gleich o wird, d.h.
(10.5.3) Po[X > k™| + 7' Po[X = k"] = a.

Startend mit & = n (in welchem Fall Py[X > k] = 0 ist) verkleinern wir den Wert k solange
die Wahrscheinlichkeit Po[X > k| unterhalb von « bleibt. Sei k& = k* der kleinstmdogliche
Wert, fiir den noch Po[X > k] < « gilt, d.h.

k* = min {k €{0,...,n} : Po[X > k] d:efz <T.l)96(1 — )" < Oé} -
i
i=k
Wiirden wir nun H, verwerfen, wenn X > k*, und sonst H, beibehalten, so wére das Signi-
fikanzniveau < «. Bei einer weiteren Verkleinerung von £* wiirde das Signifikanzniveau den
Wert « iibersteigen. Um das Niveau von exakt o zu erreichen, miissen wir im Fall X = £*
eine zufillige Entscheidung treffen. Entscheiden wir uns fiir H; mit Wahrscheinlichkeit

o —Po[X > k¥
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so ist ((10.5.3) erfiillt und das Niveau ist exakt c.

Beispiel 10.5.5 (Erkennung eines Signals im Rauschen). Es seien Xi,..., X, ~ N(u,o?)
unabhéngig, wobei o bekannt sei. Fasst man X7,..., X, als Messungen eines Signals zu
verschiedenen Zeitpunkten auf, so kann man folgende Hypothesen aufstellen:

Hy: p =0, d.h. es wurde nur Rauschen empfangen,

Hy: p=py, d.h. es wurde ein verrauschtes Signal der Stérke p; empfangen.

Dabei sein p; > 0 bekannt. Der Stichprobenraum ist X = R"™. Die Dichten von Py und P,
bzgl. des Lebesgue-Mafles A sind

1 o1 g2 1 no g " (gi—pn)?
ho(‘rl) s 75671) = ( 5o ) € 23 i 17 hl(l‘l, e ,l’n) = ( T ) e 202 2z (@i—pm) ‘
v 0 V2T

Nach dem Lemma von Neyman-Pearson basiert der gleichméflig beste Test auf dem Wert
der LQ-Statistik

hi(z1, ..., x,) DRI
A, .. 2p) = AT 0 Tn) o i 53
(xl’ ’xn) ho(flfl,...,l’n) e ’

Da A eine monoton steigende Funktion von Z,, ist, hat der gleichméfig beste Test die Form

( ) 1, falls z, > k¥,
Ty, Ty) =
PRI - 0, falls z, < k*,

wobei der Fall z, = k* wegen der Stetigkeit der Normalverteilung ignoriert werden kann
und k* so gewihlt werden muss, dass Po[X,, > k*] = a. Da \/nX,, unter H, standardnor-
malverteilt ist, miissen wir k* = 2;_,/+/n wihlen. Der gleichméBig beste Test sieht also
folgendermaflen aus:

1, falls \/nz, > z1_q,
(T, ..., xy) = \/_7 !
0, falls \/nZ, < z1_q.

Es sei bemerkt, dass der resultierende Test nicht von p; abhéngt.

Aufgabe 10.5.6. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 2. Art fiir den obi-
gen Test. Zeigen Sie, dass diese Wahrscheinlichkeit fiir n — co gegen 0 konvergiert.

Aufgabe 10.5.7. Sei ¢ ein gleichméBig bester Test zum Niveau « fiir Hy = {6y} gegen
Hy = {01}. Zeigen Sie, dass Eg, p(X) > a.

Aufgabe 10.5.8. Betrachten Sie ein statistisches Modell (X, A, {Py,P1}), wobei Py und
Py die Dichten hg und h; bzgl. eines o-endlichen Mafles A auf X besitzen. Ein Test ¢ fiir
Hy = {0} gegen H; = {1} heifit ein Minimaz-Test, wenn das Maximum der Irrtumswahr-
scheinlichkeiten erster und zweiter Art minimal unter allen Tests ist. Zeigen Sie:

(a) Es gibt einen Likelihood-Quotienten Test ¢ mit Eg[p] = E1[1 — ¢].

(b) Der Test aus (a) ist ein Minimax-Test.
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10.6. Tests fiir einseitige Hypothesen bei monotonen Dichtequotienten

Sei (Py)geo eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafen auf dem Stichprobenraum (X, .4). In
diesem Abschnitt nehmen wir an, dass © = (f_,6,) C R ein (moglicherweise unendliches)
Intervall ist und betrachten die einseitigen Hypothesen

H(]IGSQO und H119>90,

wobei 6y € © vorgegeben sei.

Die Aufgabe, Hy gegen H; zu testen, ist sicherlich schwieriger, als die Aufgabe, die einfa-
chen Hypothese 8 = #; und 6 = 6, gegeneinander zu testen, wobei #; < 6y < 65. Die in
Beispielen [10.5.4] und [10.5.5| konstruierten gleichméfiig besten Tests fiir einfache Hypothe-
sen basieren jeweils auf einer Statistik 7', die unabhéngig von der Wahl von #; und 60y ist.
Diese Kohérenzeigenschaft ldasst hoffen, dass auch der gleichméflig beste Test fiir die ein-
seitigen Hypothesen auf derselben Statistik basieren muss. Wir werden nun eine allgemeine
Eigenschaft von statistischen Modellen formulieren, die garantiert, dass alle LQ-Tests von
einfachen Hypothesen auf derselben Statistik basieren.

( M)
Annahme: (Py)pco ist eine dominierte Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien auf
(X, .A), d.h. es gibt ein o-endliches Mafl A auf (X,.4), sodass fiir jedes § € © das Wahr-
scheinlichkeitsmafl Py eine Dichte hy bzgl. A besitzt.

(. J

( N

Definition 10.6.1. Die Familie (Py)gco besitzt monotone Dichtequotienten in einer

Statistik 7" : X — R, wenn fiir alle ¢; < 0, eine monoton steigende Funktion Hy, g, :
R — [0, 00| existiert mit

h92 (Qf)

ho, ()

(. J

Beispiel 10.6.2. Sei Py die Binomialverteilung Bin(n, ) auf X = {0,...,n}. Der Parame-

terraum ist dabei © = (0,1). Als A nehmen wir das Z&ahlmaf$ auf {0,...,n}, dh. A\({z}) =1
fiir alle x € X. Die Zahldichte hy ist dann gegeben durch

S HQIVQQ(T(.T)) Pgl— und ]P)QQ—f.S.

n

ho(z) = ( )996(1 —o, z€{0,....n}

xz

Die Dichtequotienten sehen fiir ; < 6, folgendermafien aus:

hoy(z) _ ()OF(L =00 _ (92(1 —m))*ﬂ (1 —91>"
hgl(x) (Z)@%(l — 02>n—x 01(1 — 92) 1-— 90 ’
was eine monoton steigende Funktion von 7'(z) := z ist, denn z—j > 1 und }:g; > 1. Somit

liegen hier monotone Dichtequotienten vor.
174



Beispiel 10.6.3. Seien X, ..., X,, unabhéngige Zufallsvariablen mit Dichte/Z#hldichte hy(x).
Bildet hg(z) = a(0)b(z)e?4*) eine Exponentialfamilie, so gilt fiir den Likelihood-Quotienten

hoy(01) - hoy(xa) _ NS
ho,(x1) ... ho, (z,) p{( (62) (91));0[( 2)}.

Ist die Funktion ¢(f) monoton steigend, so liegen monotone Dichtequotienten in der Statistik
T(x1,...,2,) == > i, d(x;) vor. Diese Beobachtung liefert mehrere Beispiele von statisti-
schen Modellen mit monotonen Dichtequotienten, etwa
(a) Xi,..., X, ~ N(u,02) unabhiingig mit bekanntem o2 > 0. Dabei ist T'(z1, . .., T,) =
D iy i
(b) Xi,..., X, ~ N(u,o?) unabhéngig mit bekanntem o € R. Dabei ist T'(zy, ..., z,) =
D i T
(c) X1,...,X, ~ Poi(f) unabhéngig. Dabei ist T'(xy,...,2,) = > 0| Ti.
(d) Xi,..., X, ~ Exp(1/6) unabhéngig. Dabei ist T'(z1,...,2,) = Y o ;.
Der néchste Satz beschreibt den gleichméflig besten Test zum Niveau « fiir einseitige Hy-

pothesen bei monotonen Dichtequotienten in einer Statistik 7. Dieser Test basiert auf dem
Wert der Statistik 7.

( )

Satz 10.6.4 (Gleichméafig bester Test fiir einseitige Hypothesen). Sei (Pg)geco mit © =
(0_,0,) C R eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien auf (X,.4) mit monotonen
Dichtequotienten in einer Statistik 7" : X — R. Sei 6y € © vorgegeben und betrachte die
einseitigen Hypothesen Hy : 0 < 6y und H; : 6 > 6.
(a) Zu jedem « € (0, 1) existieren k* € R und v* € [0, 1] mit
]P)go [T > k‘*] + ’}/*]Pgo [T = k’*] = Q.
(b) Der durch
1, falls T'(z) > k*,
e (x) =<0, falls T(x) < k*,
v*, falls T'(x) = k*.
definierte Test ¢* ist gleichméafBig bester Test fiir Hy gegen H; zum Niveau .
. J
Beweis. Wir zeigen nur Teil (b), denn der Beweis von Teil (a) verlduft genauso wie im
zweiten Teil des Neyman-Pearson-Lemmas.

SCHRITT 1: DIE MACHT VON ¢*. Sei 8 > 6,. Wir zeigen, dass fiir jeden Test ¢ mit
Egyp(X) < a gilt

Eop"(X) 2 Egp(X).
Das bedeutet, dass ¢* eine kleinere Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 2. Art besitzt als jeder
Test ¢ zum Niveau a. Wir behaupten, dass

1, falls 2@ > k.

f;fo((x))
(10.6.1) e (x) =40, falls h:()(x) <k,
* he(z) __
~v*, falls oy (@) k,
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wobei k = Hy, g(k*). In der Tat,

hg(l‘)
h90 ("L‘)

wobei wir die Monotonie von Hp, y benutzt haben. Analoge Aquivalenzen gelten fiir ,,<“ und

o«

Es folgt aus (10.6.1), dass ¢* ein LQ-Test fir die einfache Hypothese Hy = {6} gegen
H, := {0,} ist. Das Niveau dieses Tests ist
EQDQD*<X) = ]Pgo [T > k*] + ")/*]P)go [T = k*] = Q.

Es folgt aus dem ersten Teil des Neyman-Pearson-Lemmas, dass ¢* eine nicht kleinere Macht
besitzt, als jeder andere Test zum Niveau < «, also z.B. Egp*(X) > Egp(X). Das beweist
die Behauptung von Schritt 1.

>k <= Hpo(T(x)) >k=Hppk") — T(x)>k",

SCHRITT 2: DAS NIVEAU VON ¢*. Wir zeigen, dass ¢* ein Test zum Niveau « ist, d.h.
Egp™(X) < « fiir alle 6 < 6.
Fiir 0 = 6, fogt das aus Teil (a) des Satzes. Sei also 6 < 6. Wir behaupten, dass
1, falls 2e@ g/

}Z)O((x))
(10.6.2) e (x) =<0, falls };L:O—((w)) > K,
* o\T) __ 1./
~*,  falls hog @) — k',
wobei k' = 1/Hpg,(k*). In der Tat,
ho(x ho (z 1 1
th(a:)) <k h(:]Tg:)) > = Hy g, (T(z)) > o= Hpo, (k) <= T(x)> k",
0

«

wegen der Monotonie von Hpg,. Ahnliche Aquivalenzen gelten fiir ,>“ und ,,=*, was die

Behauptung ((10.6.2)) beweist. Wir betrachten nun

0, falls 0@~k

};190((90))
Pi(z) =1—¢"(x) =<1, falls };L:O—((w)) >k,
1 —~*, falls hei o = k'

Somit ist 1* ein LQ-Test fiir Hy := {fy} gegen Hy := {#} zum Niveau
EQOZ/}*(X) =1- EQOQO*(X) =1-a.

Aus dem ersten Teil des Neyman-Pearson-Lemmas folgt, dass ¢* gleichméflig bester Test
zum Niveau 1 — « ist, d.h.

Eg™(X) = sup  Egih(X).

P E@ow(X)zlia

Somit gilt fiir ¢*, dass

Epp™(X) =1-Epp™(X) =1 sup Egy(X)
i Egy(X)=1—a
= inf Eyll —(X)] = inf Egp(X),
$: Egy(X)=1-a oll = $(X)] o+ Egyp(X)=a 0P (X)
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wobei wir beim letzten Ubergang ¢ := 1 — ¢ gesetzt haben. Nun ist aber ¢(X) := a ein
giiltiger Test mit Eg, (X ) = Egp(X) = «, somit ergibt sich
Eop*(X) = inf Eyp(X) < a,
0" (X) e, op(X) <
was die Behauptung beweist. 0
Beispiel 10.6.5 (Einseitiger Binomial-Test ist gleichméflig bester Test). Ein alterprobtes
Medikament fiihre zu einer Besserung mit bekannter Wahrscheinlichkeit 6, € (0,1). Ein

neues Medikament wurde in n Féllen erprobt und fithrte zu einer Besserung in « € {0,...,n}
Féllen. Wir betrachten die Hypothesen

Hj : neues Medikament ist nicht besser als das alte,

H; : neues Medikament ist besser.

Das folgende statistische Modell erscheint natiirlich: Die Beobachtung X ~ Bin(n, ) ist
binomialverteilt mit einem unbekanntem 6 € (0, 1), der Stichprobenraum ist X = {0,...,n}.
Dann lauten unsere Hypothesen Hy : 6 < 6y und Hy : 0 > 6. Die Bedingung der monotonen
Dichtequotienten gilt mit T'(x) = z, wie in Beispiel gezeigt wurde. Somit hat der
gleichméfig bester Test die Form

1, falls z > k*,
o) =1¢0, fallsz < k*,
~v*, falls z = k*

fir x € {0,1...,n}. Es bleibt nur noch, die Werte k* und v* so zu wihlen, dass die Wahr-
scheinlichkeit Hy unter 6 = 6, irrtiimlich zu verwerfen gleich o wird, d.h.

EQOQO(X) = ]P)QO [T > ]{I*] + ’Y*PQO [T = k*] = Q.

Die Parameter £* und ~4* koénnen nun genauso wie in Beispiel bestimmt werden,
namlich

]

K :min{k €{0,...,n} P [X > K =D (7)93(1 — G < a},

i=k
* a — Pgo [X > k*]
’y =
Py, [X = k*]
Beispiel 10.6.6 (Einseitiger GauB-z-Test ist gleichméfBig bester Test). Betrachte unabhéngige
Beobachtungen X1, ..., X, ~ N(u,0?), wobei 62 > 0 bekannt sei. Wir interessieren uns fiir

die Hypothesen
Ho:p<po und Hiy:p> po,

wobei o vorgegeben sei. Der einseitige GauB-z-Test basiert auf der Teststatistik

X, -
T = nor—Ho

0o

die unter p = o standardnormalverteilt ist, und verwirft H, falls T' > z;_,. Um zu zeigen,
dass dieser Test gleichméflig bester Test zum Niveau « ist, miissen wir die Bedingung der
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monotonen Dichtequetienten iiberpriifen. Der Stichprobenraum ist X = R"™ und die Dichte
von P, bzgl. des n-dimensionalen Lebesgue-Mafles ist

ha(r, ... ) = (\/%Uo)nexp {_;Tg é(m _ M)?} .

Fiir beliebige p1 < po ist der Dichtequotient gegeben durch

n

hyy (21,5 20) = exp {—% Z ((% - M2)2 — (i — M1>2)}

hlul(l'l,...,.l’n) 055
(po — pu1) Z?: Li n
:exp{ 2 : +2 2(:”%_,“%)
99 99

M2 — M1 Toy n

wobei wir beim letzten Ubergang die Identitét Yo = n(T—\/‘%) + 1) benutzt haben. Die
rechte Seite ist eine monoton steigende Funktion von 7', folglich liegen monotone Dichtequo-
tienten vor.

Aufgabe 10.6.7. Seien X1i,...,X, ~ N(0,0?) unabhiingig, wobei der Erwartungswert

gleich 0 ist und die Varianz o2 > 0 unbekannt sei. Zeigen Sie, dass die Bedingung der

monotonen Dichtequotienten mit T'(z1,...,2,) = > v, x7 gilt und konstruieren Sie den

gleichmiiflig besten Test zum Niveau « fiir Hy : 02 < 02 gegen Hy : 02 > o3.

Aufgabe 10.6.8. Seien Xj,...,X,, ~ Poi(f) unabhéngig, wobei 6 > 0. Zeigen Sie, dass

die Bedingung der monotonen Dichtequetienten mit T'(x1,...,2,) = > i 2; gilt und
beschreiben Sie den gleichméfig besten Test von Hy : 6 < 6y gegen Hy : 60 > 6y zum
Niveau a.

10.7. Verallgemeinerter Likelihood-Quotienten-Test

Fiir einfache Hypothesen ist der Likelihood-Quotienten-Test ein gleichméfig bester Test. Fiir
nicht-einfache Hypothesen lésst sich der LQ-Test wie folgt verallgemeinern.

Annahme: (Py)gco ist eine dominierte Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien auf dem
Stichprobenraum (X, .A), d.h. es gibt ein o-endliches Maf§ \ auf (X, .4), sodass fiir jedes
0 € © das Wahrscheinlichkeitsmafl Py eine Dichte hy bzgl. A besitzt.

Wir betrachten die Hypothesen
Hy:0 €06y und H;:0 € 0Oy,

wobei © = Oy U O, eine disjunkte Zerlegung des Parameterraumes © sei.
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Definition 10.7.1. Die verallgemeinerte Likelihood-Quotienten-Statistik ist definiert

durch

A(x) _ Sup9€®0 h@(&?)
SuPgee ho ()

. J

Kleine Werte von A sprechen fiir eine Ablehnung von Hj.

€[0,1], zeZX.

e M)

Definition 10.7.2. Der verallgemeinerte LQ-Test ist definiert durch
1, falls A(z) <,
p(r) =
0, falls A(z) > ¢,

(. J

Dabei soll die Wahl von ¢ € [0, 1] sicherstellen, dass der Test Niveau « besitzt, d.h.

sup Egp(X) = a.
(ASSH)

Beispiel 10.7.3 (Zweiseitiger Student-t-Test als verallgemeinerter LQ-Test). Betrachte un-
abhiingige normalverteilte Beobachtungen X7, ..., X, ~ N(u,0?). Der Stichprobenraum ist
X = R" und der Parameterraum ist eine Halbebene:

O ={(u,0): peR,o*>0}.

Wir betrachten die Hypothesen Hy : 1 = o und Hy : gt # pio mit einem vorgegebenen g € R
und einem unbekanntem o2, d.h.

@0:{(M070_2):U2>0}a @1:{(Ma02)::u7£:u070-2>0}'
Die Dichte von P, ;2 bzgl. des Lebesgue-Mafies auf R" ist

h%az(:tl,...,wn):( ! )nexp{—ri?i(xi—w}.

2mo P

Um das Supremum der Likelihood-Funktion A, ,2(x1,...) itber © bzw. O zu bestimmen,
erinnern wir uns an die Maximum-Likelihood-Schétzer

1 n
argmax hy, o2(21, ..., Ty) = | T, — Z(JEZ — T,)?
(1,02)€0

und
1 n
argmax hy, o2 (21, ..., ) = | o, — Y (w5 — po)? | -
(/"0—2)660 g ( n ZZ:;

Einsetzen der optimalen Werte von (4, 0?) in die Dichte h,, 5> ergibt

—n/2
1 \" (1
sup  hyp2(x1,..., 7, :(—> — T — Tp)? e 2,
(oo o =\ Ve (” 2 )

=1
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bzw.

n —n/2
1 1
sup  hyo2(x, ..., T,) = (—) = (z; — po)? e 2,
(1,02)€60 : V2T n 12:

=1
Die Likelihood-Quotienten-Statistik ergibt sich somit zu

sovenn = (BEERE)

Um den Zusammenhang zur Student-t-Statistiki herzustellen, benutzen wir die Steiner-
Formel Y., (z; — po)? = Y iy (xi — &,)* + n(Z, — po)? und schreiben A wie folgt um:

n/2

] 1 n/2
A ey ) = - = ’
(xb y & ) 14 X:n(:cn—uo)2 (1 —+ TQ/(n — 1))

i:l(xi_fn)2

was eine monoton fallende Funktion von |T| ist, wobei
L \/— T — Mo
=/n
1\ -
\/n—l Doim (T — Tp)?

die Student-t-Statistik bezeichnet. Die Bedingung A(xq,...,z,) < ¢ ist dquivalent zur Be-
dingung |T'(zy,...,x,)| > ¢ fir ein passendes ¢’. Wihlt man ¢ bzw. ¢’ so, dass beide Tests
das gleiche Signifikanzniveau « besitzen, so treffen die beiden Tests die gleiche Entscheidung.

T(xy,...,25)

10.8. Asymptotische Tests fiir die Erfolgswahrscheinlichkeit bei
Bernoulli-Experimenten

Manchmal ist es nicht moglich oder schwierig, einen exakten Test zum Niveau « zu kon-
struieren. In diesem Fall kann man versuchen, einen Test zu konstruieren, der zumindest
approximativ (bei groflem Stichprobenumfang n) das Niveau « erreicht. Wir werden nun
die entsprechende Definition einfithren. Seien X7, X, ... unabhéngige und identisch verteilte
Zufallsvariablen mit Dichte bzw. Zéhldichte hg, wobei 6 € O. Es sei auflerdem eine Zerlegung
des Parameterraumes © in zwei disjunkte Teilmengen Oy und ©; gegeben:

O=60pU0B;, 60N, =0.

Wir wollen die Nullhypothese Hy : 6 € Oy gegen die Alternativhypothese H; : 0 € O,
testen.

( )

Definition 10.8.1. Eine Folge von Borel-Funktionen o1, @s, ... mit ¢, : R — {0,1}
heifit asymptotischer Test zum Niveau « € (0, 1), falls
lim sup sup Pylpn(Xi, ..., X,) =1] < a.
n—oo  6HeBq
. J

Dabei ist ¢,, die zum Stichprobenumfang n gehérende Entscheidungsregel.

Wir werden nun asymptotische Tests fiir die Erfolgswahrscheinlichkeit 6 bei Bernoulli-Experimenten
konstruieren. Seien X, ..., X, unabhingige und mit Parameter 6 € (0, 1) Bernoulli-verteilte
Zufallsvariablen. Wir wollen verschiedene Hypothesen iiber den Parameter 6 testen, z. B.
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0 = 6y, & > 0, oder # < 6. Ein natiirlicher Schétzer fiir § ist X,,. Wir betrachten die
Teststatistik -
X, — 6y

T, = \/ﬁ——eo(l = 90).

Unter der Hypothese 6 = 6, gilt nach dem zentralen Grenzwertsatz

T, -2 N(0, 1).

n—o0

Wir betrachten nun drei verschiedene Falle.

Fall A. Hy : 0 = 0y; Hy : 0 # 0y. In diesem Fall sollte Hy verworfen werden, wenn |T},| grof3
ist. Entscheidungsregel: Hy wird verworfen, wenn |T,,| > 2 _a.

Fall B. Hy : 0 > 6y; H, : 0 < 6y. Die Nullhypothese H, sollte verworfen werden, wenn 7,,
klein ist. Entscheidungsregel: Hy wird verworfen, wenn T, < z,.

Fall C. Hy : 0 < 60y; Hy : 0 > 6y. Die Nullhypothese H sollte verworfen werden, wenn T,
grof ist. Entscheidungsregel: Hy wird verworfen, wenn T}, > z1_,.

Nun betrachten wir ein Zweistichprobenproblem, bei dem zwei Parameter #; und 6, von zwei
Bernoulli-verteilten Stichproben verglichen werden sollen. Wir machen folgende Annahmen:

(1) X1,...,X,,Y1,....,Y,, sind unabhéngige Zufallsvariablen.
(2) Xy,..., X, ~ Bern(6,).
(3) Y1,...,Y,, ~ Bern(6s).

Man kann sich z.B. zwei Gruppen von Patienten vorstellen, die sich zwei verschiedenen The-
rapien unterzogen haben. Die Zufallsvariablen X; (bzw. Y;) spiegeln den Behandlungserfolg
in der ersten (bzw. zweiten) Gruppe wider. Es sollen nun Hypothesen iiber die Erfolgswahr-
scheinlichkeiten #; und 6, getestet werden, z. B. 1 = 05, 1 > 05 oder 6, < 6,. Parallel dazu
kann man auch asymptotische Konfidenzintervalle fiir #; — 65 konstruieren.

Ein natiirlicher Schétzer fiir 6, — 65 ist X,, — Y,,. Fiir seinen Erwartungswert und Varianz
gilt
_ _ _ _ 0,(1—0 05(1 — 6
E[X, — Y] = 61 — 05, Var[X, —Y,,] = 11 =0 61— 0a)
n m
Wir definieren uns die zentrierte und normierte Zufallsvariable

T _Xn_?m_(el_QQ)
e \/91(1—91) | 0a(1-62) '

n m

Satz 10.8.2. Seien 64,605 € (0,1). Unter Py, 4, gilt

Tom N N(0, 1) fiir n,m — oo.

Beweis. Es seien nq, no, ... und mq, mso, ... zwei Folgen mit limy_, np = limy_, oo my = +00.
Wir zeigen, dass

d
T~ N(0,1).
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Wir haben die Darstellung Tnk,mk =21+ Zog + ... + Ly 4y, WObEL

- X9 919 - falls 2 =1,...,n4,
p G B
ik = Yi_n, —0 .
— - 9" Z - falls e =n, + 1,...,ng + my.
mk\/ 1(71% i 2(71% )

Wir wollen den zentralen Grenzwertsatz von Ljapunow verwenden. Es gilt:
(1) Die Zufallsvariablen Zy.x, Zok, - - . s Zny+myk Sind unabhéngig.
(2) EZ;, = 0.
(3) Z?kfm’“ Var Z;, = 1.

Die letzte Eigenschaft kann man wie folgt nachweisen:

ng+mg

Z Var Z;., = 1 (nk.el(l—gel)erk.@?(l—ez)) —1
i=1

01(1—61) 92(1—92) n m
T T o k k

Wir miissen also nur noch die Ljapunow-Bedingung iiberpriifen. Sei 9 > 0 beliebig. Es gilt

nlﬁkaE’Zi;kFJrJ _ nk]E|X1 _ @1|2+5 _ N mkED/l _ 92|2+5 _
i=1 2t <91(1—91) i 92(1—92)) 2 m+o (91(1—91) n 92(1_92)) 2
nE mg Nk mp
22+6 22+6
< 55 T 355
(000 = 00) £ m PR Tl (B 0,01 - )
22—‘,—5 22+6

2+5 2495

ny 2001 — 00)°F m)*(0,(1 — 62))

was fiir £ — oo gegen 0 konvergiert, da ng, my — +00. Aus dem zentralen Grenzwertsatz
von Ljapunow folgt nun die Behauptung des Satzes. 0J

Die Grofie Tnm beinhaltet die unbekannten Parameter #; und 6, sowohl im Zéahler als auch
im Nenner. Deshalb ersetzen wir #; und #y im Nenner durch die entsprechenden Schétzer
X,, und Y,,. Nach dem Gesetz der grofien Zahlen gilt X,, — 6, und Y,, — 6, fast sicher fiir
n,m — co. Aus dem Satz von Slutsky kann man dann herleiten (Ubungsaufgabe), dass

X, =Y, — (6, -0
= = ( e ?) LN N(0,1) fir n,m — oo.
\/Xn(len) + Yo (1-Yi)

n m

Wir betrachten nun drei verschiedene Nullhypothesen.
Fall A. Hy: 0, = 05; Hy : 01 # 0. Unter Hy gilt dann

X,-Y,
Tom = ——= - - N N(0,1) fiir n,m — oo.
\/Xn(l—Xn) 4 Ym(1=Yim)

n m

182



Wir verwerfen Hy, wenn |71}, ,,,| grof ist. Entscheidungsregel: Hy wird verworfen, wenn |7}, ,,| >
Zl_% .

Fall B. Hy : 01 > 09; Hy : 61 < 05. Die Nullhypothese Hj sollte verworfen werden, wenn 7, ,,,
klein ist. Entscheidungsregel: Hy wird verworfen, wenn 7}, ,,, < z,.

Fall C. Hy : 0; < 0y; Hy : 01 > 0,. Die Nullhypothese Hj sollte verworfen werden, wenn 7, ,,,
grof} ist. Entscheidungsregel: Hy wird verworfen, wenn 75, ,,, > 21_,.

Aufgabe 10.8.3 (Punktweise Konsistenz). Zeigen Sie, dass fiir den im Fall A konstruier-
ten Test gilt:

lim Py, 0,[|Thm| > 21-a] =1 fiir alle 01,6, € (0,1) mit 61 # 02,

n,m—00

d.h. die Alternative wird mit einer Wahrscheinlichkeit erkannt, die gegen 1 konvergiert.

Aufgabe 10.8.4. Konstruieren Sie ein asymptotisches Konfidenzintervall fiir 6; — 6o zum
Konfidenzniveau 1 — a.

10.9. Pearson-y>-Test

Beispiel 10.9.1. In seinen klassischen Versuchen hat Gregor Mendel Vererbung von Merk-
malen bei Erbsen untersucht. In einem Experiment aus dem Jahre 1865 ziichtete er 556
Erbsen der folgenden 4 Typen:

e 315 rund und gelb,

e 101 kantig und gelb,
e 108 rund und griin,
e 32 kantig und griin.

Theoretisch sollten diese Typen im Verhiltnis 9 : 3 : 3 : 1 stehen. Die theoretischen Erwar-
tungswerte der 4 Typen sind 312.75,104.25, 104.25, 34.75, was von Mendels Werten abweicht.
Sind diese Abweichungen nun so grof3, dass Mendelsche Theorie verworfen werden kann? Die-
se Frage kann man mit dem Pearson-y?-Test beantworten.

Wir beginnen mit der Definition der Multinomialverteilung. Man betrachte n Bélle, die
unabhéngig voneinander in Behilter geworfen werden. Die Anzahl der Behélter sei d und
die Wahrscheinlichkeit, dass ein Ball im Behélter ¢« € {1,...,d} landet, sei p; > 0, wobei
p1 + ...+ pg = 1. Bezeichnen wir mit X; die Anzahl der Bille, die im Behélter ¢ landen, so
ist der Zufallsvektor (X7, ..., X;) multinomialverteilt mit Parametern (n;py,...,pq). Es gilt

n

PIX|=x1,..., Xg=xq4 = L phd
(X4 1 4= Z4] (xl,...,xd)pl Dy

fir alle zy,...,24 € Ng mit 27 + ... + x4 = n. Notation: (Xy,..., Xy) ~ Mult(n; p1,...,pq)-
Aufgabe 10.9.2. Zeigen Sie, dass fiir die Marginalverteilungen X; ~ Bin(n, p;) gilt.
Beispiel 10.9.3. Wir werfen einen fairen Wiirfel n Mal. Es sei X; die Anzahl der Einsen,

X, die Anzahl der Zweien, usw. Dann ist (X7,..., Xg) multinomialverteilt mit Parametern
(n;%,...,%).
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Mit dem Pearson-x2-test kann man Hypothesen iiber die Parameter (pi,...,pq) testen. Wir
betrachten eine multinomialverteilte Stichprobe

(X1,...,Xq) ~Mult(n;p1,...,pa),

wobei n, d bekannt und py, ..., py unbekannt seien. Fiir einen vorgegebenen Wahrscheinlich-
keitsvektor (pi,...,p}) betrachten wir die Hypothesen
HO:(le""pd):<pT7"‘7p2) und Hl:(pl?"'?pd)%<p>{7"‘7p:l)'

Wir stellen das dazugehorige statistische Modell auf. Der Stichprobenraum ist die endliche
Menge

X={(z1,...,29) ENE: 21+ ...+ 34 =n}.
Der Parameterraum ist ein Simplex
©={(p1,...,pa) 01, pa >0, D1+ ... +ps= 1}
Fiir ein (py,...,pq) € © ist P, ,, ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf X mit

n T T
PPL..-,pd [A] = Z (371 o xd>p1 < 'pdda A C x

(%1,..,xq)EA

Um die oben formulierte Hypothese Hy zu testen, werden wir die quadratischen Abweichun-
gen der beobachteten Werte xy, ..., x4 von den erwarteten Werten npj, . .., np}; mit speziellen
Gewichten summieren.

Definition 10.9.4. Die Pearson-Statistik ist definiert durch

(2 — np})’
To(zq,...,2q) = Z LI e

*
nn:
i=1 Pi

Der Pearson-y2-Test verwirft Hy, wenn T, grofier als ein kritischer Wert ist. Um den kriti-
schen Wert zu bestimmen, miissen wir die Verteilung von 7}, unter der Nullhypothese kennen.

Satz 10.9.5 (Karl Pearson, 1900). Unter Hy gilt 7, —= x2_,.
n—oo

Also verwerfen wir Ho, wenn T, > x3_,,_,. Dies ist ein asymptotischer Test zum Niveau a,
denn nach dem Satz von Pearson gilt fiir die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 1. Art

nhj{olo ]P)HO [Tn > X?l—l,l—a] = .

Bemerkung 10.9.6. Man beachte, dass die Anzahl der Freiheitsgrade der y2-Verteilung
gleich d—1 und nicht d ist. Ein Freiheitsgrad ist durch die Relation 3¢, (z;—npf) = n—n = 0
verlorengegangen.
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Beweis von Satz [10.9.5. Seien &, &, ... unabhéngige identisch verteilte Zufallsvariablen
mit Werten in der Menge {1, ...,d} und Wahrscheinlichkeiten

Wir konnen &, als die Nummer des Behélters interpretieren, in dem der k-te Ball landet.
Somit ist der Vektor (X7, ..., Xy) mit

X1 :Zﬂ{gkzl}, ey Xd:zl{ﬁk:d}‘
k=1 k=1
multinomialverteilt mit Parametern (n;pj, ..., pj). Wir wollen zeigen, dass

d
To(X1,.. . Xa) == Xa1.

SCHRITT 1: KOVARIANZMATRIX. Definitionsgemaf3 gilt

n

(le o 7Xd) = Z (:H-{gk,zl}, ey ﬂ-{fk:d}) .

k=1

Also ist (Xi,...,X,) eine Summe von n unabhéngigen identisch verteilten Zufallsvektoren.
Um auf diese Summe den multidimensionalen zentralen Grenzwertsatz anzuwenden, miissen
wir den Erwartungswert und die Kovarianzmatrix der Summanden ausrechnen. Fiir alle
ied{l,... d} gilt

El{g =iy =Pl& = 1] = p;.
Auflerdem gilt fiir alle 4,7 € {1,...,d}, dass
Cov (Lie =}, Lie,=j3) = Pl&1 = i,& = j] — P& = i|P[&; = j]
) -pip;, falls 7 # j,
Cpr(L—pp), fallsi=j.
wobei wir beim letzten Ubergang benutzt haben, dass die Ereignisse {¢; = i} und {& = j}
fiir ¢ # j disjunkt sind.

SCHRITT 2: ZENTRALER GRENZWERTSATZ. Mit dem (d—1)-dimensionalen zentralen Grenz-
wertsatz ergibt sich

X, —np*  Xyq—np
Un::< LT Ad "pdl)ﬁ(zl,...,zd_l),

\/ﬁ \/ﬁ n—00
wobel Z = (Zy,...,Z4-1) ein (d — 1)-dimensionaler GauB-verteilter Zufallsvektor ist mit
EZ, =...=EZ; 1 = 0 und der Kovarianzmatrix

rij = Cov(Z;, Z;) = *pzpj, * alls Z 75]’
pr(1—pi), fallsi=j.

Es sei bemerkt, dass wir die letzte Koordinate weggelassen haben, denn sonst wiirden wir
wegen der Relation X; + ...+ Xy = n im Grenzwert einen Gauf-Vektor (Z1,...,7Z;) mit
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Zy + ...+ Zg = 0 bekommen. Dieser Vektor ist degeneriert, wir miissen aber im néchsten
Schritt die Kovarianzmatrix invertieren.

SCHRITT 3: NORMIERUNG AUF DIE STANDARDNORMALVERTEILUNG. Das Inverse der Ko-
varianzmatrix 3 = (74;)1<; j<¢—1 berechnet sich zu (Ubung)

1/p5, falls i # j,

(sij)1<ij<d—1 J {1/292 +1/p;, fallsi=j.

Der Zufallsvektor ¥~1/27 ist standardnormalverteilt auf R, Mit dem Satz von der stetigen
Abbildung ergibt sich, dass

_ _ X7 —npj Xg_1—npj_ d
yo12y, = w12 (2L L. =1 ) 25 (Ny,..., N,
\/ﬁ ) ) \/ﬁ n—>oo( 1, ) dl)a

wobei (Ny,..., N4_1) standardnormalverteilt auf R4! ist. Durch nochmalige Anwendung
desselben Satzes folgt

(E*WUH)T (x720,) n—}igo N+ .. 4+ NI~
Auf der anderen Seite gilt
(=20, (=720,) = Ul sy,

j=1 =1 1
d—1 9 d—1 2
X:i—n 1
- Z ( : *pj) * ( (XZ - np:))
j=1 np; "Pa \ i
d *
_ Z (X] - ”pj)2
j=1 np;
=T.(Xy,..., X4),

wobei wir beim letzten Ubergang die Relation 3¢ (X; — npf) = 0 benutzt haben. Fasst
man alles zusammen, so ergibt sich die zu beweisende Aussage

Tn(Xl, . ,Xd) == (Eil/zUn)T (271/2Un) _>i> X§71-

2
Aufgabe 10.9.7. Zeigen Sie, dass T),(z1,...,xq) = Zle ;Tj —n.

Der néchste Satz besagt, dass der Pearson-Test jeden festen Parameterwert aus der Alter-
nativhypothese mit einer fiir n — oo gegen 1 konvergierenden Wahrscheinlichkeit erkennt.
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Satz 10.9.8 (Punktweise Konsistenz des Pearson-y?-Tests). Fiir eine Stichprobe
(X1,...,Xq) ~ Mult(n; p1,...,pa)
betrachten wir die Hypothesen
Ho: (p1,- - pa) = (P}, 03),  Hi:(pr-opa) = (04,5 1),
wobei (p},...,p5) # (pl,...,p)) vorgegeben seien. Dann gilt
lim Py [Th(X1, .-, Xa) > Xi-11-a] = 1.

n—o0
. /

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es mindestens ein i € {1,...,d} mit p; # p. Unter H,
gilt nach dem starken Gesetz der grofien Zahlen

Xi 1 - f.s. ’ %
= E;H{Ski} mpz # ;-

n

Es folgt, dass unter H;
(Xi —npp)* _n <Xi *>2 o,

Tn:Tn(Xla---7Xd)Z " == \|— D — +00.
Daraus folgt, dass 7}, gegen 400 auch in Wahrscheinlichkeit konvergiert, d.h. lim,, o P, [T, >
c] =1 fiir jedes feste ¢ € R. O

Beispiel 10.9.9. Fiir den oben beschriebenen Versuch von Mendel mit n = 556 Erbsen

lautet die Nullhypothese
9 3 3 1
(P1, P35, P3) = (E’ 6 T6 E) :
Die von Mendel beobachteten Werte sind
(21, T2, w3, x4) = (315,101, 108, 32).

Der Wert der Pearson-Statistik berechnen sich zu T, (1, x2, x5, z4) = 0.47. Nach dem Satz
von Pearson sollte T, unter der Nullhypothese approximativ yi-verteilt sein. Das 0.95-
Quantil der y2-Verteilung ist laut Tabelle X§70.95 = 7.81, was viel grofer als der beobachtete
Wert von T, ist. Also kann die Nullhypothese nicht verworfen werden. Die Daten zeigen
keine signifikante Abweichung von der Mendelschen Theorie.

Der p-Wert ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei einer unabhéngigen Wiederholung des Ex-
periments ein Wert der Pearson-Statistik 7}, beobachtet wird, der > 0.47 ist, und betrégt in
unserem Fall 0.92. Von 10 Biologen, die das Experiment von Mendel unabhéngig wiederholen,
wiirde im Durchschnitt nur einer eine bessere Ubereinstimmung mit der Theorie beobach-
ten, als Mendel. Auch in anderen Experimenten von Mendel war die Ubereinstimmung mit
den theoretischen Werten ,,zu gut“. Aus diesem Grund warf Fisher in einer Arbeit aus dem
Jahre 1936 Mendel vor, seine Ergebnisse beschonigt zu haben, was zur sogenannten Mendel-
Fisher-Kontroverse fithrte. An dieser Stelle verweisen wir auf das Buch von A. Franklin, A.
W. F. Edwards, D. J. Fairbanks, D. L. Hartl, and T. Seidenfeld, ,, Ending the Mendel-Fisher
Controversy*, Univ. Pittsburgh Press, 2008.

187



Beispiel 10.9.10. Man kann sich fragen, ob in der Dezimaldarstellung der Zahl
m = 3.141592653589793238 . ..

alle 10 Ziffern ungefihr gleich oft vorkommen. Unter den ersten n = 107 Dezimalstellen von
7 finden sich so viele verschiedene Ziffern:

x0 1 T2 T3 T4 T5 x6 z7 T8 9
999.440 | 999.333 | 1.000.306 | 999.965 | 1.001.093 | 1.000.466 | 999.337 | 1.000.206 | 999.814 | 1.000.040

Wir méchten nun die Hypothese, dass jede Ziffer mit einer Haufigkeit von 1/10 vorkommt,
testen. Die Pearson-Statistik berechnet sich zu

Tn(l’o, ce ,l‘g) = 2.7834.

Nach dem Satz von Pearson sollte T, unter der Nullhypothese approximativ y3-verteilt sein.
Das 0.95-Quantil der x3-Verteilung ist laut Tabelle x5, g5 = 16.92, was viel groBer als der
beobachtete Wert von 7;, ist. Somit kénnen wir die Nullhypothese nicht verwerfen.

Wir berechnen noch den p-Wert des Pearson-Tests. Dieser ist definiert als die Wahrschein-
lichkeit, dass eine x3-verteilte Zufallsvariable > als der beobachtete Wert 2.7834 ist. Mit der
entsprechenden Software erhélt man einen p-Wert von 0.9723, was auffallend hoch ist!

Wie kann man nun diesen extrem kleinen Wert der Pearson-Statistik (bzw. den extrem hohen
p-Wert) interpretieren? Die Abweichungen der beobachteten Werte xg, ..., zq (s. die obige
Tabelle) von dem erwarteten Wert 10° sind viel kleiner, als das, was man bei einer Folge
von u.i.v. Zufallsvariablen mit Gleichverteilung auf {0, 1,...,9} erwarten wiirde. Der kleine
Wert der Pearson-Statistik ist ein Hinweis darauf, dass die von uns untersuchte Folge von
Ziffern nicht zufallig ist.

Aufgabe 10.9.11. Sei (X1,...,Xy) ~ Mult(n;p1,...,pq). Zeigen Sie, dass der Maximum-
Likelihood-Schétzer fiir (p1,...,pq) durch (Xi/n,...,X4/n) gegeben ist.

10.10. Exakter Test nach Fisher

Betrachten wir eine Studie, in der die Wirksamkeit eines Medikaments mit der Wirksamkeit
eines Placebos verglichen werden soll. Die fiir die Studie n = 200 ausgewéhlten Patien-
ten werden zufillig in zwei Gruppen mit n; = 100 und ny, = 100 Personen eingeteilt. Die
Einteilung in die Gruppen sollte per Zufallsgenerator geschehen (solche Studien heiflen ran-
domisiert) um die gleichméBige Verteilung der bekannten und unbekannten Einflussfaktoren
auf die beiden Gruppen sicherzustellen. Die erste Gruppe (Behandlungsgruppe) wird mit
dem Medikament behandelt, die zweite Gruppe (Kontrollgruppe) bekommt ein Placebo. Da-
bei sollten die Patienten nicht wissen, ob sie ein Medikament oder ein Placebo bekommen
(solche Studien heifien einfachblind). Am besten sollten auch die Arzte nicht wissen, welche
Patienten in welche Gruppe eingeteilt sind (solche Studien heilen doppelblind). Die Ergeb-
nisse der Studie fassen wir in einer sogenannten Kontingenztabelle zusammen, die z.B. wie
folgt aussehen konnte:
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Erfolg | Misserfolg | Summe
Medikament 40 60 ny = 100
Placebo 35 65 ne = 100
Summe =175 125 n = 200

Man sieht, dass die Erfolgsquote in der Behandlungsgruppe héher ist, als in der Placebogrup-
pe: 40/100 > 35/100. Aber ist dieser Unterschied signifikant genug, um auf die Wirksamkeit
des Medikaments zu schlieSen? Selbst wenn das Medikament genauso wirken wiirde, wie
das Placebo, wire die Wahrscheinlichkeit, in der Behandlungsgruppe eine bessere Quote zu
erzielen, ungefihr 1/2.

Diese Frage lédsst sich mit dem exakten Test nach Fisher beantworten. Fiir die Anzahl der
Erfolge in der ersten bzw. zweiten Gruppe gilt

X ~ Bin(ny,p1), Xz~ Bin(ng,ps), X; und X, unabhéngig,

wobei py, py € [0, 1] unbekannt sind. Im obigen Experiment haben wir X; = 40 und X, = 35
beobachtet.

Wir stellen die folgenden Hypothesen auf:

e Hjy: Das Medikament hat die gleiche Wirkung wie das Placebo, also p; = ps = p.
e Hi: Das Medikament hat eine bessere Wirkung als das Placebo, also p; > p».

Es sei bemerkt, dass die Hypothese, die wir nachweisen mochten, als Alternative formu-
liert wird. Der Nachweis der Alternative gelingt dann, wenn wir ein sehr ungewohnliches
(signifikantes) Ergebnis beobachten, das unter der Nullhypothese extrem unwahrscheinlich
ware. Als Teststatistik wollen wir X7, also die Anzahl der Erfolge in der Behandlungsgruppe,
betrachten. Bei einem ,,zu groflen“ X; sollte Hy verworfen werden.

Stellen wir uns nun vor, die Gesamtzahl der Erfolge in beiden Gruppen, also X; + X, =
x = 75, wird festgehalten. Wie sieht dann die bedingte Verteilung von X; unter Hy aus? Fiir
beliebige x1,x2 € {0,1,..., 2} mit 21 + x5 = x erhalten wir

Py [ Xy =20, X+ Xy = 7

B Py, [ X1+ Xy = 7]

o Py, [ X1 = 21, X5 = 2]

Py Xy X = 7]

o P, [X1 = 3U1]PHO [XQ = ZEQ]

B Pr,[X1 + Xy = 1]

_ G =pmm ()t (- p)mee
(pe(1 —p)n=e

PHO[Xl = I1|X1 + XQ = I’]

Auf dieses Ergebnis kann man auch rein probabilistisch kommen. Man stellt sich die Pati-
enten als Biille in einer Urne vor, davon seien n; = 100 schwarz (Behandlungsgruppe) und
ny = 100 wei (Kontrollgruppe). Nun ist die Gesamtzahl der Erfolge auf z = 75 festgelegt.
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ABBILDUNG 6. Die bedingte Zihldichte von X; unter Hy gegeben, dass X+ Xy =
75. Rot: Ablehnungsbereich. Blau: Annahmebereich.

Es werden also aus der Urne 75 Bélle gezogen, die den Patienten entsprechen, dessen Be-
handlung erfolgreich war. Da wir H, voraussetzen, haben alle Bélle (unabhéngig von der
Farbe) die gleiche Chance, gezogen zu werden. Die Zufallsvariable X; gibt die Anzahl der
schwarzen Bille unter den gezogenen wider und ist somit hypergeometrisch verteilt.

Die bedingte Verteilung von X; gegeben, dass X1+ X, = 75 und Hy gilt, wird auf Abbildung|[6]
gezeigt.

Wir wollen nun H, verwerfen, wenn der beobachtete Wert von X; ungewdchnlich grof§ ist.
Wir definieren deshalb den p-Wert des Experiments als die Wahrscheinlichkeit (unter Hy),
dass bei einer unabhingigen Wiederholung der Studie, in der die gleiche Summe z = 75
beobachtet wird, der Wert von X; mindestens 40 ist, also

75 75 (100)( 100 )
Pry[X1 > 40[ X1+ Xy = T5] = Y Py [Xy = 1| X1+ X, = 75 = ) | -2 (20705)‘”“ ~ 0.2796.
r1=40 xr1=40 75

Der p-Wert ist somit wesentlich grofler als 0.05. Also ist das Medikament nicht signifikant
besser als das Placebo.

Man kann auch einen Ablehnungsbereich konstruieren. Wir wéhlen av = 0.05 als Niveau und
rechnen leicht nach, dass

Puo[X1 > 43| X1 + Xo = 75] ~ 0.0719, Py [X; > 44| X1 + X5 = 75] ~ 0.0396.

Also ist der Ablehnungsbereich die Menge {44,45,...,75}. Es sei bemerkt, dass das nur
unter der Annahme, dass X; + Xy = 75, gilt. Bei einer anderen Gesamtzahl der Erfolge
wiirde sich der Ablehnungsbereich entsprechend dndern.

10.11. Der Anpassungstest von Kolmogorow-Smirnow

Stellen wir uns vor, jemand behauptet, dass die folgende Stichprobe gleichverteilt auf dem
entsprechenden Intervall sei:

190



o e

Wie kénnen wir eine solche Behauptung testen?

Seien X1, ..., X, unabhingige Zufallsvariablen mit einer unbekannten Verteilungsfunktion
F. Wir nehmen an, dass I stetig ist und betrachten F' als unbekannten Parameter, so dass

© = {F : F ist eine stetige Verteilungsfunktion}.
Fiir eine gegebene stetige Verteilungsfunktion Fj betrachten wir die Hypothesen
Hy:F=F, H, :F#F,.
Um H, zu testen, schitzen wir zuerst [ durch die empirische Verteilungsfunktion von
X1, X
. ] —
Fu(t) =~ z; 1x,<

Unterscheidet sich Fn(t) stark von Fy, so ist es ein Hinweis darauf, dass H, verletzt wird.
Wir bilden deshalb die Kolmogorow-Smirnow-Statistik
D, = sup |Eu(t) — Fo(t)].
teR

Um einen auf D,, basierenden Test zu konstruieren, benoétigen wir die Verteilung von D,, unter
der Nullhypothese. Der néchste Satz besagt, dass diese Verteilung nicht von Fy abhéngt.

e )

Satz 10.11.1. Seien X7, ..., X* uiv Zufallsvariablen, die auf dem Intervall [0, 1] gleich-
verteilt sind. Betrachte deren empirische Verteilungsfunktion

o, 1 &
Fa(t) = EZHXJS'?
=1

und definiere den entsprechenden Kolmogorow-Smirnow-Abstand
D} = sup |F,(t) —t|.
te(0,1]

Dann hat D, unter Hj die gleiche Verteilung wie D;.

(. J

Die Verteilung von D} kann mit entsprechender Software numerisch berechnet werden. Sei

qn1—ao das (1—a)-Quantil von D} . Der Kolmogorow-Smirnow-Test verwirft die Nullhypothese
F = Fy, falls D,, > ¢y,1-q.

Bei einem groflen n kann man auch die asymptotische Version des Kolmogorow-Smirnow-

Tests verwenden. Dafiir ben6tigt man den folgenden Satz iiber die Verteilungskonvergenz
von \/nD;.
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Satz 10.11.2. Fiir alle x > 0 gilt

n—oo

lim P[\/HD:L <z]=1- 22(_1)2‘—16_22‘21«2.
=1

Ohne Beweis.

Sei nun ¢;_, das (1 — «)-Quantil der Verteilungsfunktion auf der rechten Seite. Der asym-
ptotische Test von Kolmogorow-Smirnow verwirft die Nullhypothese Hy, falls \/nD,, > q1_4.
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KAPITEL 11

Einfache lineare Regression

11.1. Problemstellung

Natur- und Wirtschaftswissenschaften bieten zahlreiche Beispiele von Gesetzen, die eine
lineare Abhéngigkeit einer Grofle y von einer anderen Grofle x behaupten:

y=a+ fz.
Stellen wir uns zum Beispiel vor, dass zu den Zeitpunkten x1,...,x, die Koordinate eines
Flugzeugs gemessen wird. Die gemessenen Koordinaten bezeichnen wir mit yq, ..., y,. Wir

gehen davon aus, dass sich das Flugzeug mit konstanter Geschwindigkeit bewegt hat, also
muss die Relation

(11.1.1) yi=a+pr;, i=1,...,n,

bestehen, wobei 3 die Geschwindigkeit des Flugzeugs ist und « die Position des Flugzeugs
zum Zeitpunkt 0 bezeichnet. Dabei heiflen zq,...,x, Ausgangsgréofien und yq,...,y, die
Zielgrofen.

70p

0 10 20 30 40 50

Leider kann Relation nicht exakt gelten, denn die Punkte auf dem Bild liegen nicht
auf einer Geraden. Das kann z.B. daran liegen, dass die Messungen fehlerbehaftet sind. Wir
miissen also das Modell verédndern, indem wir die sogenannten Storgroffen oder Residuen
€1,...,Ey einfithren:

(11.1.2) yi=a+pr;+e, i=1,...,n.
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Die Storgroflien ey, ..., &, konnen z.B. als Messfehler interpretiert werden.

In diesem Modell sind (x1,41), ..., (Zn, ys) bekannt und «, 3, €1, .. ., &, unbekannt. Das Pro-
blem besteht darin, den Regressionskoeffizienten o und die Regressionskonstante [ zu schitzen.

Im Folgenden werden wir drei verschiedene Methoden zur Losung dieses Problems betrach-
ten: Methode der kleinsten Quadrate, den besten linearen erwartungstreuen Schdtzer und die
Maximum-Likelihood-Methode.

11.2. Methode der kleinsten Quadrate (MKQ)

Gegeben sei eine Punktwolke (x1,91),..., (s, yn). Wir wollen diese Punktwolke durch ei-
ne Gerade der Form y = o + fx approximieren. Als ein Mafl dafiir, wie gut eine solche
Approximation ist, benutzen wir den mittleren quadratischen Fehler.

( )
Definition 11.2.1. Der mittlere quadratische Fehler ist die Funktion
1 n
MSE(a, 8) = — > (yi — a — f)*.
i=1
Dabei steht MSE fiir middle square error.

& J

Somit ist MSE(«, 3) die Summe der Quadrate der vertikalen Absténde zwischen den Punkten
(xi,y;) und der Geraden y = a + f.

70p
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Bei der Methode der kleinsten Quadrate sollen o und S so bestimmt werden, dass der mittlere
quadratische Fehler minimal wird.

Definition 11.2.2. Der Kleinste-Quadrate-Schdtzer ist definiert durch

(&, B) = argmin MSE(«, 3).
(o, 8)€ER?
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Im Folgenden benutzen wir die Notation

n—14 n—1+4
=1 =1
1 n
i=1

Dabei ist 52 die empirische Varianz der Stichprobe (x1, ..., z,), szy ist die empirische Varianz
der Stichprobe (y1,...,y,), und siy ist die empirische Kovarianz der beiden Stichproben.
Im Folgenden werden wir annehmen, dass es unter den Zahlen x4, ..., z, mindestens zwei
verschiedene gibt. Somit ist s2, # 0.
4 N

(11.2.1) B = 82—y und & = g, — Bz,
. J
Beweis. Sei zuerst 5 € R fest. Wir leiten die Funktion MSE(«, $) nach « ab:
% MSE(a, ) = —% ;(yZ — o — fr;) = =2y, + 2a + 20Ty,
Indem wir die Ableitung gleich null setzen und nach a umformen erhalten wir
a =Y, — BTy.
Nun sei § wieder variabel. Wir setzen nun o = y,, — 5%, in die Funktion MSE(«, 3) ein:

n

MSE(¥y, — B%n, 8) = %Z(yi — Ba; — (Yo — BT0))°

=1
1 n
== ((yi = 9a) = Blai = 74))°
i=1
e ope 4 g,
n

Wir minimieren diese Funktion nach . Zu diesem Zweck leiten wir die Funktion nach g ab:

0 n—1
95 MSE(9,, — B8Zn, 3) = (—2s2, +28s2,).
Setzen wir die Ableitung gleich null, so erhalten wir
2
s
_ Cmy
T

O

Bemerkung 11.2.4. Die zweite Gleichung in (11.2.1]) besagt, dass der Punkt (Z,,y,) auf
der Regressionsgeraden y = & + [z liegt.
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Bemerkung 11.2.5. Um eine einfache Interpretation der Formeln ((11.2.1]) zu geben, stellen
wir uns vor, dass X und Y zwei Zufallsvariablen mit Y = a 4+ X sind. Dann gilt

Cov(X,Y) = Cov(X,a+ X)) =  Var X.
Somit kénnen wir o und [ wie folgt darstellen:

~ Cov(X,Y)
(11.2.2) B = TVar X

Formel (11.2.1)) ist eine ,,empirische” Version von ((11.2.2)) in der die Kovarianz, die Varianz
und die Erwartungswerte durch die entsprechenden Schétzer ersetzt wurden.

a =EY — BEX.

Aufgabe 11.2.6. Betrachten Sie das Modell y; = a+¢;, i = 1,...,n, und schétzen Sie «
mit der Methode der kleinsten Quadrate.

Aufgabe 11.2.7. Betrachten Sie das Modell y; = Bz; +¢;, ¢ = 1,...,n, und schitzen Sie
B mit der Methode der kleinsten Quadrate.

Aufgabe 11.2.8. Der mittlere quadratische Fehler ist als Summe der vertikalen quadrati-
schen Absténde zwischen den Punkten (z;,y;) und der Geraden y = a+ Sz definiert. Wie
andert sich der Schétzer, wenn man stattdessen die Summe der horizontalen quadratischen
Absténde betrachtet?

11.3. Bester linearer erwartungstreuer Schitzer

In diesem Abschnitt betrachten wir das folgende Gaufs-Markov-Modell:

( R
(1) Die Ausgangsgrofien xy, ..., x, sind deterministisch und nicht alle gleich.
(2) Die ZielgroBen yy, . . ., y, sind Realisierungen der Zufallsvariablen Y7, ..., Y,, mit

Yi=a+px;+¢, i=1,...,n.

(3) Fiir die Storgrofen e, ..., &, gilt:
Ee; =0, Varg; =02, Elgeg)] =0, i#j.

& J
Bedingung (3) bedeutet, dass keine systematischen Fehler vorliegen, die Fehler unkorreliert
sind und die gleiche Varianz besitzen. Fiir die Zufallsvariablen Y7, ...,Y,, ergibt sich, dass

EY; = a+ Bz;, VarY; =o0? E[YY;] =0 fiiri # j.

Das Ziel ist es, die unbekannten Parameter o, 3 und o2 zu schiitzen.

Definition 11.3.1. Ein linearer Schdtzer ist ein Schatzer der Form
AYi+...+ .Y,
wobei fi,..., f, € R.

Die Koeffizienten fi, ..., f, diirfen von x4, ..., x, aber nicht von den unbekannten Parame-
tern o, 3,02 abhiingen.
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Lineare Schétzer bilden einen n-dimensionalen Vektorraum V mit Basis Yi,...,Y,,. Wir
bezeichnen diesen Vektorraum mit

V= {f1Y1+"'+fnYn:fla"'7fn€R}'

Wir definieren auf V' das Skalarprodukt

Die Basis Y7, ..., Y,, ist orthonormal. Da die Zufallsvariablen Y7, ...,Y,, nach den Annahmen
des GauB-Markov-Modells unkorreliert sind, gilt
(11.3.1)

Cov(fli/l + ... +fnYnagl}/1 + ... +gnYn) - U2Zfigi
=1

= (fiYi 4. oY Y+ g Y.

Somit stimmt das Skalarprodukt bis auf den Faktor ¢? mit der Kovarianz iiberein. Insbe-
sondere gilt

(11.3.2) Var(fiYi+ ...+ fuVo) = 0> f2,
=1

also stimmt die Varianz (bis auf den Faktor o?) mit der quadrierten Lénge des Vektors
iiberein. Wir werden Formeln (|11.3.1)) und (11.3.2) sehr oft benutzen, um Kovarianzen und

Varianzen von linearen Schitzern zu berechnen.

e R

Satz 11.3.2. Ein linearer Schéatzer B =dY,1+...+d,Y, ist genau dann erwartungstreu
fiir 5, wenn

=1 i=1

. J
Beweis. Wir berechnen den Erwartungswert von :

= Zdi(@+ﬁ$i) = Oézdi +ﬁzd¢$z’-
i—1 i—1 i—1

Damit B erwartungstreu ist, muss dieser Ausdruck gleich f fiir alle «;, 8 sein. Dies ist genau
dann der Fall, wenn > "  d; =0 und Y | djx; = 1. O

Ea,B,JQB = Ea,ﬁ,az [i dzifl
=1
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Definition 11.3.3. Ein linearer erwartungstreuer Schétzer B diY1+...+d,Y, heifit
bester linearer erwartungstreuer Schitzer fiir (3, falls fiir jeden anderen hnearen erwar-
tungstreuen Schétzer 5 d\Yi+...+d,Y, gilt, dass

Var, .02 5 < Varaﬁ,az ﬁ fiir alle o, B € R, 0% > 0.
Abkiirzung: BLUE (best linear unbiased estimator).

Satz 11.3.4. Ein Schéatzer B =dY1+...+d,Y, ist BLUE fiir § genau dann, wenn

Ti — Tp :
(11.3.4) d; = CESER i=1,...,n.
. J
Beweis. Fiir die Varlanz von ﬁ gilt Var, 3,2 ﬁ =023y " d?, denn Yi,...,Y, sind unkorre-
liert und Var Y; = o2. Wir mochten also folgendes Optimierungsproblem lésen: Minimiere die
Funktion f:= """ 1dl2 unter Nebenbedingungen fi :=> "  d; =0und fo := )" diz; = L.

Mit der Methode der Lagrange-Multiplikatoren ergeben sich die Gleichungen:
grad(f — Aifi — fado) =0, fi=0, fo=1

Berechnet man den Gradienten, so erhélt man

(11.3.5) 2d; = M\ + Moz fiiri =1,....n, Zdi =0, Zdixi = 1.
Als Losung von ([11.3.5)) ergibt sich ( sowie \; = 21””" und Ay = #)831 O

Bemerkung 11.3.5. Die Gleichungen haben eine transparente geometrische Be-
deutung. Die Menge aller erwartungstreuen Schétzer fiir 5 ist ein (n—2)-dimensionaler affiner
Unterraum Vs von V, der durch die Gleichungen """  d; =0und Y, d;z; = 1 gegeben ist.
Der BLUE fiir 3 ist derjenige Punkt von Vj3, der den Abstand zum Ursprung 0 minimiert.
Geometrisch gesehen, ist der BLUE die orthogonale Projektion von 0 auf V3.

Es sei Vi der zweidimensionale Unterraum von V', der von den Schétzern Y; + ...+ Y, und
Y7 + ...+ z,Y, aufgespannt ist. Es ist klar, dass der BLUE der Schnitt von V; und Vj
ist. Die Gleichungen 2d; = \; + \ox;, i = 1,...,n, bedeuten, dass B in V] liegt. Die beiden
anderen Gleichungen in bedeuten, dass B in Vj liegt.

Vollig analog kann man auch « schétzen.

e M)

Satz 11.3.6. Ein linearer Schitzer & = ¢,Y1+. . .+c¢, Y, ist ein erwartungstreuer Schétzer
fiir o genau dann, wenn

(11.3.6) Zn:ci =1 und 2": cix; = 0.
i=1 i=1
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Beweis. Ubungsaufgabe. 0

Satz 11.3.7. Ein Schitzer a = c¢1Y; + ... + ¢, Y, ist BLUE fiir @ genau dann, wenn

1 1 Zn(w;—
=t g gL _EnEi—T)
n n  (n—1)s2,

Beweis. Ubungsaufgabe. 0

Fassen wir Satze [11.3.4] und [11.3.7] zusammen, so erhalten wir die folgenden Formeln fiir
BLUE von § und a:

i=1 i=1 zz i=1 z T
n
. L _ A
n
=1

Das sind aber exakt die Kleinste-Quadrate-Schétzer.

Satz 11.3.8 (GauBl-Markov). Die besten linearen erwartungstreuen Schétzer fiir o und
£ sind die Kleinste-Quadrate-Schétzer.

Der néchste Satz beschreibt die Kovarianzmatrix des Zufallsvektors (&, B)

e )

Satz 11.3.9. Es gilt
- o? 1 [« o? - o’z
V. =——  Vard=— 2l —— Cov(éa -
o T (Z 3“") n-Dw, NI =TT
& J

Beweis. Wegen der Unkorreliertheit von Y7, ... Y, gilt

i=

n

N n = )2 —1)g2 2
Var 3 = o” de =0’ Z ((x@ ) _ o’ (n = Vsay _ 7
i=1

i=1 n-— 1)2S§:x (n - 1>28§x (n - 1)85201‘

Beweis der beiden anderen Formeln ist eine Ubungsaufgabe. U

e )

Satz 11.3.10. Es sei V; der von Y]} + ... + Y, und Y] + ... + z,Y, aufgespannte
zweidimensionale Unterraum von V. Die BLUE-Schétzer & und ( liegen in Vi und es
gilt

E[(Yi+...+Y)B] =0, E[(z1Yi+...+z,Y,)d] =0.
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Beweis. Dass /3 in V; liegt (und sogar V;NVs = {3}), haben wir bereits in Bemerkung[11.3.5
gesehen. Fiir & verlauft der Beweis analog. Die Aussagen iiber die Kovarianzen folgen direkt
aus Sétzen [11.3.2] und [11.3.6] OJ

11.4. Schitzer fiir Residuen ¢; und Varianz o2

Wir benutzen nach wie vor das GauB3-Markov-Modell aus dem vorangegangenen Abschnitt.
Nachdem wir o und g geschétzt haben, konnen wir die Residuen ¢; = Y; — a — Sx; schéitzen:

Definition 11.4.1. Die geschditzten Residuen &; sind definiert durch

=Y, —a—px;, i=1,...,n.

Es folgt direkt aus der Definition, dass é; ein linearer Schétzer ist.

Satz 11.4.2. Die geschitzten Residuen &; sind erwartungstreue Schéatzer fiir 0, d.h. es
gilt
Eé =...=E¢,=0.

Beweis. Wir wissen, dass & und B erwartungstreue Schétzer fiir o und § sind. Somit gilt
Eé; = B[Y; — & — Ba;] = BY; — Ea — (EB)x; = (o + Bx;) — oo — B = 0.

O

Eine allgemeine Charakterisierung der linearen und fiir 0 erwartungstreuen Schétzer liefert
der néchste Satz.

s R

Satz 11.4.3. Ein linearer Schitzer > | f;Y; ist erwartungstreuer Schétzer fiir 0 genau

dann, wenn
Zfizov Zfﬂizo-
i=1 i=1

(. J

Beweis. Ubung. 0

Die Menge der linearen erwartungstreuen Schétzer fiir 0 ist ein (n — 2)-dimensionaler Unter-
raum von V. Wir bezeichnen diesen Unterraum mit Vj.

Aufgabe 11.4.4. Zeigen Sie, dass die affinen Unterrdume V;, und V3 (die aus allen linearen
Schitzern bestehen, die erwartungstreu fiir e bzw. 8 sind), parallel zum linearen Unterraum
Vo sind, ndmlich

Va=a+V, Vz=pB+V.
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Satz 11.4.5. Es gilt E[¢;a] = 0 und E[§;8] = 0 fiir alle i = 1,. .., n.

Beweis. Aus Satz[11.4.3] folgt, dass der Unterraum V; orthogonal zu dem von Y +...+ Y,
und z1Y7 + ... + x,Y, erzeugten zweidimensionalen linearen Unterraum V; ist. Somit gilt
Vo = V. Die Schiitzer & und f3 liegen in V;. Somit ist &; orthogonal zu & und . OJ

Wir werden nun auch o2 schitzen.

Definition 11.4.6. Definiere zwei Schitzer 62 und S? fiir den Parameter o2 durch

n n
1 1
6% = — E £, S*= E £7.
n 4 n—2 4
=1 =1

Die Bedeutung des Faktors — wird im folgenden Satz klar.

n—2

Satz 11.4.7. Fiir die Erwartungswerte der Schiitzer 62 und S? gilt
n—2 ,

E6? = o?, ES?* =02

n

Beweis. Geometrisch gesehen ist £, =Y, — & — Bz, die orthogonale Projektion von Y; auf
den linearen Unterraum Vj. Es bezeichne P die orthogonale Projektion auf V4. Dann gilt
€; = PY;. Es ergibt sich

n n n

zn:Eé? =0’ (PY; PY;) =0 (P'PY,)Y;)=0") (PY;)Y;)=0’SpP,
=1

=1 =1 =1

wobei wir die Eigenschaften des Projektors PT = P und P? = P benutzt haben. Die Spur
eines Projektors ist die Dimension von Im P, also in unserem Fall dim Vj =n — 2. U

Wir geben nun einen alternativen Beweis von Satz [11.4.7]

e M)

Lemma 11.4.8. Es gilt
—2 2 1 <
(11.4.1) =252y 7 <_Zx2 — z7 + 22,%, —Qxi).

n (n—1)s2, \n = J

(. J

Bemerkung 11.4.9. Zum Vergleich: Ee? = o2. Es sei bemerkt, dass E&? nicht von « und
[ abhéngt.
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Beweis. Aus der Definition &; =Y; — & — Bx, ergibt sich, dass
Varé; = VarlY; — a — sz]
= VarY; + Var & + 22 Var § — 2 Cov(Y;, &) — 22; Cov(Y;, §) + 2 Cov(a, ).
Es gilt VarY; = a+ fx;. Wir haben Var &, VarB und Cov(a, B) bereits berechnet. Aulerdem
gilt

~ i T; — (Z’n
COV(Y;,ﬂ) = Cov <Y;,ZdJY;> = dz = m,

jzl Tx

- 1
Cov(Y;, &) = Cov <Y;-, E ch}> =c¢ =— —Tyd;.
n
=1

Indem man nun all diese Werte einsetzst, erhédlt man ((11.4.1]). U
Beweis von Satz [11.4.7. Benutzt man das Ergebnis von Lemma [11.4.8 so erhilt man
nach einigen Transformationen Y,  Eé? =n — 2. O

Aufgabe 11.4.10. Bestimmen Sie E[¢;€;] fiir ¢ # j. Zum Vergleich: Ele;e;] = 0 fur ¢ # j.

11.5. Maximum-Likelihood-Methode

Wir betrachten nun ein Modell, in dem die Residuen normalverteilt sind.

e )
(1) Die Ausgangsgrofien xy, ..., z, sind deterministisch und nicht alle gleich.
(2) Die ZielgroBen yy, . .., y, sind Realisierungen der Zufallsvariablen Y7, ..., Y], mit

Y=a+p6x;,+¢, i=1,...,n.

(3) Die StorgroBen ey, . . ., €, sind unabhiingige und mit Parametern (0, 0?) normal-

verteilte Zufallsvariablen.
N\ J

Es sollen die unbekannten Parameter «, 8, 02 geschiitzt werden.

Die Zufallsvariablen Y7, ...,Y, sind unabhingig mit Y; ~ N(a + Bz;,0%). Es sei bemerkt,
dass Y7, ..., Y, nicht identisch verteilt sind.

( N
Satz 11.5.1. Die Maximum-Likelihood-Schiitzer fiir «, 3 und o2 sind

2 n
2 S 2 1
Ty A _ A2 ~2
8= & = Y, — BT, a——g €,
n ‘=
1=

2 ?
SCECE

wobei &; = y; — & — Px; die geschétzten Residuen sind.
. J
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ABBILDUNG 1. Modell mit normalverteilten Residuen. Die schwarze Gerade ist
die Regressionsgerade y = «a + [z. Die roten Kurven zeigen die Dichten von
Yi,..., Y.

Beweis. Die Likelihood-Funktion, also die Dichte des Zufallsvektors (Yi,...,Y,) an der
Stelle (y1,...,Yn), ist gegeben durch

n

L<y17"'>yn;0576a0—2) = H

i=1

1 7(92'_0‘—511')2

e 202
2T

)

Die Idee der Maximum-Likelihood-Methode besteht darin, diese Funktion zu maximieren.
Hierbei bietet es sich an, die log-Likelihood-Funktion zu betrachten. Diese ist gegeben durch

n 1 —

n
log L(ev, 8,0%) = 5 log2m — 5 log(c?) — 557 > (yi—a—Bx).
=1

Sei zuniichst 02 > 0 fest. Da wir die Funktion log L nun beziiglich «, 3 maximieren wollen,
miissen wir die Funktion Y "  (y; — @ — Bz;)* minimieren. Durch die Methode der kleinsten
Quadrate wissen wir, dass das Minimum fiir

2
p= o

2 a:gn_ﬁfn
Sazx

erreicht wird. Diese Werte hingen nicht von o2 ab.

Nun sei 02 wieder variabel. Wir bilden die Ableitung nach o2 und setzen diese gleich null:
9] A n 1 1 < P
mlogL(a,B,a )z—ag—f—ﬁ;(ﬁyi—a—ﬁmi) = 0.

Als Lésung ergibt sich 6% = 23" (y; — & — Ba,;)?. O

Aufgabe 11.5.2. Zeigen Sie, dass die Statistik (d, 3, 62) suffizient ist.
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11.6. Gemeinsame Verteilung von (d,B, S?)

Wir betrachten das Modell mit normalverteilten Residuen aus AbschnAitt Der néachste
Satz beschreibt die gemeinsame Verteilung von des Zufallsvektors (&, 3, 5?).

( N

Satz 11.6.1. Es gilt

(1) Der Vektor (d, () ist bivariat normalverteilt mit

R o?
a~ R n—lszxz; ’ N(ﬂ’m—nszx)

und .
. o’
Cov(a,B) = ———1—.
(2) (@&, §) und S? sind unabhingig.
(3) e )S ~ X2
(. J
Beweis von Teil 1. Der Vektor (@, () ist eine lineare Transformation des Vektors (e1, . . ., &,);

siche Sétze |11 3. 4| und |11 3. 7| Somit ist (&, ) bivariat normalverteilt. Insbesondere sind auch
die Komponenten & und 5 normalverteilt. Wir wissen, dass E& = « und Eﬂ B, denn beide

Schétzer sind erwartungstreu. Die Formeln fiir die Varianzen von & und ﬁ , sowie die Formel
fiir die Kovarianz, haben wir bereits in Satz [11.3.9| hergeleitet. U

Beweis von Teil 2. Wir werden sogar zeigen, dass (¢i,...,&,) und (d,@) unabhéngig
sind. Dies impliziert die Unabhéingigkeit von S? und (&, 3), denn S? ist eine Funktion von
€1,...,én. Der Vektor (é1,...,&,,4, B) ist multivariat normalverteilt, denn er kann als eine
lineare Transformation von (g1, ..., ¢e,) dargestellt werden. Da bei der multivariaten Normal-
verteilung die Unabhéngigkeit und die Unkorreliertheit dquivalent sind, reicht es zu zeigen,
dass

Cov(é;, &) = Cov(é;, ) =0, i=1,...,n.

Das haben wir aber bereits in Satz[11.4.5| gezeigt. O

Fiir den Beweis von Teil 3 benotigen wir ein Lemma.

Lemma 11.6.2. Seien U und V unabhiingige Zufallsvariablen mit U ~ x2 und U +V ~
X24m, Wobei n,m € N. Dann ist V' ~ x2,.

Beweis. Da U und V unabhéngig sind, gilt fiir die charakteristischen Funktionen die Rela-
tion

v (t) = ou(t) - ev(t).
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Somit ergibt sich

usv(t) (1 —2it)~(mtm)/2

ou(t)  (L—2it) 2 (1 —2it)~™2.

pv(t) =

Dies ist die charakteristische Funktion einer x?2 -Verteilung. Somit ist V ~ x2 . U

Beweis von Teil 3. Stellen wir uns vor, wir ersetzen alle z; durch z; — z,, und dndern die
Residuen ¢; nicht. Es ist leicht zu sehen, dass sich dadurch auch die geschéitzten Residuen &;
nicht &ndern. Somit konnen wir im Folgenden annahmen, dass z,, = 0, ansonsten ersetze x;
durch z; — z,,. Dadurch vereinfacht sich erheblich die Notation, denn

1 Z;
G, = ) dl_ n
n Zj 1%2
und
2 2
d~N(a,“—), BN B s
Zj:llﬁ
Es gilt

:Z((Y;—a—ﬁxi)+(a—d)+(ﬁ—3>xi)2

wobei die letzte Gleichheit eine Ubung ist. Wir haben somit die Darstellung

. 2
U+MZZ7

wobei
£\ 2 1 2 1 (<& v
Z=3(Z) ~x U=<;¢ﬁ<@—a>) + ;(Zaz) (B=8)| ~x

AuBerdem wissen wir, dass % und U unabhiingig sind, denn S? ist unabhingig von (&, )
laut Teil 2 des Satzes. Aus Lemma [11.6.2| folgt, dass (";—22)52 ~ X2, O
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11.7. Konfidenzintervalle fiir o, 3, 0>

Nun kénnen wir Konfidenzintervalle fiir die unbekannten Parameter o, 8 und o2 konstru-
ieren. Dabei benutzen wir nach wie vor das Modell mit normalverteilten Residuen aus Ab-

schnitt [T1.5

Konfidenzintervall fiir . Wir konstruiren ein Konfidenzintervall fiir a zu einem vorgege-
benem Niveau 1 — ¢. Wir wissen aus Satz [11.6.1] dass

7 =2"% N, 1),

0a0

wobel
n

1
2 2
oL, =— x;.
“ n(n—1)s2, ; ‘
Da o jedoch nicht bekannt ist, ersetzen wir es durch einen Schétzer, namlich S, und betrach-
ten die Statistik . T T
a—« 1 1
T2 = = = ~ tn_27
0aS S/o 1 (n—2)8?

n—2 o2

denn wir wissen aus Satz (11.6.1} dass 77 ~ N(0, 1), (”_0—22)52 ~ x2_, und diese beiden Zufalls-
variablen unabhéngig sind. Somit gilt

d —
< tn = 1 - .
g 2,1 6/2} §

Plt,—2¢n <

«

Dies fiihrt zu folgendem Konfidenzintervall fiir o zum Niveau 1 — &:

[(34 —tn-2,1-¢/20a5, & + tn—2,1—5/20a5} .

Konfidenzintervall fiir 5. Es sei ein Konfidenzniveau 1 — £ vorgegeben. Wir wissen aus

Satz [11.6.1] dass

ﬂ:ﬁ_BNMam
050
wobel
o = —1

Wir ersetzen den unbekannten Parameter o durch S und betrachten somit

3 — T T

T, = ﬁ 5 = Lo E ~ lp—2,
oS Slo 1 (n=2)5?

denn T7 ~ N(0,1), w ~ x2_, und diese Zufallsvariablen sind unabhiingig. Somit gilt

B—p
(TgS

Pltp_2e/2 < Stpgi-¢p| =1-¢&

Dies fiihrt zum folgenden Konfidenzintervall fiir 5 zum Niveau 1 — &:

[B — tn—2,1—§/20ﬁ57B + tn—2,1—§/20ﬂ5i| .
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Konfidenzintervall fiir o2, Es gilt

n —2)5?
( 0_2) ~ X’VQL—Q
Somit ist
(n —2)5?

> < X?L_zg—g/z} =1-¢.

P |:X121—2,§/2 <

Dies fiihrt zu folgendem Konfidenzintervall fiir 02 zum Niveau 1 — &:
(n—2)S? (n—2)52

[X7212,1£/2’ Xif2,§/2

Konfidenzintervall fiir a + Sxg. Sei g € R gegeben. Wir wollen ein Konfidenzintervall
fiir a + fBx konstruiren. Ein natiirlicher Schétzer fiir diesen Parameter ist & + Sxy. Um ein
Konfidenzintervall zu konstruieren, miissen wir die Verteilung des Schétzers kennen.

Satz 11.7.1. Der Schétzer & + on ist erwartungstreu fiir o + fxo und es gilt
. 1 _ )2
& + Bxg ~ N (a+6$0,02 <_+M>) .
n

(n - 1)53330

Beweis. Da &+ on als eine lineare Transformation von Y7, ...,Y,, dargestellt werden kann,
ist & + Bxy normalverteilt. Es reicht also, den Erwartungswert und die Varianz von & + Sxg
zu berechnen. Fiir den Erwartungswert gilt

E[6 + Sxo] = E[4] + zoE[3] = o + Bao,
denn E&4 = o und EB = [. Fiir die Varianz von & + BIO gilt
Var[@ + fBao) = Var & + (Var §)z2 + 2z, Cov(d, §)

_ o i 2y olry  2w00°I,
n(n - 1)‘9:%;13 i=1 ’ (Tl - 1)85201‘ (Tl - 1)‘9:2(:1"

wobei wir die Formeln aus Satz[11.3.9 benutzt haben. Nach einigen Transformationen erhal-
ten wir

R 2 ] —
Var[a + Bx] = ﬁ (5 doal -z 4T g - 2x0:z-n)
z i=1
o? 1 « _ _
e (5 D (s = 2)? o+ (o - mn>2>
oz i=1
no (n—1)s,
was genau die gewiinschte Formel ist. 0
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ABBILDUNG 2. Konfidenz- und Vorhersageintervalle in der einfachen linearen Re-
gression. Die schwarze Gerade ist die geschétzte Regressionsgerade y = & + Bm Die
roten Intervalle sind die Konfidenzintervalle fiir o + S fiir verschiedene Werte von
xg. Die griinen Intervalle sind die Vorhersageintervalle fiir Y (zp). Das Konfidenzni-
veau ist 0.95.

Notation 11.7.2. Fiir 5 € R definiere
(zo — jn)z

1 - 1
2 — 5 = -0 m
0%(xg) == p Var[& + (o) - + (1)

Nun sind wir zur Konstruktion eines Konfidenzintervalls fiir o + Sx( bereit. Es gilt

& + Bao — (o + Bg)

Ty = ~ N(0.1).
1 UO’(.%()) ( ; )
Allerdings ist o unbekannt. Somit betrachten wir
a+ o — (a+pBry) T T
T2 :: pr = ~Y tn72,
SO’(.’IZ’()) S/O' 1 (n—2)8?
n—2 o2

denn T7 ~ N(0, 1), 025 X2_, und diese Zufallsvariablen sind unabhéingig. Somit gilt

o2

& + Bao — (o + Bo)

P SO(CL‘())

—tp21-¢/2 <

< tn2,1£/2] =1-¢
Umstellen nach a + pz( fithrt zum folgenden Konfidenzintervall zum Niveau 1 — &:

[07 + By — tno,1-¢/290(x0), & + By + tn—2,1—§/250($0)] :

Aufgabe 11.7.3. Fiir welchen Wert von xq ist die Lidnge des Konfidenzintervalls fiir
a + Bxg am kleinsten?
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Vorhersageintervalle. Stellen wir uns vor, wir haben die Punkte (z1,v1), ..., (Zn, yn) be-
obachtet. Nun sei uns ein weiterer Wert zy gegeben und wir sollen den entsprechenden Wert
von y, der mit Y (zq) bezeichnet wird, vorhersagen. Es sei bemerkt, dass die Vorhersage von
Y (z9) und das Schétzen von « + fxy unterschiedliche Probleme sind, da sich diese beiden
Groflen durch ein unbekanntes Residuum unterscheiden. Wir nehmen némlich an, dass

Y (29) = a + Bxg + g¢ mit g ~ N(0, 0?)

und dass das Residuum ¢( von allen anderen Residuen ¢4, ..., ¢, unabhéingig ist.

( M)

Definition 11.7.4. Ein Vorhersageintervall fiir Y (xy) zu einem vorgegebenen Konfi-
denzniveau 1 — ¢ ist ein zufélliges und von Y7, ..., Y, abhingiges Intervall [0y, 65] mit

P[Ql < Y(l’()) < 92] >1-— f

Ty — Tn,

2(z0) 1= 1+ 0(z0) = 1 + — gn"_ 1)32)
. — J
Beweis. Die Aussage folgt aus Satz [11.7.1} denn Y (zy) ~ N(a + Bzg,0?) und & + Sz ~
(v + By, 0%0%(x0)) sind unabhiingig. O

Wir kénnen nun ein Vorhersageintervall fiir Y (z) wie folgt konstruieren. Es gilt

Y(JT()) — d — BZEQ

~ N(0,1)

und folglich auch

Dies fiihrt zu
P |:d + B:EO - Sa’(x())tn72,lf§/2 S Y(Z)Z'()) S Q + BSEO + S&(Io)tn,zl,f/g] =1- 6
Somit ist ein Vorhersageintervall fiir Y (zg) zum Niveau 1 — & gegeben durch:

|:6é + Bx(] — S(S’(l’o)tn_gJ_g/Q, a+ on + 55(370)%—2,1—5/2] .

Es sei bemerkt, dass das Vorhersageintervall fiir Y (z() etwas ldnger ist, als das Konfidenz-
intervall fiir o + Szg. Der Wert Y (z) ist schwieriger vorherzusagen als o+ Sz, denn Y (z9)
beinhaltet eine zusétzliche unbekannte Stérgrofie .

Konfidenzband fiir die Regressionsgerade y = a+fz. Es seien m Punkte zq1, ..., 2o, €
R gegeben. Mit den Methoden der vorherigen Abschnitte kénnen wir zu einem vorgegebenen
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Konfidenzniveau 1 — ¢ Konfidenzintervalle I, ..., I, fiir a4 Bz, . . . , @+ Bz, konstruieren.
Diese haben die Eigenschaft

Pla+ fzg; € ) =1—-¢ furalle j =1,...,m.
Allerdings ist es im Allgemeinen falsch, dass
Pla+ Bxor € 1, ..., a + Broy, € I, =1 —&.

Fiir die Wahrscheinlichkeit, dass die Ereignisse {a + Sxo; € I;} simultan eintreten, gilt die
Bonferroni-Abschditzung

P[a—i—ﬂxmEII,...,a—FBxOmGIm]Zl—mf.

Mochte man also die Werte a + Bxoy, ...« + Bxg, simultan schitzen, so verschlechtert sich
das Konfidenzniveau auf 1 — m&. Fiir m grofl genug ist diese Zahl negativ, so dass wir gar
keine verniinftige Aussage machen kénnen.

Wir fragen uns deshalb, ob es moglich ist, zwei von der Stichprobe Yi,... Y, abhingige
Funktionen 6, (z) < 0y(z) zu konstruieren, so dass

PVx € R: 01(z) < a+ Br < Oy(z)] > 1 - &.

Ein solches Paar von Funktionen heifit ein Konfidenzband zum Niveau 1 — ¢ fiir die Regressi-
onsgerade y = a+ fz. Die obige Bedingung besagt, dass die komplette Gerade y = a+ 2 mit
Wahrscheinlichkeit mindestens 1 — £ zwischen 6;(z) und 6,(x) liegt. Angesichts der obigen
Konstruktion der Konfidenzintervalle fiir den Wert o + Sz ist es natiirlich, den folgenden
Ansatz fiir 8; und 05 zu machen:

~ 1 (.I' — En>2 p 1 (I‘ B -Tn)2
0 =a —ISy/—+—, 0 =a ISy —+ —%.
1(z) =a+ pz \/n+ TEER Z(z) = &+ fr + \/n+ (n =D)L,
Dabei ist [ eine Konstante, die grofier als ¢,_21_¢/2 sein sollte.
s I

Satz 11.7.6. Sei ¢ € (0,1) und definiere [ := /2F,,_51_¢. Dann gilt

A _ 2 \2
P |vz € R: ’(Sz—l—ﬁx—a—ﬁ:c‘ng\/%—l—M] —1-¢.

(n - 1)83:1:

(. J

Fiir den Beweis benétigen wir ein Lemma.

Lemma 11.7.7. Seien a,b,c,d € R mit a # 0,¢ > 0,d > 0. Dann gilt

(a+0bx)?* a* b?
il St
zeR ¢+ d? c d
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ABBILDUNG 3. Konfidenzintervalle und Konfidenzband in der einfachen linearen
Regression. Die schwarze Gerade ist die geschéitzte Regressionsgerade y = & + Sx.
Die roten Intervalle sind die Konfidenzintervalle fiir o 4+ Sz fiir verschiedene Werte
von x. Das blaue Gebiet ist das Konfidenzband fiir die Regressionsgerade y = a+ .
Das Konfidenzniveau ist 0.95.

. . . bx)? . . . ..
Beweis. Man kann die Funktion x +— % ableiten und zeigen, dass das Maximum fiir
T = 2—2 erreicht wird. Wir geben hier einen anderen Beweis. Wir zeigen, dass fiir alle x € R,

(a+bx)? < at b

c+dr? — ¢ d

und dass fiir mindestens ein x die Gleichheit eintritt. Indem wir beide Seiten mit ¢ + da?
multiplizieren, erhalten wir

2d 2 b2
L

a® + 2abz + b*2? < o® + 7

Die Terme a? und b%2? konnen gekiirzt werden. Multipliziert man beide Seiten mit cd, so
erhélt man
2abedx < a’d?*x? + b2,
Diese Ungleichung ist aber richtig, denn (adz — bc)? > 0. AuBerdem tritt die Gleichheit fiir
be

T = £ ein. O
ad

Beweis von Satz [11.7.6, Wir konnen o.E.d.A. annehmen, dass z,, = 0, denn andernfalls
konnten wir alle z; durch x; — z,, ersetzen, was lediglich zu einer parallelen Verschiebung der
Regressionsgeraden und des Konfidenzbandes fithren wiirde. Man muss zeigen, dass

1 A Y 2 2
P §max(a+5x (@t/@fﬁ)) S%
e 52(%'+z;fhgg)
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Da I?/2 = Fy,,_21¢, reicht es zu zeigen, dass

1 v — 37— 5))?
(11.7.1) L pax (8= 0)+ (8= 5))
2 xeR % + (nﬁlcgs2

~ F2,n72-

Das Maximum berechnet sich mit Lemma [[1.7.7 zu

. . 1 (u)z 41 (L)Q
Lo @) +2(6=0) (@-a (=) 2\ 2 \o/VDsd,

— max =
52 5222 52 52 n—2)S2
2R T e R e i o
Unter Beriicksichtigiung von z,, = 0 folgt aus Satz [L1.6.1] dass
a—« B—R n—2)52
N(0,1), ~ N(0,1), % ~X2_,.

ol o/ =12, o
Auflerdem sind diese drei Zufallsvariablen unabhéngig. Mit der Definition der F-Verteilung

ergibt sich (11.7.1]). 0
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KAPITEL 12

Bootstrap

Bootstrap ist eine sehr einfache aber auch sehr niitzliche und allgemeine Methode zur Kon-
struktion von Konfidenzintervallen und Tests. Wir betrachten hier nur einige Beispiele. Fiir
mehr Informationen verweisen wir auf das Buch von B. Efron und R. J. Tibshirani, ,An
introduction to the Bootstrap“, Chapman and Hall, 1994.

12.1. Verteilungsfunktion anhand einer einzigen Realisierung berechnen

Gegeben sei eine Stichprobe xq,...,x,. Wir gehen davon aus, dass diese Stichprobe eine
Realisierung von unabhéngigen identisch verteilten Zufallsvariablen Xi,..., X,, mit einer
unbekannten Verteilungsfunktion F' ist. Wir wollen nun eine gewisse Charakteristik 6 = 6(F)
der Verteilungsfunktion F' schétzen. Man kann etwa an die folgenden Beispiele denken:

e Der Median § = F~1(1/2).

e Der Interquartilsabstand 6 = F~1(3/4) — F~1(1/2).

e Der Erwartungswert § = EX; = [, dF(z).

e Die mittlere absolute Abweichung beziiglich des Medians ¢ = [, [x—F~1(1/2)|dF(x),

Uusw.

In diesen Beispielen ist es sehr leicht, einen natiirlichen Schéatzer T von 6 zu konstruieren.
So kann man z.B. den Interquartilsabstand durch

T(xr, o) 7= T(3n/4) = L(ln/4)
schiatzen. Nun wollen wir aber auch ein Konfidenzintervall fiir # konstruieren. Dabei wollen
wir keine parametrischen Annahmen (etwa Normalverteilung) an F' machen. Fiir den Median
gibt es eine sehr schone nichtparametrische Losung, s. Abschnitt [0.9) Aber wie wiirde man
z.B. bei Inerquartilsabstand vorgehen?

Fiir die Konstruktion eines Konfidenzintervalls benotigen wir die Verteilung der Zufallsva-
riable T'=T(Xq, ..., X,).

UBERLEGUNG 1. Stiinden uns B unabhiingige Realisierungen t1, ..., tg von T zur Verfiigung
(wobei B eine sehr grofie Zahl ist), so kénnten wir die Verteilungsfunktion G(t) = P[T < ¢]
durch die empirische Verteilungsfunktion

B

- 1

G(t) = E Z ﬂtigb t e R,
i=1

schitzen. Wir haben aber leider nur eine einzige Realisierung, ndmlich T'(xq,...,x,)!

UBERLEGUNG 2. Wire die Verteilungsfunktion F' (von X;) bekannt, so kénnten wir eine

neue, gemafl F' verteilte Stichprobe zf,...,z) auf dem Rechner simulieren um dann ei-

/

ne weitere Realisierung ¢ := T'(z,...,z]) von T erzeugen. In einer Schleife kénnten wir
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natiirlich auch beliebig viele unabhéngige Realisierungen t,t,, ... erzeugen. Allerdings ist
die Verteilungsfunktion F' nicht bekannt!

UBERLEGUNG 3. Nach diesen Riickschliigen miissen wir uns fragen, was uns {iberhaupt
bekannt ist. Nur die Stichprobe z1, ..., z,! Diese konnten wir benutzen, um die Verteilungs-
funktion F' (von X;) durch die empirische Verteilungsfunktion

. 1 <&
Fn(t) - E Z ﬂxkgtv t 6 R,
k=1

zu schétzen. Fiir grofles n sollte (z.B. nach dem Satz von Glivenko-Cantelli) F, ~ F gelten.

Wir kénnten dann eine geméf E, verteilte Stichprobe z7, ...,z simulieren und diese wie
in Schritt 2 verwenden, um eine (approximative) Realisierung t* = T'(z7,...,2}) von T zu

erzeugen. Diese ebenso einfache wie geniale Methode (B. Efron, 1979) nennt man ,, Bootstrap “

(sich selbst am Schopf aus dem Sumpf ziehenﬂﬂ).

Da die empirische Verteilung jedem Element z; die Wahrscheinlichkeit 1/n zuordnet, sind
xi,...,x,; unabhéngige und geméf einer Gleichverteilung aus der Stichprobe zy,...,x, ge-
zogene Elemente. Hier ist ein Beispiel fiir eine solche Bootstrap-Stichprobe mit n = 20:

T20, X19, L7, 13, L19, L14, L16, L17, L6, L15, L12, L9, L1, L, 20, L8, L20, L16, X155 L10-

Wegen der Unabhéngigkeit wird mit Zuriicklegen gezogen, so dass es in der Stichprobe
x7,...,z; Wiederholungen geben kann. Beim Ziehen ohne Zuriicklegen wére z7, ..., 7} eine
Permutation von z1, ..., x,. Die von uns betrachteten Funktionale sind invariant unter Per-
mutationen der Stichprobe, so dass Ziehen ohne Zuriicklegen keine neue Realisierung von 7T’
erzeugen wiirde.

( )

Bootstrap-Verfahren

Gegeben Sei eine Stichprobe z1,...,x, und eine Statistik 7" : R” — R. Wir wollen die
Verteilung von 71" simulieren.

Schritt 1. Lege in eine Urne n Bélle mit den Aufschriften x4,...,z,. Ziche n Bélle mit
Zuriicklegen und notiere die Aufschriften: z7, ..., =}

Schritt 2. Berechne t* .= T'(x3,...,z}).

n

Schritt 3. Sei B eine sehr grofie Zahl. Fiihre Schritte 1 und 2 in einer Schleife B Mal
durch und bezeichne die in Schritt 2 berechneten Werte mit ¢, ..., 5.

IBootstrap (Substantiv, engl.): Stiefelschlaufe. To bootstrap (Verb, engl.): sich selbst in die Lage verset-
zen, etwas tun zu konnen.

2Aus ,Feldziige und Abenteuer des Freiherrn von Miinchhausen® in der Fassung von Gottfried August
Biirger: ,,Ein andres Mal wollte ich {iber einen Morast setzen, der mir anfinglich nicht so breit vorkam,
als ich ihn fand, da ich mitten im Sprunge war. Schwebend in der Luft wendete ich daher wieder um, wo
ich hergekommen war, um einen gréfiern Anlauf zu nehmen. Gleichwohl sprang ich auch zum zweiten Male
noch zu kurz und fiel nicht weit vom andern Ufer bis an den Hals in den Morast. Hier hitte ich unfehlbar
umkommen miissen, wenn nicht die Stirke meines eigenen Armes mich an meinem eigenen Haarzopfe, samt
dem Pferde, welches ich fest zwischen meine Knie schlof}, wieder herausgezogen hétte.

214



Nun koénnen wir die Verteilungsfunktion von 7" durch die empirische Verteilungsfunktion

B

A 1

G(t) =5 lg<, tER
1=1

schiitzen. Ebenso kann man den Erwartungswert und die Varianz von 7" durch
1 < 1 &
[ = B ;t;‘, bzw. 6% = —— Y (tF—p)?

B—1¢%
=1

schitzen. Bezeichnet man mit gg das S-Quantil der Verteilungsfunktion G, so ergibt sich fiir
¢ das approximative Konfidenzintervall [¢a /2, ¢1—a/2)-

12.2. Noch ein Beispiel zum Bootstrap

Das folgende Beispiel wurde dem Buch von Efron und Tibshirani entnommen. In einer Stu-
die wurde die Auswirkung der regelméafligen Einnahme von Aspirin auf das Risiko eines
Herzinfarktes untersucht.

Herzinfarkt | Personen
Aspirin-Gruppe 104 11037
Placebo-Gruppe 189 11034

Die Herzinfarktraten in den beiden Gruppen betragen 104/11037 bzw. 189/11034. Der Quo-
tient der Raten ist

104/11037 _
189/11034 ~

Diese Zahl ist kleiner als 1, was suggeriert, dass die Einnahme von Aspirin das Herzinfark-
trisiko senkt. Aber ist dieses Ergebnis signifikant? Einen moéglichen Zugang bietet der exakte
Test nach Fisher, s. Abschnitt [[0.10] Hier werden wir die Bootstrap-Methode verwenden.
Wir bezeichnen mit p bzw. ¢ die Wahrscheinlichkeit, dass eine Person aus der Aspirin- (bzw.
Placebo-Gruppe) innerhalb des gegebenen Zeitraumes einen Herzinfarkt erleidet. Wir werden
im Folgenden ein (approximatives) Konfidenzintervall fiir p/q konstruieren.

0.55.

Modell: Die Anzahl der Herzinfarkte in den beiden Gruppen wird durch unabhéngige Zu-
fallsvariablen X ~ Bin(11037,p) und Y ~ Bin(11034, ¢) modelliert. In der Studie wurde eine
Realisierung (104, 189) von (X,Y’) beobachtet. Ein natiirlicher Schétzer fiir p/q ist

_ X/11037
©Y/11034°

In der Studie wurde eine Realisierung 0.55 von T beobachtet. Wir wollen weitere Realisie-
rungen von 7' erzeugen. Dafiir benotigen wir weitere Realisierungen von X und Y. Leider
sind p und ¢ unbekannt, weshalb wir X und Y nicht simulieren kénnen. An dieser Stelle
kommt uns die Bootstrap-Methode zu Hilfe. Wir schétzen p und ¢ durch

p:=104/11037 und ¢ := 189/11034.

Anstelle des Zufallsvektors (X,Y) simulieren wir nun dessen Bootstrap-Version (X*,Y*)
mit X* ~ Bin(11037,p) und Y* ~ Bin(11034, §). In unserer Simulation haben sich folgende
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Paare ergeben:
(x7,y1) = (108,221), (x3,y5) = (104,198), (x3,y3) = (99,182), (xy,y;) = (89,189),
(xf,ys) = (105,187), (zg,y5) = (117,174), (zg,y5) = (112,168), (a%,ys) = (117,175),

Damit erzeugen wir Bootstrap-Realisierungen von 7"
. x;/11037
ET /11034
Die Verteilungsfunktion von 7" kann man nun durch die empirische Verteilungsfunktion von
t],...,1p schitzen:

i=1,2,....

B
A 1
G(t) = E Zz_; :H-tfgta te R

Wir haben B = 10° gewihlt. Abbildung |1|zeigt die von uns berechnete Funktion G(t) Nun
berechnen wir die Quantile
Qo.025 ~ 0.43, o975 =~ 0.69

von G(t) (rote Linien auf Abbildung und erhalten das folgende (zweiseitige, approximative)
Konfidenzintervall zum Niveau 0.95 fiir p/q:

[0.43,0.69].
Dieses Intervall {iberdeckt den Wert 1 nicht, also unterscheidet sich p/q signifikant von 1.

1.

0.8

0.6

0.4

0.2

0.4 0.5 0.6

C@mmmmmmmc s cmc s — e s ————————

.7 0.8 0.9

ABBILDUNG 1. Die Funktion G(t), ein Schiitzer fiir die Verteilungsfunktion von
T. Rote Linien zeigen die Berechnung der Quantile gg.g25 und ¢g.975.

XKk
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