Kapitel 111
Groflenverzerrung und Baume mit Riickgrat:
Ein probabilistischer Zugang zu GWP

Die vorhergehenden zwei Kapitel haben uns einen guten Einblick in die klassische Theorie
von Galton-Watson-Prozessen vermittelt und gezeigt, daf§ diese trotz haufiger Verwendung von
Martingalargumenten vornehmlich durch das Studium der auftretenden erzeugenden Funktio-
nen und damit analytisch gepragt ist. Die Unabhéangigkeitseigenschaften und die rekursive
Struktur von GWP und GWPI lassen sich in brauchbare Eigenschaften dieser analytischen
Transformierten tiibersetzen, und durch Taylor-Entwicklungen 1. oder 2. Ordnung gelangt man
relativ schnell zu relevanten Aussagen, wobei sich der technische Anspruch in akzeptablen
Grenzen halt. Zudem gestattet der Zugang, wie wir noch sehen werden, die Behandlung vieler
Verallgemeinerungen von GWP, etwa solchen in variierenden Umgebungen (L1 Kapitel IV).
Andererseits verhindert die Reduktion auf analytische und wenig intuitive Argumente ein tief-
eres Verstandnis der betrachteten Prozesse: Man erkennt zwar, wie sich GWP asymptotisch
verhalten, aber nicht unbedingt warum, da die gefiihrten Beweise kaum eine probabilistische,
auf das Pfadverhalten der Prozesse gerichtete Interpretation zulassen.

In diesem Kapitel wollen wir unseren Blickwinkel erweitern und einen eher genealogisch
orientierten Standpunkt einnehmen. Dies bedeutet, dafl wir unsere nachfolgenden Untersuchun-
gen von GWP zu einem wesentlichen Teil auf die Betrachtung des assoziierten Stammbaums,
also des Galton-Watson-Baums (GWB), stiitzen. GWB hatten wir zwar schon in Kapitel 1
vorgestellt, spielten aber dort mit Ausnahme von Abschnitt 1.7 keine besondere Rolle. Zwei
Zugange sollen hiernach vorgestellt werden. Der erste stammt von Lyons, Pemantle und Peres
[5] und basiert massiv auf dem Zusammenhang der Verteilung eines GWB’s GW mit der Vertei-
lung einer bestimmten assoziierten Groflenverzerrung GW mit einem ausgezeichneten Pfad,
genannt Riickgrat. Der zweite, etwas weniger bekannte Zugang geht auf Geiger [3] zuriick, ist
vor allem im subkritischen und kritischen Fall von Nutzen und basiert darauf, rekursiv eine Fol-
ge endlicher Baume zu konstruieren, die zum einen eine geeignete Abhangigkeitsstruktur besit-
zen und deren Verteilungen zum anderen den bedingten Verteilungen P(GW € -|z,0c GW > 0),
n > 0, entsprechen, wobei z, o GW die Anzahl der Knoten in der n-ten Generation (auf Héhe
n) angibt. Die Abschnitte 3-7 widmen sich dem ersten, die verbleibenden Abschnitte 87
dem zweiten Zugang. Wir beginnen allerdings mit einigen notwendigen formalen Grundlagen
zur Definition von (lokal endlichen) Bdumen sowie zur Metrisierung der Menge aller solchen

Baume, die es dann erlaubt, einen GWB als Zufallselement in dieser Menge aufzufassen.
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1. Baume

Im folgenden werden wir Baume in kanonischer Weise als Teilmengen des Ulam-Harris-
Baums V = |J,,»,N" definieren, wobei an die im Anschlufl von Lemma I.1.2 eingefiihrten

Bezeichnungen erinnert sei.

1.1. Definition. Eine Teilmenge 7 C V heifit Baum, falls sie den folgenden Bedingun-
gen geniigt:

(1) @ e,

(2) v1..0, €T = v1..0; € 7 fiir jedes 1 <k <nund n > 1,

(3) v1..Vp_1Vp ET = V1..05,_1] € 7 flr jedes j € {1,...,v,} und n > 1.
Erfilllt 7 ferner die Bedingung

(4) zn(7) dof |7 N N"| < oo fiir alle n > 0,

so heifit 7 lokal endlich. Die Elemente von 7 nennen wir Individuen; das Individuum @ wird

auch als Wurzel bezeichnet.

Im folgenden beschéftigen wir uns mit lokal endlichen Badumen und definieren deshalb
T %f {7’ C V: 7 ist ein lokal endlicher Baum}.

Ferner sei fiir 7 € T dessen Hohe durch
H(r) % sup{n>0: z,(r) >0} € N,
definiert, wobei wir auf die Implikation
2n(1) =0 = zpyp(r)=0firalle k >0
hinweisen.

Fir 7 € T und n > 0 setzen wir hiernach abkirzend

m & ANt = {ver:|v =n},

n
Tin oot U'Tk = {ver:|v] <n},
k=0

def

[Tl =

{7 eT:7, =7}

Die Menge T wird uns in den nachfolgenden Abschnitten als Wertebereich verschiedener
Abbildungen begegnen. Um aus diesen Abbildungen Zufallsvariablen, d.h. mefibare Abildungen
zu machen, verschaffen wir uns zunéchst eine geeignete o-Algebra auf T, indem wir auf dieser

Menge eine Metrik definieren, die eine Topologie vermittelt.
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1.2. Lemma. (a) Die Abbildung d: T x T — [0, 1], gegeben durch
d(r,7") et exp < —sup{n>0: 7, = T‘In}>, r,7 €T,

— 00

st eine Metrik auf T, wobei natirlich e L0 vereinbart wird.

(b) Der Raum (T,d) ist separabel. Genauer gilt:
Te &f {reT: H(t) <o} = {r€T: 7 ist endlich}
st abzahlbar und liegt dicht in T.

BEWwWEIS: (a) Es reicht offenbar der Nachweis der Dreiecksungleichung. Fiir beliebige
7,7, 7" € T gilt aber

sup{n : 7, = 7|’7’1} > sup{n: 7, = 7'|/n} A sup{n : 7'|’n = 7'"7'1}

und folglich
d(r, ") < d(r,7)yvd(r',7") < d(r,7")+d(',7").

Eine Metrik, welche die erste obige Ungleichung erfiillt, heiflt iibrigens Ultrametrik.

(b) Mit T, @ {7 € T: H(r) =n} = {7 € T: 2,(7) > 0, 211 () = 0} gilt

T = |J T,

n>0

und da jedes T, offenbar abzahlbar ist, gilt dasselbe fiir T®. Sei nun 7 € T. Fiir n > 0 folgt

dann
d(t, 7)) = e ",

und da 7),, € T® fiir jedes n > 0, zeigt dies die Dichtheit von T¢ in T. &
1.3. Bemerkungen. (a) Der metrische Raum (T,d) ist vollstindig. Da wir dieses
Ergebnis jedoch nicht benétigen, verzichten wir auf den Beweis (L] Ubung 1.1).
(b) Fiir 7 € T und € > 0 bezeichne B(r,¢) o {r" € T :d(r,7") < ¢} die offene e-Kugel

um 7 beziiglich d. Da d nur Werte in der abzéhlbaren Menge {0} U {e~" : n € Ny} annimmt,
gilt
{IBS(T,E) :7eT,e> O} = {B(T,e_") c7eT,n> 1} = {[T]n c7eT,n> 1},
wobei sich die zweite Gleichung vermoge der Aquivalenzkette
/

7 eB(r,e”) & sup{n:7, = Tt >n & Tu=1, © TEl

ergibt.
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(c) Es seien 7,7 € T und j > k > 1. Dann gilt

[ ] [ /] { , } [T]j, falls T|]€:T|/k, ( )
TN Tk = AXET: xXj =75 Xk = Tjpy = 1.1
’ ’ ’ | 0, falls 75 # 7'|/k.
Folglich bildet

£ {0, Ty u{[r]e: 7 €T, k>1} (1.2)

ein N-stabiles System von Teilmengen von T.

Wir definieren nun
B(T) & 5 = o—({mk T eT k> 1}) (1.3)

und notieren:

1.4. Lemma. Die gemdfs (1.3) definierte o-Algebra B(T) tber T entspricht der Borel-

schen o-Algebra, also der von den (bzgl. der Metrik d) offenen Teilmengen erzeugten o-Algebra.

BEWEIS: Es geniigt der Hinweis, daf} sich jede nichtleere offene Teilmenge eines separablen

Raums als abzahlbare Vereinigung von e-Kugeln schreiben 1a83t. &

Zum Ende dieses Abschnitts wollen wir noch kurz eine Ordnung auf V einfiihren, welche

die Verwandtschaftsstruktur der als Individuen interpretierten Elemente von V widerspiegelt.

1.5. Definition. Es seien v = v;...v,, und w = w;...w,, Elemente von V.
(a) Besitzt w die Darstellung vu fiir ein u € V, so heifit v Vorfahre von w sowie umgekehrt w
ein Nachkomme oder Nachfahre von v, symbolisch durch v < w bzw. w > v ausgedriickt.

(b) Gilt in (a) speziell u € N, so heifit v Mutter von w sowie umgekehrt w Kind von v.

(c) Falls ¢(v,w) Lof inf{k > 1: vy # wg}, so heifit

def
VAW = V1..Up(u,p)—1

der erste gemeinsame Vorfahre von v und w.
(d) Wir definieren im Fall v # w

def v < w|, falls |v] # [w],
v<w <
Vo(v,w) < We(v,w)» falls |U| = ‘w|7
und anschliefend allgemein

def
v<w <= v=woderv<uw.

Mit diesen Festsetzungen gilt @ < v und @ < v fiir alle v € V.



2. Der Galton-Watson-Baum: Formalitaten und Eigenschaften 101

Die in (d) eingefiihrte Relation ”<” bildet offenkundig eine Ordnung auf V, die bei
FEinschrankung auf N C V mit der geohnlichen Ordnung iibereinstimmt. Je zwei Elemente
v,w € V sind demnach stets vergleichbar, und jede endliche Teilmenge von V besitzt ein
Minimum und ein Maximum. Fiir zweielementige Teilmengen {v,w} entspricht das Minimum
genau dem in (c) definierte ersten gemeinsamen Vorfahren v Aw, was die gewahlte Notation " A”
erklart. Abschlieend erwahnen wir noch, dafl man anschaulich ”v < w” als 7v ist alter als w”
interpretieren kann, sofern man eine gewisse Festlegung der Geburtsreihenfolge der Individuen

von V unterstellt, die sich der Leser selbst iiberlegen mag (L] hierzu auch Ubung 1.3).

I"Jbungen zu Abschnitt 1
Ubung 1.1. Zeigen Sie, daB der metrische Raum (T, d) vollstindig ist.

Ubung 1.2. Zeigen Sie, dafl neben d auch durch

do(T,7") ot !
20 I+sup{n>0:7, =1

In

eine Metrik auf T definiert wird, welche dieselbe Topologie und damit dieselbe Borelsche o-

Algebra induziert.

ﬂ'bung 1.3. Es seien v,w € V und 7 € T® ein endlicher Baum.

(a) Es bezeichne vV w das Maximum von v, w beziiglich der in Definition 1.5(d) eingefiihrten
Ordnung. Geben Sie eine anschauliche Charakterisierung von v V w.

(b) Geben Sie eine anschauliche Charakterisierung des minimalen und maximalen Elements

von 7.

2. Der Galton-Watson-Baum: Formalitaten und Eigenschaften

Nach den Vorbereitungen im letzten Abschnitt sind wir nun in der Lage, den bereits in
Abschnitt 1.1.1 vorgestellten GWB GW zu einer gegebenen Reproduktionsverteilung (p;);>o0
als Zufallselement in (T,B(T)) zu definieren. Dies la8t sich in naheliegender Weise vermoge
des folgenden Standardmodells realisieren (vgl. die Ausfithrungen nach Lemma 1.1.2):

Sei {X, : v € V} eine Familie unabhéngiger, identisch nach (p;);>0 verteilter Zufallsgro-

Ben auf einem W-Raum (2,2, P) und dann GW et U,>0 GW,, mit GWy o {@} sowie

GW,, def {vl...vn eN":v1..0-1 € GW,,_; und 1 < v, < le...vnfl} (2.1)
fir n > 1 (beachte die iibliche Konvention v;...v,,—1 def @ im Fall n = 1). Dann ist GW
offensichtlich eine T-wertige Abbildung. Wir setzen ferner (mit z, : T — Ny geméfl Definition
1.1)

Z, ¥ 1GW,| = 2,0 GW (2.2)
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fir n > 0.

2.1. Lemma. Fiir die zuvor definierten Abbildungen gilt:

(a) GW : Q — T ist A-B(T)-mefsbar und folglich ein Zufallselement auf (£2,2A, P).

(b) Fiir jedes n > 0 ist z, : T — Ng B(T)-mefbar und somit Z,, = z, o GW eine Zufallgrifle
auf (2,2, P).

BEWEIs: Es ist lediglich GW ~1(€) C 2 zu zeigen. Fiir A = [7]x, 7 € T und k > 1, gilt

aber
GW ' (A) = {weQ: GW;(w) = 14}
k
= m{wEQ: GW,(w) =75}

€ o({Xy:|v|<k—-1}) C 2
(b) Hier ergibt sich fiir & > 1

S M{kY) = {reTiz(r) =k} = ] [la € B(T)
TET:Th=Fk
weil die auftretende Vereinigung abzahlbar ist. Dies zeigt die Mef3barkeit von z,. &

Nach diesen Vorbereitungen ist folgende Definition sinnvoll:

2.2. Definition. Wir setzen Q %' P(GW € -) und bezeichnen dieses Bildma$ als das
Galton-Watson-Maf auf (T, B(T)).

Es gilt nun fiir alle n > 0
P(Z,€:) = P(zno GW €+) = Q(z, € ) (2.3)
sowie allgemeiner

]P)((Zn)nzo S ) = P(('Zn o GW)TLZO S ) = Q((Zn)nZO € ) (24)

Die letzte Beziehung zeigt, dafl wir einen GWP nunmehr auch als stochastische Folge auf dem
W-Raum (T, B(T), Q) realisieren konnen.

Als nachstes wollen wir das intuitiv auf der Hand liegende Resultat prézisieren und be-
weisen, dafl Individuen derselben Generation einer Galton-Watson-Population vermoge ihres
unabhéngigen und identischen Reproduktionsverhaltens Teilbdume erzeugen, die unabhangig
und wiederum nach Q verteilt sind. Hierfiir bedarf es aber zunéchst einiger weiterer Definitio-
nen:

Gegeben 7 € T und v € 7, heifit

ru e {ver:vru}



Ubungen zu Abschnitt 2 103

der in u verwurzelte Teilbaum von 7. Er enthilt alle Individuen in 7, die von u abstammen (ein-
schliellich u selbst). Um aus dieser Teilmenge von 7 wiederum einen Baum gemé&f Definition

1.1 zu machen, definieren wir den Shiftoperator ©,, zu u durch
Oy(uv) = v, veV,

speziell also O,u = &. Dann geniigt ©,(7") den Bedingungen aus Definition 1.1. Im Prinzip
wird der in u verwurzelte Teilbaum lediglich so verschoben, dafl er @ als Wurzel besitzt.
Mit anderen Worten, 7% entspricht bis auf diese Verschiebung einem Baum im Sinne unserer
Definition. Durch eine dhnliche Argumentation wie im Beweis von Lemma 2.1(a) erhélt man
im Fall u € GW die A-9B(T)-Mefbarkeit der Abbildung ©, 0 GW* (] Ubung 2.1), und in der
Tat 148t sich nun die oben gemachte Aussage hinsichtlich der Unabhéngigkeit und identischen

Verteilung der Teilbaume formal bestatigen:

2.3. Satz. Fur einen GWB GW mit Galton-Watson-Maf$ Q, Reproduktionsverteilung
(pj)j>0 und assoziiertem GWP (Zy)n>0 gilt:

(a) Ist pr, > 0 fiir ein k > 1, so sind, gegeben Zy = k, die von den Individuen der ersten
Generation generierten (geshifteten) Teilbidume ©;GW'*, 1 < i < k, bedingt stochastisch
unabhangig mit Verteilung Q.

(b) Fiir n > 2 gilt entsprechend: Ist P(Z, = k) > 0, so sind, gegeben Z,, = k, die von den
Individuen der n-ten Generation generierten (geshifteten) Teilbiume O, GW ™, u € GW,,,
bedingt stochastisch unabhdngig mit Verteilung Q.

BEwEIs: Wir beweisen nur Teil (a), da der Beweis von (b) dhnlich, wenn auch schreibauf-
wendiger ist. Seien Aq,...,Ar € £ und 0.B.d.A. alle nichtleer. Dann existiert eine Familie
{Bgi) :v € V,1 <4<k} von Teilmengen von Ny, so dafl die Gleichungskette

k k
[T ) = I ] Px. € BY)
=1 i=1lveV
k: .
= p. [T [] B(Xi € BO)B(Xo = k)
i=1lvev
k .
= p, P ({Zl =k} [ {Xiw € ng})
1=1veV
N P(Z, = k)

= P(O,GW' € A;,1 <i<k)

gliltig ist, wobei wir die Unabhangigkeit und identische Verteilung der Zufallsgroflen X, v € V|
benutzt haben. Setzt man nun A; = T fiir geeignete ¢ € {1, ..., k}, folgt zundchst die Vertei-
lungsaussage und dann im Hinblick auf die obige Rechnung und unter Hinweis auf Satz 23.2
in [1] auch die Unabhéngigkeit, da & N-stabil ist mit T € £. o
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ﬂ'bungen zu Abschnitt 2

Ubung 2.1. Zeigen Sie die A-B(T)-MeBbarkeit des geshifteten Teilbaums 0, 0 GW™*
fir jedes u € GW'.

3. Groflenverzerrte Galton-Watson-Baume mit Riickgrat

Ein fundamentales Werkzeug fiir unseren neuen Zugang zu einigen der klassischen Grenz-
wertsatze fiir GWP bilden die sogenannten gréffenverzerrten GWB mit Riickgrat, die wir im fol-
genden konstruieren. Dabei handelt es sich um zufallige unendliche, aber lokal endliche Baume
T, in denen ein zufélliger aufsteigender Pfad V', das sogenannte Rickgrat (engl. spine), beson-
ders ausgezeichnet ist. Durch Vergleich der Verteilung dieses Hilfsbaums T mit dem Galton-

Watson-Mafl Q werden wir spater neue Beweise fiir bekannte Grenzwertsatze geben konnen.

1. Grofienverzerrte Verteilungen und Zufallsgrofien. Da groflenverzerrte Zu-
fallsgroflen einen wichtigen Baustein zur oben angekiindigten Konstruktion bilden, werden

diese zunachst formal eingefiihrt:

3.1. Definition. Es sei v eine Verteilung auf ([0, 00), By o)) mit endlichem, positivem

Erwartungswert -y def f[ xv(dx). Dann heifit v, definiert durch

0,00)

e 1
p(B) ¥ ;/ z v(dz), B € Bp.oo, (3.1)
B

die zu v gehdrende griflenverzerrte (engl. size-biased) Verteilung auf [0, 00) oder auch Gréfien-
verzerrung von v. Ist X eine Zufallsgrofle mit Verteilung v, so heifit die Zufallsgrofie X eine

Grafsenverzerrung von X, falls X die Verteilung v besitzt.

3.2. Bemerkungen. (a) Wir werden hiernach hauptséchlich Gréflenverzerrungen von
Verteilungen auf Ny betrachten. Ist v = (v4)r>0 eine solche, so gilt offenkundig ¥ = (V)r>0
mit

De = 3 kve, k>0,
wobei v =", ., kv, wie in 3.1 den Erwartungswert von v angibt.

(b) Ist X die GréBenverzerrung einer Zufallsgrofe X mit Verteilung v, so besitzt 7 =
P(X € -) die v-Dichte
dv x x
@(1‘) = §1[0,oo)(x) = x L) (2)- (3.3)
Deshalb ergibt sich fiir jede mefbare Funktion ¢ : [0, 00) — [0, 00) die fiir uns wichtige Rechen-
regel
Bo(®) = [ () pldo)
0,00
0.00) (3.4)
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Ferner notieren wir, dafl X fast sicher positiv ist.
(c) Besitzt v eine A-Dichte g, so gilt natiirlich dasselbe fiir ¥, und wir erhalten mit der
Produktregel fiir Radon-Nikodym-Ableitungen

i@ = By = Py Py = yag), 220 (35

2. Konstruktion und Eigenschaften grofienverzerrter GWB. Das Konzept der
Groflenverzerrung nichtnegativer Zufallsgroflien soll nun in geeigneter Weise auf einen GWB
GW iibertragen und eine Groflenverzerrung GW von GW konstruiert werden. Spater werden
wir im Zusammenhang mit einem neuen Beweis des Satzes von Kesten und Stigum (Satz 1.6.2)
der Frage nachgehen, ob bzw. unter welchen Bedingungen — in Analogie zu (3.3) — die mit Q
bezeichnete Verteilung von GW durch das assoziierte Galton-Watson-Maf Q dominiert wird.
Ist dies nicht der Fall, sind die beiden Mafle notwendig zueinander singulir ([J Lemma 5.1
und Satz 5.2).

Zunichst schreiten wir jedoch zur angekiindigten Konstruktion, wobei wir von einer Re-

produktionverteilung (p;),;>o0 mit Reproduktionmittel p € (0, 00) ausgehen.

—

3.3. Konstruktion von GW. Wir erinnern daran, dafl die Familie {X, : v € V} den
GWB GW bestimmt, wobei X, die Anzahl der Kinder des (potentiellen) Individuums v angibt.
Auf (€,2,P) sei nun dariiber hinaus eine Familie {(X,,C,) : n > 0} von unabhiingigen
Zufallsvektoren gegeben, die von {X,, : v € V} unabhéngig ist. Fiir n > 0 gelte

A~

P(Xn€:) = (Bj)i=0 = (u™'jps)iz0
sowie im Fall p, >0 fir k>m >1

- 1
P(Co=m|X,=k) = -,

d.h. gegeben X, =k sei Cp Laplace-verteilt auf {1, ..., k}, und X,, besitze die groBBenverzerrte
Reproduktionsverteilung (p;);>o-

Der gréfenverzerrte GWB GW = Un>o GW,, mit Riickgrat V = (V™)n>0 wird damit wie

def

folgt definiert: Wir setzen GW, & {o}, VO ' & sowie induktiv fiir n > 1

GW, ¥ A UB,

mit
A, {vi EN":ve GW, \{V" 1}, i< XU}
und
B, & {V"—lk; C1<k< )?n_l}
sowie

Ve €y, .
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Beachte hierbei die Konvention, dal V" 'k ebenso wie V"', _; als Konkatenationen (und
nicht als Produkte) zu lesen sind, also als (V"~! k) bzw. (V*"~1,C,_1).

In Worten 1488t sich die Konstruktion wie folgt beschreiben: Wir starten wieder mit @ als
einzigem Individuum (Urahnen) in der O-ten Generation, das zugleich die 0-te Komponente V°
des Riickgrats bildet. Dieses Individuum bekommt eine zuféllige Anzahl )?0 > 1 von Kindern.
Aus diesen wird zuféllig gemaf einer entsprechenden Laplace-Verteilung (vermoge Cp) die erste
Komponente V! des Riickgrats ausgewihlt. Dieses Individuum V! reproduziert sich gemaf der
grofenverzerrten Reproduktionsverteilung (p;);>0 und generiert X; Nachfahren, wihrend die
restlichen Individuen der ersten Generation 6W\1 voneinander unabhangig Kinder gemafl der
Reproduktionsverteilung (p;);>0 hervorbringen. So fortfahrend, wird V" zuféllig aus den X1
Kindern von V"~ ! ausgewihlt und produziert Nachfahren gemi8 (p;);>0; alle Individuen, die
nicht zu V gehoren, erzeugen Kinder wie im gewohnlichen GWB. Insgesamt erhalten wir somit
einen zufélligen Baum 6W\, in dem eine aufsteigende Folge von Knoten (V},),>0, das Rickgrat,
besonders ausgezeichnet ist. Der Terminus ”aufsteigend” bedeutet hier, daf} in jeder Generation
genau ein Individuum ausgewahlt wird. Die untere Abbildung zeigt einen Ausschnitt aus einem
groBenverzerrten GWB, in dem die Riickgratkomponenten (Wirbel), namlich V° = g, V1 = 3,
V2 =31 und V3 = 312, als schwarze Kistchen (M) und die iibrigen Knoten als graue Kreise
mit anhdngenden gewohnlichen GWB dargestellt sind.

1G]

o O

BILD 3.1. Ausschnitt aus einem groflenverzerrten GWB

A~

Wegen P(X,, = 0) = 0 fiir n > 0 gilt offenbar \/GW] = oo f.s., die durch GW beschriebene
Population kann also im Gegensatz zu der eines gewohnlichen GWB’s niemals aussterben.

Die obige Konstruktion liefert uns eine Abbildung
(GW,V):Q — TxoV

mit
oy 4t {(Uj)jzo v/ € NV und vj41 = vj fiir j > 0}-
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Offenbar konnen wir die Menge OV der unendlichen Pfade (v7);>0 in V mit der Menge N>

identifizieren vermoge der Zuordnung
(v)j=0 = (v3);5>0,

wobei vi v1...v; flr jedes j > 1. Dies werden wir im folgenden, wann immer hilfreich, tun.
Wie schon fiir GWB bedarf es als nachstes der Angabe einer geeigneten o-Algebra iiber
T x 0V, so daf (/GW, V) zu einer mefibaren Abbildung wird. Zu diesem Zweck betrachten wir

den erweiterten Raum V & V U 9V = UneNo N" und geben zuerst das folgende Lemma, das

sehr ahnlich zu Lemma 1.2 bewiesen werden kann. Wir weisen darauf hin, daf§ die in Definition
1.5 eingefiihrte Ordnung auf V und die resultierende Minimumsrelation A in offensichtlicher

Weise auf V ausgedehnt werden kénnen.
3.4. Lemma. Die Abbildung d’ : V x V — [0, 1], gegeben durch
d(v,w) & elorwl, (3.6)

ist eine Metrik auf V, beziiglich der V eine abzihlbar dichte und zugleich offene Teilmenge
bildet. Der Raum (V,d') ist ferner kompakt und OV der topologische Rand von V)

BeweErs: Ubung 3.3. %

In Analogie zur Konstruktion von B(T) setzen wir nun B/ (v, ¢) et {weV:dw)<ce}

fir v € V, e > 0 und dann
B(V) a({IB%’(v,e) cveV,e> 0})

Wegen der Separabilitit von (V,d’) ist dies wiederum die Borelsche o-Algebra iiber V mit dem
abzihlbaren Erzeuger ([0 Ubung 3.4)

g e {B'(v,e) : v e V,e>0}.
Die gute Nachricht lautet dann:
3.5. Lemma. Die Abbildung (G/ﬁ/', V) ist A-B(T) @ B(V)-mefbar.

Bewers: Unter Riickgriff auf Satz 19.3 in [1] reicht es zu zeigen, daf
(i) GW 2A-B(T)-meBbar und

(i) V 2A-B(V)-meBbar
ist, wobei der Nachweis von (i) wie der Beweis von Lemma 2.1(a) erfolgt: Gegeben 7 € T und

k > 1, erhalten wir

~

GW  ([r]y) = {weQ;/GW|k(w)=T|k} c o<(Xn,cn)0§n<k,<Xv>|v|<k) c oA

1) Dies rechtfertigt die Bezeichnung dV.
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und damit die behauptete Mef3barkeit von GW.
Zum Nachweis von (ii) gehen wir #hnlich vor: Seien v = vjvq... € N, ¢ L, g

v1...0p firtn >1und 0 < e <1, 0.E. e = e fiir ein m > 1. Dann gilt
V3B (0,9) = {we:Vw) =v"| € o((VF Cosian) € 2,

also wiederum das Verlangte. &

Wir setzen nun

—

Q. ¥ ]P’((/GW,V) €.), und Q def P(GW ¢ )

und notieren das folgende Pendant zu Satz 2.3:

3.6. Satz. Unter den Voraussetzungen von 3.3 und mit dessen Bezeichnungen gilt:
(a) Ist pp > O fir ein k > 1, so sind, gegeben (Xo,Co) = (k,i) mit i € {1,....,k}, die Ab-
bildungen (©; G/ﬁ/i, ©; V) und ©; G/ﬁ”, 1 <j <k, j+#1, mefbar und bedingt stochastisch
unabhdngig mit Verteilung (AQ* bzw. Q.
(b) Firn > 2 gilt entsprechend: Ist ]P’(G/ﬁ/n =1,, V" =v) >0 fir ein [, CN" und v € I,,
so sind, gegeben (G/ﬁ’n,V”) = (In,v), die Abbildungen (©, GW",0, V) und O, GW,
u € I,,u # v, mefbar und bedingt stochastisch unabhdngig mit Verteilung Q* bzw. Q.

BeweEls: Ubung 3.5. %

Der Zusammenhang zwischen den W-Maflen Q und Q bildet den Schliissel fiir die im
weiteren Verlauf vorgestellten Techniken und Inhalt des anschliefenden Lemmas. Fir 7 € T,

n > 0 und p € 7, definieren wir noch
75 0]n et {(+, (v)j50) €ET X OV : 7/ € [T]n, 0" = o}

Diese Menge besteht aus allen Tupeln (77, (v7);50) € T x 9V, so dafi der Baum 7’ bis zur n-ten

Generation mit 7 iibereinstimmt und der Pfad (v7);>0 durch g verlduft.

3.7. Vergleichslemma. Sei w,(7) &of w "z (1) fir T € T und n > 0.

(a) Fir alleT € T undn >0 gilt

z1(7)
Q([T]n+1) = Pzi(7) H Q([GJTJ]n) (37)

(b) Fiir allet € T, n >0 und o € 1, gilt

~

Q*([T; Q]n) - ﬂ_nQ([T]n)' (38)
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(c) Fir alle T € T undn >0 gilt
Q([r]n) = wa(1)Q(7]n)- (3.9)

(d) Sei Zn def Zn © GW fir n > 0. Dann ist ZL eine Groflenverzerrung von Z,, d.h. es gilt

P(Z, = k) = = (3.10)
fur alle & > 0.

BeEwers: (a) Sei7 € T,n > 0und k = 2z1(7). O.E. werde k > 1 und pi. > 0 vorausgesetzt,
denn im Fall k = 0 ist (3.7) wegen [7],4+1 = {{@}} ebenso wie im Fall p;, = 0 trivial. Dann

gilt unter Verwendung von Satz 2.3

Q([rlnt1) = P(Z1 =k,0,GW' € [0,77],,1 <i < k)
= pP(0,GW’ € [0;7],,,1 <i<k|Zi =k)
k
= p [[Q([6i7]0)
=1
und somit das Gewlinschte.

(b) Hier zeigen wir die Behauptung per Induktion iiber n. Falls n = 0, erhalten wir wegen
VV=p=0,[r0)o={(,0)js0): 7 € T,v’ € 7j fa. j > 0} und [r]o =T fiir alle 7 € T
offenkundig

fur alle 7 € T.

Fiir den Induktionsschritt nehmen wir an, die Behauptung sei bewiesen fiir ein n > 0, alle
7/ € T und ¢ € 7). Wir bendtigen zunéchst die folgende Zwischenrechnung: Gegeben 7 € T
mit z1(7) =k > 1 und ¢ € 7,41, existiert offenkundig ein eindeutiges ¢ € {1,...,k} derart, daf
o € 7*. Daher gilt mit A def {@jﬁj €[0;77),,1<j <k, j+#i}

{(/GW, V)elrions} = {)A(o — k,Co=1i,(0,GW*, 0, V) € [0,7; ©;0]n} NA.

Sofern pp > 0, was ]P’()/(\'o =k,Co=1) = p tkpr k=1 = p~1p, > 0 impliziert, ergibt sich unter

Verwendung von Satz 3.6

Q.([r;0lns1) = P((GW,V) € [r; 0ns1)
— ' P({(©,GW 0, V) € [@~7‘i'@ig }mA|)?0 — k,Co = i)

= 1P Qu([0i77:040)n) [T QO]
JFt
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Auf dieses Ergebnis wenden wir nun erst die Induktionsvoraussetzung und dann Teil (a) an

und erhalten

~

Q.([ridlnt1) = v o " Q(O:7]0) [ [ Q([O,77]n)
J#i
= 1= "Q((rln),
was den Beweis von (3.8) beschlief}t.

(c) Hier ergibt sich mittels Teil (b) fiir alle 7 € T und n > 0

Q([rl.) = P(GW € [r],)
= 3 P(GW € [1],,V" = o)

0ETH

= Z Q* ([T; Q]n)

= > u"Q(l7n)

(d) Mit (c) folgt schlieBlich fiir & > 1

TET 20 (T)=k

= Z wn(T) Q([T]n)

TET, 20 (T)=k

= > Q)

TET 20 (T7)=k

_ k]P(Zn - k)
- un : <>

3.8. Bemerkungen. (a) Unter Verwendung der Teile (b) und (c) des Vergleichslemmas
3.7 1aBt sich das anschaulich evidente Ergebnis zeigen, daf}, gegeben /GWn = {0, ..., 0"} fiir
ein p > 1, die Riickgratkomponente V" eine Laplace-Verteilung auf dieser Menge besitzt (L]
Ubung 3.6), was aber im weiteren Verlauf nicht ausdriicklich benétigt wird.

(b) Hinsichtlich der am Anfang dieses Unterabschnitts angesprochenen Frage, wann Q
durch das Galton-Watson-Mafl Q dominiert wird, gibt das Vergleichslemma noch keine vollstan-

dige Auskunft, zeigt aber immerhin, daf fiir alle 7 € T und n > 0
Q(irla) = wa(m)Q(rla) = /[ a0 Q)

gilt, weil w,, auf [7],, konstant ist. Wir belassen es hier bei dieser Feststellung und kehren im

neuen Beweis des Satzes von Kesten, Stigum ([J Satz 5.2) auf diesen Sachverhalt zuriick.
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ﬂ'bungen zu Abschnitt 3

ﬂ'bung 3.1. Seiv = (Vk)k>0 eine Verteilung auf Ny mit e.F. f und 0 < Zk21 kv < oo.

Bestimmen Sie die e.F. ihrer Groflenverzerrung v.

Ubung 3.2. Sei v eine Verteilung auf [0,00) mit 0 < [zv(dr) < co. Zeigen Sie, daBl

U stets stochastisch grofler als v ist, d.h. V(z,00) > v(z, 00) fiir alle x > 0.
ﬁbung 3.3. Beweisen Sie Lemma 3.4.

Ubung 3.4. Zeigen Sie, daBf & = {B/(v,¢) : v € V,e > 0} abzihlbar ist und die Borel-

sche o-Algebra B(V) erzeugt.
Ijbung 3.5. Beweisen Sie Satz 3.6.

Ubung 3.6. Seien n,p > 1 und o', ..., o? € N™ derart, daB IP’(EW\n ={o%,...,0°}) > 0.

Zeigen Sie
1

p
fir k =1,...,p, d.h. V™ ist bedingt unter /G'Wn = {o', ..., 0P} Laplace-verteilt auf dieser Menge.

P(V" = | GW, = {0", ..., 0"})

4. Zum Grenzverhalten nichtkritischer GWPI:
Ein probabilistischer Zugang

In diesem Abschnitt wenden wir uns nochmals den in Kapitel II behandelten GWPI
zu und beweisen zwei Ergebnisse im nichtkritischen Fall, die im wesentlichen schon bekannt
sind (J Korollar 11.3.2 und Satz 11.4.1), aber hier auf andere Weise bewiesen werden (ohne
Verwendung e.F.). Der Grund fiir diese Riickkehr besteht aber vielmehr in der fiir uns wichtigen
Tatsache, dal der Generationsgroflenprozefl eines groflenverzerrten GWB’s, nennen wir ihn
groflenverzerrten GWP, auch als GWPI aufgefaf3t werden kann, wie wir als erstes zeigen wollen
(L Satz 4.1 weiter unten).

Aus ZweckmafBigkeitsgriinden variieren wir unsere in II.1.1 gegebene Definition eines
GWPI (Y,,)n>0 dahingehend, da8 wir Yj 4 ) annehmen und (Yo4+1)n>0 als GWPI im Sinne
dieser Definition voraussetzen. Dies bedeutet, dafl die betrachtete Population zum Zeitpunkt
0 keine Individuen besitzt und erst ab der ersten Generation eine zufillige Anzahl von Immi-
granten (i, (o, ... aufnimmt, die dann jeweils u.i.v. GWP starten. Die Reproduktionsverteilung
werde wie immer mit (p;);>0, die Immigrationsverteilung, also die Verteilung der unabhéngigen

Variablen (,,, wieder mit (c¢;);>0 bezeichnet. Es gilt demnach fiir n > 1

Yn-1
Yn = Cn + Z fnk (41)
k=1



112 Kapitel III. Gréfenverzerrung und Baume mit Riickgrat: Ein probab. Zugang zu GWP

mit unabhéngigen, jeweils geméf (p;);>0 verteilten ZufallsgréBen &, welche die Anzahl der
Nachkommen der Individuen angeben. Wir sprechen im folgenden dann auch von einem GWPI

(Yo )n>0 mit Immigrationsfolge ((,)n>1. Eine alternative Darstellung lautet (vgl. (II.1.1))

n (kg

Yo = > Y Zn k), n=>1, (4.2)

k=1 j=1

in der die (Z,(k, j))n>0, k,7 > 1, u.i.v. GWP mit einem Urahnen und Reproduktionsverteilung
(pj);>o0 bilden und auch unabhéngig von ({,),>1 sind. Wir interpretieren hierbei (Z,,(k, j))n>0

als den vom j-ten Immigranten der k-ten Generation initiierten Prozef.

1. Verbindung zwischen G WPI und grofienverzerrten GWB. Wir wollen nun
zeigen, daf} in einem groBenverzerrten GWB mit Riickgrat die Nachkommen der Individuen
des Riickgrats als Immigranten aufgefalt werden konnen und so eine Verbindung zu GWPI
entsteht. Die prazise Formulierung dieser Aussage gibt der folgende Satz, wobei wieder die

Bezeichnungen aus Unterabschnitt 3.2 gelten:

4.1. Satz. Es sei (Y,)n>0 ein GWPI mit Immigrationsfolge (, X, -1 firn > 1.

Dann gilt

~

P(Yi)nz0 €) = Q((zn = Dnz0 € ) = P((Zn — Duzo € )

BewEIS: Offenbar gilt Q(z0 — 1 € -) = dg = P(Yy € -). Fiir n > 0 und (ky, ..., kny1) €
N"*1 ergibt sich unter Beachtung der Unabhéngigkeit von (41, (§541,5)j>1 und (Yi,...,Y,)

P(Yl — ]{Il, ;Yn - k'rnYn—l—l - kn+1)

kn
= P<Y1 =ki,.... Y, =kn, G + Z§n+1,j = kn+1)

j=1

kTL
= P(Yy =ki,..., Y, = kn)P<¢n+1 +) g1y = kn+1>
j=1

kni1

kn
= ]P)(Yl = ]{71, ...,Yn = kn) Z P(Xn+1 =[]+ 1, Z£n+1,j = kn+1 — l>
1=0 j=1

Knt1

L+ Dpiss
= PV =y Yo = k) S %pkiﬁz)—l
=0

sowie andererseits mit I1(ky, ..., k) def {reT,:z(r)—1=k;j,1<j<n}

~

Q(Zl —1= kl, ceey Bp T 1= kn,2n+1 —1= kn+1)

- Z Z [P)(EW\ S [7—]?% Vn =0, )?nJrl + Z X,U = kn+1 + 1)

TE€I(ky,....kn) €ETn verp\{o}
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= Z Z Q*([T; oln) P(Xn+1 + Z Xy = kpy1 + 1>

Ten(kl»--~7kn)ge7_” UeTn\{Q}

- Frt1 (I+1)
= ( > Q(W))(Z %pifﬁ)z)

T€(k1,....kn) 1=0
kn41
Q L+ Dpiy1 a(k,
= Qx1 —1=ky,.,z,— 1= kn)< Z (#erkiﬂ)_l _
=0

Hierbei ging fiir die zweite Gleichheit die Unabhéngigkeit von (/GWM, V”) und ()/(\'n, (Xv)veNn)
ein.

Aus den beiden obigen Rechnungen folgt induktiv die Identitéat

~

]P(Yl = kl, ...,Yn = kn) = Q(Zl —1= k‘l, RN 1= kn)
fir alle n > 1 und (kq, ..., k,) € N und damit die Behauptung. O

4.2. Bemerkung. Man kann sich das gerade gezeigte Ergebnis auch ohne formale Ar-
gumente recht gut klarmachen: Entfernt man aus dem zufélligen Baum GW das Riickgrat V,
so zerfillt jede Generation n > 1 in die Teilmenge der Nachkommen des Riickgratelements V7!
der vorherigen Generation, die nicht als Wirbel gewéhlt wurden, d.h. B,\{V"} (L 3.3), sowie
der Menge aller anderen Nachkommen, deren Mutter irgendein Individuum in /Gwn—l\{V”_l}
ist, also A,,. Die Elemente von B, \{V"} interpretieren wir als Immigranten, sie reproduzieren
gemaB (p;);>0 mit p; def Dj+1, wahrend (p;);>0 die Reproduktionsverteilung aller anderen
Individuen bildet.

Fiir den Rest dieses Abschnitts beschéftigen wir uns mit der bereits angekiindigten Her-
leitung von zwei Sétzen fiir nichtkritische GWPI, die uns spater von Nutzen sein werden.
Dafl diese nur relativ geringfligige Erweiterungen von bekannten Resultaten aus Kapitel II
darstellen, ist hier weniger von Belang als die Tatsache, dafl hier keine e.F., sondern proba-

bilistische Argumente verwendet werden.

2. Zum asymptotischen Wachstum superkritischer G WPI. Wir benotigen als er-

stes zwei Hilfsresultate, von denen das erste auf dem Borel-Cantelli-Lemma basiert.

4.3. Lemma. Gegeben eine unabhdngige Folge (X,,)n>0 identisch verteilter, nichtnega-
tiver Zufallsgrdfen, gelten die folgenden Aussagen:
Xn
(a) lim — =0 f.s., falls EX(y < oo.
n—oo MmN

X
(b) limsup = f.s., falls EXg = oc.
(c) Zc"eX" < oo f.s. fiir alle c € (0,1), falls EXy < oo.

n>1
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(d) Y c"eXr = oo fs. fir alle ¢ € (0,1), falls EXo = oo.

n>1

BewEIs: Eine Anwendung von Ungleichung (A.12) auf S. 115 in [1] liefert

ZIP(& > e) = ZP(& > n)
n>1 n n>1 <

EX X Xn
n>0

n>0

fiir alle ¢ > 0. Das Lemma von Borel-Cantelli impliziert daher P(%2 > ¢ w.0.) = 0 bzw. = 1
fiir alle e > 0, falls EX( < oo bzw. = oo gilt. Es folgen die Teile (a) und (b).

(c) Seien EXy < 00, c€ (0,1),0<e < —logcund A o {lim,, oo 2= = 0}. Nach (a) ist
P(A) = 1. Fiir w € A und alle hinreichend grofien n erhalten wir X,,(w) < ne, also

CneXn(w) < en(s—Hogc).

Da et1o8¢ < 1 liefert dies die Konvergenz der Reihe Y -, c"e*Xn(®),

(d) Falls EX, = oo, gilt P(B) = 1 fiir B {limsup,,_,.. X2 = 0o}. Ist nun w € B, kon-

Xn(w)

nen wir nach eventuellem Ubergang zu einer (von w abhéngigen) Teilfolge lim,, = 00

annehmen. Fiir alle hinreichend grofien n gilt daher X,,(w) > —nloge, also c”e*X"() > 1, was

die Divergenz der Reihe }, -, c"eXn (@) heweist. &

Als weiteres Hilfsergebnis notieren wir eine Verallgemeinerung des Martingal-Konvergenz-
satzes auf Folgen nichtnegativer Zufallsgroflen, die lediglich bedingt integrierbar sind und die

Submartingaleigenschaft besitzen.

4.4. Lemma. Sei M = (M,),>0 eine Folge nichtnegativer ZufallsgrofSen, die beziiglich
einer Filtration (Fp)n>0 adaptiert ist. Auferdem gelte

(1) E(My41|Fn) > M, f.s. fiir allen >0,
(2) sup,,>oE(M,|Fo) < o< f.s.

Dann konvergiert M, f.s. gegen eine endliche Zufallsgrofie M.
Es sei nochmals betont, dafl die M, nicht integrierbar sein miissen.

BewEIs: Eine Kopie der Beweise von Satz 19.3 und Lemma 20.1 in [2] liefert fiir jede
beziiglich (F,,),>0 vorhersagbare Folge H = (H,)n>0 beschrénkter nichtnegativer Zufalls-
groBen und M () Lof (M, — a)")pn>0, a € R, die Ungleichung

E((H M) 1|F,) > (H- M), P-fs.
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fiir alle n > 0. Daraufhin fiihrt uns eine Kopie des Beweises der U’berquerungs—UungleiChung

21.1 in [2] fiir beliebige b > a zu der Ungleichung
(b —a) E(Un(a,b)|Fo) < E((M, —a)"|Fy) —E((Mo —a)*|Fy) P-fs., (4.3)

wobei Uy (a,b) die Anzahl der aufsteigenden Uberquerungen des Intervalls (a,b) von M bis

zum Zeitpunkt n angibt. Setzen wir Us(a,b) L Yimy, o Un(a,b), so ergibt sich vermdge

sup,,>o E(Un(a,b)|Fo) = E(Ux(a,b)|Fo) f.s., der Abschitzung (4.3) sowie Bedingung (2) des

Lemmas

(b — a)E(Us(a,b)|Fo) < supE((M, —a)"|Fy) < la| + supE(M,|Gy) < oo P-fs.
n>0 n>0

und somit Uy (a,b) < oo f.s. Wie im Beweis des Martingal-Konvergenzsatzes (L] Satz 21.2 in

[2]) gelangt man schlieBlich zu der Schluifolgerung

]P’(liminan < limsupMn) = 0,

n—0o0 n—oo

also zur f.s. Konvergenz von M,, gegen ein M., mit

E(Mx|Fo) < supE(M,|Gy) P-fs.
n>0

unter Hinweis auf das Lemma fiir Fatou fiir bedingte Erwartungen. Folglich kann M., als
endliche Zufallsgrofie gewahlt werden. &

Unser angestrebtes Resultat in diesem Unterabschnitt lautet nun (vgl. Satz 11.4.1):

4.5. Satz (Seneta). Sei (Y, )n>0 ein superkritischer GWPI mit endlichem Reproduk-
tionsmittel p und Immigrationsfolge (¢p)n>1. Dann gilt:
(a) Ist Elog™ (i < oo, so konvergiert p="Y, f.s. gegen eine endliche Zufallsgrofie Yas.
(b) Ist dagegen Elog™ (o = oo, so gilt

Y,
limsup — = oo P-f.s.
n—oo C"

fiir jedes ¢ € (0,00).

BEWEIS: (a) Setzen wir Fy def o ((n)n>1), so ergibt sich vermége (4.1)

7)

k
E(Y,|Fo) = ¢ + ZE<1{Ynlzk}Z€nj
j=1

k>0

= Co + > kuP(Yoo1 = k| F)
k>1

= (o + pEY,—1|Fy) P-fs,
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denn fiir jedes k > 0 ist Z?Zl &n; unabhéngig von (Y1, (¢n)n>1) 1. Unter Beachtung von

Yy = 0 liefert dies induktiv
Yn - Ck
E(— fo) = -— P-fs.
(M” ; p

fiir alle n > 0. Ein Anwendung von Lemma 4.3 auf die Folge (log™ ¢, )n>1 zeigt nun im Fall
Elog™ ¢ < o0

Ya,
sup]E(—n‘}"o) = ZC—’Z < Zu_kelog+<’“ < oo P-fs. (4.4)
n>0 2 k:Zl'u k>1

Mittels dieser Voriiberlegung erhalten wir nun die f.s. Konvergenz von (¢~ "Y,)n>0, wenn
wir noch verifizieren, dafl diese Folge neben der mit (4.4) schon gezeigten Bedingung (2) auch
die iibrigen Voraussetzungen des vorherigen Lemmas erfiillt: Sei F, def U(((k) k>1, Y0, -y Yn)

fir n > 1. Dann ist (Y,,),>0 natiirlich (F,,),>o-adaptiert, und wir erhalten fiir jedes n > 0

Y,
Y’n,+1 _ Cn+1 ]_ - Y’I’L
E(Mnﬂ “7:”) — n+l + Pas] E ;fnﬂ,j Fnl| = M_" P-f.s.,

denn vermoge der Unabhéngigkeit der Folge (&,+15);>1 von F,, und der F,,-MeBbarkeit von
Y,, gilt offenbar E(Z;fil €n+1,5|Fn) = Yo E&q11 = pY, f.s. Also sind alle Voraussetzungen
von Lemma 4.4 tatséchlich erfiillt fiir (4~ "Y},)n>0, und wir erhalten das Gewiinschte.

(b) Im Fall Elog™ ¢; = oo liefert Lemma 4.3(b) unmittelbar

und damit fir jedes ¢ > 0

1 1 . 71L/n n
lim sup — exp ( 08¢ ) = limsup (<—> = o P-fs.,
c n c

n—oo n—oo

also wegen Y,, > (, fiir alle n > 1 die Behauptung. &

3. Zur Verteilungskonvergenz subkritischer GWPI. Auch hier benétigen wir zu-
néchst das folgende Hilfsresultat, das eine Verallgemeinerung des Borel-Cantelli-Lemmas bein-
haltet:

4.6. Lemma. Es seien (ky)n>1 eine Folge in No, (Ang)n k>1 €ine Familie stochastisch
def UZ’;l Ang fiirn > 1 (die im Fall k,, = 0 als leere Menge

unabhdngiger Ereignisse sowie B, =
interpretiert wird). Dann gilt die Implikation

k?L
]P’(lirnsuan> =0 = Y S P(An) <.

nmee n>1k=1

) Benutze die Rechenregel E(XY|F) = EX E(Y|F), falls X und o(Y, F) unabhéngig sind
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BEwEIS: Ware die auftretende Reihe divergent, so folgte aus der Unabhangigkeit der
A, der Widerspruch

1 = ]P(hminf Bg)

n—oo

kj
= nILH;oP< NN A?k)

j>n k=1

IA
f:
g B
@D
4
o]
VR
|
H\gls
=
bik
.
N———
|
(@)
<>

Mithilfe dieses Lemmas zeigen wir nun (vgl. Korollar 11.3.3)

4.7. Satz (Heathcote). Fir einen subkritischen GWPI (Y,,)n>0 mit Immigrationsfol-
ge (Cn)n>1 und po < 1 gelten die folgenden Aussagen:
(a) Ist Elog™t ¢y < 0o, so konvergiert Y, in Verteilung gegen eine Zufallsgrofie Yao.
(b) Gilt dagegen Elog™ ¢, = oo, so konvergiert Y;, nach Wahrscheinlichkeit gegen oo, d.h.
lim P(Y,, >t) =1

n—oo

fur alle t > 0.

BEwEIS: Wir iiberlassen es dem Leser nachzuweisen, daf§ aus (4.2) die Verteilungsiden-
titat
n Gk

Yo £ Y, €3N Zia(k,g), n>1, (4.5)
k=1j=1

folgt, wobei die (Z,(k,7))n>0, k,j > 1, uiv. GWP mit einem Urahnen und Reproduktions-
verteilung (p;);>0 bilden und auch unabhingig von (¢,)n>1 sind (O Ubung 4.2). Tm Unter-
schied zu Y, hat Y, nichtnegative Zuwichse Ag def Zg’; 1 Zi—1(k, j) und konvergiert folglich

f.s. gegen
Yoo &3 A
k>1
Da die Aj offenbar stochastisch unabhéngig sind, erhalten wir mit dem Lemma von Borel-

Cantelli unter Beachtung von P(A; € Ng) = 1 fiir jedes k die Implikationen

SoP(ez ) {

E>1 =00

=1

< o0

= P(Ay>1 u0.) { = P(Ya < 00) {
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und folglich
P(Ye < 00) € {0,1}. (4.6)

(a) Es sei nun Elog™ ¢; < oo vorausgesetzt und weiterhin Fy = o((¢n)n>1). Dann gilt
unter Beachtung der Unabhéngigkeit der Z;_1(k, j) von Fy

E(VaolFo) = Y E(Ar]Fo) ZE(ZZk (K, )

k>1 k>1

) Zﬂk "¢ P-fs.

k>1

An dieser Stelle kommt erneut Lemma 4.3 ins Spiel, welches auf (log*¢,,)pn>1 und ¢ = p € (0,1)

angewandt wegen Elog™ ¢; < oo die f.s. Konvergenz der Reihe S E>1 uk elos™ G garantiert, also

> G = E(YalFo) < o Pfs.

k>1

Daher gilt Voo < 00 f.s., und wir erhalten vermoge (4.5) das gewiinschte Ergebnis

d ~
Y, — Yo, n— oo

(b) Sei nun Elog* ¢; = oo vorausgesetzt und P(Ya = 00) < 1 angenommen, was im
folgenden zum Widerspruch gefiihrt wird. Geméaf (4.6) bedeutet die Annahme, dafl

P(Yo = 00) = IP’(ZAk:oo> = 0,

E>1
so daB fir Dy € {Ay > 1} = { X%, Z_1(k,j) > 1}

P(limsupDk> - ]P’(limsupDk‘f()) — 0 P-fs.

k— o0 k—oo

gilt. Wegen der Unabhéngigkeit von Fo und ((Z,(k, j))n>0) erhalten wir weiter

Jk>1
0 = P(limsupDk Co = yp, k> 1)
k—o0
Y
— > e 1
P<hl?l>solip{;Zk 1(k, 7) 1}) P(lllrfn_)sika>

def

fiir P((Cx)r>1 € -)-fast alle (yi)r>1, WObel wir abkiirzend By = gk:l{Zk_l(k’,j) > 1} gesetzt

haben. Die Familie (A,)n x>1 mit Ag; de {Zk_l(k,j) > 1} erfiillt offenbar die Voraussetzun-

gen von Lemma 4.6 (mit k,, = y,, fiir n > 1), woraus wir mit diesem

SN R = XY Pk 2 1) = Y uBZa (L)1) < o

k>1j=1 k>1j=1 k>1
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fiir P((Cx)r>1 € -)-fast alle (yx)r>1, also

ZCkP(Zkﬂ(l,l) >1) < oo P-fs.

E>1

schlieflen konnen. Beachten wir fiir £ > 1 noch die einfache Ungleichung N Cr sowie
P(Z_1(1,1) > 1) < (1 — pg)*~1, so ergibt sich wegen 0 < py < 1

S0 <
k>1

und folglich unter Hinweis auf Lemma 4.3(d) (mit ¢ = 1 — pg) der Widerspruch
Elog™ (1 < oo.
Es gilt demnach Ys = oo £, also unter nochmaliger Benutzung von (4.5)

lim P(Y, >t) = lim P(Y, >t) = P(Yoo > ¢) = 1

n—oo n—oo

fur alle t > 0. &

ﬁbungen zu Abschnitt 4

ﬂbung 4.1. Fihren Sie die Details im Beweis von Lemma 4.3 (Erweiterung des Martin-

gal-Konvergenzsatzes) genauer aus.

Ubung 4.2. Geben Sie einen Beweis von (4.5) (etwa mithilfe e.F.)

5. Superkritische GWP: Nochmals der Satz von Kesten, Stigum

Endlich sind wir in der Lage, ein erstes klassisches Resultat fiir GWP, namlich den Satz
von Kesten, Stigum, mittels der zuvor entwickelten Theorie fiir GWB und ihre Groflenverzer-
rung auf alternative Weise zu beweisen. Wie schon zu Beginn des Kapitels bemerkt, stammt die
vorgestellte Methode von Lyons, Peres und Pemantle [5], und stiitzt sich im wesentlichen auf das
Vergleichslemma 3.7, die Satze 4.1 und 4.5 sowie das nachfolgende, sehr allgemein formulierte

Lemma iiber den Zusammenhang von zwei W-Maflen auf einem filtrierten W-Raum:

5.1. Lemma. FEs seien P, Q W-Mafle auf einem mefibaren Raum (X, A) sowie (A, )n>0

eine Filtration tiber X mit O’(UHZO A,) =A. FirP, def P4, Qn def Qa, gelte P, < Qp,

und es set X, def % fur alle n > 0. Dann folgt mit X Mim SUD,, 00 Xn”

(a) P besitzt die folgende Zerlegung in einen Q-stetigen und einen Q-singuldren Anteil:

P(4) = /AX dQ + P(AN{X =x}), AcA. (5.1)
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(b) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(b1) P < Q,
(b2) X < o P-f.s.,
(b3) [ XdQ=P(X) = 1.

(¢) Dual zu diesen Aussagen sind dquivalent:
(c1) P 1L Q,
(c2) X =0 P-f.s.,
(c3) f%XdQ =0.

BEWEIS: Wir beschrinken uns auf den Nachweis von Teil (a) und iiberlassen die dann
relativ kanonischen Argumente zum Beweis von (b) und (c) dem Leser (J Ubung 5.1).

Wir zeigen zuerst, da (X,,),>0 ein Q-Martingal beziiglich (A,,),>0 bildet: Jedes X, ist
offenkundig A,-mefbar und wegen [ X, dQ = P(X) = 1 auch Q-integrierbar. Fiir jedes
A € A, ergibt sich ferner unter Beachtung von A,, C A, 11

/ Xn41dQ = Poyi(A) = P,(4) = / X, dQ
A A

und somit Eq(X,,+1]A4,) = X,, Q-f:s., was die Martingaleigenschaft beweist. Als nichtnegatives
Q-Martingal konvergiert X,, nach dem Martingal-Konvergenzsatz Q-f.s. gegen X, und X ist
Q-integrierbar.

Zum Nachweis von (5.1) sei zunédchst P << Q angenommen und Y L dP - piy jedes

Q-
n >0 und A € A, ergibt sich dann

/AYdQ = P(A) = P,(4) = /AXndQn = /AXndQ

und somit X,, = Eq(Y|A,) Q-f.s. Vermoge des Struktursatzes fiir g.i. Martingale (L] Satz

22.3 in [2]) folgt X,, — Y Q-fs. und in £,(Q) und dann % =Y = X Q-fs. (wegen

der Eindeutigkeit des Grenzwerts) sowie
P(X:oo):/ X dQ = 0.
{x=

Die Beziehung (5.1) ist nun offensichtlich.
def P4+Q
2

Fiir den allgemeinen Fall setzen wir v = und v, def V|A,- Dann gilt P << v,

. . . def def
Q << v, und wir konnen das zuvor Bewiesene auf U,, = % und V,, = ‘leT” anwenden. Dazu

n

setzen wir U %' lim Sup,,_, oo Un sowie V,, T im SUp,, oo Vi Fiir jedes n > 1 und A € A, gilt

/(Un+Vn) dv = P(A)+Q(A) = 20(4) — /Qdy
A A

und somit

v(Up +V, =2) = 1. (5.2)
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Dieselbe Argumentation wie oben liefert U, — U = Z—E und V,, — V = ‘;—(3 v-f.s., was in

Verbindung mit (5.2) auerdem v(U = V = 0) = 0 zeigt. Deshalb ist % v-f.s. wohldefiniert,
und es folgt unter Hinweis auf Korollar 13.5 in [1]
U .U, dP,/dv, .. dP,

VT, T Qe T otk d, ekt T X s

insbesondere {V = 0} = {X = oo} v-f.s. SchlieBlich erhalten wir

P(A):/Udyz/ UdV+/ U dv
A AN{V >0} AN{V =0}

= /XV dv + / U dv
A AN{X =0}

= /XdQ + P(AN{X = o0}),
A

also (5.1). ¢

Hier ist noch einmal der aus 1.6 bekannte Satz von Kesten, Stigum in der auf die

dquivalenten Kernaussagen reduzierten Form (vgl. Satz 1.6.2):

5.2. Satz (Kesten, Stigum). Es seien (Z,,)n>0 ein superkritischer GWP mit einem

Urahnen, endlichem Reproduktionsmittel u € (1,00), Aussterbewahrscheinlichkeit ¢ und W, def
pw"Zy firn>0. Fur W def lim,, oo W,, sind dann folgende Aussagen dquivalent:
P(W =0) =g, (5.3)
EW =1, (5.4)
EZilogZ1 = » prklogk < oo. (ZlogZ)

E>1

BeEwEIs: Fiir n > 0 setzen wir &, < {0, T} U{[r]n : 7 € T} und A, &ef o(&y). Zum

Beweis des Satzes wenden wir Lemma 5.1 auf X = T, A = B(T), P = Q und Q an. Wir
weisen darauf hin, daf offenbar € = J,,5( &y fiir £ gemdB (1.2) gilt und somit die im Lemma
geforderte Eigenschaft A = o Un>o A,) =0 (€) gemiB (1.3) wirklich erfiillt ist.

Betrachten wir nun fir n > 1 das durch
La(B) [ wa(r) Q. BeB(n)
B
definierte W-Maf} auf (T,B(T)), das wegen

r,(T) = /Twn(T) Q(dr) = E(w,o GW) = EW,, =1
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tatséchlich normiert ist. Teil (c) des Vergleichslemmas 3.7 liefert fiir A = [7],, € &€,

/[ () Q) =

/ wa(x) Q(dx) = Tn(A),
A

denn fiir y € [7],, gilt offenbar wy,(x) = wy, (7). Somit stimmen die W-MaBe T, und Q auf &,

iiberein. Da jedoch &, ein T enthaltendes, N-stabiles Mengensystem bildet, wie man mit (1.1)
sofort iiberpriift, gilt bereits I', = Q auf ganz A, = o(&,) (0 Satz 3.8 in [1])
Insgesamt erhalten wir

mit

Qa, K Qa,

dQa, W
dQ|a, "
Dabei ist noch anzumerken, daf3 fir £ > 1

2 {kY) = {reT:z(n) =kt =  |J [ € A

TET,:|Tn|=k
gilt (abzéhlbare Vereinigung) und deshalb z, ebenso wie w,, A,-mefibar ist.

Fiir den restlichen Beweis setzen wir w = lim SUD,, o0 Wn, S0 daB W = w o GW P-fs.

gilt. Nunmehr sind alle Voraussetzungen von Lemma 5.1 erfiillt, aus dessen Teilen (b) und (c)
sich deshalb die entscheidende Dichotomie ergibt: Wir haben einerseits

und andererseits

/wszl & Q< Q & w<ooQfs.
T

(5.5)
w =0 Q-fs.

& QJ_Q & w:mQ—f.s.

(5.6)
Diese Dichotomie wird uns helfen, weil sie die Verteilung von w unter Q mit der unter (AQ in
Verbindung bringt, zu deren Untersuchung sich im folgenden Satz 4.5 heranziehen 1af3t:

"(ZlogZ) = (5.4)” Die Integrierbarkeit von Z; log™* Z; impliziert offensichtlich (unter Hin-
weis auf (3.4))

Elogt (X, —1) = p 'EZlogt(Z1 —1) < .
Bezeichnet nun (Y},),,>0 einen GWPI mit Reproduktionsverteilung (p;);>o0 und Immigrations-
folge ¢, = X, — 1, n > 1, so zeigt Satz 4.5

Yoo ©f Jim w Y, < oo P-fs.

" — (0 offenbar auch

Da die Verteilungen P((11~ Y5 )n>0 € ) und Q((wn — " )n>0 € ) geméB Satz 4.1 iibereinstim-
men, gilt unter Beachtung von p~
Q(w < 00) = Q(limsup(wn - ,u*”) =

— 17
n—oo
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was uns mittels (5.5) schliefllich zu

lz/wdQ:/woGWdIP:EW
T Q

und somit (5.4) bringt.

7(5.4) = (5.3)” Im Fall EW = 1 folgt notwendigerweise P(W = 0) < 1, also unter
Riickgriff auf Lemma 1.5.2 wie behauptet P(W = 0) = q.

"(5.3) = (ZlogZ)” Dies zeigen wir durch Kontraposition, nehmen also EZ; log™ Z; = oo
an. Eine analoge Argumentation wie im Beweisteil 7 (ZlogZ) = (5.4)” liefert dann unter Benut-
zung der Satze 4.1 und 4.5

Q(w =00) = P(limsupu_”Yn = oo) = 1,

n—oo

also unter Beriicksichtigung von (5.6) die gewiinschte Aussage Q(w = 0) = 1. &

I"Jbungen zu Abschnitt 5

Ubung 5.1. Beweisen Sie die Teile (b) und (c) von Lemma 5.1 [natiirlich unter Be-

nutzung von Teil (a)].

6. Zum Grenzverhalten subkritischer GWP

Im subkritischen Fall (1 < 1) gibt die Abschétzung
P(Z,>0) < EZ, = p" — 0, n— o

einen ersten Anhaltspunkt fiir die Konvergenzgeschwindigkeit der Uberlebenswahrscheinlichkeit
P(Z, > 0) gegen 0. Wie schon in 1.8, aber mit anderen Methoden, gehen wir nun der Frage
nach, unter welchen Bedingungen p” die richtige Konvergenzrate von P(Z,, > 0) bildet. Dies
legt nahe, die Folgen

en & uTP(Z, > 0), n>0

und
it E(Z)Z,>0) = ', n>0

zu untersuchen. Die bereits bekannte Antwort, Inhalt des Satzes 1.8.1 (von Kolmogorov), geben

wir in Satz 6.2 nach dem folgenden einfachen Lemma iiber groflenverzerrte Verteilungen.

6.1. Lemma. Sei(X,),>0 eine Folge von integrierbaren N-wertigen Zufallsgrofien und

(Xn)nz() eine assoziierte Folge von Gréfienverzerrungen. Dann gilt mit P, et P(X,, € ), folg-

lich P,, = P(X, € -):
(a) Ist die Folge (lgn)nzo straff, folgt sup,,>o EX,, < .
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(b) Gilt dagegen X, L o0, also lim P(X, <t)=0 fir alle t >0, so ist lim EX, = oo

n—oo n—oo

BeEwEIs: (a) Die Straftheit der P,, garantiert die Existenz eines N € N, so daf

Z kP, ({k})

é%fo]P(X” e{l,..,N}) =

N |

und damit

N
1
—supEX, < sup|EX, kP, ({k
Vi < o / 3 peut)
(b) Nehmen wir an, daf liminf, ., EX,, < oo, also 0.B.d.A. (nach Ubergang zu einer
Teilfolge) M &t sup,,>o EX, < oco. Da dann fiir jedes N > 1

lim Y kP, ({k}) < M > kP.({k}) = M lim P(X, <N) = 0

n—oo - n—oo EXn n—oo
k=1 k=
gilt, erhalten wir )
i < <
nlLrgo P(X, <N) < ]\;EI})O g kP, ({k})

Folglich existiert zu jedem N > 1 ein kxy > 1 derart, dal P(Xy, > N) > 5 und somit auch
EX}y, > N/2 gilt, was unserer Annahme M < oo offenkundig widerspricht. &

6.2. Satz. Fir jeden GWP (Z,)n>0 mit Reproduktionsmittel p € (0,00) ist die Folge
cn = u"P(Z, > 0), n > 0, monoton fallend und folglich konvergent. Im subkritischen Fall
< 1 sind auflerdem die folgenden Aussagen dquivalent zur (ZlogZ)-Bedingung:

¢ dim e, > 0, (6.1)
sup p,b < oo. (6.2)
n>0

BEWEIS: Die Aquivalenz von (6.1) und (6.2) ist wegen u = E(Z,|Z, > 0) = ¢, * Klar,
sobald wir die Monotonie der ¢, (oder der p,}) nachgewiesen haben.

Wir nehmen wieder an, daf§ Z,, in der Form z, o GW mit einem GWB GW vorliegt,
d—efIP’(Z €-|Z,>0)und Z,(v )d—efzn06) o GW" fiir n > 0 und
ve GW. Z,(v) gibt demnach die Grofle der n-ten Generation des in v € GW verwurzelten
(geshifteten) Teilbaums 6, o GW"V (eine Kopie von GW) an. Auf {Z, > 0} setzen wir fir

n > 1 weiter

und schreiben abkiirzend P,,

On def 1nf{v€G'W1. n—1(v) >0}

#£0) auf {Z,>0}

D Dies 148t sich iibrigens auch direkt aus Ubung 3.2 folgern.
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und dann

def
H, = Z,-1(on) l¢z,>0}-

Folglich ist p,, das kleinste Individuum der ersten Generation mit Nachfahren in der n-ten
Generation, wihrend H,, die Anzahl der Nachfahren desselben angibt. Eine einfache Rechnung
liefert fiir k,n > 1

P(H,=k) = Z]P’(Qn =i,7Z,>0,H, =k)
i>1
= NP2y 20, Zna (1) = 0 fiiw | < i, Zo 1 (i) = k)
i>1

=Y > piP(Zua(l) =0 fiir I < i, Zy_1(i) = k| Z1 = j)

i>1 j>i:p; >0
- Z Z Dj P(Z,-1=k)P(Z,—1 = 0)1‘—1
i>1 j>i:p; >0
= F - ' _mi—1
— (Zn—l = k) ZP(Zl > Z) ]P)(Zn—l _ 0) ’

i>1

wobei fiir die vorletzte Zeile einmal mehr Satz 2.3 eingegangen ist. Es folgt nun

P(Zy>0) = > P(H,=k) = P(Zo_1 >0)Y P(Z1 > i)P(Z_y =0)"" (6.3)

k>1 i>1
und schlieflich per Division beider Ergebnisse fiir £ > 1

B  P(H,=k)  P(Zy1=k) B
P(H, = k|Z, > 0) = PZS0) - Pz 50 = P(Zy_1 = k|Zp_1 > 0),

d.h. P(H, €-Z,>0)=P,,_; firn > 1.
Wegen H,, < Z,, erhalten wir nun fir k,n > 1

P, ([k,0))

P(Z, > k|Z, > 0)

> P(H, > k|Z, > 0)

= P(Zn_1 > k| Zn_1 > 0)
= P,_1([k,00))

und daraus weiter

E(ZalZ0>0) = S Pu(lk,o) = S P 1(ki0) = E(Zn-1Zn1 > 0),

k>1 k>1

also die Monotonie der Folge (1;)>0-

Fiir den restlichen Beweis setzen wir ;4 < 1 voraus und bringen den gréflenverzerrten

GWP (2">n>0 ins Spiel, wobei an Zn =2z, O /GW erinnert sei. Bezeichnet wie iiblich lADn die
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GréBenverzerrung von P, = P(Z,, € -|Z, > 0), so folgt Z, <p, geméB Teil (d) des Vergleichs-
lemmas 3.7 und Ubung 6.2, also gem# Satz 4.1 auch

P, = P(1+Y,€") (6.4)

fir alle n > 0, sofern (Y},),>0 weiterhin einen GWPI mit Immigrationsfolge ¢, = )A(n — 1 fur
n > 1 bezeichnet.

Wir zeigen als néchstes ”(6.2) = (ZlogZ)”: Ist die Folge (u;})n>0 beschrinkt, so zeigt
Lemma 6.1(b) unmittelbar, dafl Z, nicht nach Wahrscheinlichkeit gegen oo streben kann.
Vermoge (6.4) folgt dann dasselbe auch fiir Y,,, so daf§ Satz 4.7(b) in Kombination mit Be-
merkung 3.2(b)

Elogt ¢i = Elogt(X; —1) = p 'EZjlog™(Z1 —1) < oo (6.5)

und damit (ZlogZ) liefert.

Fiir ”(ZlogZ) = (6.2)” argumentieren wir folgendermaBen: Mit Z; log™ Z; ist gemif
(6.5) auch log™ ¢; integrierbar. Deshalb konvergiert Y;, (und damit natiirlich auch Y;, + 1)
geméB Satz 4.7(a) in Verteilung gegen eine endliche Zufallsgréfie, was verméoge (6.4) dasselbe
flir Zn garantiert. Dies sichert insbesondere die Straffheit der zugehorigen Verteilungsfolge,

also von (f)n>n20~ Unter nochmaliger Anwendung von Lemma 6.1 folgern wir schlief3lich
sup/x P, (dx) = supE(Z,|Z, >0) < oo,
n>0 n>0

also das Gewiinschte. O

Im folgenden bezeichne |P — Q|| den Variationsabstand zweier Verteilungen P und Q
auf Ny (L Anhang fiir eine Zusammenstellung der wichtigsten Fakten iiber || - ||). Wir zeigen
als néchstes die Konvergenz in Totalvariation von P,, = P(Z,, € -|Z,, > 0) und damit eine

Verschiarfung des Satzes 1.8.2 (von Yaglom), der lediglich schwache Konvergenz aussagt.

6.3. Satz. Gegeben einen subkritischen GWP (Zy,)n>0 mit p € (0,1), gilt fir die (be-
dingten) Verteilungen P, =P(Z, € -|Z, >0),n >0

S Py =Py < oo (6.6)

n>1

Insbesondere konvergiert P, in Totalvariation gegen eine Verteilung m auf Ny.

BEWEIS: Im Beweis von Satz 6.2, dessen Bezeichnungen hier natiirlich Bestand haben,
haben wir gezeigt, daf die bedingte Verteilung der dort definierten Zufallsvariablen H,, gegeben
Z, > 0 durch P,,_; gegeben ist. Folglich bildet (H,,, Z,) unter P(-|Z,, > 0) eine Kopplung von
(P—1,P;,), und wir erhalten vermége der Kopplungsungleichung A.3 im Anhang

P, —Pn_1| < P(H, # Z,|Z, >0).
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Da das Ereignis {H,, # Z,,} = > ;> {0n =i, Hy, # Z, } in der Form
J

ZZ{Zl —j,ZZn () =0,Zn_1(i) >0, > Zn_1(u) > 0}

i>1 j>1 u=1+1
geschrieben werden kann, zeigt eine erneute Anwendung von Satz 2.3

||Pn - Pn—IH < P(Hn 7é Zn|Zn > 0)
= - P(Zp 1 =0)" 1 -P(Z,_1 =0)77).

Setzen wir

a(k) € min{n>1:P(Z, >0) < 1/k}, k>1,

und beachten, dafl § oot SUp,,>1 W < 0o wegen
P(Z, > 0) Zn
———— = EQ1—p," | Zp-1>0) > 1—

fiir alle n > 1 gilt, so gelangen wir durch geeignete Umordnung zu der Abschatzung

ST IPw—Putl < 6333 5 (2 = 0) T (1= P(Z, = 0)7) = 6(1+ I)

n>1 n>04i>1 j>i
wobei
a()-1 j | .
L E Y Y Y P2 =0 (1 - P(Z, = 0Y7) und
i>1 n=0 i=1

LE SN p Y ZIP = 0)"' (1 = P(Z, = 0)').

j>1 n>a(j) 1=1

Die Terme I; und I werden nun getrennt abgeschatzt. Unter Benutzung der aus der Monotonie

der ¢, resultierenden Ungleichung
P(Zary—1 > 0) < p*®=1p(Z, > 0)

fir 0 <n < a(k) ergibt sich

a()-1 j
<> p Y Y P2, =
j>1 n=0 i=1

a(j)—1

1
2P 2 7,50

j>1 n=0

IN
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a(j)—
1
< D M@(J) 1-n
; Z (Za(]zrl > 0)}
<J
< Dipi ) m"
j>1 n>0
L
= — < .
1—pu >

Eine dhnliche Rechnung unter Benutzung von
P(Z, >0) < u" W P(Z,4 > 0)

fiir n > a(k), die sich natiirlich erneut aus der Monotonie der ¢, ergibt, sowie der fiir x € [0, 1]

und j > 0 giiltigen Abschitzung 1 — (1 — x)? < jx liefert

B< Y Y 3 (1-BZ -0y

i>1 n>a(j) i=1

J
< ij Z (Z, > 0) Zy—@
i1 n>a(j) i=1
< Y 5%p ) 1" P(Zag) > 0)

1

IA
A
8

Insgesamt haben wir also

S IPy =Ppy|| < 6(Ii+ 1) < oo,

n>1
also (6.6) verifiziert. Insbesondere bildet (P,,),>¢ damit eine Cauchy-Folge beziiglich || - || und
konvergiert folglich gegen in Totalvariation einen Limes ([ Satz A.4). &

Fiir Aussagen zur Konvergenzgeschwindigigkeit von P,, gegen 7 verweisen wir auf ﬂbung

6.4., wihrend die Eigenschaft der Quasi-Invarianz von 7 in Ubung 6.5 behandelt wird.

ﬁbungen zu Abschnitt 6

Ubung 6.1. Beweisen Sie die folgende Verschérfung von Lemma 6.1(a): Genau dann
ist die Familie (lgn)nzo straff, wenn die Folge (X,,),>0 gleichgradig integrierbar ist. [Hinweis:
Zeigen Sie zuerst, dafl die Straffheit von (lgn)nzo aquivalent ist zur Existenz einer monoton
wachsenden, unbeschrankten Funktion ¢ : [0, 00) — [0, 00) mit

sup Egp()A(n) < o0.
n>0
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Benutzen sie anschliefend (3.4) und Satz 50.2 in [1].]

Ubung 6.2. Sei X eine nichtnegative, integrierbare Zufallsgrofie mit Verteilung P und

Q et P(X € -|X > 0). Zeigen Sie, daf} die zugehorigen GroBenverzerrungen iibereinstimmen,

also P = Q gilt.

Ubung 6.3. Gegeben sei die Situation und Notation von Satz 6.2 und dessen Beweis.
Sei ferner Z; eine Zufallsgrofe mit P(Z, = i) = p~'P(Z; > i) fiir i € N. Zeigen Sie mittels
(6.3), daB
Cn — Cny1 = cn<1 CE(1 - ann)§1_1> < W"E(Z; - 1)2

gilt (was insbesondere die Monotonie der ¢, zeigt) und folgern Sie daraus weiter
cn = c+0(p"), n— oo,
falls (Z,,)n>0 endliche Reproduktionsvarianz besitzt.

ﬂ'bung 6.4. Gegeben sei die Situation und Notation von Satz 6.3 und dessen Beweis.
Zeigen Sie:
(a) Aus (ZlogZ) folgt a(k) ~ log;,, k = logk/|log | fiir k — oo.
(b) Fiir jedes p > 1 gilt

Zjlogpjpj <o = anHPn —P, <0 = lim n?||P, —=x| =0.
i>1 n>1 e

(c) Fiir jedes 1 < v < p gilt

ij_lpj <00 = Z'YnHPn —P, 4| <oc0 = lim y"|P, — = =0.
i>1 21 o
J> n=

Ubung 6.5. Gegeben sei weiterhin die Situation von Satz 6.3, und es bezeichne
Y —P(Zpyr = j|Zn =) = P(Z1 =
by = (Zns1 = jlZn = 1) = Pi(Z1 =)

wieder die k-Schritt Ubergangswahrscheinlichkeiten von (Z,,)n>o fiir 4,7,k € Ng (O L1). Eine
Verteilung m = (m;);>0 heifit
— B-invariant fir (Z,)n>0 fiir ein 0 < B < 1, falls fr; = > .o, mips; fir alle j € Ny gilt
(wegen pgp = 1 folgt daraus zwingend my = 1). -
— quasi-invariant, falls # = P, (Z,, € -|Z,, > 0) fir alle n € N, d.h.

P (Zn = j) 2121 Wipz(?)

Pr(Zn>0) ¥, Yoy mipy)

7Tj:

fiir alle j,n € N gilt.
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— quasi-stationdr, falls Px(Z, € -|Z, > 0) = 7 fiir eine Anfangsverteilung A gilt, d.h.
lim P\(Z, =j|Z, >0) = = (6.7)
fiir alle j € N gilt.
Zeigen Sie fiir die Limesverteilung 7 aus Satz 6.3, die offensichtlich quasi-stationér ist (mit
)\ = 51)2
(a) 7 ist p-invariant.
(b) m ist quasi-invariant.
(c) m erfiillt (6.7) unter jeder Anfangsverteilung A mit Ay = 0. [Hinweis: Zeigen Sie die
Behauptung fiir jedes A = di, k € N, per Induktion iiber k.]

(d) = ist die einzige quasi-invariante Verteilung fiir (Z,,)n>0.

7. Und schliefllich kritische GWP

Wir kommen schliefllich zur Untersuchung kritischer GWP unter Benutzung groflenver-
zerrter Baume mit Riickgrat, wobei die folgende Zerlegung von 2n = 2z, o GW grundlegend
ist: Unter Beibehaltung der bisherigen Notation sei

~ def —V

Zn(v) = 2,00,0GW , n>0

fiir v € GW und dann fiir (j,n) € N2 & (k, 1) e N*: k <1}

def = = i = ;
Sn»j = Z Zn—j(@) = Zn—j—i—l(vj 1) - Zn—j(vj)
0EGW;:Vi—1= 04V

sowie
def Z =
0EGW;:Vi—1=0,Vi<g

Damit gibt S), ; die Anzahl der Nachfahren von Vi—lin /GWR an, die keine Nachfahren von V7
sind, wihrend R,, ; die Anzahl der Nachfahren von V7~1 in /GWn beschreibt, deren (eindeutig

bestimmter) Vorfahre in Generation j des grofenverzerrten GWB’s sich rechts von V7 befindet,
also grofler als V7 ist.

Z,, besitzt nun offenbar die Darstellung (Teleskop-Summe)
Zy = 14 Z,(VO) = Zo(V") = 1+ Suj, (7.1)

und es gilt Ry, ; < S, ; fiir (j,n) € NZ. Setzen wir noch

def
Anj = {Rn;j = Sn;}
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fir (j,n) € NQS, so halt das folgende Lemma weitere wichtige Eigenschaften der zuvor eingefiihr-

ten Zufallsgrofien fest.

7.1. Lemma. Sei(Z,)n>0 ein kritischer GWP mit Reproduktionsvarianz o* > 0. Dann
gilt in den zuvor eingefiihrten Bezeichnungen:
(a) Fiir jedesn > 1 sind die Zufallsvektoren (R, 1,50.1); -y (Rn,n, Snon) und damit ebenso die
Ereignisse Ay, 1, ..., Ap n stochastisch unabhdngig.
(b) Fiir jedes (j,n) € N2 ist ER,, ; = 0% /2.
(c) Fir jedes (j,n) € NZS ist P(A,, ;) = W und konvergiert gegen 1, fallsn—j — oo.
(d) Fir jedes j > 1 gilt

Q

lim ER,;la,, = —

n—oo 2

und im Fall 0% < co aufSerdem

lim ER, j14c = O.
n— o0 n,J

BEWEIS: (a) Fir 1 < j < n seien (r;,s;) € NQS,

M; def {QG/GWj:QEVj_l,Q<Vj}

und

Nj d:ef {QGEW\]' : Qtvj_l, Q>Vj}.

Folglich enthilt M; bzw. N; alle Kinder des Riickgratknotens V7~1, die kleiner bzw. grofer

als V7 sind, sich also links bzw. rechts von V7 in GW befinden.

Auf dem Ereignis D,, def ﬂ?:_ol {)A(l = k;,C; = v;} gilt einerseits

Vj = p...Vj—1 € Nj,
andererseits sind im Fall P(D,,) = H?:_OI pr; > 0 die Zufallsgrofien

Z\n_j(v), 1<5<n, UEMjUNj

bedingt unter D,, stochastisch unabhangig und fiir festes j identisch nach I';,_; et P(Z,—; €-)
verteilt, wie sich aus der Konstruktion 3.3 grofenverzerrter GWB in Analogie zu Satz 2.3

ergibt. Da fiir jedes j offenbar

{Rnj =7, =s;} = { N Znjw)=sj 15 Y Znj(v) ZTJ}

’UGMJ' ’UENj
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gilt, folgt

P<Rn,j:7"j75nj:3j7 1§j§n>
*vj 1 J Vi
= ZHPk HF (v5=1= ) {53 T‘]}) v 1)({Tj})

*(vj_1—1 *kg 1—Vj—1
B | D D R G eRI TPt "({r}),

J=11<v;1<k; 1

wobei sich die Summation Y, iiber alle Tupel ((vo, ko), ..., (Vn—1,kn-1)) € (N2)™ erstreckt
und die letzte Zeile nach Umordnung dieser Summe ergibt. Dies zeigt die behauptete Unab-
héngigkeit der (R,, ;, Sy ;) mit

P(Roj=75;=5) = Y ol (s —rHIa ™)) (7.2)

1<m<k

fiir(rs)GNZS und 1 < j <n.

(b) Vermoge (7.2) erhalten wir

ERn; = Y rP(Rn;=r)

r>1

o S5 3p 3 ity

r>1 k>1m=1

=S m Z St ()

k>1 m=1r>1

k
= Zpk Z (k—=m)EZ,_;

k>1 m=1 ]
k(k—1
= Yont
E>1

(¢) Auch hier benutzen wir (7.2) und erhalten

P(A, ) = P(R, j:S i)

’ )

> Z pE Y ({0}

k>1m=1

k
= Zpk Z P(Zn—; = O)m_l

k>1 m=1



7. Und schliefllich kritische GWP 133

:Pn9>ozp’“ B(Zy—; =0)")

1

= > ppP(Zu_js1 > 0121 = k)
P(Zn—; > 0) &

P(Zn—j41 > 0)
P(anj > 0) '

Die Behauptung P(A, ;) — 1, falls n — j — oo, ergibt sich wegen P(Z,,_; = 0) T 1 aufgrund
monotoner Konvergenz des dritten Ausdrucks der obigen Gleichungskette gegen » k>1 ke =1

(d) Der besagte Erwartungswert besitzt gemafl (7.2) die Darstellung

ERn,len,j = ZT’]P)(RHJ =T, Rn,j = San)

r>1

=Y ZZ LD oo™ (4

r>1 k>1m=1

- ZZpk]P’ ey = 0y T ()

k>1m=1 r>1
k
= > > oP(Zny =0)"" (k- m).
k>1m=1

Eine erneute Anwendung des Satzes von der monotonen Konvergenz in Verbindung mit der
Rechnung in Teil (b)

k
lim ERy 1y, , = > > prlk—m)

Im Fall 02 < oo folgt nun mit (b) auerdem sofort

0.2

ERn,le;j = 5~ ER,14,, — 0, n— oo,
was den Beweis komplettiert. &

7.2. Bemerkungen. (a) Ein dhnliches Vorgehen wie im Beweis von Lemma 7.1(b)
liefert ES,, ; = o2, ein Ergebnis, das wir allerdings nicht bendtigen und dehalb auch nicht
herleiten, sondern dem Leser als Ubung ans Herz legen ( Ubung 7.1).

(b) Der obige Beweis hat gezeigt, dafl die Ausdriicke ER,, ;14, ;, ER, ; 14c  und P(A, ;)

von (j,n) nur iiber n — j abhéngen. Deshalb verwenden wir im folgenden die Schreibweisen

def def def
Op—j = EanlAnj7 Bn— —j = ERTLJ]'AC ound - —j = ]P(A )

und Lemma 7.1 sichert dann

lim o, = ¢%/2, lim 7, = 1
n—oo n—od
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sowie im Fall 02 < oo
lim 5, = 0.

Wir sind nun in der Lage, einen probabilistischen Beweis des folgenden, bereits in Satz
1.9.1 enthaltenen Resultats zu geben, welches erstmals von Kolmogorov unter der Voraus-
setzung EZ} < oo gezeigt wurde, in dieser Allgemeinheit aber von Kesten, Ney und Spitzer

stammt:

7.3. Satz. Flir einen kritischen GWP (Z,)n>0 mit Reproduktionsvarianz o* € (0, 0]

gilt
lim nP(Z, >0) = lim (E(Z/nlZ, >0)) = =
n—oo n— oo o

mit der ublichen Vereinbarung é defy,

BEwEIS: Fur n > 1 setzen wir
def -
R, = 1+) Ry,
j=1

Da R,, ; die Anzahl der Individuen in /GWn angibt, die groBer als V™ sind und von V7=, nicht
aber von V7 abstammen, bezeichnet R,, gerade die Anzahl der Individuen in /G'Wn, die grofler
oder gleich V™ sind. Y
Zum besseren Verstandnis des weiteren Vorgehens, das wiederum auf einer Kopplung
basiert, seien folgende Hinweise gegeben: Mittels Lemma 7.1(b) sieht man schnell, da ER,, /n
denselben Limes 02 /2 besitzt wie im Satz fiir E(Z,,/n|Z, > 0) behauptet. Deshalb werden wir
im Anschlufl Zufallsgroflen R}, n > 1, konstruieren, die einerseits
() RE £ P, =P(Z, € |Z, >0 firallen>1 (O (7.9))
und andererseits (im Fall 02 < 00)
(i) n 'E|R, — R:| — 0 fir n — 0o (I (7.10))
erfiillen. Dies liefert dann wie gewiinscht E(Z,,/n|Z, > 0) — 02/2.
Die Konstruktion der R} ist allerdings keineswegs offensichtlich und erfordert als erstes

die Einsicht, daf3 Zn bedingt unter dem Ereignis
def n e
A, = {V" =min GW,},

(alle Individuen in /GWR\{V"} befinden sich rechts von V™) ebenfalls nach P,, verteilt ist ([
(7.5)): Wegen R, ; < Sy, ; fiir jedes j < n folgt offenkundig

Ay = {Ry="Zn} = (V{Buj=5ns} = [)An; (7.3)
j=1 j=1

1) R,, — 1 gibt also die Anzahl der Individuen in él\’Vn an, die sich rechts von V"™ befinden.
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und via Lemma 7.1

P(A,) = j]:[lp(An,ﬁ = j]jlpﬂifgjjjo? = i(ézigi = P(Z, > 0). (7.4)

Die fiir £ > 1 giiltige Rechnung

P({Z, =k} NA,) = P(Z, =k, V" = min GW,,)

= Z Q. ([r; min7,],,)

TET 20 (T7)=k
= > Q)
TET 20 (T7)=k

= ]P)(Zn = k)a

in die fiir die vorletzte Gleichheit einmal mehr das Vergleichslemma 3.7 eingeflossen ist, impli-

ziert somit die angekiindigte Verteilungsidentitat
P(Z, € -|A,) = P(Z, € |Z, >0) = P,,. (7.5)

Damit kénnen wir uns der Konstruktion der Zufallsgrofen R mit Verteilung P,, in An-
griff nehmen: Bei festem n > 1 seien hierzu R, 4, ..., R, ,, stochastisch unabhéngige Zufalls-
groBen auf (2,2(, P) mit

]P)(R;L,j € ) = ]P)(ij S '|An7j) = P(Sn,j € '|An,j) (7'6)

fiir 1 < j < n, wobei auf P(A, ;) = v,—; > 0 hingewiesen sei. Der Vektor (R;, ..., R;, ,,) sei

n,1»

auflerdem unabhéngig von (R, 1,50,1), ..., (Rn,n, Snn). Definieren wir nun

* def
Rn,j = Rn,len,j +R;l,j1Afm- (7.7)
sowie
* def - *
R, = 1+ R, (7.8)
j=1

*
’l’L,l’ ceey

es gilt fiir £ > 1 und j < n aufgrund der getroffenen Unabhéangigskeitsannahmen

so sind vermoge Lemma 7.1 auch die Zufallsgroflen R Ry, ,, stochastisch unabhéngig, und

P(R, ;i =Fk) = P{Rn; =k} NAn;) + P({R;z,j =k} NA; ;)
= P({Sn; =k} NAy;) + P(R, ; =k)P(A] )
= P(Sn,; = kA, ;) (P(An;) + P(A5, ;)
= P(Sn; = klAn,;)



136 Kapitel III. Gréfenverzerrung und Baume mit Riickgrat: Ein probab. Zugang zu GWP

und damit im Hinblick auf (7.1) und (7.3)

P(R: =k) =

K1,y kn >0, j:1
ki1+...+kn=k—1
1
= P({Sn; =kj;1<j<n}nA,)
P<An) k1,-§>0 ’ !
ki+...+kn=k—1
1
= P({Z, =k} N A,
B, =0 A)
= P(Z, = k|A,).

Dies garantiert mit Blick auf (7.5) wie angekiindigt

P(R;,

Sei nun zunéchst 0 < oo vorausgesetzt. Dann gilt nach Definition der R}

Hinweis auf Lemma 7.1

1
—|ER,, — ER;|
n

Der letzte Ausdruck ist jedoch das n-te Césaro-Mittel der Nullfolge (3; +

E'):

IN

IA

P, = P(Z, €-|Z, > 0).

LgR, - RY|

n

1 & .

EZE|RH,] _Rn,j|
j=1

1 n

@
j=1 n,j

1 — ,

EZ/C (Rn,; + Ry, ;) dP
J=17"nj

lzn:(ﬁ +P(A

n "

—Z(ﬁn j — ER, )

1_
_Z (ﬁg "7] >

n,j + R;kl,j) dP

’?L,j) ER;’L,])

1—;

J

a?
2

(7.9)

sowie unter

(7.10)

)J>1 (D Be-
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merkung 7.2(b)) und konvergiert folglich ebenfalls gegen 0. Damit erhalten wir

ER: o?| _ |ER: —ER,| |ER, o
n 2 - n n 2
1 1¢ o’
= o(1) + |-+ EZERM —5| = e
=1
;,_/
=02/2
Daraus folgt schliellich vermoge (7.9)
1 E(Z,|Z,>0) ER: o2
— = = — —, n— 0.
nP(Z, > 0) n n 27

Fiir den noch unerledigten Fall 0 = oo notieren wir unter Hinweis auf (7.7) und (7.8)
Ry > ) Rnjla,,
j=1

und folgern

1 ER; 1
= > — % ER, 14, = — , A
nP(Z, > 0) no = ng mit Ay T 2 o0, n— o0,

denn der Satz von Césaro bleibt richtig, wenn das Césaro-Mittel tiber eine Folge mit Limes co
(hier (aj);>0) gebildet wird. O

7.4. Bemerkung. Die im obigen Beweis als (ii) formulierte und mit (7.10) bewiesene
Aussage im Fall 02 < oo besagt gerade die £;-Konvergenz von n~1(R,, — R}) gegen 0, was

insbesondere
*
R, R}

n n
garantiert. Diese Tatsache werden wir im Beweis von Satz 7.8 verwenden, denn mit dem Satz

P
— 0, n—oo

von Slutsky ([J Satz 36.12 in [1]) garantiert sie uns, daf} die Verteilungskonvergenz von R,,/n

und die von R} /n dquivalente Bedingungen sind (bei notwendig gleichen Grenzverteilungen).

Wir kommen nun zur Konvergenz der bedingten Verteilung von Z, /n gegeben Z,, > 0
gegen eine Exponentialverteilung mit Parameter 2/02 (die dritte Aussage in Satz 1.9.1). Die
drei nachfolgenden Lemmata bilden die notwendige Vorarbeit, wobei das erste Lemma die
Vertraglichkeit von Verteilungskonvergenz und Groflenverzerrung beleuchtet. Den einfachen

Beweis iiberlassen wir dem Leser zur Ubung (] Ubung 7.2).

7.5. Lemma. FEs sei (X,,)n>0 eine Folge nichtnegativer Zufallsgrofien mit endlichen,
positiven Erwartungswerten sowie ()A(n)nzo eine Folge assoziierter Groffenverzerrungen. Es gel-

te X, 4, Xo. Dann folgt aus der Verteilungskonvergenz der )/(\'n bereits )?n 4, )?0.
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Unser zweites Lemma stellt einen Zusammenhang zwischen R, und ZL her: Lax gespro-

chen, erhalt man R,, durch Stauchung von Z,, mit einem auf (0,1) gleichverteilten Faktor.

~

7.6. Lemma. SeiU eine von (Z,)n>0 unabhdngige, R(0,1)-verteilte Zufallsgrifie. Dann
gilt fir jedes n > 1 die Verteilungsidentitdt

R, £ [UZ,),
wobei fir x € R wie iblich [z] def min{n € Z : n > x} gesetzt sei.

BEWEIS: Wie im Beweis von Satz 7.3 gesehen, gibt R, — 1 die Anzahl der Individuen in
/GWH an, die sich rechts von V" befinden; insbesondere gilt R, < Zn. Ordnen wir fir 7 € T

mit z,(7) = m, m > 1, die Individuen in 7, in der Form
o (1) < o < oM (7)
und ziehen erneut das Vergleichslemma 3.7 zu Rate, so folgt fiir £ > 1

P(R,=k) = Y P(Z,=1,R, =k)
1>k

=Y Y QeI

1>k 7€T )2y (1)=1

=2 2. Q)

1>k 7€Ty 20 (7)=1

= > P(Z,=1)

1>k
’~ -1

= > P(Z, = 1)113>(<kT <U< %)

1>k - .

—1/1
= Plk—1<UZ, <k)
= P([UZ,] = k).
Dies beweist offenbar die Behauptung. &

Wir kommen schlief$lich zu zwei interessanten Charakterisierungen von Exponentialvertei-
lungen, die auch von eigenstéandigem Interesse sind. Bei der Charakterisierung (7.13) handelt
es sich einmal mehr um eine stochastische Fixpunktgleichung (vgl. Ubungen 1.6.2 und 1.8.5),
die in Ubung 7.3 noch eingehender studiert wird. Fiir weitere Informationen einschlieBlich

analoger Aussagen fiir mehrdimensionale Verteilungen sei auch auf [4] und [6] hingewiesen.

7.7. Lemma. Fs seien X, X1, Xo u.i.v. nichtnegative Zufallsgroffen mit Erwartungswert

v € (0,00), X eine Griflenverzerrung von X und U eine auf (0,1) gleichverteilte, von allen
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vorherigen Variablen unabhdangige Zufallsgrofie. Dann sind dquivalent:

X = Ezp(l/v), (7.11)
x £ UX, (7.12)
X £ UX)+Xo). (7.13)

BEWEIS: Wir zeigen als erstes 7 (7.11)<(7.12)”. Bezeichnet ¢ die L.T. von X, so bedeutet
(7.12) vermoge des Eindeutigkeitssatzes fiir L.T. (benutze (3.4) und den Satz von Fubini)

~ 1 ~
o(t) = Ee VX = / Ee~ X du
0

1 1 1 !
= —/ EXe ™X du = —E X/ e X du
VJo v 0

1 —p(t)
vt

fur alle ¢ > 0 und somit
1/v

p(t) = IRy
was, wiederum mit dem Eindeutigkeitssatz fiir L.T., zu (7.11) dquivalent ist.
Zur Einsicht von ”(7.11),(7.12)=(7.13)” geniigt der Hinweis, daf ein Dichtevergleich (L]
(3.5) fiir die Dichte von X) sofort X X +X, 2 I'(2,1/v) und damit auch (7.13) liefert. Es
bleibt also nur noch ”(7.13)=(7.11)" zu zeigen. Da X; + X, die L.T. ¢? besitzt, ergibt sich
die Aquivalenz von (7.13) mit

t>0,

1 t
1
o) = / plut)? du = - / o) du, t>0, (7.14)
0 0
was nach Differentiation
I t)?
o'(t) = o(u)? du + 40 t>0 (7.15)

t2 J, t

liefert und per Kombination von (7.14) und (7.15) zu der Differentialgleichung

te' () +o(t) = ()%, >0 (7.16)
fithrt. Betrachten wir nun die auf (0, c0) positive Funktion ¥ def 1_7@ mit Ableitung ¥’ = —%
und ¥(0) = 0, so folgt aus (7.16) weiter

W' (t "t 1
0 _ _do 1,

U)ot —et)
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was schlie3lich

t, t>s
fiir alle s > 0 ergibt. Damit gilt U(t) = at fiir ein a > 0 auf ganz [0, ), also

1 1 1/a

#lt) 1+ () 1+ at t+1/a’

und somit X < Exp(1/a), wobei dann nach Voraussetzung a = EX = v gelten mu#f. O

Nach diesen Vorbereitungen sind wir in der Lage, das auf Yaglom zuriickgehende Kon-

vergenzresultat (1.9.4) probabilistisch zu beweisen.

7.8. Satz (Yaglom). Gegeben einen kritischen GWP (Z,,),>0 mit Reproduktionsvar-
ianz o2 € (0,00), gilt fiirt >0

P(Z,/n < t|Z, >0) = 1—exp(—2t/c?),

d.h. die bedingte Verteilung P(Z, /n € -|Z, > 0) konvergiert schwach gegen die Exponential-

verteilung mit Parameter 2/02.

BEwEIs: Die Bezeichnungen von Satz 7.3 und dessen Beweis seien weiter giiltig. Da
Rr: L P(Z, €2, > 0) fiir alle n > 1 gemiB (7.9), miissen wir R* /n -5 Exp(2/02) zeigen.

Die Voraussetzung o2 < oo sichert wegen ER /n — ¢2/2 ([l Beweis von Satz 7.3) und
EZ, = EZ2/BZ, = VarZ, + 1 =no?+1 (0 Satz 1.2.2)

~

ER* ERn 0'2 EZn
k' sup—2 < oo, sup = —+1 < o0 und sup—=" = o*+1 < o
7’121 n TLZl n 2 nZl n

und damit die Straffheit der Folgen

(P(RZ/TL) S ')>n21’ (P(Rn/n) € '))n21 und (P(Z\"/n) € '))n21’

wie sich leicht mit der Markov-Ungleichung zeigen 1at. Nach dem Auswahlsatz von Helly-Bray
(O Satz 44.1 in [1]) und unter Beachtung von (R, — R*)/n — 0 (O Bemerkung 7.4) existieren
deshalb (0.B.d.A. auf (2,2, P) definierte) Zufallsgréfien S, T mit

Ry /ng < s, Ry, [k < S und o 4T (7.17)
fiir eine geeignete aufsteigende Teilfolge (ng)r>1 in N. Ferner liefert (7.9) fiir ¢ >0 und n > 1

EZn1{z, /m<t}
EZ,
- E(an{zn/ngt}\Zn > 0)
B E(Z,|Z, > 0)
~ E(lry/menfty/n)
a E(R;,/n) ’

P(Zy/n <t) =
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so daB Z, /n eine Grofenverzerrung von R /n bildet. Dies liefert fiir ¢ > 0 und n > 1
insbesondere

E(1(rs /n>y By /n) < KP(Zn/n > 1),
also im Hinblick auf die Straffheit von (P(Z,/n € -))n>1 die gleichgradige Integrierbarkeit der
Folge (R}, /nk)k>1, welche vermoge Satz 50.5 in [1]

ER, 2

ES = lim - % e (0,00) (7.18)

k—oo Mg
impliziert. Eine Anwendung von Lemma 7.5 (mit Xo = S, X3 = R}, /nx und )A(k = Z\nk/nk
fir £ > 1) liefert nun 7' 2 3 fiir jede auf (2,2, P) definierte GroBenverzerrung S von S und

somit

~

an/nk i} §, k_>OO.

Bezeichnet im folgenden U eine von S und (Z\n)nzl unabhéngige, R(0, 1)-verteilte Zufallsgrofe,
so folgt unter Hinweis auf Satz 36.11 in [1]

UZn, /n 5 US, k— oo.

Wegen

0 < A, def [UZ,] B Uz,

1
n n. - n
zeigt Satz 36.12 in [1] in Verbindung mit Lemma 7.6

Ry, a [UZy] _ U LA, 4 US ko oo
n ng ng

Folglich sind im Hinblick auf die erste Aussage in (7.17) die Zufallsgréen S und U S identisch
verteilt, was S < Exp(2/0?) vermoge Lemma 7.7 (und ES = 02 /2 gemaf (7.18)) beweist.

Ist nun (n},)r>1 irgendeine andere aufsteigende Teilfolge derart, daf3 R;“l; /n} in Verteilung
konvergiert und o.E. gleiches auch fiir R, /n}, und Zl; /n}; gilt (sonst diinne (n},)r>1 nochmals
geeignet aus), so liefert dieselbe Argumentation wie zuvor, dafl auch R;; /n}. die Grenzverteilung
Exp(2/0?) besitzt. Jede verteilungskonvergente Teilfolge von (R} /n),>1 hat demnach densel-
ben Limes, was geméfl Korollar 44.4 in [1] schliefllich

R /n A Exp(2/0?), n — oo
und so die Behauptung impliziert. &

7.9. Bemerkung. Zur probabilistischen Interpretation des obigen Beweises 143t sich
folgendes anmerken: Die mit S bezeichnete Grenzvariable gentigt gemafl Lemma 7.7 der Ver-

teilungsidentitat
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wobei S7,S2 voneinander und von U unabhangige Kopien von S bilden. Schreiben wir Z, in
der Form

Z\n = 1+Ln+Rn7

wobei L,, die links von V"™ befindlichen Individuen in /GWH angibt, so lassen sich S; und Ss

als (Verteilungs-)Grenzwerte von L, /n bzw. R, /n auffassen.

ﬁbungen zu Abschnitt 7

Ubung 7.1. Beweisen Sie die in Bemerkung 7.2(a) aufgestellte Behauptung ES,, ; = o

fir alle (j,n) € NQS.

Ubung 7.2. Beweisen Sie Lemma 7.5. [Hinweis: Uberlegen Sie sich, daB es reicht, die
vage Konvergenz der P()?n € -) gegen IP’()?O € -) zu zeigen, und benutzen Sie Ubung 6.1.]

Ubung 7.3. Betrachten Sie die Situation von Lemma 7.7, und sei {Uy : v € Vo oo}
eine unabhéngige Familie identisch R(0, 1)-verteilter Zufallsgrofen, wobei Va o =, 5¢{1,2}"
wieder den homogenen Baum der Ordnung 2 und Hohe oo bezeichnet (LI Abschnitt 1.12). Fiir

vV = v1...0, € V3 o setzen wir
T(v) = (T1(v), Ta(v)) = (Uy,Uy)
und dann

Lv) = Ty, ()T, (v1) . - Ty, (V1.evp—1) = UgUsy, oo - Uy, .

n—1"°

Dies laBt sich so interpretieren, dal wir zunéchst jeder Kante (v,vi) € V3  das Gewicht T;(v)
zuordnen. Anschlieend erhélt jeder Pfad @ — v das Gewicht, welches sich durch Multi-
plikation der Kantengewichte entlang dieses Pfades ergibt. Sei schliellich {X, : v € Vg . } eine
weitere unabhangige Familie identisch verteilter, nichtnegativer Zufallsgroflen mit positivem
und endlichem Erwartungswert v, die auch unabhéngig von {U, : v € V3 o} ist. Die Verteilung
der X, werde mit F' bezeichnet. Zeigen Sie:
(a) Aus F = Exp(1/v) folgt
X 4 Z L(v)X,

vEV2 o, |v|=n
fir alle n > 1.

(b) Fiir allgemeines F' mit Erwartungswert v und endlicher Varianz gilt

Z L(v)X, <, Exp(1/v), n — co.

vEV2 o, |v|=n

[Hinweis: Betrachten Sie hierzu A, def >

her eingefithrten ZufallsgroBen unabhéngige Familie {Y, : v € Vg o} u.i.v. ZufallsgroBen

eV, o |v|=n L(V)(Xy—Yy) fiir eine von allen vor-
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mit Verteilung Exp(1/v). Zeigen Sie A, % 0 durch Berechnung von VarA,, und benutzen
Sie (a).]
(¢) Im Fall F = §; definiert

w, € Y Lwx, = Y L)

vEV2 o, |v|=n vEV2 o0, |v|=n

ein Martingal und konvergiert f.s. gegen ein W 2 Exp(1).

Ijbung 7.4. Gegeben sei die Situation von Lemma 7.7, jedoch mit zwei unabhangigen
R(0, 1)-verteilten Zufallsgrofen Uy, Us, die auch von X, X7, X5 unabhéngig sind. Zeigen Sie
die Aquivalenz von

4

X £ 121/v),

und

X L U X, +UsXo.

Anhang: Der Variationsabstand

Im folgenden geben wir eine kurze Zusammenstellung der wichtigsten Fakten iiber den

Variationsabstand. Beginnen wir mit der Definition:

A.1. Definition. Sei P = P(X,.A) die Menge der W-Mafle auf einem mefibaren Raum
(X, A). Dann definiert

def
dv(P,Q) = sup |[P(A) -Q(4)], PQe? (A1)
AeA
eine Metrik auf P, genannt Variations- oder Supremumsabstand. Anstelle von dy (P, Q) schrei-
ben wir auch ||P—@Q||. Konvergenz beziiglich dy wird als Konvergenz in Totalvariation bezeich-

net.

Die Schreibweise || P — Q|| deutet darauf hin, dal dy; durch eine Norm induziert wird. In

der Tat bildet

def
Al = sup [A(A)]
AcA

eine Norm auf dem Vektorraum der endlichen signierten Mafle auf (X, A), gegeben durch

S =8SEA Y A=IP-puQ:\pel0,0),P,Qc P}

Dies spielt fiir unsere Zwecke aber keine weitere Rolle.

Das anschliefende Lemma zeigt, dafl das Supremum in (A.1) stets angenommen wird.
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A.2. Lemma. Gegeben P,QQ € P mit Dichten fp und fq beziglich eines o-endlichen

Mapes pu (2.B. p= P+ @), gilt mit A Lef {fp > fo} und A~ et {fp < fo}

d(P.Q) = |P(A*) - Q)| = 5 [ Ifr— fol du (A2)

BEWEIS: Wir bemerken zuerst, da8 aus [(fp — fo)du =0

t/‘ (fr — fo) di =:L/’ (fo — fr) dp (43)
{fp>rfo} {fo>fp}

folgt, und dies dann weiter

ﬂb—mmﬂ=/ (ﬁ—mmM+/ (o — fr) du
{fp>fo} {fo>fp}

= 2 — d A4
/{fP>fQ}(fP fQ) g ( )

= 2 fo— fp) du.
/{fQ>fP}( ¢ ) dy

liefert. Nun gilt fiir alle A € A unter Verwendung von (A.3) und (A.4)
P - Q) = | [ (fr - fo)

/ Ur—foydu — [ (m—ﬁmﬁ
An{fp>fo} An{fo>fpr}

< X — du, — d
= {/{fp>fc,g}(fp fe) Iu/{fQ>fP}(fQ 7) H}

1
~ 5 [ Ve = ol dn

und es ergibt sich die Behauptung, da diese Ungleichung bei Wahl von A = A" oder = A~
eine Gleichung wird. &

Ist X abzdhlbar und p das Zahlma$ auf X, so liefert (A.2) offenbar

1
1P -Ql = §Z|pi_(h’|u (A.5)

ieX

wobei p; € P({i}) und ¢; = Q({i}).

Gegeben P, () € P, nennt man ein Paar (X, Y’) von X-wertigen Zufallsvariablen auf einem
W-Raum (€, 2, P) eine Kopplung von (P,Q), wenn X 2pundYy < Q. Eine hiufig effiziente
Methode zur Abschéitzung des Variationsabstandes besteht in der Verwendung solcher Kopp-
lungen. Grundlage hierfiir bildet die folgende Kopplungsungleichung.
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A.3. Lemma (Kopplungsungleichung). Zu W-Maflen P,Q € P sei eine Kopplung
(X,Y) gegeben. Dann gilt die Kopplungsungleichung

1P -Qll < P(X#Y).

BEWEIS: Die Behauptung ergibt sich leicht vermoge

|P(A) — Q(A)| = [P(X € A) —P(Y € A)]
= P(X €A XAY)-PY €A, X #Y)|
< P(X#Y)
fur alle A € A. ¢

Als letztes notieren wir noch:
A.4. Satz. Der Raum (P,dy) ist vollstindig.

BEWEIS: Sei (P,),>1 eine Cauchyfolge beziiglich dy . Sei weiter p ein o-endliches do-
minierendes Ma$ fiir diese Folge (z.B. p =3 -,27"P, € P) und f, &t %. Vermoge (A.2)
gilt dann

1
1Pa=Pall = 5 [ 1fa= il s = 0 = il

fiir alle m,n > 1, wobei ||-||; die {ibliche Norm auf £1(x) bezeichnet. Da (£1(u), ||+ ]]1) (modulo

Gleichheit f.i.) bekanntlich einen Banachraum bildet, folgt die Existenz eines f € £1(p) mit

|fn— fll1 — O0und ||f|ly = 1. Mit P 2o fr € P erhélt man schliefflich

1
1P =Pl = Sllfa— Sl = 0, n—o

und damit die Behauptung. O
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