Kapitel 11
Der Galton-Watson-Prozefl mit Immigration

In diesem Kapitel werden wir das Modell des einfachen GWP’s um die Komponente der
Immigration erweitern, was bedeutet, dafl sich die Generationen der betrachteten Population
nicht nur aus den Nachkommen der Elterngeneration sondern aus einer weitern zufalligen

Anzahl von einwandernden Individuen zusammensetzen.
1. Modellbeschreibung

Eine natiirliche Erweiterung des bisher zugrundeliegenden Evolutionsschemas einfacher
GWP bildet die Moglichkeit der Immigration. Dies soll bedeuten, dafl zu jedem Zeitpunkt n €
N eine zufillige Anzahl neuer Mitglieder von auen (Immigranten) zur betrachteten Population
hinzustoflen kann, um anschlieBend gemafl derselben Verteilung wie alle anderen Individuen
und unabhéngig von diesen und deren Vorfahren Nachkommen zu zeugen. Zur Spezifikation
des Modells bedarf es dann neben der Angabe der Reproduktionsverteilung offensichtlich auch
der eines Immigrationsschemas im Zeitablauf. Das im folgenden behandelte, von Heathcote
stammende Modell nimmt an, dafl die Anzahl der Immigranten zu sukzessiven Zeitpunkten
u.i.v. Zufallsgroflen bilden. Der resultierende stochastische Prozefl der Generationsgréfien heif3t

dann Galton- Watson ProzefS mit Immigration. Hier ist dessen formale Definition.

1.1. Definition. Es seien (Z,,(j))n>0, j € No, stochastisch unabhéngige GWP mit
derselben Reproduktionsverteilung (p;);>0 und Reproduktionsmittel p. Zy(1), Zo(2), ... seien

auflerdem identisch verteilt mit gemeinsamer Verteilung (c;);>0. Dann heifit
def o
Zn Y Znj(j), neNg (1.1)
§=0

ein Galton- Watson ProzefS mit Immigration (GWPI) mit Reproduktionsverteilung (p;);>o, Im-
migrationsverteilung (c;)j>0 und Zo = Zy(0) Urahnen. (Z,),>0 wird wiederum als subkritisch
(kritisch, superkritisch) bezeichnet, falls u < (=,>)1 gilt.

Die Interpretation von (1.1) ist, dafl sich zu jedem Zeitpunkt n € N die jeweilige Gener-
ation zusammensetzt aus dem Nachwuchs der vorherigen Generation,

n—1

Z, €N Zui() (1.2)

J=0
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an der Zahl, sowie der zufélligen Anzahl Zy(n) von Immigranten, die neu zur Population hinzu-
stoflen, und anschlielend wie alle anderen reproduzieren, d.h. Urahnen eines einfachen GWP
(Zr(n))k>0 mit Reproduktionsverteilung (p;);>o bilden. Dessen j-te Generation bildet damit
natiirlich eine Teilmenge der (n + j)-ten Generation der betrachteten Gesamtpopulation.

Sei Fr, = 0((Zx(j))o<j+k<n) fiir n > 0. Die Annahmen in Definition 1.1 implizieren, daf

Zy(n) sowohl von F,_; als auch von Z/ unabhéngig ist fir jedes n > 1 und dafl
P(Z), = j,Zo(n) = k|Fn_1) = P(Z, = j|Fn_1)P(Zo(n) = k) fs. (1.3)

fir alle n > 1 and 4,5,k > 0. Da Z/ die Zahl des Nachwuchses der (n — 1)-ten Generation
angibt, folgt auflerdem

P(Z), = j|Fac1) = P(Z), = j|Zo1) = p}' fs. auf {Z,o1 =i} (1.4)

fiir alle n > 1 and 4,j > 0. Aus diesen Tatsachen erhalten wir, da3 (Z,,),>0 eine DMK bzgl.
(Fn)n>o0 bildet mit Zustandsraum Ny und Ubergangsmatrix P = (pij)i,j>0 der Form

—~

pij = P(Zy =jlZn-1=1)

P(Z, =3j =k, Zo(n) = k|Zn—1 = 1)

|
MQ.

>
I

(1.5)

I
Mu.

P(Z) = j — k| Zn_1 = i) P(Zo(n) = k)

n

>
I

0

P;(_Zick

|
Mu.

k

0

fiir all 4,5 € Np.

Wir haben bisher nichts tiber die Anzahl der Urahnen Zy = Z;(0) gesagt. Wir kénnen
natiirlich auch hier ein kanonisches Modell mit W-Maflen P;, i € Ny auf einem mefibaren Raum
(Q,20) derart konstruieren, dafl unter jedem P; die Annahmen der obigen Definition erfiillt
sind und zusétzlich P;(Zy = i) = 1 gilt. In den nachfolgenden Untersuchungen ist es aus
Griinden der Darstellung am giinstigsten, fiir Z(0) dieselbe Verteilung (c;);>0 wie fiir die
iibrigen Zy(n), n > 1, vorauszusetzen, was in dem gerade erwadhnten kanonischen Modell der
Zugrundelegung des W-Mafles P = > i>0CGlj entspricht. Der Leser priift leicht nach, daf
eine Abweichung von dieser Annahme die anschlieenden Resultate entweder iiberhaupt nicht

beeinfluflt oder nur geringfiigige Modifikationen erfordert (LI z.B. Ubung 3.1).

2. Erzeugende Funktionen

In diesem Abschnitt wollen wir kurz einige Informationen iiber die e.F. von Z,, sammeln,
die mit h,, bezeichnet wird. f sei wie im vorhergehenden Paragraphen die e.F. der Reproduk-

tionsverteilung (p;);>0, fn deren n-te Iteration sowie h die e.F. der Immigrationsverteilung
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(¢j)j>0. Aufgrund der am Ende von Abschnitt 1 gemachten Verteilungsannahme iiber Z, gilt
dann hy = h. Unter Hinweis auf (1.3) folgt

E(s%"|Fp_1) = E(s%|Zn_1) E(s%™) = f(s)%1h(s) fs. (2.1)
fiir alle n > 1 und s € [0, 1] und deshalb

ha(s) = h(s)E(f(s)%"*) = h(s) - hn-10 f(s). (2.2)

hn(s) = J]E(s? 1))

= ho fu(s) - hp_1(s)

fiir alle n > 1 und s € [0, 1]. Diese Rekursionsformel zeigt, da§ h,, monoton fallend gegen eine
Limesfunktion he auf [0, 1] konvergiert, die hoo(1) = 1 und heo(s) = 45 dys* fiir s € [0,1)
und geeignete dj > 0 erfiillt. Dariiber hinaus impliziert (2.2)

hoo(8) = h(s) - heo o f(5) (2.4)

fir s € [0,1]. Im néchsten Abschnitt geben wir eine notwendige und hinreichende Bedingung
dafiir, dal ho e.F. einer Verteilung auf Ny bildet, also dafiir, daf§ limgy1 hoo(s) = 1.

3. Subkritischer und kritischer Fall:
Ein Stabilitatsgesetz und ein Gamma-Grenzwertsatz

Wir haben im letzten Kapitel gesehen, dafl sich ein einfacher GWP niemals auf einem
positiven, endlichen Niveau stabilisiert. Eine naheliegende Frage lautet deshalb, ob dies mittels
einer geeigneten Immigrationsrate erreicht werden kann. Es ist klar, dal eine positive Wahr-
scheinlichkeit fiir mindestens einen Immigranten pro Generation das Aussterben des Prozesses
mit Sicherheit ausschliefft, auch wenn der Zustand 0 anders als beim einfachen GWP nicht
mehr absorbierend ist und daher zwischenzeitlich angenommen werden kann. Wenn aber auch
die Explosion des Prozesses ausgeschlossen werden soll, darf jedes Mitglied nur einen endlichen

Stammbaum generieren, mufl der zugehorige GWP also Austerbewahrscheinlichkeit 1 haben,
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d.h. subkritisch oder kritisch sein. Satz 3.1 gibt eine notwendige und hinreichende Bedingung
fiir ein derartiges Stabilitdtsresultat. Die Notation der beiden vorhergehenden Abschnitte

behalten wir selbstverstandlich bei.

3.1. Satz (Foster, Williamson). Gegeben ein GWPI (Z,,)n>0 mit 0 < p < 1, gilt:
Zy, konvergiert fiir n — oo genau dann in Verteilung gegen eine endliche Zufallsgréfie Zo, mit

e.F. hoo, wenn
"1 h(s)
/0 ) — s ds < oo. (3.1)

In diesem Fall bildet ho, die eindeutige auf ganz [0, 1] stetige Lisung der Gleichung (2.4) mit
Wert 1 in 1.

Sei € = (&;),;>0 die Verteilung von Z,,. Dann impliziert Satz 3.1 vermdoge

& = lim P(Zoy1=j) = lim Y P(Z,=ipy; = ) &y
i>0 i>0
fir alle j > 0, da8 £ eine stationére Verteilung von (Z,,),>¢ bildet, d.h. die Invarianzgleichung
§P = ¢ erfiillt. Als DMK ist (Z,,)n>0 folglich unter P = >, &;P; ein stationérer Prozef,
d.h.

Pe((Zn)n>o € 1) = Pe((Zk+n)nzo0 € )

fiir alle £k € N. Man kann ferner zeigen, daf jeder Zustand j € Ng mit §; > 0 positiv rekurrent
ist und dafl ([ Ubung 3.1) Z, sogar unter jeder Startverteilung die asymptotische Verteilung
¢ besitzt, die damit bis auf skalares Vielfaches die einzige Losung der obigen Invarianzgleichung
bildet.

Als Folgerung aus Satz 3.1 und einem analytischen Lemma &dhnlich zu Lemma 1.6.5 ergibt
sich das folgende, &ltere Resultat von Heathcote im subkritischen Fall. Zum Beweis [ Ubung
3.3.

3.2. Korollar (Heathcote). Gegeben ein subkritischer GWPI (Z,)n>0 mit po < 1, gilt:
Zy, konvergiert fiir n — oo genau dann in Verteilung gegen eine endliche Zufallsgrofie Zo, mit

e.F. hoo, wenn
Z cn logn < oo. (3.2)

n>2

Fiir einen kritischen GWPI (Z,,),,>¢ mit endlicher Reproduktionsvarianz o und endlichem
Immigrationsmittel v =3, ¢; = h'(1) ist die Situation anders, denn mit Hilfe von Satz 3.1
folgt leicht, dal Z,, nicht in Verteilung gegen einen endlichen Limes konvergieren kann (Ubung
3.4). Stattdessen gilt ein bedingter Grenzwertsatz von &hnlichem Typ wie fiir einfache kritische
GWP, I (1.9.4) in Satz 1.9.1. Die folgende, zugegebenermaflien sehr grobe Heuristik moge zu
dessen Interpretation beitragen: Pro Zeiteinheit immigrieren durchschnittlich v Mitglieder und

bilden Urahnen unabhéngiger einfacher GWP, von denen unter Hinweis auf (1.9.2) in Satz 1.9.1
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etwa 712;2 nach n Generationen nicht ausgestorben sind. Langfristig sollten daher im Mittel (27—5

Prozesse iiberleben. Gemaf3 (I 9.4) sind diese aber nach Normierung alle approximativ expo-
nentialverteilt mit Parameter 2, so daf} fir T" bedingt unter Z,, > 0 eine Gamma-Verteilung

mit Parametern 3,—’; und = 2. plausibel erscheint, falls n — oco.

3.3. Satz (Pakes, Seneta). Sind 02 und v beide endlich, so konvergiert Zn in Vertei-

lung gegen eine T'(«, 1/3)-verteilte Zufallsgrofie Zo, mit « def 2 U— and 3 d—ef %-. Zoo besitzt folg-
lich die Lebesgue-Dichte
def 11 43
o) ¥ —— ¢ 1(0.00) (1) 3.3
Yo, 5(t) Tp=! © (0,00) (t) (3.3)

Bevor wir zum Beweis der beiden Satze schreiten, sei noch bemerkt, dafl im Fall eines
kritischen GWPI mit unendlicher Reproduktionsvarianz sehr wohl Konvergenz in Verteilung
moglich ist. Ein Beispiel hierfiir wird in Ubung 3.5 behandelt, [ auch Abschnitt 5 fiir weitere
Untersuchungen der DMK (Z,,),>0 im kritischen Fall.

BEWEIS VON SATZ 3.1: Wir hatten bereits am Ende des vorigen Abschnitts festgestellt,

dafl h, punktweise auf [0, 1] gegen eine Funktion h., konvergiert, ndmlich
heo = [[hofi = J[Q-@=hofy)).
Jj=0 Jj=0

Diese ist e.F. einer moglicherweise defekten Verteilung ) auf Ny, und nach dem Stetigkeitssatz
L.A.5 gilt Q(Np) = 1 genau dann, wenn h, in 1 linksseitig stetig ist, d.h. limg11 hoo(s) = 1 gilt.
Statt hoo betrachten wir im folgenden log hoo auf [0,1]. Wegen

0 < —Zloghof] < —Zloghofj 0)
jzn ji>n

fiir alle s € [0,1] und n > 0 ist log hoo genau dann gleichméfiger Limes der stetigen Funktionen

Z?:o log h o f; und damit ebenfalls stetig auf [0, 1], wenn

—> logho £;(0) < Y (1—ho f;(0)) < oo. (3.4)

720 =0

Statt der im Satz behaupteten Aquivalenz reicht es demnach, die Aquivalenz von (3.1) und

(3.4) zu beweisen. Aufgrund der Konvexitét von f,h sind

1= h(s) l-s (1_1—7f<s>>‘1

d
un -

1—s f(s)—s

beide monoton wachsend in s, was zusammen mit f;(0) T 1

Cho hofj 0) ‘ r
j;(l ho f;(0 Z N f] fj()(fm(O) £;(0))
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1 h(s)
< / OETRE
1 —hofj+1(0)
2 o f1(0) — fr51(0)

= JZZO(I ho fj1+1(0)) fofi+1(0) — fo f;(0)

IN

(f5+1(0) = £;(0))

liefert. Da aulerdem fiir alle j > 0 nach dem Mittelwertsatz

finn(0) - fi00) 1
fo fi+1(0) = fo f;(0) f'(s5)

fir ein f;(0) < s; < f;j+1(0) und da f'(s;) — f'(1) = p € (0,1] gilt, konvergiert die letzte

Summe der obigen Ungleichung genau dann, wenn dies fiir die erste Summe der Fall ist, und

wir erhalten somit die gewiinschte Aquivalenz.

Zu zeigen ist noch die Eindeutigkeit von h., als auf [0, 1] stetige Losung von (2.4) mit
Wert 1 in 1. Sei also hs eine weitere solche Losung. Eine Iteration der Beziehung (2.4) ergibt
auf [0,1)

[hoo = hoo| = [h]|hoc © f = hoo 0 f]

< ‘hooof_ilooof‘

= |hl koo © f2 — hog © fo

< Jhoo © fa = hoo © fo

S |hooofn_iLooofn| - |hoo<1>_ﬁoo(1)| = 07

falls n — oo. Die Konvergenz am Ende folgt aus der Stetigkeit von heo, oo in 1 sowie der
Tatsache, dal f,, T 1 auf [0,1) gemafl Korollar 1.3.2. &

BEWEIS VON SATZ 3.3: Die L.T. von Z= ist durch h,(e~*/™) gegeben, die von Z., durch
(1+3t)~ (L Tabelle am Ende des Anhangs zu Kapitel I). Nach dem Stetigkeitssatz fiir L.T.
(LJ [1], Theorem 45.7 oder [3], Theorem 2 auf S. 431) reicht es deshalb zu zeigen, daf}

lim loghy(e”/™) = —a log(1 + Bt) (3.5)

n—oo

fiir alle t > 0. (2.3) impliziert
log hy(e™"™) = "logho fi(e”"/™) (3.6)
j=0

fiir alle ¢ > 0 und n > 0. Weitere Bestandteile des Beweises von (3.5) sind eine Taylor-Ent-

wicklung von — log h in 1, namlich

—logh(s) = (v+p(s))(1 —s), (3.7)
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wobei limgy; p(s) = 0, und Lemma 1.9.3, das

1—2(5) - 1:9 = Jj(B+r;(s)) (3.8)

liefert, wobei lim;_, o 7;(s) = 0 gleichméBig in s € [0,1). (3.8) laBt sich umschreiben zu

1—s
L+j(B+r;(s))(1—s)

1—fi(s) = (3.9)

Wir erhalten nun aus (3.6)-(3.9)

n

—loghn(e™™) = > (v+po fi(e ™) (1= fi(e™™))
3=0

o—t/my def - (V +po fj(eft/")) (1 = e*t/”)
ol ) 2 L+ j(B+rj(et/m))(1—et/m)

=0

fiir alle ¢t > 0. Fiir festes ¢t > 0 und beliebiges € € (0, 3) sei m € N so grof}, daf3

sup sup |po fj(e™/™)| < e und sup sup |r;(e”")| < e,
n>m j>1 n>m j>1

wobei f(e™t/™) < fj(e*t/”) < 1 fiir alle n > m and j > 1 beachtet werde. Offensichtlich gilt

lim S,,(e”"/") = 0,

n—oo

und fir n > m

n _ _ —t/n n _ —t/n
Z (V‘ e)1—e t) < Sn<e—t/n) _ Sm_l(e—t/n) < (V."i_ e)(l—e t) '
2 T j(B+ o)1 — et/ 2 T (B - )1~ e t/)

Unter Benutzung dieser Tatsachen sowie der einfachen Ungleichung

A 1+B(n—1) A A 1+ Bn
il it S P < = -z
Blog< 1+ Bm ) = Zl+Bj = B10g<1+B(m—1))

Jj=m

fiir alle A, B > 0 erhalten wir weiter
Y, <1+(6+€)(1—e‘”")(n—1))
Bre P\ 1+ (@ +ol—emm
< Sn(e—t/n) _ Sm_l(e—t/n)
vte 1+ (B—e)(1 —et/™)n
= B¢ ® <1+ (5= )1 — e ) (m - 1))'

Schliefflich ergibt ein Grenziibergang n — oo

;—l_—i log(1+ (B+¢)t) < linrr_l)iorcl)fSn(e_t/”)

< limsup Sp(e¥/™) < vie

e ﬁ — £ 1Og(1 + (B - 5)t)7
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was (3.5) beweist, weil € € (0, 3) beliebig gew#hlt war. O

ﬁbungen zu Abschnitt 3

Ubung 3.1.  Sei (Z,)n>0 ein GWPI in einem kanonischen Modell mit 0 < p < 1.
Zeigen Sie, dafl Z,, unter jedem PP;,i € Ny, in Verteilung gegen die zu h., aus Satz 3.1
gehdrende Verteilung £ = (§;);>0 konvergiert. Begriinden Sie ferner, daf damit £ bis auf
skalares Vielfaches die einzige Losung der Invarianzgleichung £P = ¢ bildet und dafl alle

Zustande j mit {; = 0 transient sind.

Ijbung 3.2. Zeigen Sie, dafl in der Situation von Satz 3.1 min,>o Z,, = jo P-f.s. gilt,
wobei jo = min{j > 0:¢; > 0}.

ﬂ'bung 3.3. (a) Zeigen Sie die Aquivalenz der folgenden Bedingungen:

Z cn logn < oo, (3.2)
n>2
> (1 =h(1—-6") <oo fiir ein (alle) § € (0,1) (3.10)
n>0
und
11— h(s)

[Hinweis: Zeigen Sie zuerst die Aquivalenz von (3.10) und (3.11) mittels eines fhnlichen
Arguments wie vor (1.6.16) im Beweis von Lemma 1.6.4.]
(b) Beweisen Sie Korollar 3.2 mittels Teil (a) und Satz 3.1.

ﬁbung 3.4. Zeigen Sie mittels Satz 3.1 und ohne Benutzung von Satz 3.3, daf} ein
kritischer GWPI (Z,,),,>0 mit endlicher Reproduktionsvarianz o und Immigrationsmittel v €

(0, 00) keinen endlichen Verteilungslimes besitzen kann.

Ubung 3.5. (a) Zeigen Sie, daB f(s) = s+ B(1 — s)® fiir a € (1,2) und 3 € (0, L) eF.
einer Verteilung auf Ny mit Erwartungswert 1 und Varianz oo bildet.

(b) (Seneta) Sei (Z,)n>0 ein GWPI mit Immigrationsmittel v € (0, c0) und einer Reproduk-
tionsverteilung, deren e.F. f von der Form in Teil (a) ist. Zeigen Sie, da} Z,, fir n — oo

in Verteilung gegen eine endliche Zufallsgrofle Z,, konvergiert.

Ubung 3.6.  Sei (Zy)n>0 €in GWPI mit 0 < g < 1 und stationérer Verteilung (§;);>0
mit Erwartungswert n. Zeigen Sie: 17 < oo genau dann, wenn g < 1 und v < oo, und in diesem

Fall gilt n = ﬁ
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4. Der superkritische Fall:
Ein Pendant zum Satz von Heyde, Seneta

Betrachten wir abschliefend den superkritischen Fall und nehmen p € (1,00) an. Im
Riickblick auf die Uberlegungen fiir einfache superkritische GWP erscheint es naheliegend,
zunachst das asymptotische Verhalten von W,, = u="Z, zu untersuchen. Im Fall endlichen

Immigrationsmittels ¥ kann man in der Tat leicht nachweisen, dafl

1 (Zn B V(u”“—l)) _ W, v(p"tt —1)

L >0 4.1
p—1 T g 1)

un
ein £1-beschranktes Martingal definiert und deshalb P-f.s. gegen eine integrierbare Zufallsgrofie
W — % konvergiert (ﬂbung 4.1). Jedoch ergibt sich mit Satz 4.1 weiter unten ein allgemeineres
Ergebnis, wenn man noch einmal den Spuren folgt, die in 1.6 zum Satz von Heyde-Seneta
fiihrten.

Wir erinnern daran, daf§ Z,, = Z?:o Zj(n—7j), wobei (Z,(j))n>0 u.i.v. einfache superkri-
tische GWP mit Urahnenverteilung (c;);>¢ bilden. Bezeichne g,, wie in Kapitel I die Inverse
von f, auf (g, 1), ¢ wie bisher der kleinste Fixpunkt von f auf [0, 1], und sei k,, = —1/1og g, (s)
fiir ein beliebiges s € (¢,1). Geméaf Satz 1.6.1 gilt dann

lim k;'Z,(j) = V*(j) P-fs.

n—oo

fiir alle 5 > 0, und die V*(j), 7 > 0 sind offenkundig u.i.v. Setzen wir nun
p(t) = E(e™D|Zy(j) =1), t20,
so ergibt sich die unbedingte L.T. der V*(j) zu

o(t) = Y B DN Z()=k) = Y ap®)" = hop(t), (4.2)

k>0 k>0

wobei in mittlerweile vertrauter Weise Lemma 1.1.2 verwendet wurde. Wir erinnern daran, dafl

gemaf Satz 1.6.7 ¢ die Funktionalgleichung

(ut) = fop(t) (4.3)

fir alle ¢ > 0 erfiillt. Nach diesen Vorbemerkungen konnen wir nun den angekiindigten Satz

formulieren, der im Anschlufl gezeigt werden soll.

4.1. Satz. Sei (Zy,)n>0 ein superkritischer GWPI mit endlichem Reproduktionsmittel
wund co < 1. Dann gilt mit den zuvor eingefiihrten Bezeichnungen, dafs W* def lim, . k12,
P-f.s. existiert, wobei

ch logk=00 = W"'=0c P-fs. (4.4)
k>2
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und

ch logk<oo = 0<W'<oo P-fs. (4.5)
k>2

In letzterem Fall gentgt die L.T ¢ von W* der Gleichung

HhW( ) (4.6)

fiir alle t > 0. Sofern die Reproduktionsverteilung (p;);j>o die Bedingung (ZlogZ) erfiillt, kann

man fir (kn)n>0 auch speziell (1=™)n>0 als Normierungsfolge wdihlen.

Zum Beweis dieses Resultats geben wir zunachst ein Lemma, das nichts anderes als das
Gegenstiick zu Lemma 1.6.4 bildet. Wir erinnern daran, daB8 F,, = o((Zx(j))o<j+r<n) fir
n >0 (L Abschnitt 1), und definieren X,,(s) = gn(s)?~ fiir n > 0 und s € (¢, 1).

4.2. Lemma. (X,,(5))n>0 bildet fiir jedes s € (q,1) ein nichtnegatives Supermartingal
mit Werten in [0, 1] und konvergiert P-f.s. sowie in £,, p > 1, gegen eine Zufallsgrifie X (s).

BEWEIS: Es reicht zu zeigen, dal (X,,(s)),>0 ein Supermartingal bildet, denn dann folgen
die weiteren Behauptungen sofort aus der [0, 1]-Wertigkeit. Unter Benutzung von (1.2)-(1.4)
erhalten wir aber fiir alle n > 0 und s € (q,1)

E(gn+1(3)zn+l|}_n) = E(gn+1(3)zn+l|zn)
= E(gnt1(5) %1 gnp1(s
= E(gnt1(8)2m 1 |Fn) E(gns1(s) %0 HD)

gn(8)7" h o gnia(s)
< gn(s)?n P-fs.,

#0402,

also das Gewlinschte. %

BEWEIS VON SATZ 4.1: Mit k, = —1/loggn(s), W} = —log X,,(s) = k,'Z, und
W* = —log X (s) fiir ein fest gewidhltes s € (g, 1) folgt aus Lemma 4.2 die P-f.s. Konvergenz
von W) gegen W*, wobei W* mit positiver Wahrscheinlichkeit oo sein kann. Seien 1 und v,
die L.T.von W* bzw. W/. Dann gilt weiter v, (t) — (t) fiir alle ¢ > 0 und n — oo nach
dem Stetigkeitssatz fiir L.T. (L [1], Theorem 45.7 oder [3], Theorem 2 auf S. 431). Mittels
der Definition der k,,,n > 0 und der Beziehung (2.3) erhalten wir

Un(t) = ha(e!'o59()
= hn(gn(s)"
= 10 fa(gn(5)") - hn—1(gn(s)")
= h(E(gu(s)" %[ Zo(0) = 1)) - E(gn(s)"%~)



4. Der superkritische Fall: Ein Pendant zum Satz von Heyde, Seneta

= E(gu(5)" ) - E(gn(s)! %)

thy,—
a0tk gy ()

Da k,;'Z,(0) — V*(0) P-f.s., folgt mit (4.2)

lim E(gn(s)"”" (") = ¢(t) = hoe(t).

n—oo

AuBerdem gilt k,,/k,—1 — p geméf Satz 1.6.1, so dafl

hm wn_]_(tkn_l) = hm ]E(e_t(knfl/kn)w;;_l) — ¢(£>

n— oo 12

Zusammen ergeben (4.7)—(4.9) fiir alle ¢ > 0 die rekursive Beziehung

t
B(t) = hogp(t): ¢(—)
1
und deshalb bei Iteration

b(t) = ¢(0+)-Hhow<%) = (04 T hogs 00t

§>0 §>0

89

(4.8)

(4.10)

(4.11)

wobei 1(0+4) = lim; o ¢ (t) < ¢(0) (und Gleichheit genau dann gilt, wenn W* < oo P-f.s.). Fiir
die zweite Identitat in (4.11) beachte, dal ¢(t) > ¢(o0) = P(V*(0) = 0|Zp(0) = 1) = q gemé&B
Satz 1.6.1 und daf (4.3) daher g o ¢(t) = p(L), also gj o p(t) = go(u—tj) fir allet >0 und j > 1

¢
m
impliziert. Fiir ¢ = 1 erhalten wir

(1) = lim E(e™"n)

wobei (2.3) benutzt wurde. Als néchstes erinnern wir an (1.6.21), d.h.

1—a" < gu(s) < 1-0"

(4.12)

fiir alle n > k sowie geeignete a,b € (0,1) und k& € N, denn damit liefert U’bung 3.3, daf

das unendliche Produkt in (4.12), also ¢(1) genau dann positiv ist, wenn ;- ¢ logk < oo.
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Unter Hinweis auf Lemma 1.6.4 gilt nun (Zy = Zy(0))

(1) = lim E(e 2Ok z0=1) = lim Ei(gn(s)?"®) = s

n—oo

so dal mit (4.11) and (4.12)

0 < [[hogi(s) = w(1) = ¢(0+) [ hog;(s),
J=0 j>0

d.h. ¥(04) = P(W* < 00) =1 folgt. (4.6) ergibt sich dann daraus einfach durch Einsetzen in
(4.11). DaBB W* P-f.s. positiv ist, kann sich der Leser leicht selbst {iberlegen, indem er etwa
¥(00) = limy_,o0 ¥(t) = 0 mittels (4.10) nachweist (0 Ubung 4.2).

Falls ), <, ci logk = oo, folgt (1) = 0, und dies ist nur im Fall P(W* = o0) =1
moglich. B

Sei schlieBlich noch (ZlogZ) fiir (p;);>0 angenommen. Dann gilt aber lim, o, p~ "k, €
(0,00) (I (1.6.17)), was die letzte Behauptung des Satzes beweist. &

[”J'bungen zu Abschnitt 4

Ubung 4.1.  Sei (Z,,)n>0 ein superkritischer GWPI mit Immigrationsmittel v € (0, c0).
Zeigen Sie:
(a) Der in (4.1) definierte Prozef bildet ein £;-beschrianktes Martingal und konvergiert fol-
glich gegen eine integrierbare Zufallsgrofe.
(b) Bezeichnen W und V (j) die P-f.s. Limiten von W,, = u="Z, (existiert geméf (a)) bzw.
p " Zn(5), falls n — oo, so folgt W =3". pIV(j) P-fs.
(c) Folgende Aussagen sind dquivalent (vgl. Satz 1.6.2 von Kesten, Stigum):

P(W >0) =1, (
Vi
EW = ——
W T (
lim E|W, —W| = 0, (
(
(

(Wp)n>o ist gleichgradig integrierbar,

Esup W, < oo,
n>0

Zpkklogk: < 00. (ZlogZ)
k>1

(d) Ist (ZlogZ) verletzt, folgt W = 0 P-f.s.

ﬁbung 4.2. Gegeben seien die Situation von Satz 4.1 und die davor eingefiihrten Be-
zeichnungen. Es gelte >, ., cxlogk < co. Zeigen Sie:
(a) W =35 u‘jV*(;) =V*(0) + p~ YW P-fs., wobei W* eine von V*(0) unabhéngige
Kopie von W* bildet.
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(b) W* ist P-f.s. positiv mit nicht-degenerierter Verteilung.
(¢) EW* < oo genau dann, wenn v < oo und (ZlogZ) gelten.

5.* Noch einmal der kritische Fall:
Kriterien fur Null-Rekurrenz und Transienz

In diesem Abschnitt kehren wir noch einmal zum kritischen Fall zuriick und gehen der
Frage nach, unter welchen Bedingungen ein kritischer GWPI (Z,,),,>0 mit endlicher Reproduk-
tionsvarianz 2 und endlichem Immigrationsmittel v null-rekurrent ist. Wir hatten ja bereits
bemerkt, daB mittels des Kriteriums (3.1) von Foster, Williamson leicht folgt (Ubung 3.4),
daB (Z,)n>0 keinen endlichen Verteilungslimes und somit keine positiv rekurrenten Zusténde
besitzt. Die Frage der Null-Rekurrenz ist dagegen noch offen, und der anschlieBende Satz von
Pakes gibt eine beinah erschopfende Auskunft.

Der Einfachheit nehmen wir im folgenden an, dafl (Z,,),>0 eine irreduzible DMK bildet,
wozu ¢o = h(0) > 0 und ¢2,v > 0 notwendige Bedingungen sind ((J auch Ubung 3.2). Zur
Untersuchung der Null-Rekurrenz kénnen wir uns dann auf die Untersuchung des Zustands 0
beschrénken. Legen wir wieder ein kanonisches Modell mit P =) ".., ¢;P;, P;(Zy = i) = 1 und
pl(-?) =P;(Z,, = j) fiir alle i, j,n € Ny zugrunde, so gilt (Ll Satz 7.18 in [2])

0 null-rekurrent (transient) < Z p(()g) = (<) oo, (5.1)
n>0

sofern vorausgesetzt wird, daf§ 0 nicht ergodisch ist, also lim,,_, p(()g) = 0 gilt. Wir definieren

noch die e.F. von Z,, unter P; durch

hin(s) = Ei(s%) = Y pi)s (5.2)

=20

fiir 7,n € Ny.

5.1. Satz (Pakes). Sei (Z,)n>0 ein irreduzibler, kritischer GWPI mit Reproduktions-
varianz o2 € (0,00) und Immigrationsmittel v € (0,00). Sei ferner v = 3—’2’ = %((11)) Dann
gelten die folgenden Aussagen:

(a) (Zy)n>0 ist null-rekurrent, falls v < 1, und transient, falls v > 1.
(b) Gilt auflerdem ijzpjjz logj < oo und }_;s,cjjlogj < oo, so existiert eine auf [0,1)
positive und endliche Funktion H(s) = >_,5,a;s’ mit nichinegativen Koeffizienten der-

art, daff H die Funktionalgleichung (2.4) lést, d.h. H=h-H o f, und

lim n"hi,(s) = H(s) (5.3)

n—oo

fir alle i € No und s € [0,1). Insbesondere ist (Zy)n>0 dann im Fall "y = 17 null-

rekurrent.
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BEWEIS VON SATZ 5.1(a): Wie bereits vor dem Satz bemerkt, reicht es, den Zustand 0
zu betrachten, und da wir bereits wissen, dafl positive Rekurrenz ausgeschlossen ist, miissen
wir gemaf (5.1) > <, ngL) = (<)oo, falls v < (>) 1, nachweisen. Das Konvergenzkriterium
von Raabe (] z.B. [Zl], S.207) besagt

(n+1) > =
lim n (1 — pO(zn) > 1 = Zpég) Q.
e Poo < n>0 <

Wie man leicht einsieht, gilt mit (2.3)
pho ) = Po(Zuy1 =0) = P(Z,=0) = ha(0) = [[hof;(0)

fir alle n > 0 und deshalb weiter

n<1_p$+n> = n(1—ho f,(0))
o ) = n(0)):

Poo

Die Taylor-Entwicklung h(s) =1—v(1—s)+o(1—s) (s T 1) sowie n(1— f,(0)) — 2 (Lemma
1.9.3) implizieren schlieflich

n(l—hofu(0)) = vn(l—fu(0)) + no(l—=fu(0)) — v (n—00)

und somit das Gewlinschte.

Fiir den Beweis von Teil (b) bendtigen wir zwei Lemmata, wobei das erste von dhnlichem
Typ wie Lemma 1.6.5 ist und das zweite eine Verscharfung von Lemma 1.9.3 darstellt. Zu

beliebiger e.F. g(s) =, -, a;s’ mit ¢’(1) < oo seien zuvor definiert:

gt (1) — gt (s)
1-—s

1—g(s)

. und ¢ (s) =

g (s) =

(5.4)

fiir s € [0,1) sowie ¢!V (1) = ¢/(1), g2 (1) = g”2(1). Aufgrund der Konvexitat von g und ¢’ sind

diese Funktionen monoton wachsend, und es folgt unter Hinweis auf (I.6.25) in Ubung 1.6.1

1 i 1) def
0 = Tallsl, ol ¥ T,

5>0 i>k

2 i 2)  def 1
) = Yalle, o & S0
j=0 Jjzk

(5.5)

fir alle s € [0,1].

5.2. Lemma. Sei f(s) = ijo p;s? die e.F. einer Verteilung auf No und 6, € (0,1)
mit 1 — 6, ~ £ fiir n — oo und ein ¢ € (0,00). Dann sind ), ~,(1 — f(6n))/n < oo und
Zj22pj log j < oo aquivalente Bedingungen.
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BEWEIS: Es geniigt die Behauptung fiir 9,, = %, € (0,1), zu zeigen, da stets m,ng € N
und 0 < ¢ < ¢ < 1 existieren, so dafi — 22— < On, < 2 fiir alle n > ng. Wie schon im Beweis
von Lemma 1.6.5, bedeute ) ., x, = Zn>1 Yns daﬁ d1e beiden Reihen entweder gemeinsam

endlich oder gemeinsam unendlich sind. Wir erhalten damit

S fa—em) = 3 G0 e/n)

n>1 n>1
1—c/(n+1)
= Z/ Y (s) ds
n>1 1—c/n
1
= fY(s) ds
l1—c
<y
n>1
= anZ 3
n>1 j= 1
= an logn,
n>1
und das Lemma ist bewiesen. &

5.3. Lemma. Ist f(s) =3 ,5(p;s’ eine kritische e.F. mit o2 = f"(1) < o0, so gilt

2%0_2_%( L1 >‘<oo (5.6)

"1 2 1_fn(8> 1—s

genau dann, wenn Zj>2 pjj2 log j < oco.

BEWEIS: Sei g(s) = % f?(s), so da§ g(1) = 1 gilt. Wir erhalten unter Beachtung von
He)=s — 1 £ (s) fiir s € [0,1)

1—s

o? 1 1 1 B
7‘5(1—fn<s>‘1—s) -

1\3|QM
|

S

NE

f (1 —};(8) 1 —fj—l(s))

Jofj- 1(5)—fj—1(3)
1(1—fg )~ f5(9))

_ f<1> o fj_1(s)

<.
Il

[l
l\D|qM

|
S|
[+

.
I

I
l\.')|qm
|
S|
'M3

= 1-5)
02 1 &1=fWofi(s) log n
N 7_532 1—fj_1j(8) + O( n )

l\:>|q

(=2 Reesam) + o)
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n
0.2

= TN 1 —gofa(s) + 0<1°g”

2n 4
Jj=1

n

) (-,

wobei in der drittletzten Zeile beachtet werde, daBl 1 — f{ o f;_1(s) = O(%), 1—fi(s) = O(%)
und f;(s) — fj—1(s) = O(j%) (0 Ubung 1.9.4) fiir j — oo gelten. Damit folgt offensichtlich

il ) < Zs Z oo dinal)

n>1

= Z%u—gofﬂ(s»,

J=1

>

n>1

und die letzte Reihe konvergiert wegen j(1 — f;_1(s)) — % gemafl Lemma 5.2 genau dann,

2
wenn 2j22p;' )

Bedingung aquivalent ist zu Ej>2 p;jj?logj < oo. &

logj < oco. Eine einfache Rechnung zeigt aber (0 Ubung 5.1), daB diese

BEWEIS VON SATZ 5.1(b): Wir notieren als erstes, daf in den Bezeichnungen von Ab-
schnitt 1

n—1

hin(s) = Ei<SZ;ZOZn—j(j)> _ Ei(szn(o)) HE(SZj(n_]) = fu( Hhofj

=0

fir alle i,n € Ny und s € [0,1] gilt, so daB es wegen f,(s) — 1 fiir n — oo reicht, die
Behauptung (5.3) fiir n?hg,(s) zu zeigen. Offensichtlich gilt

n—1

nhon(s) = h(s) H (1 + %) ho f;(s) (5.7)

J=1

fiir alle s € [0,1], und diese Folge konvergiert gegen einen endlichen positiven Limes, falls
dois1di(s) =1, dj(s) = ot (1+= )7h o f;(s), absolut konvergiert. Unter Benutzung der Entwick-
lungen (1 + = )'Y =147+ O(iz) und 1 — ho f(s) = O(%) fiir j — oo ergibt sich

du(s) =1 = 2 = (1=ho fu(s) = T(1=ho fu()) + O o fu(s)

Y 1 -2 (5-8)
= — (1= fu(s) + (v =2 0 fu(s))(1 = fu(s)) + O(n™?),

falls n — oo. Fiir den dritten Term der letzten Zeile folgt wegen n(1 — f,(s)) — 2 bei

Anwendung von Lemma 5.2 auf h L =1 fiir alle s € [0,1)

S = b o fu )1~ fule) = S —hofuls))/n< oo & 3 el logn < oo,

n>1 n>1 n>1

und die letzte Reihe wiederum konvergiert genau dann, wenn j>2Cil logj < oo, was nach

Voraussetzung der Fall ist.
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Zu untersuchen bleiben der erste und zweite Ausdruck der letzten Zeile in (5.8). Mit

def 02 1 1 1
An(s) = 7_ﬁ<1—fn(s)_1—s)

folgt leicht

- 56 = (5 ey - @An<s>)_1

v v(l—-s) v
und damit weiter nach einfacher Rechnung unter Beachtung von A, (s) — 0 fiir s € [0,1) und
n — 00
v/(1—3s)—nvA,(s) _ —vAL(s)

—v(1 = fu(s)) = n2(1+1/n(1 = s) — An(s)) = n +O(n_2)-

32

Da nach Voraussetzung ZjZijjz log j < oo, liefert Lemma 5.3 >+, A, (s)/n < oo, und wir
erhalten insgesamt », -, |dn(s) — 1| < oo fiir alle s € [0,1), d.h.

lim nYhg,(s) ot H(s) € (0,00)

n—oo

fir alle s € [0,1). Wie ein Blick auf (5.7) zeigt, erfiillen die n"hg,,n > 1, die Rekursionsgle-

ichung
1 Y
(n+1)"hons1(s) = h(s) (”ﬁ) hon(s), s € [0,1],

woraus sich durch Grenziibergang n — oo sofort die fiir H behauptete Funktionalgleichung
ergibt. ¢

ﬂ'bungen zu Abschnitt 5
Ubung 5.1.  Sei f(s) = ijopjsj eine beliebige e.F. Zeigen Sie

S pPlogj<oo o Y pMilogi e > pjiflogj < oo, (5.9)
j>2 j>2 Jj=2

wobei die pjm (1 =1,2) wie in (5.5) definiert sind.
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