Kapitel 1
Der einfache Galton-Watson-Prozef3
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BiLp 1.1. 100 Simulationspfade eines Galton-Watson-Prozesses.

Vorlesungen iiber eine spezielle Klasse stochastischer Prozesse, und die Verzweigungspro-
zesse bilden eine solche Klasse, beginnen sehr haufig mit einem auf besonders einfachen Annah-
men basierenden Modell, dessen Analyse sowohl grundlegendes mathematisch-methodisches
Riistzeug fiir spatere Betrachtungen bereitstellt als auch erste Einblicke in typische Verhal-
tensphanomene gewahrt und damit zur Scharfung der Intuition der Horer beitragt. Sein Wert
im Hinblick auf Anwendungen in der realen Welt kann dagegen durchaus begrenzt sein. Ein

derartiges Modell steht auch am Anfang des vorliegenden Textes und wird im folgenden einge-
hend behandelt.

1. Modellbeschreibung

Wir stellen uns eine nicht naher spezifizierte Population von Individuen vor, deren Verhal-
ten im Zeitablauf wir im folgenden zuerst informell beschreiben. Dabei nehmen wir einen rein
genealogischen Standpunkt ein, interessieren uns demgemafl nur fiir die Abstammungsstruktur
und verzichten auf eine Spezifikation von Geburtszeitpunkten und Lebensdauern der einzel-
nen Individuen. Jedes Mitglied zeugt am Lebensende unabhangig von allen Vorfahren sowie

anderen Mitgliedern seiner Generation eine zufallige Anzahl von Nachkommen geméafl stets
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derselben Verteilung. Es sei Z,, die Grofle der Population zum Zeitpunkt n, womit die Anzahl
ihrer Mitglieder in der n-ten Generation gemeint ist. Die Z; Mitglieder der Anfangsgeneration
(Urpopulation) bezeichnen wir als Urahnen. Unter diesen Annahmen heiit (Z,),>0 einfacher
Galton- Watson- Verzweigungsprozef$ oder kiirzer Galton- Watson-Prozef. Wir geben als néch-

stes eine formale Definition.

1.1. Definition. Ein Galton- Watson-Prozef§ (GWP) (Z,)n>0 mit Reproduktionsver-
teilung (pj)j>o ist eine (zeitlich homogene) diskrete Markov-Kette mit Zustandsraum Ny und

Ubergangsmatrix P = (pij)i,j>0 der Form

pij = P(Zny1r =jlZn=1i) = p;(i), (1.1)

wobei (p;(i)) die i-fache Faltung von (p;);>0 bezeichnet. Fiir i = 0 bedeutet dies die Dirac-

*(0)

Verteilung in 0, d.h. p;*" = doj, das Kronecker-Symbol.

Fiir unsere weiteren Studien ist es sinnvoll, den ProzeB (Z,,),,>0 in das folgende Standard-
modell einzubetten: Auf einem mefibaren Raum (£2,2() seien W-MaBle P;, i € Ny, sowie Zu-
fallsgrofen Zy und X, i, k,n € N, mit Werten in Ny gegeben. Unter P; gelte Zy = ¢ fast
sicher, und die X, seien stochastisch unabhéngig mit derselben Verteilung (p;);>0. Definiere

rekursiv
anl
def
Zn =) Xk (1.2)
k=1

fiir n > 1, wobei die "leere Summe” wie gewthnlich als 0 vereinbart sei. Dann bildet (Z,,),>0
unter jedem P; einen GWP mit Reproduktionsverteilung (p;) ;>0 und ¢ Urahnen. Die notwendi-
gen Rechnungen fiir einen strengen Beweis sind ebenso wie die Spezifikation eines solchen
Modells

(Q,2, (P;)i>0, (Xnk)kn>15 (Zn)n>0)

problemlos. Wir verzichten darauf, da sie fiir unsere weiteren Betrachtungen keine Rolle spielen.
Fiir eine Einfithrung in die (wenigen) hier ben6tigten Fakten iiber Markov-Ketten einschliellich
des zuvor genannten Standardmodells verweisen wir den Leser auf Kapitel I in [2].

Setzen wir Fy def 0(Zp) und F, df 0(Zo, Xjk,1 < j<mn,k>1)firn>1,so lat sich

die Markov-Eigenschaft (1.1) zu
pij = P(Zuy1=jIF) = ;¥ fs. auf {Z, =1} (1.3)

fiir alle 4,7 € Ny verallgemeinern, wobei ”f.s.” ohne Spezifikation eines speziellen W-Mafles
hier und im folgenden stets "Py-f.s. fiir alle k € Ny” bedeutet. Beachte, dafl Z; unter P; die
Verteilung (p;);>0 besitzt.

Als néchstes notieren wir ohne Beweis eine Eigenschaft, die uns héufig die Beschrankung
auf den Fall eines Urahnen gestattet und die sich leicht aus dem unabhéngigen und verteilungs-

identischen Reproduktionsverhalten der Individuen einer Galton-Watson-Population ergibt.



1. Modellbeschreibung 3

1.2. Lemma. Jeder GWP (Z,,),>0 mit Reproduktionsverteilung (p;)i>o und j Urahnen
st die Summe von j unabhdngigen GWP (Zéi))nzo, 1 < < j, mit derselben Reproduktionsver-

teilung und einem Urahnen. Ist (Z,)n>0 in einem Standardmodell gegeben, folgt insbesondere
Pi((Zn)nz0 € -) = P1((Zn)nzo € -)*Y (1.4)
fur alle 5 € Np.

Will man, gegeben eine Galton-Watson-Population mit einem Urahnen, deren genalogi-
sche Struktur darstellen, etwa um die Stammbéaume beliebiger Mitglieder formal identifizierbar
zu machen, so 1483t sich dies dadurch bewerkstelligen, dafl man die Individuen geeignet markiert
und die Markierungen als Knoten in einem zufilligen Baum, genannt Galton- Watson-Baum
(GWB), auffat. Ublicherweise geschieht dies durch Einbettung in einen sogenannten Ulam-
Harris-Baum mit der Knotenmenge

v = [N,
n>0
wobei NO aus der Wurzel @ besteht und jeder Knoten v = (vi,...,v,) € V\{2}, den man

zumeist kiirzer in der Form vy...v,, schreibt, vermoge des eindeutigen Pfades
g — v — ViU — ... — V1...Up

durch Kanten mit der Wurzel verbunden ist. Mit |v| werde die Lénge (Generation) von v be-

zeichnet, also |vy..v,| = n und speziell |&| = 0. Als weitere iibliche Schreibweise werden wir
def .. . .

UV = Up...Up01...0, fur die Verkettung von zwei Vektoren v = wuy...u,, und v = vy...v,, be-

nutzen

BiLD 1.2. Ausschnitt eines Galton-Watson-Baums

Den GWB GW zu (Z,,),>0 erhilt man nun in kanonischer Weise wie folgt als Teilbaum
von V: Der Urahne wird mit @ markiert, dessen Kinder mit 1, ..., Z;. Bezeichnet X; die An-
zahl der Kinder des Individuums ¢, so erhalten dessen Kinder die Markierung i1,12,...,1.X;.
Im nachsten Schritt erhalten die X;; Nachkommen des Mitglieds ¢j der 2. Generation die
Markierungen ij1, ...,15X;; fir jedes 1 <i < Z; und 1 < j < X;. So fortfahrend, erhélt jedes

Mitglied der n-ten Generation eine Markierung v;...v, € N”, und es bildet dann v;...v,_1 (die
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Markierung von) dessen ”Mutter”, v;...v,,—o (die Markierung von) dessen ” Grofimutter”, usw.
Bild 1.2 veranschaulicht das Vorgehen. Umgekehrt gilt: Bezeichnet {X, : v € V} eine Familie
unabhéngiger, identisch nach (p;);>o verteilter ZufallsgroBen und GW den Teilbaum von V

mit der Knotenmenge
{U{l,.., Xy, }U{vve: 1 < < X, 1 <o < Xp} UL,
so ist dieser ein GWB mit zugehorigem GWP
Z, = {ve GW : |v] =n}|, n>0.

Zudem gilt (vgl. (1.2))
Z, = > X, (1.6)
vEGW ,|v|=n—1
fiur alle n > 1.

Im Fall von mehr als einem Urahnen (Zy > 2) erzeugt jeder dieser Urahnen einen von
den anderen unabhingigen und jeweils identisch verteilten GWB (also eine Kopie), was einmal
mehr aus der Tatsache folgt, dafl alle Individuen unabhangig voneinander und nach derselben
Verteilung Nachkommen erzeugen. Eine prazise Formulerung dieses Resultats und die hierfiir
notwendige Definition von GWB als mefibare Abbildungen auf einem W-Raum geben wir in
Abschnitt I11.2.

2. Erzeugende Funktionen und Momente

Sieht man von der Anzahl der Urahnen einmal ab, so ist das stochastische Verhalten
eines GWP (Z,,),>0 vollstandig durch dessen Reproduktionsverteilung (p;);>o determiniert

und diese wiederum durch ihre erzeugende Funktion (e.F.)

f(s) = ijsj, s e [—1,1]. (2.1)
j=0
Wir werden sehen, dafl viele der nachfolgenden Resultate zu einem wesentlichen Teil auf der
Analyse e.F. beruhen. Thre wichtigsten Eigenschaften sind daher in einem Anhang zu diesem
Kapitel zusammengestellt (L1 auch die Abschnitte 40 und 42 in [1]).
Im folgenden sei (Z,,),,>0 in einem Standardmodell gegeben. Erwartungswert und Varianz

unter P;, i € Ny, werden mit E; bzw. Var; bezeichnet. Statt P1,E;, Var; schreiben wir kiirzer
nur P, E bzw. Var. Offensichtlich gilt

f(s) = Ei(s*) (2.2)

fiir alle i € Ng und k,n € N, insbesondere f(s) = E(s?1). Wir werden als nichstes die e.F.
fn von Z, unter P fiir jedes n € Ny bestimmen. Durch Differentiation erhalten wir daraus

anschlieflend auch EZ,, und Var Z,,. Wir benétigen zunachst das folgende
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2.1. Lemma. Seien T, X1, Xo,... stochastisch unabhdngige Ng-wertige Zufallsgrifien
und X1, Xa, ... ferner identisch verteilt mit gemeinsamer e.F. f. Sei g die e.F. von T. Dann
hat

y = Y X, ( ) auf{T:o}>
j=1
die e.F. E(sY) = g o f(s). Ferner gilt mit y = EX; und 0 = Var X,
EY = puET (2.3)

sowie unter der Voraussetzung ET < oo

VarY = o’ET + u*VarT. 2.4
1

BEwEIs: Unter Benutzung der Annahmen des Lemmas sowie des Multiplikationssatzes
fiir e.F. folgt fiir alle s € [—1,1]

E(s¥) = P(T'=0) + Z/ sX1te X gp
j>17{T=3}

_ ]P)(T:O) + Z]ID(T:j)E(SXl-F...—i—Xj)

= > P(T =) f(s)
>0

= E(f(s)")

= 9(f(s)),

was die erste Behauptung beweist. Die Bezichungen in (2.3) und (2.4) ergeben sich nun leicht

durch Differentiation und Grenziibergang s 7 1. &

Eine Anwendung von Lemma 2.1 liefert uns die e.F. von Z,, unter P = P; sowie den

zugehorigen Erwartungswert und die Varianz. Sei

p=EZ = jp; = f(1) (2.5)

j=21

das sogenannte Reproduktionsmittel, das die erwartete Anzahl von Nachkommen fiir jedes Popu-
lationsmitglied angibt. Beachte, dafl i immer existiert, aber unendlich sein kann. Ist p endlich,

so existiert auch

of = VarZy = Y i’p; — p#F = [+ (- (1) (2.6)

Jj=1

und wird als Reproduktionsvarianz bezeichnet.
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2.2. Satz. Fur allen > 1 gilt: Die e.F. von Z, unter P ist durch
f,o= fo L gy oy (2.7)

gegeben, der zugehorige Erwartungswert durch EZ, = u™ und die zugehorige Varianz durch

n—l(

o?u (" = 1)
, falls 1
VarZ, = w—1 falls p # , (2.8)

no?, falls p=1

sofern p < 0.

Beweis: Fiir alle n > 1 sind Z,,_1, X,,1, X2, ... unter P stochastisch unabhéangig sowie
die X5,k > 1 identisch verteilt mit gemeinsamer e.F. f. Da auflerdem Z, = ijz"l_ "Xk,
folgt aus Lemma 2.1 f, = f,_1 o f fiir alle n > 1 und daraus natiirlich (2.7). Lemma 2.1
impliziert weiter EZ,, = pEZ,_; fir alle n > 1, also EZ,, = p™. Nimmt man p < co an und

setzt W, def u="Zy,, so erhalt man schliellich

2

VarW,, = + VarW,,_1

lun—i-l

fiir alle n > 1 und daraus leicht (2.8). O

3. Die Aussterbewahrscheinlichkeit

Bei der Untersuchung stochastischer Populationsmodelle ist die Wahrscheinlichkeit, mit
der die betrachtete Population ausstirbt, genannt Aussterbewahrscheinlichkeit, natiirlicherweise
von grofilem Interesse. Im Fall eines einfachen GWP’s (Z,,),>¢ mit Reproduktionsverteilung
(p;)j>0 erweist sich deren Berechnung als 16sbares Problem, wie wir im folgenden zeigen werden.

Da das Aussterbeereignis absorbierend ist, d.h. aus Z, = 0 stets Z, . = 0 fiir alle £ > 1
folgt, gilt unter der Annahme eines Standardmodells fiir die Aussterbewahrscheinlichkeit ¢(j)
unter P;

q(j) = Pj<U{Zk :0})

k>0

= lim IP’]( Uiz = 0})
n—oo k:()
= lim P;(Z, =0).

n—oo

Dariiber hinaus liefert Lemma 1.2
P;(Z, =0) = P;(Zz{) =0 fiir alle 1 <i < j) = P(Z, =0)’

fiir alle j,n > 1, d.h. ¢(j) = q(1)?. Es reicht deshalb, das Aussterben von (Z,,),>0 unter P = Py

zu untersuchen, wobei wir statt ¢(1) kiirzer ¢ schreiben werden.
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Aufgrund der trivialen Implikationen

po=0 = q=0;
po+p1=1,0<p <l = g=1

konnen wir uns hiernach auf den Fall
0<po<po+p1 <1 (3.2)

beschranken. Die im vorhergehenden Abschnitt eingefiihrte Notation wird beibehalten. f be-
zeichnet demnach die e.F. von (p;);>0, also Z; unter P = Py, f,, die e.F. von Z,, unter [P sowie
uw=1EZ; = f'(1) das Reproduktionsmittel.

3.1. Satz. Die Aussterbewahrscheinlichkeit q ist der kleinste Fizpunkt von f in [0,1],
d.h. die kleinste Losung der Gleichung f(s) = s in diesem Intervall. Sofern (8.2) gilt, hat f
genau einen Fizpunkt in [0,1), falls p > 1, und keinen, falls p < 1. Damit gilt pp < q < 1,
falls p > 1, und andernfalls ¢ = 1.

BEwEIS: Geméf (3.1) gilt ¢ = lim,, o P(Z,, = 0) = lim,, o fn(0). Da f aulerdem auf
0,1] stetig ist und f,11 = f o f, fir alle n > 1 gilt, folgt

fla) = lim fof,(0) = lim foi1(0) = g

Sei nun a € [0, 1] ein beliebiger Fixpunkt von f. Da alle f,, auf [0, 1] monoton wachsend sind,

erhalten wir
a = f(a) = fala) = fn(0)

fiir alle n > 1, also a > lim,, .o f,(0) = q. Folglich muf} ¢ der kleinste Fixpunkt in [0, 1] sein.

Sei ab jetzt (3.2) vorausgesetzt. Dann ist f geméfl Lemma A.4 streng monoton wachsend
und strikt konvex auf [0,1]. Wir definieren g(s) = f(s) — s und notieren g(0) = py > 0 sowie
g(1) =0.

Wegen f/(s) < f/(1) = p fiir alle s € [0,1) folgt aus u < 1, daB ¢'(s) = f'(s) —1 <0
fiir alle s € [0,1). g ist also streng monoton fallend mit g(0) > 0 = g(1) und ¢ = 1 somit die
einzige Losung von f(s) = s in [0, 1].

Sei nun g > 1. In einer linken Umgebung von 1 wéchst f(s) dann schneller gegen 1
als s selbst, denn ¢’(1) = p—1 > 0 und ¢ ist stetig. Andererseits gilt f(s) > s in einer
rechten Umgebung von 0 wegen ¢g(0) > 0 und der Stetigkeit von g. Unter Verwendung des
Zwischenwertsatzes existiert folglich mindestens ein Fixpunkt s; € (0,1) von f. Nehmen wir
an, es gibe einen zweiten sy € (0,1), 0.B.d.A. s1 < s9 < 1. Wir hétten dann g(s1) = g(s2) =
g(1) = 0, was die Existenz von a,b € (0,1), s1 < a < s2 < b < 1mit ¢'(a) = ¢'(b) =0, d.h.

f'(a) = f'(b) implizierte (Satz von Rolle). Dies aber ist aufgrund der strengen Monotonie von
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BILD 3.1. Erzeugende Funktion in den Fallen "p < 17, 7 =1" und "p > 17.

I (f strikt konvex) ausgeschlossen. ¢ < 1 ist demnach der einzige Fixpunkt von f in [0,1),

und es gilt auflerdem q > pg, weil
q > P(Z1=0) + P(Z,>0,Z2=0) > po + pnpyy
fiir hinreichend grofies n > 1, so dafl p,, > 0. Der Beweis des Satzes ist hiermit vollstandig. <

Bild 3.1 veranschaulicht die Situation fiir die Falle "y < 17,7 =17 und " > 1”. Sofern
@ > 1 und f vollstindig bekannt ist, wird man zunéchst versuchen, die Aussterbewahrschein-
lichkeit ¢ durch Losen der Gleichung f(s) = s explizit zu berechnen. Zwei Spezialfille, in
denen dies moglich ist, werden in I“Jbung 3.4 sowie im nachsten Abschnitt behandelt. Leider
bilden sie Ausnahmen. Man kann ¢ aber immer mittels einer einfachen Iteration von f ap-
proximativ bestimmen und dabei sogar eine exponentielle Konvergenzrate gewahrleisten, wie

das anschlieBende Korollar beweist. Eine Illustration des Vorgehens gibt Bild 3.2.

3.2. Korollar. Unter der Voraussetzung von (3.2) gilt f,.(s) T q fir alle s € [0, q] und
n — oo, und die Konvergenz ist gleichmdflig in s. Fiir s € (q,1) gilt f,(s) | q, falls n — oo,
und die Konvergenz ist gleichmdf$ig auf jedem Kompaktum von (q,1). Ist p > 1, also q € (0,1),
folgt auferdem f'(q) <1 und

0 < g—fals) < f(@)" (3.3)
fir allen > 1 und s € [0,q).

Bewels: Fiir s € [0,q) gilt s < f(s) < f(q) = ¢, da f streng monoton wachsend ist.

Iteriert man diese Ungleichung, so folgt

s < f1(8) < fa(s) < ... < fu(s) < fulq) = q

fiir alle n > 1 und daraus weiter f,(s) T ¢ < g, falls n — co. Da auBerdem

Q= lim fon(s) = f(lm fus)) = F(a).
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BILD 3.2. Approximation von ¢ durch die Iterationsfolge f,(x), n > 0.

andererseits ¢ gemafl vorhergehendem Satz der kleinste Fixpunkt von f ist, mufl ¢ = ¢ gelten.

Die nachgewiesene Konvergenz f,(s) T ¢ ist somit gleichméafig wegen

0 < q_fn(s) S q_fn(o)

fir alle n > 1 und s € [0, q).
Fiir s € (g,1) erhdlt man auf analoge Weise f,(s) | ¢ € [q,1), falls n — oo, wobei ¢
einen Fixpunkt von f bildet. Es folgt wiederum ¢ = ¢, da nach Satz 3.1 kein Fixpunkt € (g, 1)

existiert. Die Konvergenz ist ferner kompakt gleichméaflig, denn

0 < fals)—q < q— fau(t)

fir allen > 1, t € [¢,1) und s € [q, t].
Sei schlielich ¢ > 1 angenommen, so dafl ¢ € (0,1) gem&f Satz 3.1. Aus der strikten
Konvexitat von f folgt

/ f) = fla) _
fia) < Ty L.
Aus demselben Grund gilt
o< I gy

q—fa(s) T4 a— () -
VST _jl;[o q— fj(s) <1

fir alle n > 1 und s € [0, q), was (3.3) beweist. O

Das letzte Ergebnis dieses Abschnitts zeigt die Instabilitdt eines GWP in Form einer

Dichotomie, die man als FEzxplosions-Extinktions-Prinzip bezeichnen kann und die, wie wir
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noch sehen werden, typisch ist fiir Verzweigungsprozesse mit unabhangiger Reproduktion. Sie
steht im Kontrast zum Verhalten biologischer Populationen, die gewohnlich in Verteilung einen
Gleichgewichtszustand mit ihrer Umgebung anstreben ([J [9], Ch. 1).

3.3. Satz. Fireinen GWP (Z,)n>0 sind, sofern py # 1, alle Zustinde k # 0 transient,
und es qilt
q = IP( lim Zn:()) -1 - ]P’( lim Zn:oo>. (3.4)

n—oo n—oo

BeEweEis: Falls p; # 1, folgt fiir alle £k > 1

pE. falls pg > 0
} > 0

P(Z,1i # k fur allei > 1|2, = k) > {
1—ph, falls po =0

und daraus die Transienz aller £ > 1 fiir die Markov-Kette (Z,,),>0. Dies wiederum impliziert
jedoch sofort (3.4). &

Weitere Untersuchungen von (Z,,),>o miissen offensichtlich eine detailliertere Beschrei-
bung von Z,, gegen 0 bzw. co zum Ziel haben, wobei drei qualitativ vollig unterschiedliche Féalle
auftreten: der subkritische Fall " < 17, der superkritische Fall” > 17 und der kritische Fall
" =1" (I Bild 3.3a-c). Entsprechend wird dann auch (Z,,),>o als subkritisch, superkritisch
bzw. kritisch bezeichnet. Inhalt der nachfolgenden Abschnitte bilden die wichtigsten Grenz-
wertsatze fiir diese drei Falle. Der nachste Abschnitt behandelt jedoch zunéchst einen wichtigen

Spezialfall.

[”J'bungen zu Abschnitt 3

Im folgenden gilt weiter die bisher verwendete Notation. Insbesondere bezeichnet ¢ die
Aussterbewahrscheinlichkeit eines GWP (Z,,),,>0 gegeben Z; = 1.

Ubung 3.1. (Zellteilung) Betrachte einen GWP (Z,,),,>o mit Reproduktionsverteilung

(pj);j>0 der speziellen Form
po,p2 >0, p1 €[0,1) und p; =0 sonst (3.5)

Im Fall "p; = 0” kann (Z,),>0 als GroBe einer Zellkultur (oder eines Gewebes) angesehen
werden, deren einzelne Zellen jeweils eine Zeiteinheit leben und sich anschlieend in zwei neue

teilen oder absterben. Bestimmen Sie die Aussterbewahrscheinlichkeit q.

Ijbung 3.2. Zeigen Sie, da8 fiir jeden GWP (Z,,),>0 mit p; # 0 gilt:

Po < g < pio
I—p 1—po—p1

(3.6)



Ubungen zu Abschnitt 3 11

u=0.8
50 T -
40;
30;
20;
10 | Y\%W‘
——
0 3 = T 20 25
u=1
50 T |
40;
30;
I /,
20; ‘
g
. ‘ ,
| ‘4’\1‘-%“‘/,4 ‘
i ’M v\ \ )
10 | ”",A%N@)w‘iﬂ
i )‘K\"Y‘QA\ q ‘
i NASY QN BT
0 3 80 100
50 T
40;
30;
20;
10;
6 D S e

BiLD 3.3a-c. Je 100 Simulationspfade eines GWP’s mit Poissonscher Reproduktionsverteilung
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Ijbung 3.3.  Sei (Zy)n>0 ein superkritischer GWP mit geometrischer Reproduktionsver-
teilung, d.h. p; = (ﬁ)(ﬁ)ﬂ fir alle j € Ny. [Dies ist ein Spezialfall des im néchsten Ab-
schnitt untersuchten Beispiels.] Bestimmen Sie die Aussterbewahrscheinlichkeit ¢ und verglei-
chen Sie diese als Funktion von p durch Eintrag in ein Koordinatensystem mit den Schranken
hi(p) = % und ho(p) = “H—tl in (3.6).

Ubung 3.4. Sei (Zn)n>0 ein superkritischer GWP mit Poissonscher Reproduktionsver-
teilung, d.h. p; = e_‘”;.—j fiir alle j € Np.

(a) Zeigen Sie, dafl ¢ < % und f'(q) < f’(%) < 1. [Damit hat man unter Hinweis auf

Korollar 3.2 auch eine explizite obere Schranke, namlich f’ (%)", fiir die Abweichung der

Iterationsfolge f,,(0) von ¢q.] Vergleichen Sie hs(u) = % mit den Schranken hq(u) =

1_6;% und ho(p) =
(Bereich 1 < p < 4).

(b) Berechnen Sie mittels Iteration auf einem PC die Aussterbewahrscheinlichkeit ¢ bis auf

# in (3.6) durch Eintragen in ein Koordinatensystem

10~* Genauigkeit fiir die Falle ¢ = 1.1, 1.2,..., 3.0, und tragen Sie ¢ als Funktion von u

zu den Schranken h;(u), ¢ = 1,2,3, in das Koordinatensystem ein.

ﬂ'bung 3.5. Sei (Z,,)n>0 ein superkritischer GWP mit binomialer Reproduktionsver-
teilung, d.h. p; = (?)(%)3(1 — B)n=3 fiir 0 < j < n und p; = 0 sonst, wobei 1 < p < n.
(a) Zeigen Sie, dal wie zuvor ¢ < % gilt, dal aber f/( i) > 1 fiir hinreichend kleine p > 1.
(b) Berechnen Sie mittels Iteration auf einem PC die Aussterbewahrscheinlichkeit ¢ bis auf
10~% Genauigkeit fiir n = 3 und p = 1.1, 1.2,..., 2.0. Tragen Sie ¢ als Funktion von

mit den Schranken

I R -ty
B e B (R U ) (e

ha ()

aus (3.6) sowie hz(u) = % in ein Koordinatensystem ein (Bereich 1 < p < 2).

(c) Erstellen Sie ein entsprechendes Schaubild fiir den Fall "n = 2”7 (Bereich 1 < p < 2). [q

ist hier aus Ubung 3.1 explizit bekannt und stimmt mit hy(p) iiberein.]

Ubung 3.6. Zeigen oder widerlegen Sie, daf fiir jeden superkritischen GWP (Zn)n>0

die Ungleichung ¢ < % aus den vorhergehenden Ubungen erfiillt ist.

Ubung 3.7.  Sei (Zy)n>0 ein GWP mit Reproduktionsverteilung p; fiir alle

_ 1
- DG +2)
J € No. Bestimmen Sie die e.F. f von (p;);>0 sowie mittels Iteration die zugehorige Ausster-

bewahrscheinlichkeit q.

ﬁbung 3.8. Zeigen oder widerlegen Sie: Zwei superkritische GWP mit gleichem Repro-
duktionsmittel und gleicher Aussterbewahrscheinlichkeit (bei einem Urahnen) besitzen bereits
dieselbe Reproduktionsverteilung. [Beachte, dafl diese Behauptung fiir zwei kritische GWP tri-

vialerweise falsch ist.]
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Ubung 3.9. Es sei (Z,(k))n>o fiir jedes k > 1 ein GWP mit Reproduktionsverteilung
(pj(k))j>o und Aussterbewahrscheinlichkeit g(k) bei einem Urahnen. Sei (Z,),>0 ein wei-
terer GWP mit Reproduktionsverteilung (p;);>0 und Aussterbewahrscheinlichkeit ¢ bei einem
Urahnen. Zeigen Sie:

lim p;(k) = p;firalej >0 = lim ¢(k) = q. (3.7)

k—oo k—oo

Aus der schwachen Konvergenz der Reproduktionsverteilungen folgt also stets die Konvergenz

der zugehorigen Aussterbewahrscheinlichkeiten.

4. Die gebrochen-rationale Reproduktionsverteilung

Die folgende Reproduktionsverteilung, die aufgrund der Form (4.2) ihrer e.F. f als gebro-
chen-rational bezeichnet wird, bildet eines der wenigen Beispiele nicht-trivialer Natur, in denen
alle Iterationen f,, n > 1, von f explizit bestimmt werden kann. Zu beliebig vorgegebenen

Parametern b,p € (0,1),b+ p < 1 seien

1—-b—0p

— (4.1)

pe=bp" " firkeN und po=1-> pp=
E>1

Fiir b = p(1 — p) erhélt man die wohlbekannte geometrische Verteilung mit Parameter 1 — p
[NB(1,1 — p)-Verteilung]. Die e.F. f von (p;);>0 ergibt sich zu

b bs

=1- 4.2
(s) R (42)
wie man leicht nachrechnet, und das zugehorige Reproduktionsmittel p als
b
= — 4.3

Wir notieren, dafl f als Potenzreihe den Konvergenzradius ]l? > 1 besitzt. Da (4.2) noch keine
brauchbare Beziehung zur Berechnung der f,, bildet, werden wir jetzt einige Umformungen

durchfithren. Fiir beliebige Punkte u, v < 1—1) ist

f(S)—f(U> — S—U.l—p’v’ (44)
F6)—f(0)  s—v 1-pu
und es gilt im Anschluf}, u,v geschickt zu wéhlen. Dazu seien 1 und ¢ die beiden Fixpunkte
von f, die moglicherweise auch zusammenfallen kénnen. In der Tat gilt § = 1, falls p = 1,
wahrend  =¢ < 1, falls p > 1, und ¢ =1 < g, falls p < 1.

Sei im folgenden p # 1 angenommen. Wahlt man dann v = ¢ und v = 1 in (4.4), so

1-p _ hm(f(s)—é)(f(ﬁ)—l)_l _ % _ 1 (4.5)

1—pg sT1 s—q s—1 (1) 1

ergibt sich
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und damit in (4.4)

f8)=d4 _ s-4q (4.6)
fs) =1~ u(s—1)

Diese Beziehung 148t sich nun leicht iterieren, und man erhalt
f’l’L(S)_q _ sS—4q (47)
fals) =1 pr(s—1)

fiir alle n > 1. Lost man schlielich nach f,(s) auf, folgt [fir u # 1]

fo) = 1= () (575) (48)

pt—=q 1—(“:_{>s
T

fiir alle n > 1. Im Fall ”p > 1”7 implizieren (4.3) und (4.5) auflerdem

. 1-b—p Po
¢=q=—r_R (4.9)

(1-p)p p
Zwischen den Paaren (u,q) € (1,00)x[0,1) und (p,b) € (0,1)?, b+p < 1 besteht eine Bijektion,
d.h. fiir jedes Reproduktionsmittel ;1 > 1 und jede Aussterbewahrscheinlichkeit ¢ < 1 existiert
genau eine Reproduktionsverteilung vom gebrochen-rationalen Typ (4.1) mit Mittelwert p und

zugehoriger Aussterbewahrscheinlichkeit g. Aus (4.3) und (4.9) folgt némlich leicht

p—1 p(l —q)?
p=—— und b = ——. 4.10
n—q (b —aq)? (410

Falls u =1, gilt b= (1 — p)? gemiB (4.3), und man erhilt direkt aus (4.2)
p—(2p—1)s
= = 7 4.11
fs) = P (.11)
Eine Iteration dieser Beziehung liefert schlie3lich

fuls) = “p= et Dp = s (4.12)

(n—1)p+1—mnps
fir alle n > 1.

Basierend auf dem Zensus der Vereinigten Staaten von 1920, untersuchte Lotka [11]-[13]
die Aussterbewahrscheinlichkeit weiler amerikanischer Familien unter Beschrankung auf die
mannlichen Vertreter. Er fand heraus, dafl die empirischen Reproduktionswahrscheinlichkeiten
sich gut durch eine gebrochen-rationale Verteilung annahern lassen bei Wahl der Parameter
b= 0.2126 und p = 0.5893 [= py = 0.4825]. Diese Werte finden sich in seiner Arbeit [13] von
1939 und differieren leicht von denen der beiden fritheren Beitrage. Legt man als Modell einen
GWP zugrunde, so liefert die Theorie als Aussterbewahrscheinlichkeit ¢ = 0.819.
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ﬂ'bungen zu Abschnitt 4

ﬂbung 4.1. Es seien f eine e.F., f, ihre n-te Iteration und h eine auf [0, 1] injektive
Funktion derart, dafl g ©fp-10 f oh wieder eine e.F. bildet. Zeigen Sie, daf3 die n-te Iteration

von g durch g, = h~' o f, o h gegeben ist.
Ubung 4.2. Als Anwendung der vorhergehenden Ubung seien f(s) = m fiir ein
p > 1 und h(s) = s* fiir ein k € N. Zeigen Sie, da8 f und g = h~! o f o h e.F. bilden und daf

S

gn(s) = = G — D) (4.13)

fur alle n > 1.

Ubung 4.3. Sei f(s) =1 —p(1 — s)® fiir beliebige p, a € (0,1). Zeigen Sie, daB f eine
e.F. definiert mit Iterationen

n

fuls) = 1—pltatata™ 1 _ g (4.14)

fur alle n > 1.

5. Ein Martingal und erste Grenzwertsatze

Das Hauptresultat dieses Abschnitts ist der Beweis eines ersten Grenzwertsatzes fiir GWP
(Zyn)n>0 unter Anwendung des Martingal-Konvergenzsatzes auf W,, = p="Z,, n > 0. Daf
(Wpn)n>0 ein Martingal bildet, wurde implizit schon in Satz 2.2 zur Berechnung von Var Z,
benutzt. Im folgenden werden die Bezeichnungen aus den fritheren Abschnitten beibehalten.
(Zn)n>0 sel stets in einem Standardmodell gegeben, und wir erinnern daran, da§ Fy = o(Z),
Fn =0(Zy, Xji,1 <j<n,k>1)firn>1sowie Foo = 0(Up>0F,). Fiir eine Einfiihrung
in die Martingaltheorie (in diskreter Zeit) einschliefllich des fundamentalen Konvergenzsatzes

verweisen wir den Leser auf [2], Kapitel III.

5.1. Satz. Sofern 0 < p < oo, bildet Wy, = p="Z,,, n > 0 unter jedem P;, i > 0, ein
nichtnegatives Martingal bzgl. (Fy)n>0, und es existiert eine nichtnegative Zufallsgrofse W, so
daff E;W < i und

lim W,, = W P;-fs. (5.1)
fur alle i > 0. Ferner gilt
P;(We-) = Py(We.)® (5.2)

fiir alle i > 0, insbesondere Py(W = 0) = P1(W = 0)°.

BEWEIS: Sei 0 < p < oo. Geméf (1.2) gilt fiir jedes n > 1

Zn—l
Zn = E Xnk:7
k=1
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wobei Z,,_1 F,_i1-meBbar und die X,,;, k > 1 stochastisch unabhéangig von F,,_; mit gemein-

samer Verteilung (p;);>o0. Es folgt deshalb fiir alle i > 0
E(an:'n,l) = anl Elzl = anl M Pi—f.s.

und daraus offensichtlich, da§ (W,,),>¢ unter jedem P; ein nichtnegatives Martingal bzgl.
(Fn)n>0 bildet. Da jedes nichtnegative Martingal trivialerweise £;-beschrénkt ist, folgt weiter
(5.1) unter Anwendung des Martingal-Konvergenzsatzes. Fatous Lemma impliziert schlief8lich

E,W = E;liminf W,, < liminf E;W,, = E;W, = 1

n—oo n—oo

fiir alle ¢ > 0. Der Beweis von (5.2) bleibt dem Leser iiberlassen und bildet Ubung 5.1. &

Der Wert des vorhergehenden Satzes ist relativ beschréankt, weil er nur auf {W > 0} eine
befriedigende Auskunft iiber das Wachstum von Z,, liefert. Zudem hat dieses Ereignis im Fall

"u<1,p1 #1”7 wegen ¢ = 1 unter jedem P; die Wahrscheinlichkeit 0, und es gilt ferner stets
{Z, -0} = {Z,=0ftreinn>1} C {W =0} P;fs. (5.3)

Bleibt also nur der superkritische Fall. Zwar sichert (5.3) hier {W > 0} C {Z,, — oo} P;-fs.,
doch um p™ als richtige Normalisierung fiir Z,, auszuweisen, bedarf es der starkeren Eigenschaft
{W >0} ={Z, — oo} P;-f:s. oder gleichbedeutend

Pi(Z, — o0) = P;(W > 0) (5.4)

fiir alle ¢ > 0, die i.a. nicht zu gelten braucht, wie wir noch sehen werden. Eine genauere Aus-

kunft in Form einer Dichotomie gibt das folgende

5.2. Lemma. (a) Entweder gilt W = 0 P;-f.s. fir alle i > 0 oder (5.4), d.h. die Er-
eignisse {W > 0} und {Z,, — oo} stimmen P;-f.s. dberein.
(b) Falls i <1 und py # 1, folgt W =0 P;-f.s. fiir alle i > 0.

BEWEIS: (a) Sei p(i) & P;(W = 0) fiir i > 0. Aus p(i) = p(1)* < 1 fiir ein i > 1 folgt
dann p(1) < 1 und somit p(j) < 1 fiir alle j > 1. Wir definieren Y,, = P(W = 0|F,) fiir n > 0.
Da {W = 0} € Fx und (Y,)n>0 unter P; ein nichtnegatives, beschrénktes Martingal bzgl.
(Fn)n>o bildet, folgt (L Satz 22.3 in [2])

n—oo
Fiir beliebig fixiertes n > 0 gilt nun

Zn

Zovi = 2", k20
j=1
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wobei die (Z]ij ))kzo, 1< j < Z,, unter jedem IP; bedingt unter F,, stochastisch unabhéangige
Kopien von (Z,,),>0 unter P; definieren. Mit Wk(:j) def Z,gj) und W) = def limy oo W(J) erhalten
wir deshalb

Zn,
1
W= lim Wy = lim — § :W(J) _ _Z W),
k—oo H n
j=1 j=1
und die W), 1 < j < Z,, bilden bedingt unter F,, unabhingige Kopien von W. Damit folgt

unter Beactung der Markov-Eigenschaft von (Z,,),>0

1 & .
P(W = 0|F,) = P(M—n > W = O‘Zn)
j=1

= P(WW =0,1<j< Zn|Zyn)
= p(1)%» P;-fs.

fiir jedes n > 0 und schliefflich unter Benutzung von Satz 3.3

1{W:O} = lim P(W:OL'Fn)

n—oo

= lim P(W =0|2,)

n—oo

= lim p(1)%"

n—oo

= 1{Zn*>0} Pi—f.s.,

was offensichtlich (a) beweist.
(b) Hier ist wegen ¢ = 1 ([ Satz 3.1) und somit W = 0 P;-f.s. fiir alle i > 0 nichts mehr

7Zu zeigen. %

5.3. Bemerkung. Wé&hlt man statt (u™),>0 eine andere Normalisierungsfolge (k )n>0
derart, da8 W,, = k,; 17, unter jedem IP;, i > 0, fast sicher konvergiert und lim,,_, k > 0,

so bleiben die Aussagen von Lemma 5.2 unverandert giiltig.

Mit Blick auf Lemma 5.2 bedarf es im superkritischen Fall, in dem Explosion unter jedem
P; mit positiver Wahrscheinlichkeit eintritt, einer eingehenderen Untersuchung. Unser Ziel ist,
eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Giiltigkeit von (5.4) anzugeben, was ein
keineswegs einfaches Problem darstellt und im nachsten Abschnitt ausfiihrlich behandelt wird.
Zuvor geben wir jedoch eine hinreichende Bedingung im folgenden Satz. Unter Hinweis auf
(5.2) konnen wir uns bei seiner Formulierung auf den Fall eines Urahnen beschrinken. Wir
schreiben wie schon frither P, E, Var anstelle von Py, E; bzw. Var;. Ferner sei 02 = Var Z; die
Reproduktionsvarianz und W = W),

5.4. Satz. Fualls1 < p < oo und 0? < oo, gilt:

lim E(W,, —W)* = 0. (5.5)

n—oo
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0.2

EW =1 wund VarW=——-—. 5.6
p(p—1) (56)

BEWEIS: Falls 02 < oo, gilt gemiB (2.7) in Satz 2.2

EZ2 VarZ, + {EZ,}? _ o2(1—p™m)

EW7 = = +1 5.8
p2n 2 p(p —1) (58)
fiir alle n > 0 und folglich
02
sup EW? = lim EW? = ——— +1 < oo, (5.9)
n>0 n—00 p(p—1)

d.h. (Wy,)n>0 ist £o-beschréankt. Sowohl (5.5) als auch lim,, .o EW] = EW" fiir r = 1, 2 folgen
deshalb aus Satz 22.7 in [2]. (5.6) ergibt sich aus EW,, = 1 zusammen mit (5.9). EW =1
impliziert natiirlich P(W > 0) > 0, so da8 (5.7) eine Konsequenz von (5.4) bildet. O

[”J'bungen zu Abschnitt 5

ﬂ'bung 5.1. Essei (Z,)n>0 ein GWP in einem Standardmodell und (k,,),>¢ eine Nor-
malisierungsfolge, so dal W,, = k1 Z,, unter jedem IP; (i > 0) fast sicher gegen eine Zufallsgrofe
W konvergiert. Zeigen Sie, dafl dann (5.2) gilt.

6. Der superkritische Fall:
Zwei Satze von Heyde-Seneta und Kesten-Stigum

In diesem Abschnitt sei (Z,),>0 stets ein superkritischer GWP in einem kanonischen
Modell mit nicht-degenerierter Reproduktionsverteilung (p;);>0, d.h. VarZ; > 0, und endli-
chem Reproduktionsmittel p. Die Bezeichnungen der fritheren Abschnitte behalten wir natiir-
lich bei. f ist folglich die e.F. von (p;);>0, ¢ die Aussterbewahrscheinlichkeit unter P = Py,
W, = pu="Z, fiir n > 0 and W dessen fast sicherer Limes unter P. Nach den Ausfiihrungen
im vorigen Abschnitt sollte klar sein, dafl es ausreicht, das asymptotische Verhalten von Z,
unter P zu untersuchen, d.h. bei Annahme eines Urahnen. Es folgen die beiden beriihmtesten

Grenzwertsatze fiir superkritische GWP, die es anschliefend zu beweisen gilt.

6.1. Satz (Heyde, Seneta). Unter den obigen Annahmen existieren positive ky,n > 0,
so dafy kny1/kn — p und WX def k17, P-f.s. gegen einen nicht-degenerierten Limes W*

konvergiert, der P(W* > 0) = P(Z,, — o0) = 1 — q erfillt. Ferner gilt

0, fall
Zn = { - Jalls v > p P-f.s. auf {Z, — oo}. (6.1)

00, falls 0 < v <



6. Der superkritische Fall: Zwei Satze von Heyde, Seneta und Kesten, Stigum 19

6.2. Satz (Kesten, Stigum). Unter den obigen Annahmen sind die folgenden Aussa-

gen aquivalent:

P(W > 0) > 0, (6.2)
EW =1, (6.3)
Tim E[W, —W| = 0, (6.4)
(Wi )n>o0 ist gleichgradig integrierbar, (6.5)

(6.6)

Esup W, < oo,
n>0

EZilogZ1 = » prkloghk < oo. (ZlogZ)
E>1

6.3. Bemerkungen. (a) Eine einfache Uberlegung unter Benutzung von Satz 6.1 zeigt,
dafl der nicht-degenerierte Limes eines normalisierten GWP bis auf eine multiplikative Kon-
stante eindeutig ist. Insbesondere impliziert (ZlogZ) W* = ¢W P-f.s. fiir ein ¢ € (0, 00).

(b) Die wichtigsten Fakten tiber gleichgradige Integrierbarkeit findet der Leser in [1],
Abschnitt 50.

Der Beweis von Satz 6.1 basiert erneut auf einem Martingal-Argument und wird durch
Lemma 6.4 weiter unten vorbereitet. Was Satz 6.2 betrifft, so folgen die Implikationen ” (6.6) =
(6.5) = ... = (6.2)” mit Hilfe von Standardargumenten der W-Theorie, was die notwendige
Arbeit auf den Nachweis von ”(6.1) = (6.6)” reduziert sowie den der Aquivalenz ”(6.1) <
(ZlogZ)”, die im wesentlichen aus Lemma 6.5 folgt.

Da f eine konvexe, streng monoton wachsende und bijektive Funktion auf [g, 1] bildet,
def

existiert ihre Inverse ¢ = f~! : [q,1] — [g, 1], die konkav und wiederum streng monoton
wachsend ist mit g(¢) = ¢ (L Bild 6.1). Sei g, def ¢°™ fiir n > 1 und go def idpg,17. Es folgt
gn = f,71, wie man sofort einsieht. Fiir n > 0 und s € [g, 1] definieren wir

Xn(s) = gnls)? (6.7)

und behaupten

6.4. Lemma. Fir jedes s € [q,1] definiert (X,,(s))n>0 ein Martingal bzgl. (F,,)n>0 mit
Werten in [0,1] und konvergiert P-f.s. und in £,, p > 1, gegen eine Zufallsgrofie Xoo(s), die
fir s € (q,1) nicht f.s. konstant ist.

Beweis: Dafl (X,,(s))n>0 ein Martingal bildet, folgt aus

Zn—1 X,
nj

E(Xn(s)|Fa1) = E(gn@ﬂjl

= (E(gn(s)%1)) "

Zn1>
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1

0.5

q 05 1

BIiLD 6.1. Erzeugende Funktion f und ihre Inverse g
= fogn(s)zn_l

= Xp-1(s) P-fs.

fiir alle n > 1. Es ist offensichtlich [0,1]-wertig, also beschrankt, und konvergiert deshalb sowohl
P-f.s. als auch in £, fiir alle p > 1 gemé&f Satz 22.7 in [2]. Insbesondere gilt

EXw(s) = EXo(s) = go(s) = s

fiir alle s € [g,1]. Da weiter (X2(s))n>0 ein Submartingal bildet (Ll Korollar 19.4 in [2]) und
Var Z; > 0, folglich Var X;(s) = Varg(s)?* > 0 fiir alle s € {t € [¢,1] : 0 < g(t) < 1} D (¢, 1),

liefert die Jensensche Ungleichung

EX2(s) > EX2(s) > (EXy(s))”

und damit Var X (s) > Var X;(s) > 0. O
Definieren wir nun
cn(s) = —loggn(s) und Y(s) = —log X (s) (6.8)

fir s € (¢,1) und n > 0, so sichert Lemma 6.4, daf Y (s) nichtnegativ und nicht f.s. konstant
ist und daf
cn(8)Z, =log X, (s) — Y(s) P-fs. (n— o0). (6.9)

Bis zu dieser Stelle ist allerdings P(Y (s) = oo0) > 0 nicht ausgeschlossen.

BEWEIS VON SATZ 6.1: Aus g(s) > s fiir s € [¢,1] (J Bild 6.1) schlieflen wir g, =

g°(" 1 goo fiir n — 0o, wobei

Joo(q@) =q und goo(s) =1 fir s € (¢, 1].
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Letzteres gilt, weil g (s) < 1 fiir ein s € (¢, 1) zusammen mit Korollar 3.2 den Widerspruch

s = lim fhoogn(s) < lim f,o0gx(s) = ¢

n—oo

implizieren wiirde. Da —logx ~ 1 — x, falls x T 1, folgt nun

cn(s) = —log (1 - (1- gn(s))) ~ 1—gu(s)
und dann in Kombination mit hmsTl 9 ( ) = ¢ (1) =p!

lm 08 gy 1) 1 (6.10)
A (s T R T g () n

fir alle s € (¢,1).

Als néchstes zeigen wir, dafl Y (s) fir jedes s € (¢,1) P-f.s. endlich ist. Wir erhalten
unter Benutzung von (6.10), der Markov-Eigenschaft fiir (Z,,),,>0 sowie Lemma 1.2 (mit seiner
Notation Z, = Z\" + ... + ZY) unter P;)

Ds def P(Y(s) <o0) = Zp] (nh—{go en(8)Z, < oo‘Zl = j)

>0

= ij ( 11m cn-1(8)Zn <oo‘Zl_])
>0

= ij ( hm cn—1(8)Zn—1 <OO>
>0

— Zp] ( hm Cn—1(s )Z,,(Lil1 <ooff1r1§@'§j>
>0

— ij ( hm Cn-1(8)Zn—1 <oo>J
>0

= ) pP(Y(s) < 00)
j=0

= f(ps)

fiir s € (¢, 1). Eine analoge Rechnung fiir 7, oo P(Y (s) = 0) zeigt ns = f(n,) fir alle s € (q,1),
so dafl ps, ns beide Fixpunkte von f bilden und folglich entweder mit g oder 1 iibereinstimmen.

Da Y (s) aber nicht f.s. konstant ist, folgt ns = ¢, wohingegen
¢ < s = EXo(s) = E(e¥®)) < p,

ps = 1 liefert.

Nach dem bisher Gezeigten kénnen wir (ky)n>0 = (¢n(8)™1)n>0 fiir beliebiges s € (g, 1)
wihlen und erhalten k11 /k, — p (gemifl (6.10)) und die P-f.s. Konvergenz von W* = k17,
gegen den nicht-degenerierten Limes W* = Y (s), der P(W* = 0) = n, = ¢ erfiillt (dies folgt

auch mit der Bemerkung nach Lemma 5.2).
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Fiir die noch unbewiesene Behauptung (6.1) notieren wir zuerst, dafl die P-f.s. Konvergenz
von W, gegen eine endliche Zufallsgrofle v="7,, — 0 P-f.s. fiir v > p impliziert. Es bleibt
deshalb nur der Fall "v € (0, )” zu untersuchen. Aus

ko1 /v H

folgt aber leicht v~ "k,, — oo und damit auf {lim,, .., Z,, = oo} = {lim,, . k,'Z, > 0}

Zn k
lim —% = lim - %2 = oo P-fs.
n—oo YN n—oo k, U
Der Beweis von Satz 6.1 ist nunmehr vollstandig. &

Der Beweis von Satz 6.2, genauer von ” (6.2) < (ZlogZ)”, basiert im wesentlichen auf dem
anschliefenden Lemma, fiir das wir zuerst einige Voriiberlegungen anstellen: Eine Entwicklung

1. Ordnung von f an der Stelle 1 ergibt

f(s) =1 — p(l—s) + r(s)(1—s) (6.11)
fiir s € (—1,1), wobei r(s) durch
def 1—f(s)
- A 1-s5
gegeben ist und die Eigenschaften

r(q) = p—1 (dag<1),

r(1) lsl%rll r(s) = 0, (6.12)

r'(s) <0 firse0,1),

besitzt, wie man leicht nachweist.

Ersetzen wir s durch ¢(s) in (6.11), so folgt nach einfacher Rechnung

1=g(s) _ 1(1_L£/<s»>)‘1

_ 1
— " ? (6.13)

fiir s € (¢,1). Nochmaliges Ersetzen von s durch g, _1(s) fiir beliebiges n > 1 liefert dann

Logn(s) _ 1 (1 _ %)1 (6.14)

1—gna(s) n f
und damit )
L—ga(s) _ 77 _1-gils) _ 1 Crogi(s)\)
T = ]1;[1 ) (H (1 P )) (6.15)

fir s € (¢,1) und n > 1.
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6.5. Lemma. Fir jedes ¢ € (0,1) bilden r(1—3%) < oo und (ZlogZ) dquivalente

Bedingungen.

BeEWEIS: Sei ar, = P(Z1 > k) = 3, , pj fiir k£ > 0. Wir erinnern daran, daf§ u =
> k>0 Gk Es gilt

r(s) = n—Y, (1 - ijsj)sk

k>0 7>0
SEEDIED W) B
k>0 k>0j5>k
= M—Zsk-l-Z(l—aj)sj
k>0 720
= M—Zaij
Jj=20

fiir s € (0,1). Setzt man o = —log4, folgt fiir j > 2

r(1—6) + /jr(l—e—w) o > iru—(sk)

AV
=~
QIr »\; I
=
—_
m|
9
g
S—
oW
S

Damit gilt

dr(l-d") <o & /01{(—ids<m.

k>1

Als nachstes erhalten wir

1
r(s) AW
0 < /0 1_Sds /0k>0(u—Zaj37>s ds

7>0

/ S0y Sk — 57

i>1 k>0

/ > a; Zs ds (6.16)

7j>1

Sbot

7j>1

= Zaj log 7,

j=1

wobei > . xp, <> o Y, bedeutet, dafi die beiden Reihen entweder gemeinsam endlich oder

gemeinsam unendlich sind. Um schlieBlich noch zu einzusehen, daf die letzte Summe in (6.16)
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genau dann konvergiert, wenn (ZlogZ) giiltig ist, geniigt der Hinweis, dafl unter Benutzung

einer wohlbekannten Integrationsformel (L] Satz 19.13 in [1])
EZi(logZ; — 1) = / logt P(Zy > t) dt =< Zaj log j
0 i>1
gilt. %
BEWEIS VON SATZ 6.2: Wie schon im Anschluff an den Satz bemerkt, kénnen wir uns

auf den Nachweis von ”(6.2) < (ZlogZ)” und ”(6.2) = (6.6)” beschranken. Was die erste der

beiden Aussagen betrifft, zeigen wir zunéchst die Aquivalenz von (ZlogZ) mit

lim p"c,(s) < oo (6.17)

n—oo

fir s € (¢,1). Da pu"c,(s) ~ pu™(1 — gu(s)) fir n — oo, ist (6.17) unter Hinweis auf (6.15)

H(l—w> > 0

n>1 H

aquivalent zu

fiir s € (¢, 1), und diese Aussage wiederum zu

Y log <1 - M) =Y rogu(s) < oo (6.18)
n>1 H n>1
fir s € (q,1).

Sei nun ein beliebiges sg € (q,1) gewahlt derart, dafi ug def g'(s0)™! > 1. Aufgrund der
Konkavitat von g folgt

1196 1

H 1—s o
fir alle s € [sp,1). gn(So) > so und g, T implizieren ferner g, ([so,1]) C [so, 1] fiir alle n, so

dafl per Iteration und einfacher Algebra
L= g (1= 5) < guls) < 1—p"(1—s) (6.19)

fiir alle s € [sg,1), n > 0. Fiir s € (q,50) kann man stets ein k = k; > 1 wéhlen, so daf
gn(s) > sg fir alle n > k. Folglich impliziert (6.19) fir s € (¢,s9) and n > k

L=y (1= gk(s) < gnls) < 1—p (1= gi(s)). (6.20)

(6.19) und (6.20) zeigen offensichtlich, daf fir jedes s € (¢,1) Zahlen a,b € (0,1), k € N

(abhéngig von s) existieren, so dafl
1—a" < gu(s) < 1-0" (6.21)

fiir alle n > k. Unter Hinweis auf Lemma 6.5 folgt schlieBlich die Aquivalenz von (ZlogZ) und
(6.18).
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Zum Nachweis der Aquivalenz von (6.2) und (6.17) schreiben wir

cn(8)Zn

W, =
pren(s)

und notieren, dafl der P-f.s. Limes W offensichtlich genau dann nicht-degeneriert ist, wenn
(6.17) vorliegt.

Wenden wir uns nun dem Beweis von ”(6.2) = (6.6)” zu. Wl(l), W2(1), ... seien unabhéan-
gige Kopien von W. Wir notieren, daf (6.2) EW € (0,00) impliziert, und erinnern daran,
daB W) den P;-f.s. Limes von W,, bezeichnet, d.h. W = WM und daB P;(WW) € .) =
]P’(Wl(l) +... —1—Wj(1) € -) fiir alle j > 1. Fiir beliebiges a € (0, EW) existieren nach dem starken
Gesetz der groflen Zahlen m € N und b > 0, so daf

tu™
P(ZWZ@ > at,u”) > b

=1

fiir alle t > 1 und n > m. Es folgt fir alle t > 1

P(W > at) > ]P(W > at, sup W,, > t)

n>m
= Z IP(W> at, W,, > t, max W, < t)
m<k<n
n>m
-3 ¥ ]P’( lim =07, > at|Z, :j) P(Zn —j, max W< t)
it k—oo m<k<n
— Z Z IP’j< lim p %7, > at,u”) P(Zn =7, max Wj < t)
. k—o0 m<k<n
n>m j>tu"
tu”
(1) n -
> , = <
> Z Z P(ZWZ > atp )P(Zn j,mrggiank _t)
n>m j>tpn =1
> bIP’( sup W, > t),
n>m

und dies liefert weiter das gewiinschte Ergebnis mittels

Esup W, < m + Esup W,
n>0 n>m

= m + /OOOIP’<sup Wn>t> dt

n>m

< (m+1) + %/ P(W > at) dt
1

EW
< (m+1) + — < oo ¢
ab
Es gibt einen, zumindest auf den ersten Blick, kuriosen Aspekt der beiden soeben bewiese-
nen Satze. Wir haben gesehen, daf} ein superkritischer GWP (Z,,),>0 mit Reproduktionsmittel
w auf {Z, — oo} wie p™ wichst, sofern (ZlogZ) vorliegt. Ist dies jedoch nicht der Fall, hat
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die Normalisierungsfolge (ky,),>0 in Satz 6.1 die Eigenschaft lim,, ="k, = 0, d.h. Z,, wéchst
langsamer als p" auf {Z,, — oo}. Andererseits impliziert die Verletzung von (ZlogZ) ein
langsameres Abfallen der Wahrscheinlichkeiten p; gegen 0 fiir j — oo, was wiederum eher fiir
ein starkes Wachstum als u™ zu sprechen scheint. Das folgende Lemma, dessen Beweis I"Jbung

6.1 bildet, dient zur Klarung des iiberraschenden Phanomens.

6.6. Antipoden-Lemma. FEs seien (Z,)n>0 und (Zn)nZO zwei GWP mit demselben
2

Reproduktionsmittel j, Reproduktionsvarianzen o? bzw. 6% sowie Reproduktionsverteilungen

(pj)j>o0 bzw. (pj)j>o0, fir die

P(Zy>k) = > pj <> b5 = P(Z1>k) (6.22)
Jjzk Jjzk

fur alle k > 2 gelte bei strikter Ungleichung fir mindestens ein k. Die zugehorigen e.F. seien

mit f, f, die zugehdorigen Aussterbewahrscheinlichkeiten mit q,§ bezeichnet. Dann folgt

f(s) < f(s) (6.23)

fiir alle s € [0,1), insbesondere py < py sowie q < q, falls u > 1. Ferner gilt py > p1 sowie

0% < 5% mit strikter Ungleichung, falls 0% < co.

Das Lemma zeigt, dafl von zwei Populationen mit demselben Reproduktionsmittel in der-
jenigen, deren Mitglieder mit groflerer Wahrscheinlichkeit 2 und mehr Kinder zeugen, auch mit
groflerer Wahrscheinlichkeit kinderlose Mitglieder vorkommen, und daf§ dies - im superkriti-
schen Fall - auch eine hohere Aussterbenswahrscheinlichkeit nach sich zieht. Bedenkt man, dafl
jede Population den beiden antipodischen Kraften ”Extinktion” und ”Explosion” ausgesetzt
ist, so 1aBt sich Lemma 6.6 weitergehend wie folgt interpretieren: Bei Festhalten des Reproduk-
tionsmittels erzwingt ein Verstarken der einen Kraft stets ein Verstarken ihrer Antipode, wobei
sich mit zunehmender Konkurrenz das Aussterben als starkere Kraft erweist. In der Tat zeigt
eine Kombination von Lemma 6.6 mit dem, was wir davor bemerkt haben, dafl im Fall einer
Verletzung der Bedingung (ZlogZ) selbst im Fall der Explosion die Tendenz zum Aussterben
sichtbar vorhanden bleibt, indem sich die Wachstumsrate von p™ auf ein k,, = o(u™) verringert.

Obgleich die Verteilung von W* in Satz 6.1, d.h. von W bei Vorliegen von (ZlogZ), i.a.
nicht explizit bestimmt werden kann (0 Ubung 6.3 fiir eine Ausnahme), lassen sich weitere

FEigenschaften durch eine Analyse ihrer Laplace-Transformierten
p(t) = Ee™), t20

gewinnen. Ein wichtiges Resultat ist beispielsweise, dal W* auf {W* > 0} stets eine Lebesgue-
Dichte besitzt - man spricht in diesem Fall von der Absolutstetigkeit von W* auf {W* > 0} -
und daf} diese Dichte bei Giiltigkeit von (ZlogZ) sogar auf ganz (0,00) stetig und positiv ist.

Der Beweis jedoch ist sehr lang und wird im nachsten Abschnitt gegeben. Er kann beim ersten
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Lesen durchaus ausgelassen werdenund ist deshalb mit einem Stern versehen. An dieser Stelle

beschranken wir uns auf die Herleitung einer funktionalen Beziehung zwischen ¢ und f.

6.7. Satz. Die Laplace-Transformierte o von W* = lim,,_, k;lZn i Satz 6.1 erfullt

p(ut) = foup(t) (6.24)

fir allet > 0. EW* = |¢'(0)] &t limy o |¢'(t)| ist ferner genau dann endlich, wenn (ZlogZ)
gilt, und @ bildet in diesem Fall die eindeutige Losung von (6.24) mit vorgegebener Ableitung
an der Stelle 0.

Beweis: Da lim,, . kn11/kn = u, folgt fir ¢ > 0

p(pt) = lim E(e_“tz"“/k”“)

n—oo

— 5 . —utZnt1/knt1 —
lim ;)py E(e |71 = j)
J=z

- hm Zp] ]Ej(efﬂt(kn/kn-ﬁ—l)(zn/kn))
= lim ) p; (E(e#t0n/kntr)(Zn/)))7

320

z
= E(( lim E(e*“t(kn/knﬂ)(zn/kn))) 1)

n—oo

= E(p(t)”)
= foo(t),

wobei der Satz von der majorisierten Konvergenz in der ersten und drittletzten Zeile verwendet

wurde.
(6.24) kann zu ¢(t) = fo go(%) umgeschrieben werden, was gp(ﬁ) =goyp(t) firt >0
impliziert unter Beachtung von ¢(t) > ¢(c0) = P(W* = 0) = ¢q. Wir erhalten nun durch

w(ﬂ%) = gn o p(t)

Iteration

fur alle t > 0, n > 1 und daher

1_90(:7) = 1 geoplt) = en(p(t) (n— o).

Es folgt

GO = tim 2P i e (1)),

n—00 Iu_"t n—oo

und der letztere Limes ist genau dann endlich, wenn (ZlogZ) vorliegt (Ll (6.17) im Beweis
von Satz 6.2).
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Seien abschlieflend ¢ and v zwei Losungen von (6.24) mit derselben Ableitung in 0. Die
Konvexitat von f impliziert w < f/(1) = p fur alle 0 < r < s < 1, und dies liefert in

Kombination mit einer erneuten Iteration

o(t) — ()] = 'f9”(£> ‘f‘”b(ﬁ)‘

A+

falls n — oo, d.h. ¢ = 9. O

ﬂ'bungen zu Abschnitt 6

Ubung 6.1. (a) Beweisen Sie Lemma 6.6 und dariiber hinaus, daB dort f,,(s) < f,(s)
fiir allen > 1 und s € [0, 1] sowie im superkritischen Fall p(t) < @(¢) fiir alle ¢ > 0 gelten, wobei
¢ und ¢ die Laplace-Transformierten von lim, ., u="Z, bzw. lim, ,u_"Zn bezeichnen.
[Hinweis: Zeigen Sie zuerst

fl)=1—(1=9)) aps? (6.25)
k>1
fiir alle s € [0, 1], wobei ay, = 3", p; = P(Z1 > k) fiir alle k > 0]

(b) Zeigen Sie in den Bezeichnungen des Antipoden-Lemmas 6.6: Gegeben zwei ver-
schiedene Reproduktionsverteilungen (p;);>0, (9;);>0 mit demselben Erwartungswert p und
P < P fiir m & inf{k > 0: pr # i}, gilt fu(s) < fu(s) fiir alle n > 1 und s € [0, 1] sowie
im superkritischen Fall ¢ < ¢ und ¢(t) < ¢(¢) fiir alle ¢t > 0.

(c) Konstruieren Sie zu beliebig vorgegebenem m > 0 (moglichst einfache) Beispiele ver-

schiedener Reproduktionsverteilungen mit identischem Erwartungswert.

Ubung 6.2. In der Situation von Satz 6.1 sei {W;,j > 1} eine Familie w.i.v. Zu-
fallsgroflen mit derselben Verteilung wie W* und unabhéngig von (Z,),>0. Zeigen Sie, daf die

stochastische Fixpunktgleichung

VA
1 n
we L —N"w (6.26)
e

fiir jedes n > 0 gilt.

Ubung 6.3. Zeigen Sie: Ist P(W € - |[W > 0) eine Exponentialverteilung (mit Mittel-
wert 1 —q wegen P(W = 0) = ¢ und EW = 1), so besitzt (Z,,),>0 eine Reproduktionsverteilung
vom gebrochen-rationalen Typ (4.1). [Hinweis: Benutzen Sie (6.24).]
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Ubung 6.4. Die folgenden Ubungsteile ermoglichen einen alternativen Beweis des Satzes

von Kesten, Stigum: Gegeben die zu Beginn des Abschnitts gemachten Voraussetzungen, seien

Zin
def 1 def
’rll+1 :e W ZXTL+17k1{Xn+1,kSHn} U_nd Rn :e E(Wn — W,rll+1|fn)

k=1

fiir n > 0. Zeigen Sie:

(a) Wy — W, = ﬁ Zf;l(Xm_Lk — p) fiir alle n > 0.

(b) Ry =E(Wpi1 = Wy 1| Fn) = P2EZ11(z,5 ) Ls. fiir alle n > 0.
() (W41 — Wy + Ry)n>o bildet eine £y-beschrénkte Martingaldifferenzfolge.
(d) D51 PW,, # Wy) < oo, folglich P(W;, = W, fiir fast alle n > 1) = 1 (Lemma von

Borel-Cantelli), und }°, - E(W; — Wy + Ry,)? < oo

e) Y pso(Whpr —Wy) und 3° 5 Ry, existieren fs.

ano(WﬁH — W,) in £; und

EW > 1 + E(Z( ’r/H-l_Wn))

n>m
fiir alle m > 1. Dies impliziert EW = 1 (warum?).
(i) Nachweis von ”(6.2) = (ZlogZ)": Sei W' < inf, >0 W,. Aus (6.2) folgt P(W’ > 0) =
P(W > 0) > 0 sowie

/
— Y EZil{z,5p < > Ry < 0o Pis.
H n>0 n>0

und damit auch (ZlogZ) (warum?).

7.* Die Absolutstetigkeit von W*

Gegeben sei weiterhin die Situation des vorigen Abschnitts einschliellich der dortigen
Bezeichnungen. Insbesondere bezeichne W* den f.s. Limes der normalisierten Folge (k' Z,,)n>0
im Satz von Heyde, Seneta. Ferner sei X das Lebesgue-Maf auf R und ¢(t) = Ee®™™" die F.T.
von W*, so daB ¢(t) = ¢(—it). Wir zeigen im folgenden

7.1. Satz. Esseip>1 und o? = VarZ; € (0,00]. Dann besitzt W* = lim,, o0 k,, 1 Z,,
auf (0,00) eine A-Dichte, die auflerdem stetig, iiberall positiv und auf jedem [t,00), t > 0,
beschrinkt ist, falls (ZlogZ) vorliegt.

Wir haben den Beweis aufgrund seiner Lange in eine Reihe von Satzen und Lemmata

zerlegt, wobei wir weitestgehend dem Vorgehen in [4] folgen werden (L] dort I1.10, I.12 und
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I1.5). Wir zeigen zunéchst die Absolutstetigkeit von W* auf (0, 00) unter der einschrénkenden

Voraussetzung: ¢ = P(W* =0) = 0.

In einem weiteren Schritt wird diese Einschrankung spater aufgehoben.
Wir beginnen mit der Analyse der F.T. ¢ von W* auf der Grundlage der funktionalen
Beziehung (6.24), die auch fiir ¢ anstelle der L.T. ¢ gilt (Ubung 7.1). Als Vorbereitung notieren

wir eine einfache Ergénzung von Korollar 3.2, deren Beweis Ubung 7.2 bildet.

7.2. Lemma. Sei f eine e.F. mit n-ter Iteration f, und kleinstem Fizpunkt q € [0, 1].
Dann gilt lim,, oo fn(2) = q fir alle z € {y € C : |y| < 1}, und die Konvergenz ist kompakt
gleichmdfsig.

Als zweite Vorbereitung benotigen wir
7.3. Lemma. Aus o > 0 folgt, dafy W* nicht P-f.s. konstant ist.

BEWEIS: Aus W* = ¢ P-f.s. folgt ¢(t) = e~ " und dann vermoge (6.24)
e~ — f(e—ct/u)

fiir alle t > 0. Setzt man also s = e~/ gilt f(s) = s* fiir alle s € [0,1], was u € N (Ubung

7.3) und dann p, = 1 sowie insbesondere o? = 0 impliziert. &
7.4. Lemma. Aus o2 >0 folgt |¢(t)] < 1 fiir alle t # 0.

BEWEIS: Geméf vorhergehendem Lemma ist W* nicht P-f.s. konstant, woraus die Exi-
stenz eines § > 0 folgt, so daf |¢(¢)| < 1 fiir alle 0 < |¢t| < 6 (J Korollar 41.16 in [1]). Unter

Benutzung von (6.24) fiir ¢ folgt nun weiter

o= oo = () <

fiir alle 0 < |t| < dp und nach n-maliger Durchfiihrung dieses Schlusses |¢(t)| < 1 fir alle
0 < |t] < dp™. Wegen pu" — oo ist das Lemma bewiesen. O

Das nachste Lemma bildet einen wichtigen Schritt in unserem Beweis.

7.5. Lemma. Gegeben pn> 1,02 >0 und 6 = —%, gilt fir alle 0 <n <9

sup |¢(t) — g [t|" < oo, (7.1)
teR

(ZlogZ) = sup |¢'(t)|[t|"" < . (7.2)
teR
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BEWEIS: Aus (6.24) fiir ¢ folgt mittels Iteration

o(u"t) = fu(o(t)) (7.3)

fiir alle t € R und n € N. Da ¢ stetig ist, liefert Lemma 7.4

def

B = sup [o(t)] <1 (7.4)
1I<[t|<p
und dann Lemma 7.2
lim  sup |fu(o(t)) —q| = 0. (7.5)

e Lt <p

Seien nun 7 € (0,0), v = p~ "7 und € > 0 so klein, daf§ f'(¢+¢) < ~y. Solch ein ¢ existiert, denn

f' ist stetig und
—n _5
log (X log [ 2 > —
°g<f'<q>> g °g<f'<q> b

d.h. f'(q) <. Wegen (7.5) existiert aulerdem ein k > 1, so da8

sup | frir(0(t) — gl < € (7.6)

1<]t|<p

fiir alle n > 0. SchlieBlich liefern der Mittelwertsatz und die Monotonie von f’

1f(s)—al < flla+e)ls—ql < vls—(

falls |s — ¢| < e, was zusammen mit (7.3) und (7.6) und mittels Iteration

sup  |¢(u" ) —q| < ey (7.7)
1<|tI<p

impliziert. Aus (7.7) ergibt sich aber weiter

sup  [p(u"TRE) — g |p R < ey (RN = gy (RED)
1<[t|<p =
fiir alle n > 0, folglich

sup 6(t) — gl [t]" < oo
k<t Stk

fiir alle n > 0, was (7.1) beweist.
Zum Nachweis von (7.2) sei (ZlogZ) vorausgesetzt. Dies garantiert EW* < oo geméf
Satz 6.6 und damit die Differenzierbarkeit von ¢ geméf Satz 41.3 in [1]. Ersetzt man in (7.3)

n durch n + k und differenziert anschlieend auf beiden Seiten, so erhalt man

PG () = ¢ (1) fraw(6(8) = &' @) fL(@0) [ F o frrga (o) (T8)
j=1
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fiir alle t € R und n > 0. Aus (7.6) und der Wahl von ¢ folgt weiter

sup |f" o fu(o(t)] < sup  f([falo®)]) < flla+e) < v

1<t <p 1<t <p
fir alle n > k und deshalb (|¢'(t)| < [¢'(0)] < o)

sup ¢’<t)f,;<¢<t>>Hf’ofk+j_1<¢<t>> < [¢'(0)] fr(B) Y™

1<|t|<p
Kombiniert man dies mit (7.8), ergibt sich schlieBlich

S T < )] (8) O
Sltsp

= ule' ()] fL(B) v+ < oo

und folglich analog zum ersten Beweisteil

sup [ )] 1E]'F" < oo
prtk <[ <tk

fiir alle n > 0, was (7.2) beweist. &
Wir kommen damit zum

BEWEIS VON SATZ 7.1 (TEIL 1): Wir kénnen nun wie angekiindigt zeigen, dafl W* eine

A-Dichte besitzt, sofern ¢ = 0. Dazu reicht es unter Hinweis auf den Satz von Radon-Nikodym,
Be®B, A(B)=0 = PW*eB)=0

zu zeigen. Sei {V,,,n > 1} eine Familie unabhéngiger Kopien von W*, die auflerdem unabhéngig
von (Zy,)p>o ist. Dann hat Vi +...4+V,, die F.T. ¢™ fiir alle n > 1, und weil diese gemé&fl Lemma
7.5 (mit § wie dort definiert) fiir alle n > 5 A-integrierbar ist, besitzt Vi + ... + V,, fiir diese
n gemaf Satz 41.7(b) in [1] eine stetige A-Dichte. Sei nun B eine beliebige A-Nullmenge. Fiir
n > % und beliebige ¢ > 0 gilt dann P(V; +...+V}, € ¢B) = 0, und unter Benutzung von (6.26)

aus Ubung 6.2 erhalten wir fir allen > 1

Z’n
P(W* e B) = P(Zvj € ,u"B)
j=1

k
=) P(Z, :k)IP’<ZVj e;ﬂB)

k>1 j=1
k
= > PZ,= k)]P’(ZVj € u”B)
1<k<1/6 j=1
1

< PlZ,<=).
<77 <5)
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1

g+ (1—q)f(s)

q 1

BILD 7.1. Zerlegung der e.F. f in ¢f(s) und ¢ + (1 — q)f(s).
Es folgt P(W* € B) =0, weil P(Z,, < 3) — ¢ =0 fiir n — oo (1 Satz 3.3). O

Um die Absolutstetigkeit von W* auf (0,00) auch ohne die Einschrankung ”q = 0” zu
zeigen, benutzen wir eine Zerlegung von (Z,),>0, die auch fiir sich genommen von Interesse

ist. Wir nehmen im folgenden ¢ > 0 an und betrachten zunéchst den Graphen

{(s,f(s)) : s € [0,1]} < [0,1]?

von f, der in die Teilgraphen {(s, f(s)) : s € [0,¢]} C [0,¢]? und {(s, f(s)) : s € [¢,1]} C [g,1]?
zerlegt wird (L] Bild 7.1). Durch Aufbldhen und Verschieben lassen sich diese in die Graphen

der zwei neuen e.F. f, f iiberfithren, die durch

fls) = flsa) _ ijqulsj und

1 i>0

(7.9)

p e+t (-g)s) =g [Y9) i1
f(s) = 1—¢ —ETQ—Q) §
gegeben sind, wie man sich leicht iiberzeugt. Ferner gelten f/(1) = f(q) < 1 sowie f(0) = 0,
f! (1) = f'(1) = p > 1. Wahrend also f die e.F. einer subkritischen Reproduktionsverteilung
bildet, ist die zu f gehorende superkritisch. Der entscheidende Punkt hinsichtlich des Sinns
dieses Vorgehens besteht nun darin, dafl wir (Z,,),,>0 zu zwei neuen GWP in Beziehung setzen
konnen, deren Reproduktionsverteilungen die e.F. f bzw. f besitzen, und dal uns dies bei
unserem eigentlichen Anliegen weiterhilft, weil der zu f gehorende Prozefl im wesentlichen das
Verhalten von (Z,),>0 bedingt unter dem Ereignis des Uberlebens beschreibt und zugleich
Aussterbewahrscheinlichkeit 0 besitzt.

Fiir alles Weitere definieren wir (Z,),>0 aus Zweckméfigkeitsgriinden wieder in einem
erweiterten Modell der am Ende von Abschnitt 1 beschriebenen Form: Es sei V =, -, N" der

unendliche Ulam-Harris-Baum, {X, : v € V} eine Familie unabhéngiger, jeweils nach (p;);>o0
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verteilter Zufallsgroen, GW der Teilbaum von V mit der Knotenmenge

{gU{l,.. X, }U{vivg: 1 <v < X,,1<v; < Xy}U..

und dann Z,, = | GW,,| mit GW,, Lt {ve GW : |v| = n} fiirn > 0. Mit (Z,(v)),>0 bezeichnen

wir den GWP der von v abstammenden Teilpopulation (also Z,, = Z,(&)) und mit GW (v)
den assoziierten in v verwurzelten GWB. Schliellich sei Zn,(v) M imy, o Zn(v).

Wir zerlegen nun die Population in jene Mitglieder mit unendlichem Familienstammbaum
und solche, deren Familien zu irgendeinem spéteren Zeitpunkt aussterben. Um dies formal zu

prazisieren, definieren wir fiir n > 0

GW, ¥ (ve GW, : Zo(v) =}, GW, ¥ ew,\GW,
und
5 def | Syx7 . 5 def | ~yxr 2
Z, = |GW,| sowie Z, = |GW,| = Z, — Z,. (7.10)

Offensichtlich gilt dann fiir alle n > 1

Wn = {viec GW, :v € E‘Tfn_l, Zoo(vi) = 00}

und
(Zo=1} = {GWo #0} = {GW1 £0} =..= {Zo =00} Pis.,
d.h. {Zy =0} = {6‘% —GW, =..= 0} = {Zs = 0} P-f.s. und somit

GW, = GW,, und Z, =7, P-fs.auf {Z. =0}

fiir alle n > 0. Ebenso leicht folgt

Xy
5 O > def
Zn = Y, Ko X0 = ) 1z =oo) (7.11)
vEGW,, 7=t

fir alle n > 1. Die wesentliche Vorarbeit zum Beweis von Satz 7.7 weiter unten leistet das

folgende Lemma.
7.6. Lemma. Furn >0 se:
G = o({Xy o] <n—1}{Zoo(v) : [v] < n}).

Dann gilt (unter P =Py ):
(a) Fir alle n >0 ist

G € o({X,: o] <n—1}{Zoo(v) : [v] = n}),

(b) Eﬁn, ZJWR, Zooy Zy, und Z,, sind Gn-mefbar fir alle n > 0.
(¢) Fir alle n > 0 sind Xv, v E Wn, bedingt unter G, und Zs, = oo u.i.v. mit e.F. f

(d) Fiir alle n > 0 sind X, v € GW,,, bedingt unter G,, und Zo, =0 w.i.v. mit e.F. f.
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BEWEIS: Die einfachen Teile (a) und (b) soll der Leser in Ubung 7.4(a) beweisen, so daB
wir sofort zum Nachweis von (c) schreiten kénnen. Setzen wir

def
L(v) = (va Zoo(v1), ...y ZOO(UX”U))l{Zoo(U):OO}’

so sind fiir jedes n > 0 die L(v), |[v| = n, aufgrund der Modellannahmen bedingt unter G,
u.i.v., was unter Hinweis auf (7.11) schon dasselbe fiir X, |v| = n, impliziert. Es verbleibt
die Bestimmung ihrer bedingten Verteilung. Zu diesem Zweck fixieren wir ein beliebiges v der
Lénge n und notieren, dal P(L(v) € +|G,,) = P(L(v) € :|Zs(v)) fs., folglich

P(L(v) € -|Gn) = P(L(v) € "|Zo(v) = 0) fs. auf {Z(v) = oo}.

Ferner sind die Indikatoren 1{7_ (vi)=oo}, @ > 1, von G,,, X, unabhéngig und jeweils B(1,1—q)-
verteilt. Es folgt auf {Z.(v) = oo} fiir alle i > 1

P(X, = i|Gn) = P(X, = i|Zoo(v) = 00)

1 N .
= — > P&, =i, X, =) [da (X, =i} € {Zo(v) = 00}
455
1 J
= 1. P(Zl{Zoo(vk)—oo} = i‘Xv = j) P(X, = j)
j>i k=1

1 J .
- = 1 —a)q? p.
1— g4 (Z)( 7)'q Dbj
Jj=i

(4) ,
— f (Q) (1 _ q)z—l

7!

fiir alle i > 1 und daraus durch Koeffizientenvergleich, da f in (7.9) wie behauptet die bedingte
e.F. von Xv gegeben G,, und Z,, = oo bildet.
Der Nachweis von (d) verlduft sehr #hnlich und ist wiederum Teil der Ubung 7.4(a). <

7.7. Satz. Neben den obigen Bezeichnungen und Annahmen seien P et P(-|Z,, — o0)

und P& P(-|Z,, — 0). Dann bildet (Zn)nzo unter P und (Zp)n>0 unter P jeweils einen GWP

mit einem Urahnen und mit durchf bzw. f in (7.9) determinierter Reproduktionsverteilung.

BeEWwEIS: Es bezeichne E die Erwartungswertbildung unter P. Wir zeigen als erstes, dafl
IE(Jt(Zn)‘gn—l) = E(f(Zn)|gn—1) P-f.s. auf {Z = o0}

fiir alle beschrankten f : Ng — R und n > 1. Wegen {Z., = oo} € Gy gilt namlich

/ B(f(2:)[Gu_1) dP
AN{Z =00}
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1

- - E(f(Z)|Gn_1) dP
P /A B

-/ E(f(22)[Gn_r) dP
AN{Z =00}
fiir alle A € G,,—1. Kombiniert man dies mit Lemma 7.6 und (7.11) erhilt man
E(s%7(Gn_1) = E(s%7|Gn_1) = f(s)%— = E(s?"|Z,_1) P-As.,

und dies impliziert offensichtlich die Behauptung fiir (Zn)nzo unter P. Die Aussage fiir (Z,,)n>0
unter P zeigt man analog (0 Ubung 7.4(c)). &

Der néchste Satz gibt das Verhalten von % fir n — oo auf {Z, = oo} an.

7.8. Satz. In den bisherigen Bezeichnungen gilt g—: —1—q I@—f.s., d.h. P-f.s. auf dem
Ereignis {Zoo = o0}.

BEWEIS: Wir zeigen zunachst g—: 51— q, d.h. lim,,_, @(\ gz —(1—=9q) > 6) = 0 fiir

alle € > 0. Fiir jedes n > 0 ist Z,, bedingt unter Z,, = j offensichtlich B (j, 1 — q)-verteilt, denn
Zn gibt gerade die Anzahl der iiberlebenden von den somit j zum Zeitpunkt n gestarteten und
unabhéngigen GWP an. Bezeichnen Y7, Y5, ... u.i.v. B(1,1— gq)-verteilte Zufallsgréfien und U,

deren n-te Partialsumme, gilt deshalb }P’(g—: €\Z,=j)= P(% € ) fiir j > 1. Es folgt

@(i—:—u—q)\») < Bz <k + o YRz = 0E(| 2 - 10>

fiir alle ¢ > 0 und k£ > 1 und daraus das Gewiinschte mit dem schwachen Gesetz der groflen
Zahlen und wegen Z,, — o0 P-fs.

Da (Zn)nzo geméafl Satz 7.7 unter P einen superkritischen GWP (mit einem Urahnen
und Aussterbewahrscheinlichkeit ¢ = 0) bildet, existieren nach Satz 6.1 von Heyde, Seneta
Konstanten l%n,n > 0, und eine auf {Z,, = oo} positive Zufallsgrofe W*, so daf 12:; 1z, —
W* P-fs. Wir erinnern daran, daf Ak; {Zn P-f.s. und damit natiirlich auch P-f.s. gegen W*

) ) . Bz, e o )
konvergiert. Eine Kombination von ST, % P-f.s. mit
n n

Ze i e B
-n _ m 7R ™ 1—
Zn kﬁlzn kn - ( Q)
liefert nun aber Z—" — ¢ fiir eine Konstante ¢ # 0 und anschlieflend
A 2, b OV o

also die P-f.s. Konvergenz von £2 sowie W+ = 1—;'1W* P-fs. vermoge der Eindeutigkeit des

Limes. &

N
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BEWEIS VON SATZ 7.1 (TEIL 2): Satz 7.8 impliziert k;'Z, — (1 — ¢)W* P-f:s. und
damit auch P-f.s., denn Z, = 0 fiir alle n > 0 auf {Z,, = 0} = {W* = 0}. Da (Z,)n>0 unter
P einen GWP mit Aussterbewahrscheinlichkeit 0 bildet, folgt aus dem in Teil 1 Bewiesenen,
dafl die Verteilung von W* = lim,,_, l;;; 17, unter @, also unter P auf (0, 00), eine N\-Dichte
besitzt.

Als néchstes zeigen wir, dal die A-Dichte von W* bei Vorliegen von (ZlogZ) auf (0, c0)
stetige und auf jedem [t,00),t > 0, beschrankt ist. Wir definieren dazu die Verteilung @ auf
(0, 00) durch

1
Q(t) = EW lypecy [W* >0) = —— W= dP, teR,
- L=aJoy
wobei an die Konvention Q(t) = Q(—o0,t] erinnert sei. Dann hat @ die F.T.

EW* itW™ '(t
sl = 2 — = 2,

¢’ ist aber geméf Lemma 7.5 N-integrierbar, so dafl @@ geméafl Satz 41.7(b) in [1] eine stetige
und beschrankte A-Dichte h besitzt. Wegen

PW*eB) = (1-qP(W"eB|[W*>0) = /Bé Qdr) = /B@ dx

fiir alle (0,00) D B € B ist @ (0,00) (%) dann eine A-Dichte fiir W* auf (0,00) und hat die
behaupteten Eigenschaften.
Am Ende bleibt noch zu zeigen, daf§ die Dichte von W* bei Vorliegen von (ZlogZ) auf

(0, 00) iiberall positiv ist. Diese Aussage bildet Inhalt des anschliefenden Satzes. &

7.9. Satz. In der Situation von Satz 7.1 bezeichne w die N\-Dichte von W* auf (0, 00).
Dann gilt: Ist w stetig auf (0,00), folgt w(t) > 0 fir alle t > 0.

BeEweEIs: Nach den vorherigen Ausfithrungen konnen wir wieder 0.B.d.A. ¢ = 0 voraus-
setzen. Wir schreiben im folgenden ” F' > G” fiir zwei Funktionen F, G > 0, falls eine Konstante
B > 0 existiert, so dafl F' > SG. Beachte, dafl dies {G > 0} C {F > 0} impliziert. Zu zeigen
ist nun offensichtlich w = 1 o). Wir notieren, daf fiir jede Faltung u * v zweier Dichten u, v
gilt:

ur-lyundov>=1; = ovxw>=17y, (7.12)

und als Konsequenz daraus
w1y = w® =1, (7.13)

fiir alle k& € N, wobei u*(®) natiirlich die k-fache Faltung von u bedeutet.
Setzen wir wie in Definition 1.1 p;; = P(Z,4+1 = j|Z, = i) fiir ¢, 5 > 1, so folgt aus (6.26)
der Ubung 6.2
w () = p Y piyw D (ut) (7.14)

Jj21
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fiir alle i« > 1. Da w stetig und w(¢) fiir mindestens ein ¢ > 0 positiv ist, mufl bereits w =
1; fiir ein I = (a,b) C (0,00) gelten. Dies bildet den Ausgangspunkt der anschlieBenden
Uberlegungen. Wegen VarZ; > 0 und g > 1 existieren 1 < k1 < p < ko < 00, so daB
D1k, NP1k, > 0 und folglich auch p; ik, A piik, > 0 fiir alle ¢ > 1. Zusammen mit (7.13) und
(7.14) liefert dies

w*(i) . w*(ikl)(u.) — 11(1{;& o) und

(7.15)
w*(® = w*(ikz)(u.) - 17;[(& .)
ko
fir alle 4 > 1. Bei wiederholter Anwendung von (7.15) ergibt sich nun offensichtlich
k1 ko

fiir alle¢ > 1 und m,n > 0. Wegen % < 1 existieren also Intervalle I,, = (ay, by,) mit a,,, b, — 0
sowie w = 1; fiir alle n > 1. Sei ng so groB, daB I + I,,, = (a,b+ by,), d.h. a,, < b. Unter

Hinweis auf (7.12) folgt dann weiter w*(?) > L(a,b+b,,) und sukzessiv
w*®) - L(a,b+(k=1)bny)
fiir alle £ > 1. Zu beliebig vorgegebenem ¢ > a existiert also ein ky > 1, so dafl
w* ) - 14,0

fiir alle & > kg. Wahlt man nun ¢ > 0 so grof}, dafl %a < ¢, folgt Unzo(%)"(a,c) = (a,00)
und deshalb unter Anwendung von (7.16) mit ¢ > ko,m = 0 und I ersetzt durch (a,c), daf§
w*(@) = 1(q,00) fiir alle @ > kg. Durch nochmalige Anwendung, nun aber mit n = 0 und (a, 0o)

anstelle von I ergibt sich wegen % <1

fir alle ¢ > ko. Wahlt man schlielich ¢+ = k5 > ko und benutzt die zweite Ungleichung in
(7.15), so folgt die Behauptung des Satzes vermoge

w = w(pe) = .= w(ume) = 1 ). &

7.10. Bemerkung. Wir notieren, dafl die in Lemma 7.5 definierte Zahl § = —1%]2((])
durchaus > 1 sein kann und dafl dann mit (7.1) die N-Integrierbarkeit von ¢ folgt, sofern
g = 0. Vermoge Satz 41.7 in [1] erhalten wir in diesem Fall also direkt, dal W* eine stetige
und beschrankte A-Dichte besitzt. Betrachten wir als Beispiel die Familie Poissonscher Repro-
duktionsverteilungen mit Mittelwert p > 1. Es gilt dann f(s) = e#=Y also f'(s) = pf(s)
sowie insbesondere f'(¢q) = pf(q) = pg. Gema Ubung 3.2 gilt auBerdem & > e# —1 — p, so

daB § > 1 fiir alle g mit e# > pu? + p + 1 folgt, wie man leicht nachpriift.
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ﬂ'bungen zu Abschnitt 7

Ubung 7.1. Gegeben die Situation von Satz 6.7, bezeichne ¢ die F.T. von W*. Zeigen
Sie, daf} (6.24) auch mit ¢ anstelle von ¢ gilt.

Ijbung 7.2. Beweisen Sie Lemma 7.2.

Ubung 7.3.  Sei g(s) = st fiir s € [0,1] und p > 0. Zeigen Sie, dafl g genau dann eine
e.F. bildet, wenn p € N gilt.

Ubung 7.4. (a) Beweisen Sie die Teile (a),(b) und (d) von Lemma 7.6.
(b) In der Situation desselben Lemmas sei XU =X, —XU firv € GW,, und n > 0. Zeigen Sie,

daB die X,,v € I, bedingt unter G,, und {Zo = 0o} u.i.v. sind mit e.F. f(l_qﬁs_q;_f(sw
a(p—1f"(q)
1—q '

und Erwartungswert
(c) Vervollstandigen Sie den Beweis von Satz 7.7, indem Sie noch zeigen, daf (Z,,),>o unter
P einen GWP bildet, dessen Reproduktionsverteilung die e.F. f aus (7.9) besitzt.

["Jbung 7.5. Firn > 1 seien fn und fn die n-ten Iterationen der in (7.9) definierten

e.F. f bzw. f. Ferner seien g, bzw. g, die zugehorigen Inversen. Zeigen Sie, daf

Py = dn(sd) ey falat (1-4)s) — g
fnls) = = d = fuls) -

fiir alle n > 1, und bestimmen Sie entsprechend §,, und §,, in Abhéngigkeit von g,,, der Inversen

von fp.

Ubung 7.6. Zeigen Sie, daB in der Situation von Satz 7.7 (ZlogZ) und (ZlogZ), d.h.

"EZ; log Z1 < 0o”, dquivalente Bedingungen bilden. [Hinweis: Benutzen Sie Lemma 6.5.]

Ubung 7.7. Bestimmen Sie f und f gemiB (7.9) fiir einen superkritischen GWP mit
(a) Poissonscher Reproduktionsverteilung,
(b) gebrochen-rationaler Reproduktionsverteilung,

(c) auf {0,1,2} konzentrierter Reproduktionsverteilung (Zellteilungsfall).

Ubung 7.8. Die folgenden Ubungsteile ergeben zusammen einen von Grey [8] stam-
menden, alternativen Beweis des Satzes 6.1 von Heyde, Seneta, der ganzlich auf die Verwendung
e.F. verzichtet (L1 auch [3], S. 43ff). Aufgrund der zuvor gezeigten Zerlegung eines superkri-
tischen GWP’s und wegen Satz 7.8 diirfen Sie 0.B.d.A. ¢ = 0 voraussetzen.

(Zn)n>0 und (Z7), >0 seien zwei stochastisch unabhéngige und identisch verteilte superkri-
tische GWP mit einem Urahnen, endlichem Reproduktionsmittel u, positiver Reproduktions-
varianz o2 und Aussterbewahrscheinlichkeit ¢ = 0. Ferner seien F = o((Z;, Z% y)o<j<n) und

YF = an;g“k fir k,n > 0. Zeigen Sie:
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(a) Fiir jedes k > 1 gilt % LA pk, falls n — oo.

(b) Fiir jedes k > 0 bildet (Y,¥),,>0 ein (0, 1)-wertiges Martingal bzgl. (F¥),>0 und konver-
giert P-f.s. gegen einen Limes Y* € [0,1] mit EY* = E(lek) > ﬁ und VarY* > 0.

() {Yo=1}={Y!=1} = ... Pfs. und P(Y° =1) = 0.

(d) Y° — I besitzt eine symmetrische Verteilung. Insbesondere gilt P(Y? = 0) = P(Y? = 1).

(e) Z= konvergiert P-f.s. gegen einen Limes Z mit P(0 < Z < oo) = 1. SchlieBen Sie daraus,

n

daf} auch Zg—:’“ fiir jedes k > 0 P-f.s. konvergiert (nimlich gegen p* geméisf (a)).

(f) Fir OQ* def {w* € Q:P({w € Q: lim, ZZ*”(EZ”*)) existiert in (0,00)}) = 1} gilt P(Q*) = 1.

[Hinweis: Satz von Fubini]
(g) Setzt man k, = Z*(w*) fiir ein w* € Q* und alle n > 0, so konvergiert k. !Z, P-f.s. gegen
einen endlichen, positiven Limes, und es gelten ferner k,,+1/k, — p sowie v~ "k, — 0 fiir

v > pund n — oo.

8. Der subkritische Fall:
Zwei Satze von Kolmogorov und Yaglom

Unter Beibehaltung der bisherigen Notation sei in diesem Abschnitt ¢ < 1 und folglich
insbesondere ¢ = 1 vorausgesetzt. Die beiden im Anschlufl bewiesenen Sétze geben Auskunft
dariiber, wie schnell der betrachtete GWP (Z,,),,>¢ ausstirbt (Satz 8.1) und wie sich Z,, auf
{Z,, > 0} verhilt, falls n — co (Satz 8.2). Fiir den Aussterbezeitpunkt

T € inf{n>1: 2, =0}, (8.1)
geben wir auBerdem in Satz 8.3 Auskunft iiber dessen Erwartungswert unter Py fiir £ — oc.

8.1. Satz (Kolmogorov). Fiir einen subkritischen GWP (Z,,)n>0 gilt:

. >0, falls (ZlogZ) und py < 1 gilt,
c ¥ lim pP(Z, >0) = { ( (8.2)

n—oo 0, sonst.

Bezogen auf den Aussterbezeitpunkt 7' sagt uns Satz 8.1, daf3
P(T>n) ~ cu" (n— o0) (8.3)

sofern (ZlogZ) gilt und py < 1. T hat also exponentiell fallende Flanken (engl. “tails”). Eine

analytische Definition von ¢ in diesem Fall wird sich aus dem Beweis des Satzes ergeben.

8.2. Satz (Yaglom). Sei (Z,)n>0 ein subkritischer GWP mit pg < 1 and ¢ gemdf
(8.2) gegeben. Dann existiert

be ¥ lim P(Z, =k|Z, > 0) (8.4)

n—oo
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fur jedes k > 1 und definiert eine Verteilung auf N, d.h. Zk21 b = 1, mit Erwartungswert
1 def
> kb = - = o0, fallsc=0]. (8.5)
k>1 ¢

def

Ihre e.F. h(s) = 35, bis® gendigt der Funktionalgleichung

hof(s) = ph(s) + (1—p) (8.6)
fir alle s € [0,1].
Eine Kombination beider Satze liefert
P(Z,=0) = 1—cu” und P(Z,=k) ~ chpp" (n— o0) (8.7)

fiir £ > 1, sofern (ZlogZ) und py < 1 gelten.

Das dritte Resultat dieses Abschnitts gibt Auskunft tiber das Verhalten des mittleren
Aussterbezeitpunkts ExT bei gegen unendlich strebender Anfangspopulationsgréfie k£ und Vor-
liegen der (ZlogZ)-Bedingung.

8.3. Satz. Gegeben einen subkritischen GWP mit pg < 1, gilt

E,T
lim — = 1, (8.8)
k—oo logy/, k

sofern die (ZlogZ)-Bedingung erfillt ist.

BEWEIS VON SATZ 8.1: Wir erinnern an die in (6.12) gegebene Beziehung p — r(s) =
%(Ss) fiir s € [0,1). Durch Ersetzen von s durch fi(s),k > 1, ergibt sich

1 — frri(s)

w = p—ro fi(s)

fiir s € [0,1) und daraus weiter

L) LS (1 re ) (39)

1—s oo L= fr(s) Pt 0

fir s € [0,1) und n > 1. Wegen 0 < @ < 1fiir s € [0, 1) konvergiert ,u_”%"s(s) also monoton

fallend gegen einen Limes ¢ (s) > 0 fiir n — oo, wobei insbesondere

c = lim p"P(Z, >0) = lim p "(1— f,(0)) = ¢(0) (8.10)

n—oo n—oo

sowie

$(0) = lim 1:[ (1—Tof’“(0)> >0 & Y rofi0)<oo (8.11)
k=0

K k>0
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folgen. Aufgrund der Konvexitat von f gilt weiter
1—f(s) < p(l—s)

fir s € [0,1] und
1—f(s) = f'(po)(1—s)

fiir s € [po, 1]. Dies liefert zusammen mit f(s) > f(0) = po fiir alle s € [0, 1] und einer Iteration
Fllpo)" (1= f(s)) < 1= fuls) < pP(1-59)
fir alle s € [0,1] und k > 1 sowie speziell
1—p* < fr(0) < 1—-d” (8.12)

fiir alle & > 1, wobei a def f'(po) A (1 —pg). Unter Hinweis darauf, dal a genau dann positiv
ist, wenn py < 1, erhalten wir schlieBlich mittels Lemma 6.5, da} die Aussagen in (8.11) genau

dann gelten, wenn pg < 1 und (ZlogZ) vorliegen. O

BEWEIS VON SATZ 8.2. Sei hy,(s) = E(s?"|Z,, > 0) fiir n > 1, d.h.

1
hn(s) = ———x Zn P
) = B S

als) = £al0)
1_fn( )
- 1— fn(s) (8.13)
1—fn(0)

fiir alle s € [0,1] und n > 1, wobei (8.9) in der letzten Gleichung benutzt wurde. Da fi(s) >
11(0) fiir alle s € [0,1],k > 1 und r auf [0, 1] monoton fillt (L1 (6.12)), sind alle Faktoren
des obigen Produkts > 1. Folglich konvergiert h,, monoton fallend gegen einen Limes h, falls

n — 00, und zwar gegen

h(s) = 1—(1—5)132[0(1:12;:8%) e [0,1] (8.14)

fir alle s € [0,1]. Offensichtlich gilt

h(0)=0, h(1)=1 und h(s)=> bis"

k>1

fiir geeignete by, > 0 und s € [0,1). Dagegen muf} die (linksseitige) Stetigkeit von h in 1 noch
gezeigt werden. In der Tat sichert diese vermoge limgsy1 h(s) = -y, by = 1, daB (b)r>0 eine
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W-Verteilung auf Ny definiert. Aus lim, .~ f,(0) = ¢ = 1 folgt aber

ho fr(0) = lim hyo fi(0) = lim 1- = 1—u", (8.15)

fiir alle £ > 1 und somit bei Grenziibergang k — oo

d b = Jlim fo fi(0) = lim (1—p*) = 1.

k—oo
k>1

Fiir den Nachweis von (8.5) erinnern wir daran, daf ¢ = limy_., p=*(1 — f%(0)), und
folgern aus (8.15)

_ k
S kbp = K(1) = lim L=ho @ gy 2 L
k>1

Geméf Satz 8.1 ist 1 genau dann endlich, wenn (ZlogZ) vorliegt.
Abschlielend notieren wir, daf fiir alle s € [0, 1]

hof(s) = lim hyof(s)
~ 1— lim (1—fn+1<s>)(1—fofn<o>)

n—oo \ 1 — fr11(0) 1 — fn(0)
= Jim () Jim 2L
= 1—(1—=h(s))n,
was (8.6) beweist. o

BEWEIS VON SATz 8.3. Unter Hinweis auf (8.10) und (8.11) gilt f,,(0) = 1 — ¢, u™ fiir
positive Konstanten ¢,, € [0,1] mit positivem Limes c. Beachte, daf hier die Giiltigkeit von
(ZlogZ) eingeht (L1 SchluBsatz des Beweises von Satz 8.1). Da Pi(T > n) = Px(Z, > 0) =
1 — £,(0)%, erhalten wir

E,T 1
= Pk(T > n)

= LS (1RO =

logl/u k =

! Z (1 - (1- cn,u")k>.

logl/u k =
Zu einem fest gewdhlten € € (0,1) setzen wir n, = n.(e, k) et (1—¢)logy,, k, n* =n*(e,k) ot
(1+¢)logy,,, k, spalten die letzte Summe der obigen Rechnung in drei Teile S;(k), S2(k), S3(k)
mit Summationsbereichen 0, ...,n, — 1, ny,...,n* —1 bzw. n*,n*+1, ... und schitzen jede dieser
Summen getrennt ab.

Sei m > 1 so gewihlt, daB inf, >, ¢, > ¢/2. Wegen log(1 — z) < —x und p"™ = k!
folgt

1—(1—cp™/2)F > 1—exp(—ck®/2).
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Fiir S1(k) ergibt sich nun

(1 - log:'ju k) (1 - exp(—ck€/2)>
< (1 e 10;’/: k) (1 (- cu”*/2)k>

Ny —1
1 *
1—(1—cu™/2)"
- logl/uk’n:m< ( cu/))
< Si(k)
Nnye—1
1 *
1—(1— n\k
logy /, k _0< ( ,u))
< 1-—¢

und damit
klim Si1(k) = 1—e.

Betreffend S2(k) geniigt der Hinweis, dal 0 < Ss(k) < 2. Schlieflich ergibt sich fiir S5(k),
falls k£ hinreichend grof3:

0< S) < i 3 (1 (1)

logl/,u k n>0

1 ( _
_ 1— (1 —k (1+E)/~Ln)k>
logl/u k =
1
: (E——)
logl/ﬂ k 7;
L2
ke logl/u k =

wobei die letzte Ungleichung unter Benutzung von 1 — e™* < x fiir alle = gilt. Wir erhalten
somit

k—o0
Eine Zusammenfassung der drei Abschétzungen liefert nun leicht die Behauptung des Satzes,

weil € € (0,1) beliebig vorgegeben war. &

ﬂ'bungen zu Abschnitt 8

Ubung 8.1. Sei (Zn)n>0 ein subkritischer GWP mit Reproduktionsverteilung (p)x>0-
Zeigen Sie:
(a) (bg)k>0 ist genau dann degeneriert, wenn py +p; = 1 gilt. [Hinweis: Benutzen Sie (8.6).]
(b) Im nicht-degenerierten Fall gilt by > 0 fiir unendlich viele k& > 1.
(c) Ist (pr)r>0 aperiodisch, gilt dasselbe fiir (bg)r>0-
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(d) Gegeben unabhéngige Zufallsgrofien U,Y, X;, Xo,... mit Y 4 (bk)k>1,U 4 B(1, ) und
d . d
Xj = (pj)jzo0, gilt UY = 327 X

Ubung 8.2. In der Situation von Satz 8.2 gelte h(s) = (=95 fiiy ein o € (0,1). Zei-

l—as
gen Sie, dafl dann die Reproduktionsverteilung vom gebrochen-rationalen Typ (4.1) ist, und

bestimmen Sie deren Parameter in Abhéngigkeit von o und p. [Hinweis: Benutzen Sie (8.6).]

Ubung 8.3. In der Situation von Satz 8.2 gelte (ZlogZ). Zeigen Sie, daB (bg)r>0

geméf (8.4) die Varianz %(M{I(_lz) — 1) besitzt und daf diese genau dann endlich ist, wenn die

Reproduktionsvarianz endlich ist.

Ubung 8.4. Zeigen Sie, daB in der Situation von Satz 8.1 fiir den Aussterbezeitpunkt
T gilt: Eexp(0T) < oo fiir alle 0 < log(%).

Ubung 8.5. Gegeben einen beliebigen Galton-Watson-Prozef (Zyn)n>0 mit einem Urah-
nen und Reproduktionsverteilung (p;);>o, erfiillt der Aussterbezeitpunkt 7' geméf (8.1) die
stochastische Fixpunktgleichung

T £ 1 + max{Ty,.., Ty}, (8.16)
wobei N, T7,Ts, ... stochastisch unabhéngig sind mit N 4 (pj)j>0 und T), L7 fiir alle n > 1.

Ubung 8.6. Gegeben die Situation von Satz 8.3 und m € N, sei

T(m) et inf{n >0:Z, <m}.

Zeigen Sie, dal (8.8) auch mit E;T'(m) anstelle von E;T gilt, d.h.

E.T
lim k=7 (m)

=1 8.17
k—o0 logl/“k‘ ’ ( )

9. Der kritische Fall:
Ein exponentieller Grenzwertsatz und das erwartete Maximum

Wir kommen nun zum noch offenen kritischen Fall und nehmen somit ;4 = 1 an. Dartiber-
hinaus setzen wir voraus, dafl die Reproduktionsvarianz o2 = f”(1) + f/(1)(1 — f/(1)) = f"(1)
(LJ (2.6)) positiv und endlich ist (= p; < 1). Wir wissen bereits aus fritheren Abschnitten,
dafl

qg = P(Z,—0) = 1;
EZ, = 1 firallen >0; (9.1)

VarZ, = no? — oo, fallsn — oo,

wobei wie bisher P = Py, E = [E; und Var = Var;. Diese Eigenschaften vermitteln einen ersten

FEindruck iiber die Instabilitaten kritischer GWP. Eine genauere Beschreibung ihres Verhaltens
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gibt Satz 9.1, dessen Beweis im Vergleich zu denen entsprechender Resultate fiir nicht-kritische
Prozesse wesentlich einfacher ist. Seine Hauptaussage bildet ein exponentieller Grenzwertsatz
fir n='Z,, falls n — oo. Ein zweites, deutlich schwierigeres Resultat, das wir im Anschlufl
beweisen wollen, beschreibt das asymptotische Verhalten des Maximums M, def maxo<;<n 4,

genauer von E; M, fiir n — oo. Die bisherige Notation behalten wir natiirlich bei.

9.1. Satz (Kolmogorov, Yaglom). Fir einen kritischen GWP (Z,),>0 mit Repro-
duktionsvarianz o € (0,00) gilt fiir allei € N und t > 0

N
lim nP;(Z, >0) = —, (9.2)
Zn 2
i EZ’(? Zn >0) - 5 6:3)
: Zn —2t/0?
lim P;| — <t|Z,>0] = 1—e : (9.4)
n— oo n

d.h. n=YZ,, ist asymptotisch exponentialverteilt mit Parameter %, gegeben Z, > 0.

9.2. Satz (Athreya, Pakes). Fir einen kritischen GWP (Z,,)n>0 mit Reproduktions-

. def .
varianz o € (0,00) und M, = maxo<;j<n 4; gilt

E; M, )
lim =i (9.5)

n—oo logn

fur alle i € N.
Grundlage fiir den Beweis des ersten Satzes ist das folgende Lemma.

9.3. Lemma. Unter den Annahmen von Satz 9.1 gilt gleichmdjig in s € [0, 1)
1 1 1 2
lim — ( - ) = % (9.6)

Bewels: Fiir s € [0,1) notieren wir zuerst die folgende Taylor-Entwicklung von f in 1:

F(s) = 14 (s =1+ (s =12 +7a(s)(s = 1) = s+ (s = 1)+ ras)(s — 1)?

fiir eine Funktion ro mit limgyy ro(s) = 0. Es folgt

1 R f(s)—s
1—f(s) 1—-s  (1—=f(s)(L—s)
(o 2/2)(1—8) +T’2(5)(1—8)2
(1-

1—s 02
it ”2“))

2

= % +p(s)
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fiir s € [0,1) und ein p, das ebenfalls limgyq p(s) = 0 erfiillt. Iteration von (9.7) sowie Multi-

plikation mit % liefert

e ) - %2(14 TETRw) — 7w Lo b

Geméf Korollar 3.2 gilt f,,(s) T 1 fiir n — oo gleichméBig in s € [0, 1]. Zusammen mit p(s) — 0

fiir s T 1 impliziert dies offensichtlich das Gewiinschte. O

Zu einem alternativen Beweis von Lemma 9.3 mittels eines Vergleichsarguments wird der

Leser in Ubung 9.1 gefiihrt.

BEWEIS VON SATZ 9.1: Wir betrachten lediglich den Fall ”¢ = 1”7 und iiberlassen die
einfache Verallgemeinerung fiir beliebige i € N dem Leser ([ Ubung 9.2). Zum Nachweis von

(9.2) schreiben wir

nP(Z, >0) = n(l - f,(0)) = (% (% B 1) + %)1

und stellen fest, dafl der letzte Ausdruck gemif Lemma 9.3 gegen 2/02 fiir n — oo konvergiert.

Es ergibt sich nun weiter fiir (9.3)
Ln 1 Ly 1 2
]E(— Zn>0> = 4E<—) = — — % (n — 00).
n

P(Z, > 0) n nlP(Z, > 0)
Wenden wir uns abschlielend dem Nachweis von (9.4) zu und wéhlen ein beliebiges ¢ > 0.

Es gilt dann

E(e~t4"/"|Z, > 0)

= P(Zn1> 0) (B(em2/) ~ B(Z, = 0))
1 —t/n
= m(fn(e / )_fn(0)>
P e 1G]
11— fn(o)

2 /52 1\ !
—>1—0—(0—+—> (n — o)

2\ 2 't
B 1
- 1+4+to2/2

wobei Lemma 9.3 fiir die Giiltigkeit von
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verwendet wurde. Beachte, daf fiir diesen Schluf die gleichméfiige Konvergenz in (9.6) wesent-
lich ist. Die Behauptung (9.4) folgt nun mit dem Stetigkeitssatz fiir L.T. ([ [1], Satz 45.7 oder
[7], Theorem 2 auf S. 431) und der Tatsache, dafl m die L.T. der Exp(2/0?)-Verteilung
bildet. o

Wir kommen nun zum Beweis des zweiten Satzes, der wesentlich schwieriger und deshalb
in eine Reihe von Lemmata untergliedert ist. Da M,, T My def max;>o Z; fir n — oo, wollen
wir zunichst zeigen, dafl ungeachtet der Endlichkeit von o2 stets E;M,, = oo fiir alle i € N

gilt.

9.4. Lemma. Fir einen kritischen GWP (Zy,)n>0 mit p1 # 1 gilt E; My, = oo fiir alle
1€ N.

BeweEis: Offensichtlich gilt Z,, < M, < M, fir alle n > 0. Ware E;M,, < oo, folgte
deshalb E; Z,, — 0 wegen P;(Z,, > 0) — 0. (Z,,)n>0 ist aber ein Martingal unter jedem P;, d.h.
E;Z, =E;Zy =i fur alle n > 0. O

9.5. Lemma. Seiy(z) =z logx. Fir einen kritischen GWP (Z,,)n>0 mit p1 # 1 gilt
lim,, o0 E;9(Z,,) = oo fiir alle i € N und im Fall 02 < oo genauer
: : : def 4 [
lim (E;y(Z,) —ilogn) = ia, o =

Jim o/, (x log ) e2%/7" d. (9.8)
BEwEIS: Unter Hinweis auf Lemma 1.2 gilt offensichtlich E;Z,, log Z,, > EZ, log Z,, fiir
alle 1,n > 1, so dafl es fiir die erste Behauptung reicht, den Fall i = 1 zu betrachten. Wir

setzen a,, — und erhalten

1
P(Z,>0)

EY(Z,) = E(Wp(Z,)|Zn > 0)P(Z, > 0) = E(p(a, Zn)|Zn > 0) + log ay,.
Daraus folgt weiter unter Benutzung von ¢ % SUPg<pet [Y(2)] < 00
E¢(Zn) - log Qan Z E(w(aglzn)1{0<2n<an}|zn > 0) Z —C,

und somit

liminf (EY(Z,) —loga,) > —c.

Dies impliziert wegen a,, — oo das Gewiinschte.
Sei nun auBerdem 0% < co. Da E;Z2 = Var;Z,, + (E;Z,)? = i(no? + 1) fiir alle n > 0

geméfB Lemma 2.2, folgt unter Benutzung von (9.2)

EiZ 1z, 50y io® +i%/n

sup E;(n"2Z,|Z, > 0) = sup sup

— - < ,
i S NP (Zy > 0) oo nPi(Zn > 0) O



9. Der kritische Fall: Ein exponentieller Grenzwertsatz und das erwartete Maximum 49

d.h. die £5-Beschriinktheit von n='Z,|Z, > 0, n > 0" unter jedem P;. Die 1)(n~'Z,)|Z, > 0,
n > 0 sind somit g.i. unter jedem P;, und unter Benutzung von E;Z,, = i, (9.4) sowie Korollar
50.6 in [1] erhalten wir schliefflich

Eﬂ/}(Zn> - ’I:lOg’I‘L = Ez(d](zn) - Zn lOg n)
= Ei((n~'Zn)|Zn > 0)nPi(Z, > 0) — ic,

falls n — oo. &

9.6. Lemma. In der Situation von Satz 9.2 gilt

E; M,

fir alle i € N.

BEwEIs: Da (Z,,)n>0 unter jedem P; ein Martingal bildet, liefert die Doobsche Unglei-

chung ([J 22.4 in [2])

1
Pi(M,, >t) < —/ Z,, dP;
t {M,, >t}

fiir alle ¢ > 0, so daf3 weiter folgt

E,M, = / ]PJI(MH > t) dt
0

1
< i+ / - / Linr, ey Zn dP; di

:Z+/ /"dt

= i(1—logi) + E;Z,log M,.

(9.10)

Eine einfache Untersuchung (0 Ubung 9.3) zeigt, daB

b b
alogh < v¥(a) + El[o,b/c}(a) + El[b/cvb](a)

fir alle 0 < a < b, b > 0 und e < ¢ < co. Wendet man diese Ungleichung in (9.10) auf
E; Z,log M,, mit a = Z,,,b = M,, und beliebigem ¢ > e an, so folgt weiter

1
EM, < i(1-logi) + Exp(Z,) + —2° M,, dP;

C {Z,. <M, /c}
1 /
+ —
{lwn/CSZnSZMn}

< ¢(1—1ogz'+9) + Eap(Z) +
e

M,, dP;

log c

E; M,.

1)”Xn|Xn € Bn, n > 0 besitzt die Eigenschaft A” soll natiirlich bedeuten, dafl jede Familie Y;,,n > 0
derart, dal X, bedingt unter X,, € B, und Y, verteilungsgleich sind, diese Eigenschaft A besitzt.
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Bringt man nun den letzten Term auf die linke Seite und dividiert anschlieSend durch E;1(Z,,),

so folgt unter Beachtung von E;¥(Z,,) — oo fiir n — oo geméf Lemma 9.5

log ¢ E;M,
1——=2°) _Tin g
< ¢ ) TP B (Z,)

fiir alle 7 € N und daraus schlieflich (9.9), indem man noch ¢ gegen oo streben 1aft. &
9.7. Bemerkung. Ein Blick auf den obigen Beweis zeigt, dafi (9.9) sogar fiir jedes nicht-

negative Submartingal (Z,),>0 mit Zy = i P;-f.s., E;(Z,) < oo fiir alle n > 0 und E;¢(Z,,) —

oo fiir n — oo giiltig ist.

BEWEIS VON SATZ 9.2 (TEIL 1): Kombiniert man (9.9) aus dem vorhergehenden Lemma
mit (9.8) aus Lemma 9.5, so folgt offensichtlich

. EiAIn
lim sup
n—oo lOgmn

fiir alle ¢+ € N. Zu zeigen bleibt damit die umgekehrte Ungleichung

]Eiﬂin
lim inf

n—00 ogn

> 1 (9.11)
fir alle i € N, der wir uns als nichstes zuwenden wollen.

Wie in [2] bezeichnen wir eine Partialsummenfolge (S,),>0 mit u.i.v. Zuwéchsen und

Anfangspunkt Sy = 0 als Standard-Random Walk (SRW).

9.8. Lemma. Sei (S,)n>0 ein SRW mit ES; =1 und ES? < co. Dann gilt

1
ZﬁEsnl{Smm} < (9.12)

n>1

fir alle p > 1.

BEWEIS: Sei p > 1 beliebig und dann U = ) .,P(pn — S, € -) das sogenannte
Erneuerungsmajf$ des SRW’s (pn — S,,)n>0, dessen Zuwichse p — X, p — Xo, ... offensichtlich
positiven Erwartungswert und endliches zweites Moment besitzen. Ohne Beweis verwenden

wir (L Satz 33.5 in [2]), daB unter diesen Voraussetzungen

C YL suptv1)TIU®W) < oo, Ul) Y U(—o0,1].
teR

Da n~1S, = E(X;]S,) P-fs., erhalten wir nun

1
> S > EXilis,>pm)

n>1 n>1
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IN

/]az\]P’ n—1 > pn —x) P(X; € dx)
n>1

/|:U|Ux— P(X; € dz)

IN

/R(|a:\ V1) U(x) P(X; € dx)
< CE(X;V1) < oo. O

Als letztes Hilfsresultat fiir den Nachweis von (9.11) bendtigen wir noch

9.9. Lemma. Sei (Z,),>0 ein nichtnegatives Martingal und
T = Tpp = inf{j>1:2Z; =0 oder Z; > k} An (9.13)

BEwWEIS: Da 7 eine beschriankte Stopzeit bildet, folgt EZ, = EZ, aus dem Optional-
Sampling-Theorem ([J 20.2 in [2]). Ferner liefert {0 < Z, < k} = {r =n,0 < Z,, < k} die
Ungleichung

EZ: 11z «py = EZ: o<z <1y

IEZn]-{7':7L,O<Zn<k:}
< EZ,140<z, <k}

Dies zeigt offenkundig die Behauptung. &

BEWEIS VON SATz 9.2 (TEIL 2): Seien i,k,n € N und p > 1 beliebig. Da (Z,,)n>0
unter P; ein nichtnegatives Martingal bildet, konnen wir Lemma 9.9 anwenden und erhalten

def

mit 7 = 7, geméB (9.13) sowie an k= EiZr1i7, 5ok}

EiZnl(z,>ky < EiZ:liz 51y
= EiZ: 1p<z <ppy + BiZiliz s pon) (9.14)

Bezeichnet (S,),>0 einen beliebigen SRW mit Zuwachsverteilung (p;);>o unter P;, und set-
zen wir ¢(j, k) = E;Sk1(s, >k}, so folgt weiter unter Benutzung der Markov-Eigenschaft fiir
(Zy)n>0 sowie 0 = ¢(0,k) < ... < ¢(k, k)

n—1

An,k = g EiZTl{ZT>pk,T:j+1}
J=0
n—1

= g EiZj11l(z,, > pk,M; <k}
=0
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= ) Eid(Z5, k)L ia, <hy

n—1 Z;
= Ei| 1 , Ximl|Z; | dP;
5 (12 ) X001
=0

n—1
¢k, k) > b, (9.15)
i=1

IA

wobei b; Lof P;(0 < Z; < k). Wir zeigen als néchstes, daf

1 n
lim Ik _ (9.16)
n—oo logn k
E>1

Zu diesem Zweck benutzen wir die Ergebnisse von Satz 9.1 und insbesondere die folgende

Verschérfung von (9.4):

Zn
lim sup IP)Z(— <t|Z,> 0) - G(t)’ = 0, (9.17)
n—00 >0 n
wobei G(t) 101 — =2t/ Diese gilt bekanntlich stets bei stetigem Verteilungslimes.

def

Aus by, < b, = P;(Z, >0), (9.2) sowie Z = ~ logn folgt leicht

1 n
sup ———— bip < o0. 9.18
k,ngl log(n +1) jZ::O .k ( )

Weiter gilt fiir alle N > 1

ijk<kN+ Zb

j=kN

@ iiz=0-ot) + o) s,

Aus (9.17), (9.18) sowie der Tatsache, daf§ lim; o G(t) = 0, folgt deshalb

1
lim > bik =0, (9.19)

indem man zuerst N geeignet wahlt und dann n gegen oo streben laft.
Da 34 ¢(]Z’k) < oo geméafl Lemma 9.8, implizieren nun (9.15), (9.18), (9.19) und der

Satz von der majorisierten Konvergenz

1 a k
lim Ul
= logn k>1 g

d.h. (9.16).
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Kehren wir zuriick zu (9.14). Division auf beiden Seiten der Ungleichung durch & und

anschliefende Summation Uber k liefert

1 an
> Bz < pY Bi(My 2 k) + Y F
E>1 E>1 E>1

fiir alle n > 1 und folglich weiter

z
1 ~ 1 p 1 G
Elz,) =] < E, M, =, 2
logn < ;k) — logn + lognk>1 k (9.20)

Wegen Z?:l % ~ logn fiir n — oo und unter Benutzung von Lemma 9.5 folgt

1 o1 1
lim —E;( Z, » — | = lim —E(Z,) = 1,
nl—{go logn ( Z k) nl—{%o logn ¥(Zn) !

k=1

was in (9.20) zusammen mit (9.16)

lim inf E,M, > i
n—oo logn

liefert. Der Beweis von (9.12) ist damit vollstdndig, weil p > 1 beliebig vorgegeben war. <

ﬁbungen zu Abschnitt 9

Ubung 9.1. Es seien fM und f® e.F. von zwei kritischen Reproduktionsverteilungen
mit Varianzen 0% < o3 < oo.

(a) (Vergleichslemma) Zeigen Sie, dafi ny,ns € N existieren, derart dafl

W sy < 2 (s)

fiir alle s € [0,1] und n € Np.
(b) Zeigen Sie, daBl im Fall einer kritischen gebrochen-rationalen Reproduktionsverteilung
gemif (4.1) (b = (1 —p)?) die asymptotische Bezichung (9.6) in Lemma 9.3 exakt erfiillt

ist, d.h.
1 ay e
n\l—fu(s) 1-s) 2

fiir alle s € [0,1] und n € Nj.

(c) Geben Sie einen alternativen Beweis von Lemma 9.3 unter Benutzung des obigen Ver-

gleichslemmas sowie Teil (b).
ﬂ'bung 9.2. Zeigen Sie Satz 9.1 fiir beliebige i € N.

Ubung 9.3. Zeigen Sie, daB

b b
alogh < Y(a) + El[O,b/c}(a) + gl[b/c,b](a)
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flir alle 0 <a <b, b>0und e < ¢ < oo gilt.

Ubung 9.4. Gegeben sei die Situation von Satz 9.1.
(a) Zeigen Sie

i 02(fair(s) — fuls) = —

n— oo 0’2

(9.21)
fiir alle s € [0,1). [Hinweis: Benutzen Sie die vor (9.7) gegebene Taylor-Entwicklung von
f sowie (9.2).]
(b) Zeigen Sie mit Hilfe von Teil (a), dafl
o 2i
lim n“P;(Z, >0,Z,,1=0) =

n— 00 0-2

(9.22)

fir alle 7 € N.

Ubung 9.5. Gegeben sei die Situation von Satz 9.1. Zeigen Sie, daf fiir alle i € N und
a € (0,00) gilt:

Zn
]Pg(— <t
n

Do > o) - Exp(%) *Exp<M>([0,t]) (9.23)

ao?

fiir alle t > 0, falls n,k — oo, derart dafl £ — a.

ﬂbung 9.6. Gegeben sei die Situation von Satz 9.1, wobei zusatzlich p; > 0 angenom-
men wird. Zeigen Sie:

(a) Bezeichnet fr(lj ) die j-te Ableitung von f,, so gilt

FD(s) = an(s)+ ' (faor(s)F9 (s)

fir alle j,n € N, wobei a,, ;(s) eine Potenzreihe mit nichtnegativen Koeffizienten bildet.
(b) Fiir alle j > 1 gilt

P(Z P(Zy =7 P(Z.
P(Z, =1) P(Zy =1) P(Z3=1)
[Hinweis: Benutzen Sie (a).]
(c) Bezeichnet m; = lim,_, gg%:{g und II(s) =35, m;87, so gilt
. fa(s) = fn(0) o fa(s)
II(s) = lim —F0——+—2% < lim =2 < o0 9.25
N (O RO 929

fir alle s € [0,1). [Hinweis: Um zu zeigen, dal der letzte Limes in (9.25) existiert und
endlich ist, iiberlegen Sie sich zunichst, daB f.(s) =[], f'(f;(s)) < H;l:_ol I (fj+£(0))
fir s € (0,1), ein geeignetes k = k(s) > 0 und alle n > 1 gilt. Zeigen Sie dann, da8

p ‘ n—1 2
M <1 <1+ ;—1(fj+k<0> —fj(0>)>
§=0
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fiir alle n > 1 und verwenden Sie abschlieBend Ubung 9.4 zum Nachweis dafiir, daf das
Produkt auf der rechten Seite gegen einen endlichen Limes konvergiert.]
(d) (Seneta) Fiir alle j > 1 gilt
lim P(Z, = j|Zy > 0, Zni1 = 0) = b (9.26)
oo n n )y “n+ H(p()),

def

0;

wobei } .-, 0; =1 und O(s) = >je1 0587 = lgl((pgfos))'

ﬂ'bung 9.7. (Fortsetzung) Zeigen Sie, daf die 7;, 7 > 1 aus der vorhergehenden Ubung

die Invarianzgleichungen
m o= > mPi(Z =) (Z Zﬂ-z'pij)a Jj=>1 (9.27)
i>1 i>1
erflillen und daB fiir die zugehorige e.F. TI(s)
(f(s)) = II(s) + T(po) (9.28)

fiir alle s € [0,1] sowie II(1) = >, m; = oo gilt.

Ubung 9.8. (Fortsetzung) Berechnen Sie unter Benutzung von (9.25) und (9.26) die
m; und 605, j > 1, explizit fiir den Fall einer kritischen, gebrochen-rationalen Reproduktions-

verteilung.

10. Die Gesamtpopulationsgrofle

Gegeben sei wieder ein GWP (Z,,),>0 in einem kanonischen Modell mit endlichem Re-

produktionsmittel ¢ und Reproduktionsvarianz o2 € (0, 00]. Fiir n € Ny setzen wir
n
Yo €3 7 (10.1)
j=0

mit e.F. h,. Y, gibt die Anzahl aller Populationsmitglieder an, die bis zum Zeitpunkt n gelebt

haben, und strebt fiir n — oo gegen die Gesamtpopulationsgrofle

Yoo €Y 7, (10.2)
j=0

deren e.F. wir mit h, bezeichnen. Offensichtlich gilt
P(Ye < o0) =gq. (10.3)

Das Ziel dieses Abschnitts ist es, erstens die Verteilung von Yo, auf {Y,, < oo} anzugeben
und zweitens das Verhalten von Y,, in Abhangigkeit von Z,, fiir n — oo zu beschreiben. Wir
erinnern daran, daff p;; = P;(Z; = j) (1 (1.1))
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10.1. Satz (Dwass) Gegeben die obigen Annahmen sowie py > 0, gilt

, i
Pi(Yoo =J) = 7 Pai=i (10.4)
fur alle i € N und 5 > i, d.h. speziell

) 1
P(Yoo =J) = G Pii—1 (10.5)
fur alle j € N.

Fir den zweiten Satz beschrianken wir uns auf den Fall eines Urahnen und tiberlassen

dem Leser die Angabe der entsprechenden Ergebnisse im Fall mehrerer Urahnen (Ubung 10.5).
Dazu beachte man, dafl aus Lemma 1.2 sofort

]P)Z((Zn’yn)”zo S ) = ]P)((Znyyn)nzo S >*(Z)

(10.6)
fiir alle ¢ € N folgt.
10.2. Satz (Pakes) Unter den obigen Annahmen gelten folgende Aussagen:
(a) (Superkritischer Fall) Mit k,,, W* und W wie in Abschnitt 6 folgt fiir n — oo
— ——— P-fs. 10.
knéu—l und ,Un_>/i—1 f.s (10.7)
(b) (Subkritischer Fall) Ist u < 1, 0 < 0o und 6 def u(fiiu)’ folgt
: Y,
lim P<?—0‘>5Zn>0) =0 (10.8)
fur alle € > 0.
(c) (Kritischer Fall) Ist u =1 und 0 < oo, folgt
. Y,
lim P(=5 <t|Z,>0) = F() (10.9)
fur alle t > 0, wobei die Verteilung F' durch ihre L.T.
t —u(t)
o(t) = / e V' F(dy) = u()e4_(t)7 t>0, (10.10)
[0,00) 1—e

mit u(t) = o\/2t gegeben ist.

Bevor wir zum Beweis des ersten Satzes schreiten, bedarf es des folgenden einfachen
Lemmas tber die e.F. h,,n > 0.

10.3. Lemma. In den zuvor eingefiihrten Bezeichnungen gilt

hosi(s) = 5fo0hn(s) (10.11)
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fir allen >0, s € [0,1] sowie
hoo(8) = sfohs(s) (10.12)
fiir alle s € [0,1]. Sofern q > 0, ist ho gegeben durch

~ ~ e sq
hoo(s) = qh™(s) (s €]0,1)), h(s def _— 10.13
(s) (s) (s€[0,1)), h(s) F(50) (10.13)
und bildet die einzige auf [0,1) analytische Lisung der Gleichung (10.12). Es gilt aufflerdem
( 1— n+1
L, falls p # 1
EY, = L—p : (10.14)

n+1, falls p+#1
2

¢ o 1— M2n—|—1 "
TEmE ( = —2n+ D" ), fallsp#1
VarY, = a a (10.15)

1
gn(n +1)(2n +1)0?, falls p=1

fur alle n > 0.

Beweis: Fiir (10.11) notieren wir
hnt1(s) = sE(E(s? 211 Z))) = sE(ho(s)?) = sfohu(s).

Lafit man dann n gegen oo streben und beachtet die Stetigkeit von f, so folgt auch (10.12).
Bezeichnet g eine weitere analytische Losung der Gleichung (10.12), ergibt sich unter Benutzung
der Konvexitat von f
heo(s) = g(s)| < sp|hoc(s) — g(s)]

fiir alle s € [0,1], n > 1 und somit hs(s) = g(s) fiir alle s € [0, 7). Als analytische Funk-
tionen miissen ho, und g dann aber schon auf ganz [0, 1) identisch sein.

Zum Nachweis von (10.13) sei zuerst ¢ < 1 und somit ¢ = 1. Ersetzt man dann in (10.12)
s durch h }(s), ergibt sich s = h!(s)f(s), also hz!(s) = s/f(s). Falls 4 > 1 und q > 0,
betrachte die in (7.9) definierte subkritische e.F. f(s) = f(sq)/q. Sei ho die eindeutige Losung
von heo(s) = 5 f 0 hoo(s). Nach dem eben Bewiesenen gilt h'(s) = s/f(s) = h(s). (10.12)
fiir f und hoo kann aber zu qhoo(s) = sf (qﬁoo(s)) umgeschrieben werden, was aufgrund der
Eindeutigkeit hoo(s) = qizoo(s) und damit die Behauptung impliziert.

Der Nachweis von (10.14) und (10.15) unter Benutzung von Satz 2.2 bleibt dem Leser
{iberlassen und bildet Ubung 10.1. &

BEWEIS VON SATZ 10.1: Die nachfolgende Argumentation schlieft eine interessante
Anwendung des sogenannten Auszihlungssatzes ([ 22.13 in [2]) mit ein.
Fiir jedes s € [0,1] seien X(s), X1(s), Xa(s), ... unter P =Py u.i.v. mit

_ pksk
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fiir alle k£ > 0 (beachte f(s) > f(0) = po > 0 fiir alle s € [0, 1]) und zugehérigem SRW

def def

So(s) 0 und S,(s) = Xi(s)+ ...+ Xn(s) firn>1.

Dann gilt offensichtlich P(S;(1) = j—i) =P;(Z1 = j —1i) = pj j—; fur alle j > ¢ > 1, und unter
Hinweis auf (10.6) reicht es deshalb,

hoo(s)! = ZEP(sj(n =j—i)s (10.16)

fir alle s > 1 und s € [0, 1] zu zeigen.

Nehmen wir zunachst ¢ < 1 an, und sei ¢ > 1 im folgenden fest vorgegeben. Dann folgt

EX(s) = S]J:;S) <1firse0,1) und EX(1)=p<1.

Der erwahnte Auszahlungssatz liefert

P(S,(s) <nfirallen>1) = 1-EX(s) = 1—

fiir alle s € [0,1]. Aus S”T(S) — % < 1 P-f.s. folgt ferner P(S,(s) > n —i uwo.) =0 fir s €

[0,1). Wir erhalten deshalb vermége S, (s) = p(s) — i fiir p(s) Lt sup{n > 0: S,(s) >n—i}
sowie P(Sy,(s) = j) = P(Sn(1) = j)s7/f(s)" (O Ubung 10.3)

1= STP(Su(s) = n— i, S (s) < n+j—i fiir alle j > 1)

n>1i
= P(S;(s) < j fiir alle j > 1) ;P(sn(s) —n —1) (10.17)
_ B Sf’(S)) P(S L gn—1
(- % 2P =n =) 7
fiir alle 4 > 1. Setzen wir nun u &' ht(s) = 77> S0 gilt
SF8) _ ha(w)f ohalu) _
) Fohuolu = u f ohy(u).
Differentiation von (10.12) in u liefert dann weiter
Helu) = £ holt) +uf’ o hoc()tle(u) = £(s)+ 1S ),

woraus sich unter nochmaliger Verwendung von (10.12)

L_sf's) o fs) _ fohe(u) _ heo(u)

f(s) Wo(u) — hig(u)  ubl(u)
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ergibt. Setzen wir dies zusammen mit u = 75 und s = hoo(u) in (10.17) ein, so folgt schlieBlich

EEIC) =n—1
bl (u) ZP<Sn(1) N ) hoo (u)?’

also
i hoo(u)' " Rl () = Y P(Sp(1) =n—i)iu""".
n>i
Eine Integration von 0 bis s beziiglich u unter Beachtung von h.,(0) = 0 liefert schlielich
(10.16).

Seien nun ¢ > 1 und g > 0 bei weiterhin festem ¢ > 1 angenommen. Wir betrachten
dann wieder die subkritische e.F. f(s) = @ mit Losung heo(s) der Gleichung (10.12). Wir
hatten im Beweis von Lemma 10.3 gezeigt, dafl hoo(s) = qiLoo(s) gilt. Bezeichnen pji, k > 0,
die Koeffizienten der Potenzreihe von f(s)7 in 0, d.h. f(s)7 = 3,5, Pjxs", so impliziert die

Beziehung

. sq)? . .
f(s) = Al ;]) = Y Pi(Zi=k)q" 75" = pudIs"
q k>0 k>0
offensichtlich pjr = p;rg® 7 fiir alle j,k € Ny, und es folgt unter Benutzung von (10.16) fiir
oo (mit Pj.j—s anstelle von p; ;—; = P(S;(1) = j —1))

d.h. (10.16) fiir heo. &

BEWEIS VON SATZ 10.2: (a) Superkritischer Fall: Wie in Abschnitt 6 sei g,, wieder die
Inverse von f, auf [g,1]. Als Normierungsfolge wihlen wir k, = (1 — gn(s))_l, n > 0, fiir ein
s € (g,1). Der Beweis von Satz 6.1 hatte gezeigt, dal diese Wahl zu einem nicht-degenerierten
Limes W* von W} = Z,, /k,, fiihrt, fiir den nun (10.7) zu zeigen ist. Zu diesem Zweck erinnern

wir an die Ungleichung (6.20), die in umgeschriebener Form

n—j

1 — gn(s) J
lautet und fiir alle po € (1, p) sowie fir alle n > j > J(s, o) mit geeignetem J(s, 119) € Ny gilt.
Zu beliebigem ¢ € (0,4 — 1) selen nun J = J(s,pu—¢) und v =sup{n: W > (1 +e)W*} Vv J.
Es folgt

Y, Y, Z; k
T A N
j=v+1
< Ll gwr 3 e
= o

IA
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fir alle n > v und deshalb
pw=

Y,
limsup —~ <

P-f.s.
n— oo kn ou— ]_ S
Umgekehrt gilt aber wegen ky, /k,,—; — p? (n — 00)
Yo, NS Zn ke mo
linrriigf . > lgﬂtﬁf; kn—j’ : knj = W*gu 7 P-fs.

fiir alle m > 0, so dal wegen >, p) = - insgesamt die erste Halfte von (10.7) folgt. Fiir
> I
die zweite ist aber nichts mehr zu zeigen; tatsachlich vereinfachen sich bei analogem Vorgehen
die Beweisschritte, da die Normierungsfolge dieses Mal explizit bekannt ist.
(b) Subkritischer Fall: Es geniigt offensichtlich zu zeigen, da8 fiir ein s € (0,1)
T (s1/7) — B3 (s1/™) 0

E(s¥/"|Z, > 0) = = 7.00) — s (n — 00), (10.18)

wobei hY (s) d:EEfIEZ(SY“I{ZTL:O}) fiir n. > 0. Wie man leicht nachweist ((J Ubung 10.6), gelten

hy=0, RO i(s)=sfohd(s), hY,;>h und AT hoo.

n

Insbesondere erfiillen also die h? dieselbe Rekursion wie die h,, ([J (10.11)) und konvergieren
gegen denselben Limes, wobei allerdings h,, | heo gilt, folglich hY < h., < h,, fiir alle n > 0.
Setzen wir nun v(s) = sf’ 0 hoo(8), n =7 " (hn — hoo) und 9, = v (hoo — h2), so folgt

ha(s) = () ¥(s)"(n(s) +¥n(s))
1—fn(0) 1= fu(0)

fir s € [0,1] und n > 0. Unter Benutzung von (10.11), (10.12) und Beachtung von ho(s) = s
erhalten wir fiir alle s € (0,1] und n >0

_ s heels) P (R(s) —hee(s)
Pn(s) = MOE 1:[1 (hj_1(8) — hoo(s )

(10.19)

euls) = (5o TL (452250 (10.20)

fiir geeignete 7; mit hoo < n; < h;. Aufgrund der einfachen Abschatzungen

0 < hj—he < fohjo1—fohe < plhj_1 —ho) < .. < W,
flomj—fohe < flohj—fohe < f"(1)1/
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konvergiert die Reihe .-, (f'on; — f'ohoo) gleichmiBig auf [0, 1] und damit auch das Produkt
in (10.20) auf jeder kompakten Teilmenge von (0, 1], d.h. ¢, konvergiert auf (0,1] monoton
wachsend gegen eine stetige Funktion ¢, und nach dem Satz von Dini ([ [10], (13.40) auf
S. 205) ist die Konvergenz ebenfalls kompakt gleichméfig. Letzteres impliziert weiter

lim o, (sY") = poo(l) = lim ¢,(1) = 0. (10.21)

Dasselbe Vorgehen zeigt, dal v, monoton fallend und kompakt gleichméfig auf (0,1] gegen
eine stetige Funktion v konvergiert (Ubung 10.6), so daB

nll_)IIQlQQ/%(Sl/n) = V(1) = lim p7"(1 = fn(0)) = ¢, (10.22)

n—oo

wobei ¢ den nach Satz 8.1 existierenden, wegen o2 € (0, 00) positiven Limes von P(Z,, > 0)/u™
bezeichnet.

Mit Blick auf (10.18),(10.19) bedarf es zum Beweis der Behauptung noch der Unter-
suchung von (s'/™)" /(1 — f,(0)) fiir n — co. Aus h/_(1) =
auch (10.14) erhélt, folgt

T2, Wie man mit (10.12) oder

(o) (1) = 1o ha(ip(1) = 35— ZEHEZ1 gy

und somit fiir geeignetes p(s) mit limgy; p(s) =0

Floha(s) = M<1 —(0—1—p(s))(1— 3)).

Beachtet man noch lim,, ., n(1 — s/") = log s, so folgt
,Y(Sl/n)n — S,un <1 _ (9 1 p(sl/n>)(1 _ Sl/n)) ~ S,une(é—l)logs — ,UJnSG,

also lim,, oo y(s/™)" /(1 — £,(0)) = s?/c. (10.18) ergibt sich nun bei Kombination dieses Re-
sultats mit (10.19), (10.21) und (10.22).
(c¢) Kritischer Fall: Zu zeigen ist hier fiir alle ¢ > 0 und n — oo (vgl. (10.18))

ha(e /™) — RO (e V™) o2t 7V
— .
1 — £a(0) 1 —e-ov2

E(e /™| Z, > 0) = (10.23)

Trotz mancher Ahnlichkeit zum Vorgehen im subkritischen Fall erfordert der Beweis von (10.23)

einen technischen Mehraufwand, der uns im Rahmen dieses Textes unangemessen erscheint.

Der interessierte Leser sei an die Originalarbeit [14] verwiesen. &

["Ibungen zu Abschnitt 10

Ubung 10.1. Beweisen Sie (10.14) und (10.15) in Lemma 10.3.
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Ijbung 10.2.  Sei (Z,,)n>0 ein superkritischer GWP mit positiver Aussterbewahrschein-
lichkeit ¢ und f zu f wie in (7.9) definiert, d.h. f(s) = f(sq)/q. Bezeichnen hs und he die
eindeutigen analytischen Losungen von (10.12) mit f bzw. f, so gilt hoo(s) = qhoo(s), wie im
Beweis von Lemma 10.3 gezeigt wurde. Geben Sie eine probabilistische Begriindung fiir diese

Tatsache unter Benutzung der Ausfithrungen im Anschluff an (7.9).

ﬁbung 10.3. Gegeben sei die Situation des Beweises von Satz 10.1 einschlieBlich der

dortigen Bezeichnungen. Zeigen Sie, dafl

P(S,(5) =) = P(S.() = 1) 7

fiir alle s € [0,1] und j,n € Ny. [Hinweis: Bestimmen Sie die e.F. von S, (s).]

Ubung 10.4. Bestimmen Sie P(Y, = n) fir alle n € N im ”Zellteilungs-Fall”, wenn
Po = 1 — P2 gllt

Ubung 10.5. Formulieren Sie die Ergebnisse von Satz 10.2 im Fall von i > 2 Urahnen

und begriinden Sie diese.

Ubung 10.6. Zeigen Sie, daB im Beweis von Satz 10.2(b)

(a) (O im AnschluB an (10.18)) die dort definierten Funktionen hY,n > 0 die Rekursion
(10.11) erfiillen und eine monoton wachsende Folge mit Limes h, bilden.

(b) (J im Anschluf an (10.21)) die dort definierten Funktionen 1, monoton fallend und

kompakt gleichméfig auf (0, 1] gegen eine stetige Funktion 1., konvergieren, falls n — oo.

Ubung 10.7. Fiirs,t € [0,1] und n € Ng sei H,(s,t) = E(s¥»t%") die zweidimensionale
e.F. von (Y,, Z,). Zeigen Sie:
(a) Es gelten Hy(s,t) = st und

Hy,y1(s,t) = sfoHpy(s,t) (10.24)

fir alle s,¢ € [0,1] und n > 0.
(b) Ist 02 endlich, und bezeichnen &, und p,, die Kovarianz bzw. den Korrelationskoeffizienten

von Y, und Z,, so gelten

1 2 1—
10_ <n,u”_1—,u“(1_'u )), falls p # 1
Ky = H H (n>1), (10.25)
1
\ §n(n +1)o?, falls p=1
(0, fallspu<1
nlLH;o Pn = ?, falls p =1 - (10.26)
1, fallsp>1
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11. Das Verhalten bei wachsender Anfangspopulation

Unsere bisherigen Analysen eines GWP (Z,,),>0 basierten stets auf der Annahme einer
festen Zahl von Urahnen Z;, zumeist Zy = 1. In einem kanonischen Modell bedeutete dies, dafl
a priori eines der Wahrscheinlichkeitsmafle P;,7 € N, festgelegt wurde. Wie aber verhéalt sich
die Verteilung von Z,, unter P;, falls n und i gegen oo streben? So lautet die Frage, der wir uns
in diesem Abschnitt kurz widmen wollen. Satz 11.1 weiter unten gibt eine nahezu vollstandige
Antwort.

Zuvor stellen wir jedoch kurz zwei Verteilungstypen vor, die dort auftreten: Seien 7" und
X1, X, ... stochastisch unabhéangige Zufallsgrofien mit Werten in Ny, T' Poisson-verteilt mit
Parameter \ sowie X7, Xo, ... identisch verteilt mit e.F. g und zugehorigem SRW Sy = 0 und
S, =X1+..+ X, fir n > 1. Dann hat St die e.F.

E(s7) = > g(s)"P(T'=n) = M1, (11.1)

und man nennt eine derartige Verteilung bewertete Poisson-Verteilung (L auch 48.3 in [1]).
Diese Bezeichnung gilt natiirlich auch, wenn X7, X5, ... eine beliebige Verteilung auf R besitzen.
Ist Yp, Y7, ... eine weitere, von T" unabhangige Folge von Zufallsgroflen, und bezeichnet
Qn die Verteilung von Y,,, so hat Y7 die Verteilung ) -, e A\"Q,/n!, und man spricht in
diesem Fall von einer Poisson-Mischung der Q,,n > 0. _Stammen die @),, alle aus derselben
Verteilungsfamilie, so spricht man auch von einer Poisson-Mischung dieser Verteilungsfamilie,
in Satz 11.1 unten z.B. von einer Poisson-Mischung von Gamma-Verteilungen. Im dortigen
Spezialfall gilt sogar Y,, = S,, mit unabhéngigen, identisch I'(1,v)-, d.h. Exp(v)-verteilten
X1, Xa,.... Bezeichnet dann ¢(t) = ﬁ deren L.T., so hat Y = St offensichtlich die L.T.

E) = S AP ET =) = NSO _ e, (g
n>0

Bewertete Poisson-Verteilungen bilden im iibrigen nichts anderes als spezielle Poisson-Mischun-

gen, namlich von Faltungen Q,, = Q*(™ einer Verteilung Q auf R.

11.1. Satz (Lamperti). Sei (Z,)n>0 ein GWP in einem kanonischen Modell mit Re-
produktionsmittel i € (0,00) und Reproduktionsvarianz o € (0, 0].
(a) (Superkritischer Fall) Ist 0% < oo und ® die Verteilungsfunktion der Standard-Normalver-
teilung, so gilt fir jede Folge i, — 0o

Zn — " §t> = B(t) (11.3)

n
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(b) (Subkritischer Fall) Gilt (ZlogZ), po < 1 und i,, ~ Au™" fiir n — oo und ein A € (0,00),

(¢)

so besitzt Z,, unter P; asymptotisch eine bewertete Poisson-Verteilung, und zwar folgt

lim E; (s?7) = lim f,(s) = e NP7 (11.4)

n—oo n—oo

fiirs € [0,1], wobei ¢ und h wie in Satz 8.1 bzw. 8.2 definiert sind. Gilt stattdessen i,u™ —
oo fiir n — oo, und ist 02 < oo, so folgt (11.8) mit (3, = a,u”/2(ﬁ)l/2. Weitere
Grenzverteilungen sind bis auf triviale Anderungen in der Normierung und degenerierte

Verteilungen nicht méglich, sofern 0% < co.

(Kritischer Fall) Sei 0 < oo. Fulls i, ~ An fir n — oo und ein A € (0,00), so ist
die asymptotische Verteilung von Z,/n unter P; eine Poisson-Mischung von Gamma-

Verteilungen mit L.T.
lm E; (e t2n/m) = ¢ 2M/(2+10%) 4> ¢, (11.5)
Im Fall i, /n — oo fir n — oo gilt dagegen erneut (11.3), jedoch mit B, = o(niy)*/?.

Weitere Grenzverteilungen sind wiederum bis auf triviale Anderungen in der Normierung

und degenerierte Verteilungen nicht moglich.

Zum Beweis des Satzes bendtigen wir den folgenden zentralen Grenzwertsatz (von Linde-

berg) fiir Dreiecksschemata unabhingiger Zufallsgrofen ([1 37.8 in [1]), den wir ohne Beweis
notieren:

11.2. Satz (von Lindeberg fiir Dreiecksschemata). Sei (k;,),>1 eine gegen oo stre-

bende Folge natirlicher Zahlen und

ein Dreiecksschema zentrierter Zufallsgrofien mit endlichen, positiven Varianzen (o2 )

X171 X172 e X17k1
Xg’l X2’2 e X27k1 Ce X27k2
shvn

Xp1 Xnz oo Xok oo Xoky oo Xni

1<k<ky,

n,k)n>1

und innerhalb einer Zeile unabhdangigen Elementen, d.h. X, 1,..., Xy, sind unabhdngig fir

jedes

(a)

n > 1. Sei ferner S, = 2221 Xk und s% = VarS,, = 2221 ai - Dann sind dquivalent:

Das Dreiecksschema erfillt die Lindeberg-Bedingung

kr

1
lim — / X2, dP = 0
n—oo 8% ; {an’k|>€Sn} )

fur alle e > 0.
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(b) Es gilt der zentrale Grenzwertsatz fir (Sp)n>1, also s, 1Sy, < N(0,1), und das Dreiecks-

schema gentgt der Feller-Bedingung
2

. Jn,k
lim max 5
n—oo 1<k<k, 87,

BEWEIS VON SATZ 11.1: Im folgenden seien (Z,gj))nzo, j > 1, unter P = IP; stochastisch
unabhéngige Kopien von (Z,,)n>0, also P;((Z,)n>0 € -) = ]P’((Z;Zl Zﬁj))nzg € ) fiir allei € N.
Ferner seien wieder W, def pu " Zy, firn>0und W def lim,,_, o W,, definiert.

(a) Superkritischer Fall: Es gilt nun offensichtlich
p, (B <) [P,(ZZ()——ue)
" 2,
fiir alle n > 1, wobei E(Z,, — ™) = 0 und ([J Satz 2.2)
2, n—1

n_1 2
0721 def Var Z,, = o ) ~ &
,Ll,—l in

(n — ).

Die Behauptung ergibt sich deshalb mit Satz 11.2, wenn wir noch die Lindeberg-Bedingung

Zp — ™\
lim ) ap = 0 (11.6)
"7 | Zn—pr>eoni/*y N On

2

2n
» o~ const. u

fiir alle € > 0 nachweisen. Eine einfache Umformung unter Beachtung von o

zeigt, dafl (11.6) dquivalent ist zu

lim (W, —1)?dP = 0 (11.7)
n—=o0 JOw, —1|>eit/?}
fiir alle € > 0. Wegen 02 < oo liefert Satz 5.4, dal W quadratisch integrierbar ist, W,, sowohl

f.s. als auch in £5 gegen W konvergiert und daher

lim sup / (W, —1)2 dP < / (W —1)? dP
n—oo  J{|W,—1|>ei)/*} {IW—1]>ei}/?}

Ty (2

fiir alle k € N. Da i,, — 0o, strebt das rechte Integral fiir k& — oo gegen 0, und es folgt (11.7).
(b) Subkritischer Fall: Sei Y,; L 29 A1, Nach Satz 8.1 konvergiert pw "P(Z, > 0)
fiir n — oo gegen eine Konstante ¢, die positiv ist, sofern (ZlogZ) und pg < 1 gelten. Falls

in ~ A~ ", folgt deshalb
inP(Yn;=1) ~ A" "P(Z, >0) — X¢ (n— o0)

und daraus weiter nach dem Poissonschen Grenzwertsatz (B(in, pn)({k}) — Poi(v)({k}), falls
in — oo und i,p, — v, J 29.4 in [1])

Y, € Y Y, % Poide), dh. E(s™) — GV (n - o0).
j=1
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Setzen wir noch h,(s) = E(s?"|Z, > 0) und erinnern daran, da8 h,, — h fiir n — oo gemif

Satz 8.2, so erhalten wir

fa(s)m = E; (s%) = E(SZ;nl ZS))

= D B(¥u=hjga(s)* — 0O (n— o)
k=0

fir alle s € [0,1], d.h. (11.4).
Die asymptotische Normalitit im Fall ;1"4,, — oo und 02 < oo zeigt man wie im superkri-

tischen Fall mit Hilfe von Satz 11.2. Es gilt erneut o2 ~ f—i 2~

, aber anders als in Teil (a) o
const. . Gemif Satz 8.1 konvergiert o, 2P(Z,, > 0) daher gegen einen positiven Limes, und
die nachzuweisende Lindeberg-Bedingung (11.6) ergibt sich nach Bedingen unter Z,, > 0 als

aquivalent zu

lim B((Zn = 1)1, iy iy |20 > 0) = 0 (11.8)

fiir alle ¢ > 0. Nun konvergiert aber Z, — u™ bedingt unter Z,, > 0 nach Satz 8.2 gegen
eine Verteilung () mit Erwartungswert % und endlichem zweiten Moment WQ_M) (ﬂbung 8.2).
Ferner rechnet man leicht nach, da E((Z, — u™)?|Z, > 0) gegen diesen Wert konvergiert.
Bezeichnet also (Z),, 5, eine Folge derart, daf§ Z; und Z,, — p"|Z, > 0 dieselbe Verteilung

besitzen fiir n € Ny, Z*

* mnach @ verteilt ist und aulerdem 7} — Z* P-f.s. gilt (eine solche

Folge kann man immer konstruieren), so impliziert EZ** — EZ* * gemi Korollar 50.6 in [1]
die gleichgradige Integrierbarkeit der Z*? n > 0 und damit der (Z, — pu™)?|Z, > 0 fiir n > 0.
Es folgt (11.9) wegen lim,, Unz'}/z = 00.

Fiir die Eindeutigkeitsaussage bleibt nur noch zu erwahnen, dafl im noch offenen Fall

tppu™ — 0 fir allee >0
P, (Z,>¢) < e 'E; Z, = ¢ tipgun"” — 0 (n— o)

gilt, also Z,, gl 0.

(¢) Kritischer Fall: Hier beschrinken wir uns auf den Nachweis von (11.5), denn die
weiteren Behauptungen ergeben sich analog zu den beiden vorhergehenden Fallen. Gelte also
in >~ An fir A € (0,00) und weiterhin 62 < oco. Fiir die Y,,; aus Teil (b) folgt dann unter
Benutzung von Satz 9.1

2\

inP(Yn; =1) =~ MP(Z,>0) - — (n— o)
o

und daher wiederum mit dem Poissonschen Grenzwertsatz

w d ([ 2A
Y, = ;Ynj — P02<§) (n — o0).
‘7:
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Die Behauptung ergibt sich nun mittels des exponentiellen Grenzwertsatzes (9.4) in Satz 9.1,
da fir alle ¢ > 0 und fir n —

in

E;, (e"%0 /") = N P(Y, = k) (E(e ™7/ Z, > 0))"
k=0

2\k k
—2)/0? (2A/0%) 1 _ —2)Mt/(2+t0?)
e ];0 K \1+t02/2 ° ' <

12.* Zwei kritische Phinomene:
Perkolation und superbinares Wachstum

Die drastische qualitative Verhaltensanderung eines physikalischen Systems bei einer in-
finitesimalen Verénderung eines Parameters (z.B. Temperatur) nennt man gewohnlich ein kri-
tisches Phanomen. Zu den besonders eingehend untersuchten mathematischen Modellen, in de-
nen ein solches Phanomen auftritt, gehort Perkolation, worunter man Sickerprozesse von
Fliissigkeiten durch porose Medien, die aus vielen kleinen Kanélen bestehen, versteht. Das qua-
litative Phanomen von zentralem Interesse besteht hier darin, ob die Flissigkeit das Medium
makroskopisch passiert, wenn es jeden kleinen Kanal mit einer Wahrscheinlichkeit p (der
ProzeBparameter) passiert. Typischerweise ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten des
Phénomens (Perkolationswahrscheinlichkeit) 0 fiir alle p kleiner einer kritischen Wahrschein-
lichkeit p. und positiv fiir alle p > p.. Die exakte Berechnung von p. ist fiir die allermeisten
Perkolationsmodelle extrem schwierig, und noch schwieriger ist es, das Verhalten der Perkola-
tionswahrscheinlichkeit fiir p in einer Umgebung von p. zu beschreiben. Die Probleme werden
im wesentlichen durch die Zusammenhangstruktur der kleinen Kanale innerhalb des Mediums
verursacht.

In diesem Abschnitt betrachten wir das Modell des GWP’s aus einer verdnderten Per-
spektive, die die Verbindung zu Perkolationsmodellen herstellt (die Zusammenhangsstruktur ist
hier die eines Baumes), und dann zwei kritische Phénomene, fiir welche die obigen Wahrschein-

lichkeiten in Spezialfallen explizit berechenbar sind.

1. Perkolation. Wir betrachten den homogenen Baum V,,  der Ordnung n > 2 und
Hohe oo, der dadurch charakterisiert ist, dafl jeder seiner Knoten genau n Nachfolger be-
sitzt. Gegeben einen GWP mit einem Urahnen, dessen Reproduktionsverteilung (p;);>o die
FEigenschaft pg + ... + p, = 1 besitzt, konnen wir offenbar dessen Stammbaum, der sich
durch Markierung der Individuen ergibt und in Abschnitt 1 beschrieben wurde (L1 Bild 1.2),
als (zufélligen) Teilbaum von V,, o, auffassen, wobei der Urahne mit der Wurzel von V,,
identifiziert wird. V, o, selbst entspricht dem Stammbaum eines deterministischen GWP’s
mit Reproduktionverteilung ¢,,, d.h. p,, =1 und p; = 0 sonst.

Stellen wir uns nun vor, jede Kante des Baums V,, o, entspricht einem Kanal, der unab-

héngig von allen anderen Kanilen mit Wahrscheinlichkeit p € [0, 1] geoffnet ist. Dann lau-
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tet die fundamentale Frage in diesem klassischen Perkolationsmodell fiir V,, oo, mit welcher
Wahrscheinlichkeit 7(n,p) ein in der Wurzel beginnender Pfad gedffneter Kanéle unendlicher
Lange existiert. Mit anderen Worten, mit welcher Wahrscheinlichkeit kann Fliissigkeit, die von
der Wurzel in den Baum eindringt, jedes Niveau des Baums erreichen?

Wahrend die Beantwortung dieser Frage fiir viele Graphen, selbst solche mit einer sehr
einfachen und reguliiren Struktur wie etwa Z?, extrem schwierig ist, 148t sich die Losung in
der gegebenen Situation relativ einfach ermitteln. Sei G,, , der eindeutig bestimmte zufallige
Baum mit derselben Wurzel wie V,, o, der aus den gedffneten Kanélen sowie deren Anfangs-
und Endknoten besteht, und sei |Gy, ,| dessen Hohe.

12.1. Lemma. G, , ist der zufillige Stammbaum eines GWP’s mit Reproduktionsvertei

lung B(n,p), also p; = (?)pj(l —p)" I fiir j =0,...,n. Ferner gilt 7(n,p) = P(|Gn p| = 00).

BEWEIS: Fassen wir die Endknoten gedffneter Kanéle zu einem beliebigen Anfangsknoten
als dessen Nachkommen auf und beachten, dafl deren Zahl eine B(n, p)-Verteilung besitzt, weil
jeder Kanal unabhéangig von allen anderen mit Wahrscheinlichkeit p geoffnet ist, so ergibt sich

die erste Behauptung. Die zweite Aussage ist offensichtlich. &

Die Perkolationswahrscheinlichkeit entspricht also der Explosionswahrscheinlichkeit eines
GWP’s mit B(n, p)-verteilter Reproduktion und Reproduktionsmittel np. Unter Riickgriff auf
die Ergebnisse in Abschnitt 3 erhalten wir deshalb ohne weitere Arbeit:

12.2. Satz. Fiir die Perkolationswahrscheinlichkeit 7(n,p) gilt

0, fallsnp <1

m(n,p) = { (12.1)

>0, fallsnp>1
sowie speziell im Falln = 2

0, falls2p <1

w(2,p) = 1-p\? : 12.2
(2.2) 1—(—p> . falls 2p > 1 (12.2)
p

mw(n,p) ist ferner stetig und monoton wachsend in p sowie monoton wachsend in n.

Ohne darauf naher einzugehen, erwédhnen wir, daf sich offenbar der Stammbaum eines je-
den GWP’s mit auf {0, ...,n} konzentrierter Reproduktionsverteilung (p;),>o mit einem Perko-
lationsmodell auf V,, o, assoziieren lafit. Die Grundannahme besteht dann darin, daf§ zu jedem
Knoten die Anzahl der von ihm ausgehenden gedffneten Kanéle unabhangig von allen anderen
Knoten gemaf (p;);>0 verteilt ist. Verzichtet man auf die Restriktion p; = 0 fiir j > n, erhalt
man entsprechend ein Perkolationsmodell auf V, ., dem homogenen Baum unendlicher Hohe,

dessen Knoten abzahlbar unendlich viele Nachfolger haben.
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2. Superbindres Wachstum. Basierend auf einer gut lesbaren Note von Dekking [5]
und einer weiteren Arbeit von Dekking und Pakes [6], stellen wir uns als néchstes die Frage,
mit welcher Wahrscheinlichkeit der Stammbaum eines GWP’s den homogenen bindren Baum
V2,00 mit derselben Wurzel enthélt. Wir bezeichnen das Auftreten dieses Phanomens der Kiirze

halber als superbindres Wachstum und zeigen:

12.3. Satz (Dekking). Sei(Z,)n>0 ein GWP mit Reproduktionsverteilung (p;)j>o und
eF. f(s)=> >0 p;s’. Es bezeichne m die Wahrscheinlichkeit fir superbindres Wachstum von

(Zn)n>0- Dann ist 1 — 7 der kleinste Fizpunkt der Funktion

def

h(s) = f(s)+ (1 =s)f'(s) (12.3)

in [0,1]. Ferner gilt m = 1 genau dann, wenn py + p; = 0.

BEWEIS: Sei 7, die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf8 der zu (Z;);>0 gehoérende Stammbaum
einen homogenen binaren Teilbaum der Hohe n und derselben Wurzel enthalt, und sei weiter
Tn defy —1, fiir n € N sowie 7 e Gegeben Z; = k, erzeugt der Prozef§ keinen homogenen
binédren Teilbaum der Hohe n + 1, falls k£ = 0 oder 1 oder falls £ > 2 und entweder keiner oder
genau einer der k Nachfolger Wurzel eines homogenen binaren Teilbaums der Hohe n bildet.
Unter Beachtung der stochastisch unabhéngigen Evolution der von den Individuen der ersten

Generation erzeugten Teilpopulationen bzw. Teilbaume folgt

Tp+1 = Do + P1 + Z('ﬁg—kkﬁﬁilﬂ—n)pk
>2

=po + p1 + f(@) — po — Tupr + (' (Tn) —p1)

und damit
Tne1 = h(mTy). (12.4)

fiir alle n > 1. Die Stetigkeit von h zusammen mit lim,, .., 7, = 7 ergibt 7 = h(7). Setzen
wir 7 def 0, so bleibt (12.4) auch fiir n = 0 richtig, und es gilt 7,11 = h,41(0) fiir alle n > 0,
wobei wie iiblich 2, % ho...oh (n-mal). Da h wegen h/(s) = (1 —s)f"(s) > 0 ferner monoton
wachsend ist, folgt schliefllich, dal @ = lim,, oo h,(0) den kleinsten Fixpunkt von A in [0, 1]
bildet. Den sehr einfachen Beweis der letzten Behauptung des Satzes iiberlassen wir dem Leser

(Ubung 12.1). O

Bevor wir das Ergebnis anhand von Beispielen weiter diskutieren, notieren wir als Fol-
gerung eine Darstellung von h, die insbesondere zeigt, dal m von py und p; der Reproduk-
tionsverteilung (p;);>0 nur iiber deren Summe py + p; abhéngt. Dies reflektiert die intuitiv
offensichtliche Tatsache, dafl nur Individuen mit mindestens zwei Kindern zum superbinaren

Wachstum beitragen.
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12.4. Korollar. In der Situation des vorhergehenden Satzes gilt

h(s) = po + p1 + Z((”+1)Pn+1 — (n—=1)py)s"

n>1

fir alle s € [0,1].

BEwEIS: Die Behauptung ergibt sich direkt durch Nachrechnen.

(12.5)

O

12.5. Beispiel. Im folgenden sei stets pg + p1 > 0 vorausgesetzt. Wie man leicht ein-
sieht, impliziert dann p,, = 0 fiir alle n > 3 stets 7 = 0 ([ Ubung 12.1). Die einfachste

Situation, in der m > 0 tiberhaupt moglich ist, liegt daher vor, wenn p3 > 0 und p, = 0 fir

alle n > 4. In [5] wird der Spezialfall p3 = 1 — p; diskutiert. Hier wollen wir ganz allgemein

Reproduktionsverteilungen mit py + p1 + p2 +ps = 1 betrachten. Vermoge Korollar 12.4 diirfen

wir 0.B.d.A. p; = 0 annehmen und erhalten vermoge (12.5)
h(s) = po + 2pas + (3p3 —p2)s” — 2p3s’.
Unter Beachtung von
1—h(s) = (1—5)(p2+ps+ (ps — p2)s — 2pss’)
148t sich die Fixpunktgleichung h(s) = s auf [0, 1) leicht in die quadratische Gleichung
2p3s” — (p3 —p2)s + (1—p2—p3) = 0

iiberfiihren, deren Losungen

) 1/2
_ <P3—p2) (p3—p2> 1 —p2—p3
S12 = —_— + —_— -
4ps 4p3 2p3

lauten, sofern die Bedingungen

2
ps—pz) S 1—p2—p3
4ps3 - 2p3

pP3 > P2 und (

erfiillt sind. Setzen wir a % p2/Dp3, ergibt sich in (12.6)

1l -« 1 8 1/2
+ - 2_ %
1 4<(a—i—3) p3>

und damit unter Beachtung von (a + 1)ps = pa 4 p3 < 1 die Aquivalenz von (12.7) zu

S12 =

a € [0,1) und ——5 < p3 < ——.
a

(12.6)

(12.7)
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Vermoge Satz 12.3 lautet demnach das Ergebnis fiir 7 als Funktion von p3 und a:

/ 0, falls a > 1 oder p3 < m,

+3 1 8\ /2

8

(12.8)

falls a € [0,1) und p3 € {

\

1
(a—|—3)27o¢—|—1)’

wobei an pg + p1 > 0 erinnert sei. Gilt speziell & = 0, d.h. po = 0, so erhalten wir wie in [5]

(0 Theorem 2)

0, falls p3s < g
m(p3) = 3 3 8 1/2 g
Z—i_Z(l_%) , fallsp32§
1 ]
0.8 /
0.6
0.4
0.2
0

0.8 0. 85 0.9 0. 95

1

(12.9)

BiLb 12.1. Die Wahrscheinlichkeit 7(p3) im Fall 0 < pg + p1 = 1 — p3.

12.6. Beispiel. Betrachten wir als nachstes den Fall eines GWP’s mit gebrochen-ra-

tionaler Reproduktionsverteilung, deren e.F. durch f(s) =1 — % +

b <1—p gegeben ist ([ (4.2)). Weiter gilt u = ﬁ sowie

b
/ _
f(S) - (1_p8)2'
Damit ergibt sich leicht
bp(1 — 5)?
1 h(s) = —21=9)

(1—=p)(1—ps)?

bs
1—ps

fiir (b,p) € (0,1)?,

Die Fixpunktgleichung 1 —h(s) = 1—s fiir s € [0, 1) fiihrt nach Division durch 1— s und kurzer

Rechnung auf die quadratische Gleichung

b 1)2 b b b(u—4)
p2

(S T ua-p 1 4p?(1 — p)?

4p?
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mit den Losungen

1 b 1/2
= —(2 - — £ (b(u—4
51,2 2p( 1_p ( (:u )) )7
sofern p > 4, d.h.
b/2 > 2(1—p). (12.10)

Beachte, daB diese Bedingung zusammen mit b < 1 — p nur fiir b < 1 erfiillt ist. (12.10)

impliziert vermoge der Abschétzung

auflerdem p > %, also ﬁ > 1, und somit

51 > %<1+ (b(u—4))1/2) > 1.

Die relevante Losung so liefert demnach den Wert von 7, sofern s = s2(b, p) € [0, 1]. Wie man
leicht sieht, ist dies unter den bereits festgestellten Parameterrestriktionen b < %, b<1-—p
und /2 > 2(1 — p) stets der Fall (es ist s, > 0 genau dann, wenn p < Flv und 1 —-b < %er)
Damit erhalten wir 7(b, p) = 0, falls b > %, und im Fall b < i

1/2
0, fallsp<1—70derp>1—b
m(b,p) = o ) (b1 — )12 - )1/2 . . (12.11)
- =+ + , fallsl — —<p<1-—

p 2p(1-p) 2p 2 —7F
1f ‘ ‘ ‘ ‘ ]
0.8¢ 1
0.6+ 1
0.4 / ]
0.2¢ 1
O ‘ ‘ ‘ ‘ h
0.75 0.8 0.85 0.9 0.95 1

BiLb 12.2. Die Graphen von 7(b,p) als Funktion von p fir die Werte b =
0.24, 0.2, 0.15, 0.1, 0.05, 0.02, 0.01, 0.005 (von links nach rechts)
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Falls b = p(1 — p) und folglich f(s) = 11—;;53’ liegt eine geometrische Verteilung mit

Parameter p und Mittelwert p = % vor. In diesem Fall vereinfacht sich das Ergebnis (12.11)

zu

0, fallsp< %
5
= o 3p— 2 sp-0)) ). falsp > 2 (12:12)
2% D — +(P(p— )) » fallsp =g
bzw. bei Parametrisierung durch p zu
0, falls p<4
= 1/2 . 12.13
() 1 1—24—(1—%) , fallspu>4 ( )
2 It @
1
0.8
0.6
0.4
0.2
0

0.75 0.8 0.8 0.9 0.9 1

BiLp 12.3. Die Wahrscheinlichkeit 7(p) im geometrischen Fall b = p(1 — p).

Die Beispiele zeigen, daf es kein einheitliches Kriterium fiir das Auftreten superbinéren
Wachstums gibt. Damit bleibt nur, jede gegebene parametrische Familie von Reproduktions-
verteilungen hinsichtlich dieses Phdnomens individuell zu untersuchen. Als Verallgemeinerung
superbindaren Wachstums kann man nun natiirlich fiir n > 3 auch die Frage behandeln, mit
welcher Wahrscheinlichkeit 7[n] der Stammbaum eines GWP’s den homogenen Baum V,,
mit derselben Wurzel enthélt. Es zeigt sich, dafi die Komplementarwahrscheinlichkeit 1 — 7[n]
wiederum als kleinster Fixpunkt einer Funktion in [0, 1] gegeben ist ([J [6] und Ubung 12.2).

Wir wollen darauf jedoch nicht weiter eingehen.

I"Jbungen zu Abschnitt 12

Im folgenden seien die Bezeichnungen aus Unterabschnitt 12.2 gegeben.

Ubung 12.1.  Gegeben die Situation von Satz 12.3, sei ferner 7* die Wahrscheinlichkeit,
daB irgendein Individuum der von (Z,,),>0 beschriebenen Population Wurzel eines homogenen
bindren Teilbaums bildet. Zeigen Sie:

(a) Es gilt die letzte Behauptung von Satz 12.3, d.h. 7 = 1 genau dann, wenn py 4+ p; = 0.
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(b) Aus pg + p1 > 0 und p,, = 0 fiir alle n > 3 folgt 7 = 0.
(¢) 1 —7* ist Fixpunkt von f in [0,1] (= 7* € {0,1 — ¢}), und es gilt 7* =1 — ¢ > 0 genau

dann, wenn ¢ < 1 und 7 > 0.

Ubung 12.2. Fiir n > 1 sei n[n] wie am Ende des Abschnitts eingefiihrt. Zeigen Sie,
dal 1 — m[n] der kleinste Fixpunkt der Funktion

det = f*)(s)

hn(s) = i (1-s)"

in [0,1] ist. Fiir n =1 gilt offenbar h; = f und damit 1 — x[1] = ¢. Erkldren Sie, warum.

Anhang: Erzeugende Funktionen

Wie in der Einfiihrung bemerkt, setzen wir den Inhalt des Skriptums [1] iiber W-Theorie
als Grundwissen voraus. Sowohl die analytische Transformierte eines endlichen Mafles () als
auch die Fourier-Transformierte (F.T.) und die Laplace-Transformierte (L.T.) als Restriktio-
nen dieser Funktion auf spezielle Teilmengen des Definitionsbereichs werden dort in den Ab-
schnitten 40-42 eingehend behandelt. Die Definition der erzeugenden Funktion (e.F.) eines W-
Mafes auf Ny sowie einige grundlegende Eigenschaften findet der Leser am Ende des Abschnitts
42. Aufgrund der grofien Bedeutung e.F. in diesem Text haben wir uns jedoch entschieden,
hier eine erweiterte Darstellung im Rahmen des vorliegenden Anhangs bereitzustellen.

Ist @ eine Verteilung auf Ny, so bildet ihre L.T. p(t) = [e~**Q(dx) offensichtlich eine

Potenzreihe in e™* fiir t > tg def inf{s <0: [e**Q(dx) < oco}. Dabei setzen wir natiirlich

e~ "0, Der Leser beachte, dafl aus Q({co}) > 0 stets tg = 0 folgt.

A.1. Definition. Sei Q = (p;);>0 eine Verteilung auf Ny mit L.T. ¢. Dann heifit

Fs) € N pus™, Is| < Rg E ete, (A1)
n>0
erzeugende Funktion (e.F) von @, und es gilt
p(t) = fle™) (4.2)

fiir alle t > tg. Ist X eine Zufallsgrofie mit Werten in Ny und Verteilung Q, folgt f(s) = Es™,
und f heifit auch e.F. von X.

Wir weisen darauf hin, daf8 Rg > 1 gilt und der Definitionsbereich ®(f) von f immer
sowohl die offene Kreisscheibe {z € C : |z| < Rg} als auch die abgeschlossene Einheitskreis-
scheibe {z € C: |z| < 1} enthélt. Falls Rg > 1, so ist D(f) = {z € C: |2| < Rg} genau dann,
wenn [ RE Q(dr) < oo.
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Beziehung (A.2) zeigt, daf die e.F. lediglich eine variablensubstituierte L.T. bildet und
dafl daher manche Ergebnisse fiir L.T. durch geeignete Umformulierung leicht auf e.F'. iibertra-
gen werden konnen. Dies gilt etwa fiir den Eindeutigkeitssatz (L1 42.4 in [1]) sowie den Mul-
tiplikationssatz (LJ 40.7 in [1]). Der erste ergibt sich aber auch sofort aus dem Identitéitssatz

fur Potenzreihen.

A.2. Eindeutigkeitssatz. Zwei e.F. stimmen genau dann tberein, wenn die zu ithnen

gehérenden Verteilungen auf No gleich sind.

A.3. Multiplikationssatz. Gegeben Verteilungen Qq, Qs auf auf Ny bzw. stochastisch
unabhéingige No-wertige Zufallsgréfen X,Y mit e.F. fi, fa, besitzt Q1% Qo bzw. X +Y die e.F.

fifa.

Die wichtigsten analytischen Eigenschaften fait das nachste Lemma zusammen.

A.4. Lemma. Sei X eine Zufallsgrofse mit Werten in Ny, Verteilung (pj)j>0 und e.F.
f(s) = E(s%X). Dann gelten die folgenden Aussagen:
(a) f ist auf jedem {z € C: |z| < R} CD(f) gleichmdfig stetig mit |f(2)| < f(R).
(b) f ist auf jedem {z € C: |z| < 1} C D(f) unendlich oft differenzierbar (also holomorph)

mit n-ter Ableitung
n n X —n
FM(z) = an( >pjz9 = n!E((n)zX >,
wobei 2> 0.

(c) f(V(1) = M im st1 f(s) emistiert fiir alle n € No und ist durch

n

P = B(XO= 1) () = ()

gegeben, wobei f(0) def f und (fl) L) fiir j < n. Insbesondere gelten EX = f'(1), EX? =
F7(1) + F(1) und VarX = (1) + f(1)(1 = £/(1)).

(d) Fiir jedes n € Ny ist (™ monoton wachsend und konvezx auf [0, 1] mit strenger Monotonie
genau dann, wenn P(X > n) > 0, und strikter Konvexitit genau dann, wenn P(X >
n+1)> 0.

Eine Umkehrformel fiir e.F. brauchen wir nicht anzugeben, bilden doch die Koeffizien-
ten der Potenzreihe die Elementarwahrscheinlichkeiten der zugehorigen Verteilung auf Ny und
determinieren diese vollstandig.

Schliellich wollen wir noch einen Stetigkeitssatz fiir e.F. angeben, der den Zusammenhang
zwischen der vagen ( — ) bzw. schwachen (- ) Konvergenz von W-Mafen auf Ny (L] Ab-

schnitt 43 in [1]) und der punktweisen Konvergenz ihrer e.F. herstellt. Unter Hinweis auf
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die nachfolgenden Bemerkungen sollte der Leser den Beweis miihelos selbst fithren konnen.
Wir bezeichnen nach Feller ein W-Mafi @@ auf Ny als defekt, falls Q(Ny) < 1, und nehmen in
diesem Fall an, dafl die fehlende Masse 1 — Q(Ny) in oo konzentriert ist, identifizieren also @

in kanonischer Weise mit einem W-Maf auf Nj.

A.5. Stetigkeitssatz. Qg,Q1,... seien Verteilungen auf Ng mit e.F. f1, fo,....

(a) Aus Q, — Q fir eine méglicherweise defekte Verteilung Q auf No mit e.F. f folgt
limy, oo fn(s) = f(s) fiir alle s € [0,1).

(b) Aus Q, = Q fiir eine Verteilung Q auf Ng mit e.F. f folgt lim, .o fu(s) = f(s) fiir alle
s € [0,1], und die Konvergenz ist gleichmdfsig.

(c) Existiert umgekehrt f(s) L Yimy, o fn(s) fir alle s € [0,1] und eine in 1 (linksseitig)
stetige Funktion f, so ist f e.F. einer Verteilung Q auf No, und es gilt Q. — Q.

A.6. Bemerkungen. (a) Eine dquivalente Bedingung fiir die vage Konvergenz von Ver-

teilungen @,, auf Ny gegen einen moglicherweise defekten Limes @ bildet

Jim Y (R = > f0) QY

720 =20

fiir jede komplexwertige Nullfolge (f(j));>0. Da f(j) = 27 fiir jedes z € {y € C: |y| < 1} diese
Eigenschaft besitzt, gilt in Teil (a) des obigen Satzes allgemeiner

lim f,(2) = f(2)

n—oo

fir alle z € {y € C: |y| < 1}.

(b) Ist der Limes @ in Teil (a) des obigen Satzes defekt, so beachte, daf f,, (1) als konstante
Folge (mit Wert 1) zwar konvergiert, aber eben nicht gegen den Wert f(1) def limgyq f(t) =

Q(No).

Die untere Tafel zeigt fiir einige bekannte Verteilungen die F.T. ¢, die L.T. ¢ oder die
e.F. f. Dabei bezeichnet

— B(n,p) die Binomial-Verteilung mit Parametern n € N und p € (0, 1).

— NB(n, p) die negative Binomial-Verteilung mit Parametern n € N und p € (0, 1).
— Poisson(u) die Poisson-Verteilung mit Mittelwert p.

— FEzp(p) die Exponential-Verteilung mit Parameter p € (0, 00).

— T'(\, p) die Gamma-Verteilung mit Parametern A\, u € (0,00) [= Fxp(p) = T(1, )]
— N(u,0?) die Normal-Verteilung mit Mittelwert x4 € R und o2 € (0, 00).
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Literaturangaben

Verteilung (Z&hl-)dichte Trager F.T., L.T. oder e.F.
degeneriert 1 {a} b(t) = eiot
Laplace n+_1 {0,...,n} f(s) = (nlﬁzis)
B(n, p) (w)p* (1 —p)"* k€{0,...,n} f(s)=(ps+1-p)"
NB(n,p) (" (1 —p)* k€N f() = (i=a=:)"
Poi(p) e_“”—’: k € Ny f(s) = erls—h)
gebr.-rational Po = 1_f;p No f(s) = 1IE;p + 13—25

pr="bp" " E>1
Eap(p) pe e z € (0,00) P(t) = 7
(A, ) F‘Zi\)mA_le_‘“” x € (0,00) o(t) = (ﬁ)/\
N(p,0?) e 2 zeR G(t) = et=o"t"/2
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