Kapitel 11
Das Wright-Fisher-Modell

Das Hardy-Weinberg-Modell aus dem letzten Kapitel basiert im Grunde auf der An-
nahme einer unendlichen Population, auf deren Genotyp-Frequenzen zufillige Kreuzung wie
ein deterministischer Operator agiert mit der Konsequenz, dafl sich die Genotyp-Frequenzen
schon nach einer Generation stabilisieren. In diesem Abschnitt wollen wir uns dem Effekt einer
endlichen Populationsgréfie als einem Aspekt des Evolutionsverhaltens zuwenden. Er wurde
von Fisher, Haldane und Wright in nicht unbetrachtlichem Umfang untersucht. Diese Endlich-
keit impliziert, dafl Veranderungen der Genotyp-Frequenzen als Teil eines stochastischen statt
deterministischen Prozesses angesehen werden miissen. Um die Bedeutung des stochastischen
Faktors theoretisch bewerten zu konnen, benotigen wir zuerst ein Modell, welches das Verhal-
ten einer Genpopulation im stochastischen Fall geeignet beschreibt. Die Wahl eines solchen
Modell ist vielleicht mehr als in irgendeinem anderen Bereich der Theorie ziemlich willkiirlich,
und wir wollen nicht vorgeben, dafl eines der hier gewahlten Modelle die Natur tatsachlich in
guter Naherung abbildet. Fisher und Wright bedienten sich bei der Analyse ihres Modells,
das wir im Anschlufl vorstellen wollen, Methoden aus der Theorie der Markov-Ketten sowie
einer nahen Verwandten, der Theorie von Diffusionsprozessen, auch wenn ihre Terminologie

dies nicht ausdriicklich ausweist.

1. Das Grundmodell

Wir beginnen mit der Beschreibung des einfachsten, haploiden Modells zufdlliger Repro-
duktion ohne Mutation und Selektion und betrachten eine endliche Population von N Indivi-
duen hinsichtlich eines bestimmten Gens, das wieder entweder vom Typ A; oder Ay ist. Aus-
gehend von der Elternpopulation, ergibt sich die nachste Generation durch N-maliges Ziehen
mit Zuriicklegen bei zwei moglichen Ausgéngen (Bernoulli-Experimente): Besteht die Eltern-
population aus k Typ-Ai-Allelen und N — k Typ-As-Allelen, so ergibt jede Ziehung mit der

Wahrscheinlichkeit

k k
U = 5 bzw. ﬁkzl—ﬁ

ein Typ-A; bzw. Typ-As-Allel der Tochterpopulation. Die Evolution der Population unter

diesem ad infinitum fortgesetzten Mechanismus 1afit sich durch

N
(1.1) M, = Xpp, n>1
k=1
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beschreiben, wobei M,, die Anzahl der Typ-A;-Allele der n-ten Generation bezeichnet und
X, 1 das Ergebnis des k-ten Bernoulli-Experiments zur Erzeugung dieser Generation angibt.
Die X, 1,1 < k < N, sind bedingt unter My, ..., M,,_; stochastisch unabhéngig und identisch
B(1, apg, , )-verteilt, d.h.

(12) P(Xn,1 ..... Xn,N)|Mo=io,....Mp—1=in-1 _ P(Xn,la-~~7Xn,N)|Mn71:'Ln71 — B<1;ain_1)N~

Die X, ; héngen also von M, ..., M,,_y nur iiber M, _; ab, und vermdge (1.2) folgt weiter
(1.3) PMn|M0:7:07~-7Mn—1:i’n—1 — PMnan—lzin—l — B(]\f7 ain_1>'

(M,,)n>0 bildet demnach eine EMK mit Zustandsraum {0, ..., N} und Ubergangswahrschein-
lichkeiten

N . .
(1.4) pij = (.)azﬁf‘ﬂ, i,j=0,..,N.
j

Da hieraus offenkundig

(1.5) E(M,|My_q =i) = N~% =

fir alle ¢« = 0,...,N folgt, definiert (M,),>0 auerdem unter jeder Anfangsverteilung ein
(beschranktes) Martingal und konvergiert folglich f.s. und im Mittel gegen einen Limes M.
Die mittlere Allelfrequenzen % flir Ay und 1 — % fiir A bleiben somit wie im Hardy-
Weinberg-Modell iiber alle Generationen konstant. Aber Vorsicht! Dies sagt nichts iiber die
Fluktuationen aus. Die Zustande 0 und N, in denen die Population nur noch Gene vom Typ A;
bzw. As enthélt, sind absorbierend, und wir werden schon bald sehen, dafl — im krassen Gegen-
satz zum Hardy-Weinberg-Modell — Absorption unter jeder Anfangsverteilung mit Wahrschein-
lichkeit 1 irgendwann eintritt ([J Satz 3.1). Man spricht in diesem Fall von Fizierung. Fiir eine
Diskussion iiber die biologische Rechtfertigung der hier gemachten Voraussetzungen verweisen

wir auf Fisher (1930).

2. Das Wright-Fisher-Modell mit Mutationseffekten

Die Beriicksichtigung von Mutationseffekten 148t sich etwa durch folgende Modeller-
weiterung bewerkstelligen: Vor Bildung einer neuen Generation hat jedes Allel die Chance zu
mutieren, d.h., sich in ein Allel der anderen Art zu verwandeln. Wir nehmen an, dafl eine Muta-
tion A; — A mit Wahrscheinlichkeit v; und eine Mutation Ay — A; mit Wahrscheinlichkeit
72 geschieht. Es gelten dann weiter (1.1)—(1.4), jedoch mit den neuen Ziehungswahrschein-
lichkeiten

k

o) ak:ﬁ(l—%)+<1—%> V25
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Zur genaueren Erlauterung schliisseln wir den Mechanismus weiter auf: Wir nehmen an, dafl
Mutation der Ziehung nachgeschaltet ist. Sei Y, , = 1 bzw. = 0, falls das k-te aus der (n —1)-
ten Generation selektierte Gen vor Auftreten einer moglichen Mutation vom Typ A; bzw.
Ay ist. Die Y, 1,..., Y, n erfiillen dann (1.2), sind also bedingt unter M,,_; unabhéngig und
jeweils B(1, M,,_1/N)-verteilt. Seien weiter I, i, J, r unabhéngige (auch von M,,_; und den
Y, x) Bernoulli-Variablen, I,, , ~ B(1,71), Jpr ~ B(1,72), und setze

(2.2) Xog = Yol =Ing) + (1= Yok)Jnk

I, = 1 bedeutet demnach eine Mutation A; — Ay des k-ten gezogenen Gens der (n — 1)-
ten Generation und J, ; = 1 eine Mutation Ay — A;. Wie man sofort einsieht, erfiillen
auch hier die X,, 1 (1.2), jedoch mit den oy aus (2.1). Es gilt ndmlich unter Beachtung der

Unabhéangigkeitsannahmen
P( Xy, =1|M,_1 =1)
= P(Iyrp=0,Y,,=1My_1 =19+ P(Jpr=1,Y, =0[M,_1 =1)
= P(Y,r=1M,—1=0)Ppr=0)4+PY,r=0M,—1 =0)P(Jpr=1)
= %(1—%)+ (1— %) V2 = @
fur alle k =1,..., N.
Sofern v1v9 > 0, tritt offenbar in keinem Zustand Fixierung ein. Stattdessen strebt M,, in

diesem Fall fiir n — oo in Verteilung gegen einen stationdren Limes &, den wir als Genfrequenz

im Gleichgewicht bezeichnen.

3. Das Wright-Fisher-Modell mit Selektionsdruck

Wir kehren zuriick zum Grundmodell und wollen fiir dieses als weitere Variante das
Konzept eines Selektionsdrucks zugunsten von, sagen wir, Typ-A;-Allelen diskutieren. Es sei

zunéchst bemerkt, daff im Grundmodell (neutrale Selektion) die mittleren Reproduktionsraten

E(M,|Mn_1) _ E(N—Mn|Ma_1)
—r und R, = N,

zeigt. Stellen wir uns nun vor, dafl der Ziehungsmechanismus Allelen vom Typ A; gegeniiber

rn = fiir beide Alleltypen stets 1 betragen, wie (1.5)
denen vom Typ As einen mittleren selektiven Vorteil gewéhrt, prazisiert durch r, = (1+s)R,
fiir alle n > 1 und ein s > 0 (klein). Gesucht sind also Selektionswahrscheinlichkeiten oy, Gy,
die dieses gewéhrleisten. Da weiterhin E(M,|M,,—1 = i) = Nq; fir alle ¢ = 0,..., N gilt,

ergeben sich ag, O = 1 — ax vermoge

NO(M —1 N(l—CYM 71)
n = ——— = (1 - = (1 R,, > 1,
r Mo (1+s) N M (1+5s) n
eindeutig zu
(1+s)k N —k
3.1 = d =
(3:1) N
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Der Quotient der erwarteten Populationsgrofien von Typ-A;- und Typ-As-Allelen in der n-ten
Generation (bedingt unter M,,_1) ergibt sich zu

E(M,|M,—1)  am,,  (1+s)M,
E(N = Mu|My-1) — Ba,y N =My
[ 1+s Anzahl von Typ-A;-Genen in der (n — 1)-ten Generation
B ( 1 > <Anzahl von Typ-As-Genen in der (n — 1)-ten Generation>

und verdeutlicht auf alternative Weise die Bedeutung von Selektion. Beachte, dafl Zustinde
0 und N auch unter Selektionsdruck absorbierend sind. Eine wichtige Frage lautet demnach

auch hier, mit welcher Wahrscheinlichkeit bedingt unter My = k Fixierung eintritt.

4. Die Heterozygositat einer Wright-Fisher-Population

Wir kehren zuriick zum Grundmodell und werfen als néchstes einen genaueren Blick
auf die Wahrscheinlichkeiten fiir Fixierung des einen oder anderen Alleltyps, die bezogen auf
die EMK (M,,)n>0 den Absorptionswahrscheinlichkeiten ¢; o und ¢; x im Zustand 0 bzw. N
unter P;, i = 0,...,N, entsprechen. Gemafl (1.5) gilt E(M,|M,—1) = M, fs. fir alle
n > 1, d.h. (M,)p>0 bildet (unter jeder Anfangsverteilung) ein beschranktes Martingal und
konvergiert folglich f.s. gegen einen Limes M,. Mittels dieser Beobachtung und dem Nachweis,
dal P;(Ms =0 oder N) =1 fiir alle i = 0, ..., N gilt, lassen sich gg und ¢y leicht berechnen.

4.1. Satz. Unter den gegebenen Annahmen gilt

1
(4.1) GN = 1—qo = N

fur jedes i =0, ..., N.

BeEwEIs: Sei i € {0,..., N} beliebig vorgegeben. Da alle M,, denselben endlichen Werte-

bereich besitzen und fiir n — oo P;-f.s. gegen M, konvergieren, folgt
P;(M,, = M, fur fast alle n > 0) = 1.

Dies bedeutet aber, dafl die Werte von M, nur absorbierende Zustande sein konnen, also 0
oder N. Vermoge der Martingaleigenschaft und der trivialerweise vorliegenden gleichgradigen

Integrierbarkeit von (M,,),>0 erhalten wir nun
Ngin = EiMy = E;My = 1
und folglich das Gewiinschte. O

Im einfachen Wright-Fisher-Modell nimmt also die genetische Variabilitat im Zeitablauf

ab und verschwindet schliellich ganz. In diesem Zusammenhang ist auch ein Blick auf die



4. Die Heterozygositat einer Wright-Fisher-Population 5)

Varianz von M, interessant. Wir erinnern an die Notation o = % =1—-0pfirk=1,..,.N

def
und setzen auflerdem kK = 1 — %

4.2. Lemma. FEs gilt unter jeder Anfangsverteilung A und fiir alle n > 0
(4.2) VaryM, = (1 —kr")ExMy(N — ExMy) + rk"VaryMy
und somit insbesondere
(4.3) Var;M,, = (1 —r")i(N —1)
fir jedes v =0, ..., N.
BeEweEIs: Wir benutzen die allgemeine Varianzformel
VaryM,, = E\(Var(M,|M,_1)) + Vary(E(M,|M,_1))

zur Herleitung einer Rekursionsformel. Unter Beachtung von E(M,,|M,,—1) = M,_; f.s. und
PMnlMn—1 — B(N,ayy, ) ergibt sich
VaryM,, = Ex(Nay, _,Bm,_,) + VaryM, 1
(1 —r)Ex(Mp—1(N — M,_1) + Var\M,
— (1- )(NEAMH L — VaraMy_1 — (ExM,,_ 1)2> + VaraM,_,
(1 — kK)E\xMy(N — ExMy) + wVaryM,,_1

fiir n > 1, und daraus folgert man leicht

n—1
VaraM, = &"VarxMy + (1— k)Y kFExMy(N — ExMy)
k=0
= r"VaraMy + (1 —k")ExMy(N — ExM,),

wie behauptet. O

Von nicht unerheblichem Interesse ist die Frage, wie schnell Fixierung in einer Wright-
Fisher-Population eintritt. Die Anfangsverteilung A sei im folgenden beliebig. Eine einfache

Rechnung unter Benutzung von (4.2) zeigt
ExM,(N — M,) = ExMy(N — ExM,) — Var\M,
(4.4) - (EAMO(N — E\My) — Var,\M())
— K"E\Mo(N — M)

fiir alle n > 0. Multipliziert man beide Seiten mit erhélt man offenkundig

NQ’

def

(45) hA(n) E(QO_/MnﬂMn) = IﬁnhA(O)
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fir alle n > 0. hx(n) wird als Heterozygositit der Population in Generation n (unter der
Anfangsverteilung \) bezeichnet und entspricht der Wahrscheinlichkeit, dafl zwei zuféllig aus-
gewihlte Gene dieser Generation verschiedenen Typs sind. Geméaf (4.5) nimmt die Heterozy-

gositat der Population also ungeachtet der Anfangsverteilung geometrisch schnell ab.

5. Die mittlere Absorptionszeit: Eine Diffusionsapproximation

Wenden wir uns der mittleren Absorptionszeit m; unter P; zu, d.h.

def .
m; = EZ‘TA, ZZO,...,N,

mit 74 inf{n > 0: M, =0 oder = N}. Offenbar gilt mg =my = 0. Fir 1 <i < N erhilt

man unter Benutzung der Markov-Eigenschaft

N-—1 N
(5.1) mi = pio-1 + pin-1+ D pij(l4my) =1+ > piym.
j=1 5=0

Da es unmoglich scheint, die allgemeine Losung dieses Gleichungssystems explizit zu berechnen,
miissen wir nach einer Approximation fiir grole N suchen, was uns in die Welt der Diffusionen
fiihrt.

Anstelle der Anzahl von Typ-A;-Allelen M,, betrachtet man gewohnlich die zugehorige

Allelfrequenz X n(n) <0, /N. Aus ZweckméBigkeitsgriinden erweitern wir den Zeitbereich

von Ny auf [0, 00), indem wir X () 2o Xn(n) firt € [n,n+1) und n € Ny definieren. Um zu
einem nicht degenerierten Limes zu gelangen, miissen wir sowohl den Raum als auch die Zeit

geeignet skalieren, was zu dem Prozef3

(5.2) Yn(t) ¥ Xy(Nt), t>0

fithrt. Die Idee besteht darin, dal Y (+) fiir N — oo in Verteilung gegen einen Grenzprozefl Y (-)
in stetiger Zeit mit dem stetigen Zustandsraum [0, 1] konvergiert. Y'(-) bildet ein Beispiel eines
Markov-Prozesses in stetiger Zeit mit stetigen Pfaden, genannt Diffusionsprozeff oder einfach
Diffusion. Zeitskalierungen in Einheiten proportional zur Populationsgrofie N sind typisch fir

populationsgenetische Modelle, und Diffusionstheorie gehdért zu den Standardwerkzeugen in

Die Eigenschaften einer eindimensionalen quadratisch integrierbaren Diffusion Y'(+) sind
im wesentlichen durch die infinitesimale Drift und Varianz bestimmt, im zeitlich homogenen
Fall gegeben durch

ply) = lm A E(Y (t+h) =Y ()Y () = v),

*(y) X dim BV (4 ) - Y)Y () = ).

h—o0
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Da im zeitdiskreten Wright-Fisher-Modell M, bedingt unter M, = i eine B(N, < )-Ver-
teilung besitzt, folgt

E(XN(’H, + 1) — XN(TL)

XN(n):N> = 0,

{ 1 4 {
om=5) = yx(-v)
def 1

fiir alle n > 0. Setzen wir hy = %, n = 0 und wéhlen ¢ = iy zu beliebigem y € [0, 1] derart,

dafl yy def ZWN — 9, so ergibt sich

E((XN(n+1) —XN(n)>2

u(y) = lim hy' E(Yn(hy) — YN (0)[YNn(0) =yn) = O,

N —o0

und

o*(y) = lim h'B((Yn(hy) = Yn(0))*[Yn(0) = yn)

N—o0

= ngnoo hy hvyn (1 — yn)

= y(1 —y).

Betrachten wir nun die mittlere Absorptionszeit m(y) in 0 oder 1 fiir den Diffusionsprozef3
Y () unter P(-]Y(0) =y), also

m(y) L BTAY(0)=y) mit T4 € inf{t>0:Y () =0oder = 1}.
Sofern auch fiir diese Funktion ein stetiger Ubergang vom zeitdiskreten zum zeitstetigen Mo-
dell moglich ist, was wir im folgenden unterstellen, 148t sich eine Approximation von m(y)

folgendermaflen herleiten. Setzen wir

T &t inf{n >0: Xy(n) =0 oder =1}

und

T4 L€ inf{t >0:Yy(t) =0 oder =1},

so folgt m(y) = limy_. E(T#|Y(0) = %) und
TA
T]é = 1nf{t >0: XN(t) =0 oder = 1} = h—N
N

Sei Sy (i) im folgenden eine B(N, +)-verteilte ZufallsgroBe. Vermdge (5.1) gilt dann fiir
ef
ma(yn) = E(TRYN(0) = yv) = hymiy

mx(yn) = hy + ipiN,j(N)mN(%) — hy + EmN(SNJi;N))
par

Fiir unsere weiteren Uberlegungen setzen wir voraus, daB my (yn) = m(y)+o(hy) fiir N — oo

gilt und m(-) zweimal stetig differenzierbar ist. Dann ergibt sich mittels der obigen Gleichung
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und einer Taylor-Entwicklung 2. Ordnung in yy

m(yn) = hy + Em(SNjgN)) + o(hn)

MVM(%) + ol

= hy + m(yn) +

2
= v+ mly) + I (1) ofh)
und daraus weiter nach Multiplikation mit N und anschlieSendem Grenziibergang N — oo die
Differentialgleichung
(5.3) m'(yy(l—y) = -2, 0<y<l1.

mit den offensichtlichen Randbedingungen m(0) = m(1) = 0. Diese 148t sich mit einer Par-
tialbruchentwicklung und zweimaliger partieller Integration leicht 16sen und fiihrt schlieffich zu

folgendem Ergebnis:

5.1. Satz. Fir die mittlere Absorptionszeit m(y) = E(T4|Y(0) = y) der Wright-Fi-
sher-Diffusion (Y (t))i>0 gilt

(5.4) m(y) = —2(ylogy+ (1 —y)log(l—y)), 0<y<1l

Zuriickkehrend zum zeitdiskreten Modell, erhalten wir vermoge der approximativen Bezie-

7

hung m; ~ N m(%) die folgenden Ergebnisse: Falls - = %, gilt
1 .
my = Nm(i) = (2log2)N = 1.39- N Generationen,

wahrend ¢ =1
mi1 ~ Nm(hy) = 2(log N + 1) + o(1) Generationen

fiir die erwartete Zeit bis zur Fixierung liefert.

6. Die Genealogie des Wright-Fisher-Modells

Als nachstes betrachten wir das Wright-Fisher-Modell aus der genealogischen Perspek-
tive. In Abwesenheit von Rekombination bildet die DNS-Sequenz, die das betrachtete Gen
reprasentiert, eine Kopie einer Sequenz der vorherigen Generation, die ihrerseits die Kopie
einer Sequenz der vorherigen Generation darstellt, usw. Jede DNS-Sequenz kann somit als
‘Individuum’ aufgefafit werden, das eine ‘Mutter’ (némlich die Sequenz, von der sie kopiert
wurde) sowie eine zuféllige Anzahl von ‘Nachkommen’ (ndmlich die Sequenzen, die von ihr als
Kopien in die nachfolgende Generation eingehen) besitzt.

Um diesen Prozefl entweder zeitlich vorwarts oder zeitlich riickwarts zu studieren, markie-

ren wir die Individuen einer gegebenen Generation mit 1,2,..., N und bezeichnen mit v; die
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Anzahl der Nachkommen des Individuums ¢, 1 <7 < N. Wir nehmen an, dafl die v; unabhéngig
und jeweils Poisson-verteilt sind, und betrachten die gemeinsame Verteilung von (vy,...,vy)
unter der Bedingung, dafl die Gesamtzahl an Nachkommen v + ... + vy wieder N betragt. Das
folgende einfache Lemma zeigt, dafl dies zu einer Multinomialverteilung fiihrt, die gar nicht

vom Parameter der gegebenen Poisson-Verteilung abhangt.

6.1. Lemma. Sei 0 > 0 beliebig. Gegeben stochastisch unabhdngige, jeweils Poi(0)-ver-
teilte Zufallsgrofien vy, ...,vn, gilt

(61) P(Vl,-~~aVN)|V1+~~+1/N:]€ — M(k’,i
fir alle k € N und ferner
(6‘2) P(VW(1)+.A.+IJW(¢))|V1—|—...—|—VN:k' — B(k),ﬁ)

fiir jede i-Permutation (w(1),...,m(i)) von 1,...,N. Insbesondere besitzt jedes v; bedingt unter
v1 + ...+ vy =k eine B(k, %)—Verteilung.

BeEwegls: Fir (mg,...,my) € Név mit m; + ... + my = k € N erhalten wir wegen
ot t oy L Poi(N6)

P(vy =mq,....uxy =mpylv1 + ... + vy = k)
P(vi =my, .., vy = mn)
Plvy+...+vy =k)

N ,
_N¥o o™
€ H 1

i1 m] :

e (N6
k!
k! 1"
 omy! e mp) (N)
und folglich (6.1). Die {ibrigen Behauptungen kann der Leser leicht selbst nachpriifen. &

Im folgenden nehmen wir an, dafl die Anzahlen der Nachkommen verschiedener Generatio-
nen stochastisch unabhangig sind und bedingt unter konstanter Populationsgrofle N der Ver-
teilung geméaf (6.1) mit k¥ = N geniigen. Der folgende Satz zeigt unter Verwendung eines
Galton-Watson-Verzweigungsprozesses (GWP), daf} ein derartiges Modell tatséchlich realisier-

bar ist .

6.2. Satz. Sei{v, ;:j,n € N} eine Familie stochastisch unabhdingiger Poi(8)-verteilter
Zufallsgrifen, 8 > 0 beliebig, und (Zy,)n>0 der durch Zy = N und

Z’nfl
Ln = E Unj, n=>1,
=1
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spezifizierte GWP. Sei ferner F, def o(vg i,k <mn,j>1). Dann gilt
(6.3) Pt )| Fro1.Zn-1=NZn=k _ Mk, L, . L)
fur alle k,n € N.

BeEwEeIs: Der Nachweis von (6.3) 148t sich unter Hinweis auf Lemma 6.1 leicht fithren

und bleibt dem Leser tiberlassen. &

Kommen wir zur Verbindung des soeben beschriebenen Populationsmodells mit dem
Wright-Fisher-Modell und stellen uns dazu vor, daf jedes Individuum einer gegebenen Gene-
ration entweder das Allel A; oder As trigt und dafl ¢ der Individuen mit A; markiert seien,
0.B.d.A. die Individuen 1,...,7. Da es keine Mutationen gibt, hat ein Individuum vom Typ
A; nur Nachkommen desselben Typs. Unter Hinweis auf (6.2) ist die Anzahl v + ... + v,
der Nachkommen vom Typ A; folglich B(N, ﬁ')—verteil‘c7 was exakt der Konstellation im ein-
fachen Wright-Fisher-Modell entspricht. Zusammenfassend konnen wir festhalten, daf sich das
Wright-Fisher-Modell in ein Galton-Watson-Verzweigungsmodell mit Poissonscher Reproduk-
tionsverteilung ‘einbetten’ lafit und so eine natiirlicherweise eine Genealogie induziert wird.
Diese ergibt sich aber auch aus unserer Modellbeschreibung in Abschnitt 1: Zieht man aus
einer Urne mit NV Kugeln, die die Individuen der gegenwértigen Generation reprasentieren und
mit 1, ..., N numeriert sind, nacheinander N-mal eine Kugel mit Zuriicklegen und notiert deren
Nummern (statt nur dessen Allel-Typ), so erhélt man als Ergebnis Zufallsgrofien Y7, ..., Y,
die jeweils Laplace-verteilt sind auf {1,...,N}. Offenbar gibt dann Y; die Mutter des j-ten
Individuums der nachsten Generation an.

Aufgrund dieser Spezifikationen wird deutlich, wie man den Evolutionsprozef3 von Eltern
zu Kindern zu Enkeln usw. simulieren kann. BILD 6.1 zeigt eine Realisierung eines solchen
Prozesses fiir N = 9 Individuen. Eine Priifung zeigt, dafl die Individuen Nr. 3 und 4 der let-
zten (gezeigten) Generation ihren ersten gemeinsamen Vorfahren (EGV) 3 Generationen vorher
besitzen, wahrend die Individuen Nr. 2 und 3 ihren EGV 11 Generationen vorher besitzen.
Gegeben eine beliebige Populationsgrofie N und eine n-Stichprobe der gegenwartigen Genera-
tion, stellt sich allgemeiner die Frage: Wie sieht die Verwandtschaftsstruktur der Mitglieder
in der Stichprobe aus? Die diesbetreffend entscheidende Beobachtung, die sich sofort aus dem
o.a. Urnenmodell ergibt, besteht darin, dal Individuen bei Riickwartsbetrachtung des Prozesses
ihre Vorfahren vollig zuféllig aus der vorherigen Generation wahlen, und dafl sukzessive Wahlen
unabhéngig von Generation zu Generation getroffen werden. Selbstverstandlich sind nicht
alle Mitglieder vorheriger Generationen Vorfahren von Mitgliedern der aktuellen Stichprobe.
In BiLD 6.2 sind die Ahnenlinien der Individuen dieser Stichprobe durch gestrichelte Linien
hervorgehoben, in BILD 6.3 wurden alle anderen Ahnenlinien entfernt, so dal nur noch die
‘erfolgreichen’, d.h. zur Stichprobe verwandten Vorfahren gezeigt werden. Die entzerrten Ver-
wandtschaftsbeziehungen aus BILD 6.3 sind schlieflich in BiLD 6.4 dargstellt und zeigen die

Baumstruktur der Genealogie der betrachteten Stichprobe.
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BiLbp 6.1. Simulation eines Wright-Fisher-Modells mit N = 9 Individuen.
Generationen evolvieren im Bild abwarts. Die Individuen der letzten Genera-
tion sollten mit 1, ..., 9 durchnumeriert werden. Individuen, die in Eltern-Kind-
Beziehung stehen, sind durch eine Linie verbunden. [Quelle: Tavaré (2004)]
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BiLD 6.2. Dieselbe Simulation wie in Bild 3.1, wobei die gestrichelten Linien
die Ahnenlinien der Individuen der letzten Generation angeben.
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BILD 6.3. Dieselbe Simulation wie in BILD 3.1, aber unter Verzicht auf diejeni-
gen Ahnenlinien, die vor der letzten Generation ausgestorben sind.
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BILD 6.4. Die entzerrte Version von BILD 6.3.



7. Der Ahnenprozef fiir grole Populationen 13

Fiir ein genetisches Modell ohne Mutation eroffnet das Verstandnis des genealogischen
Prozesses einen direkten Weg zur Untersuchung von Gen-Frequenzen ([J Felsenstein (1971)).
Zur Demonstration dieser Aussage geben wir eine genealogische Herleitung der Formel (4.5) fiir
die Heterozygositat der gegebenen Wright-Fisher-Population und fragen hierfiir, wieviele Gen-
erationen man zuriickschauen muf3, damit zwei zuféllig gewahlte Gene der gegenwartigen Gen-
eration ihren ersten gemeinsamen Vorfahren besitzen. Da Individuen ihre Eltern unabhangig

voneinander und vollig zufallig wahlen, gilt

P<2 Individuen haben verschiedene Eltern> =K = 1— %

Da aber die Eltern ihrerseits eine Zufallsstichprobe in ihrer Generation bilden, 143t sich das

Argument iterieren, und man erhélt
(6.4) P<2 Individuen haben ihren EGV vor mehr als r Generationen) = K"

fiir jedes r > 1.

Betrachten wir nun die Wahrscheinlichkeit hy(r), dal unter der Anfangsverteilung A zwei
zufallig mit Zuriicklegen gewahlte Individuen der r-ten Generation von verschiedenem Genotyp
sind. Stimmen beide Individuen iiberein, was mit Wahrscheinlichkeit % geschieht, so ist diese
Wahrscheinlichkeit natiirlich 0; andernfalls besitzen diese verschiedenen Genotyp dann und nur
dann, wenn ihr EGV mehr als r Generationen zuriickliegt und ihre Vorfahren in Generation
0 verschiedenen Genotyp besitzen. Die bedingte Wahrscheinlichkeit fiir das letzte Ereignis
(gegeben "EGV > r”) entspricht aber gerade der Chance, dafl zwei ohne Zuriicklegen gezogene
Individuen nicht denselben Genotyp haben und ist deshalb gleich W Dies zeigt

erneut

1 ) 2E\Mo(N = Mo) oy

halr) = “T<1_N N(N —1)
fir alle » > 0, d.h. (4.5).
Fiir grofle Populationsgréflen NV ergibt sich nach Reskalierung der Zeit in Vielfachen von
N, daf§ die Zeit bis zum EGV fiir eine Stichprobe von 2 Individuen asymptotisch Exp(1)-verteilt
ist. Flir ¢ > 0 und r = Nt ergibt sich nédmlich in (6.4)

1 Nt
i = (1) = e

Daf} die vorgenommene Reskalierung der Zeit exakt der in Abschnitt 5 entspricht, ist natiirlich
nicht iiberraschend, bilden doch Vorwarts- und Riickwartsbetrachtungen lediglich alternative

Perspektiven desselben zugrundeliegenden Modells.

7. Der Ahnenprozef3 fiir grofle Populationen

Werfen wir als nachstes einen Blick auf die Frage nach der Anzahl von Vorfahren fiir

groflere Stichproben. Die Wahrscheinlichkeit, daf§ die Individuen einer Zufallsstichprobe der
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Grofe drei verschiedene Eltern haben, betrégt

(-3)(0-3)

und das schon frither benutzte Iterationsargument liefert, dafl die Stichprobe mit Wahrschein-

(D) e

drei verschiedene Vorfahren iiber mehr als Generationen r besitzt. Eine erneute Reskalierung
der Zeit in Vielfachen von N zeigt, daf diese Wahrscheinlichkeit fiir groe N approximativ e3¢
entspricht. Auf der neuen Zeitskala hat die Zeit bis zum EGV einer Stichprobe von drei Genen
also eine Exp(3)-Verteilung. Andererseits betrégt die Wahrscheinlichkeit, dafl drei Individuen

hochstens zwei Eltern besitzen,

3(N —1) 1 3N —2
TNz TN T TN
Da Individuen ihre Eltern zufallig wahlen, ergibt sich namlich die Wahrscheinlichkeit fiir exakt

zweil verschiedene Eltern zu

311 3N(N —1) 3(N —1)
1 1 _ _ _
M3, 50 w)(B2) = |E2|2!1!0! N3 N3 - T N2

wobei

N N N
def . . . . .
E2 = {(Zl, ...,ZN> S N(I)V : Z 1{1}(’Lk) = Z 1{2}(Zk) =1 und ZZ}C = 3}

k=1 k=1 k=1
mit der Interpretation von i; als Haufigkeit, mit der das k-te Individuum der Elterngeneration
von einem der Individuen der Stichprobe als Mutter gewahlt wird. Daf} alle drei Individuen

dieselbe Mutter wahlen, ergibt sich entsprechend zu

3! 1 N 1

M@, 5 8B = Bl goaiNs = N5 — Ne

wobei
N N
FEq d:ef {(Zl,JZN)GNéVZ]_{,g}(Zk):]_UHd Zlk:?)}
k=1 k=1

Als bedingte Wahrscheinlichkeit fiir exakt zwei Vorfahren in Generation r, gegeben der EGV

tritt in der r-ten Generation auf, erhalten wir nun

r—1
3 2 3N—-3
(1—N+m> NT 3N -3

r—1 — 3N—2,
1 3 2 3N—2
< __N+W> N2

und diese strebt fiir N — oo gegen 1. Folglich sinkt die Zahl der gemeinsamen Vorfahren im

asymptotischen Modell um genau 1, wenn der EGV gefunden wird.
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Wir konnen die bisherige Diskussion dahingehend zusammenfassen, daf§ im asymptotis-
chen Modell der EGV einer Stichprobe von drei Genen eine Exp(3)-verteilte Zeit T3 zuriickreicht
und dann zwei verschiedene Vorfahren fiir eine weitere Exp(1)-verteilte Zeit T5 besitzt. Dariiber-
hinaus sind T und T35 stochastisch unabhangig.

Betrachten wir nun allgemein die Anzahl verschiedener Eltern einer zufalligen k-Stichpro-
be, so konnen wir diese offenbar gleichsetzen mit der Anzahl besetzter Zellen, nachdem k Kugeln
in N Zellen zufallig plaziert worden sind. Dies ergibt fiir die Wahrscheinlichkeit gy ;, dal k&
Individuen j verscheidene Eltern wahlen,

N(N—=1)-..- (N —j+1)8Y

(7.1) Gk = ~F . i=1,2,..k,

wobei 8,(5 ) eine Stirling-Zahl der zweiten Art ist und angibt, auf wieviele Arten eine k-elementige
Menge in j nichtleere Teilmengen partitioniert werden kann. Zur Begriindung von (7.1)
notieren wir, daf} es somit 8,(3 ) Moglichkeiten gibt, die k£ Individuen der Stichprobe in j Gruppen
zu unterteilen, und dann N(N —1)-...-(N —j+1) Moglichkeiten, diesen Gruppen j verschiedene
Eltern zuzuweisen. Auflerdem gibt es N¥ Moglichkeiten, k Individuen in beliebiger Weise ihren
Eltern zuzuordnen.

Das Verhalten der Ahnenstruktur fiir festes N zu analysieren, ist schwierig, aber wir
werden sehen, dafl einfache Approximationen nach Reskalierung der Zeit, wie wir sie fiir Stich-
proben der Grofle 2 und 3 hergeleitet haben, auch fiir allgemeine Stichprobengrofien n bestimmt

werden konnen. Als erstes definieren wir den Prozef3
AN () 4 Anzahl verschiedener Vorfahren in Generation ¢ einer n-Stichprobe zur Zeit 0
flirt=0,1,2,... und 1 <n < N. Die vorherigen Uberlegungen liefern direkt:

7.1. Lemma. Der Prozef AN () ist eine DMK mit Zustandsraum {1,2, ...,n} und Uber-

gangswahrscheinlichkeiten
PAY(t+1) = jlAY () = k) = gk,

fir alle j,k € {1,2,...,n} mit j <k, wobei die gy ; gemdfs (7.1) definiert sind. Im Fall j > k
gilt P(AN(t +1) = jlAN(t) = k) = 0, und die Ubergangsmatriz G, hat folglich die Gestalt

etner unteren Dreiecksmatrix, namlich

gi1,1 0 0o ... 0

921 922 0 ... 0
GN,n = . . i .

In,1 Gn,2 Gn,3 cee In,n

Im folgenden machen wir eine Aussage iiber das Verhalten von A () fiir festen Stich-

probenumfang n und N — oo. Statt G, schreiben wir einfacher G. Wir diirfen erwarten,



16 Kapitel II. Das Wright-Fisher-Modell

dafl die gewohnte Reskalierung der Zeit t — Nt im Limes zu einem Markov-Sprungprozefl
(MSP) A, (-) in stetiger Zeit mit Zustandsraum {1,2,...,n} fithrt, genannt Ahnenprozeff zum
Stichprobenumfang n. Der anschlieBende Satz bestétigt dies und gibt zudem Auskunft tiber
dessen Ubergangsmatrixfunktion. Um AN (¢) fiir alle ¢ € [0, 00) definiert zu haben, setzen wir
AN(t) = AN (k) fiir t € [k, k + 1) und k € No.

7.2. Satz. Sein > 1 fest und AN (t) = AN(Nt) fiirt € [0,00). Dann konvergiert AN (-)
in Verteilung gegen einen MSP A, (-) auf{1,2,...,n} mit Anfangswert A, (0) = n und Q-Matrix
Qn = (Qk,jhgj,kgn, definiert durch

o k of (K .
(7.2) qk k def —(2) und  Qr.g—1 def (2) firk=2,...n

. def
sowte qi; = 0 sonst.

BEWEIS: Bezeichnet (G,,(t))¢>0 die Ubergangsmatrixfunktion von A, (-), also

Gu(t) = (PulAn(t) = J)

>1<ka<n

fiir £ > 0, so gilt bekanntlich

Ga(t) = et % 310

r!
r>0

fir alle t > 0. Wir beschrinken uns auf den Nachweis von

lim (Pu(AY (1) = j)

= lim GY!, = €9
N —oco ’

>1§k,j§n N—o0

Unter Hinweis auf (7.1) erhalten wir wegen SI(f_l) = (’;)

s = N(N—l)’~~--§\1[\]f€—k+2)8§f_1) ) (k)l (1)

sowie fir 1 <j<k—1

9k,; =

falls N — oo. Dies liefert wegen gy, =1 — Zf;ll Gk,j

(AL
9kk = = 9| N ONQ,

GN,n - In + N_lQn + O(N_2)7 N_)OO7

so dafl insgesamt
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und daraus
Nt

G = <1n + N7'Q, + o(N_2)> — e N S oo,

fiir alle ¢t > 0 folgt, wobei I,, die n-dimensionale Einheitsmatrix bezeichnet. &

Da A, (:) nur Spriinge nach unten der Héhe 1 macht, handelt es sich um einen reinen
Todesprozef3, dessen Verweildauer in einem Zustand k£ exponentialverteilt ist mit Parameter
(’;) firk=1,...,n.

Die Berechnung der Verteilung von A, (t) ist eher eine Routineangelegenheit und kann
etwa mittels Diagonalisierung der Matrix @) = @Q,, bewerkstelligt werden. Dazu schreibt man
Q. = R,D,L,, wobei D, die Diagonalmatrix der Eigenwerte —(g), 1 <k < n, von Q,
bezeichnet, und R,, L, die Matrizen der rechten bzw. linken Eigenvektoren angeben, die so
normalisiert sind, dafl R, L, = L,R, = I, gilt. Bei dieser Vorgehensweise erhalten wir fiir
k=1,...nund ¢t >0

—i(i— 25 — 1)(—1)j_kk( i—1)1[4]
7.3 Pa(An(t) = k) = 3 e iU 12 . Ny
(73) (Aa(®) ) k' — k:)!n(k)

wobei a(g) = aj 1 und

fiir n > 1 vereinbart sei. Auch der Erwartungswert 148t sich berechnen:

(7.4) BAL(D) = 3 k-2 ZE Uy

k=1 "(k)

und fir die fallenden faktoriellen Momente gilt

_ 3 TR o~k (k=1)t/2 (o) _ (r+k—2)!
(7.5) E(An(t))p ; . (2k —1) O

falls r =2, ..., n.



