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Einleitung

Hat man eine Abbildung f : M — N gegeben, so ist ein zugehoriger Fixpunkt ein Punkt &
mit der Eigenschaft f(£) = £. Es handelt sich also um einen Punkt, der bei der Abbildung
z +— f(z) fest bleibt. Von Bedeutung ist die Frage, unter welchen Bedingungen ein Fix-
punkt einer Abbildung existiert und wann dieser eindeutig ist. Dabei spielt der Banachsche
Fixpunktsatz eine bedeutende Rolle. Dieser stellt eine weitreichende Methode zum Beweis
von Existenz- und Eindeutigkeitssdtzen dar, sofern als Definitions- und Wertebereich ein
metrischer Raum gegeben ist.

Im Rahmen dieser Arbeit werden wir uns speziell mit Abbildungen S der Form

S(F)2Y TX;+C

auseinandersetzen. Dabei ist F' eine eindimensionale Verteilungsfunktion, die Zufallsvaria-
blen (C,T = (T1,T3,...)), X;i, i € N, sind unabhingig, X; ~ F und D bezeichne die
Gleichheit in Verteilung. Definitions- und Wertebereich ist der Raum der eindimensiona-
len Verteilungsfunktionen. Fixpunkte solcher Abbildungen treten im Zusammenhang mit
verschiedenen Problemstellungen, wie etwa dem Galton-Watson-Verzweigungsprozefl oder
dem Sortieralgorithmus ,,Quicksort“, auf.

Dementsprechend gliedert sich die Arbeit in drei Teile. Im ersten Kapitel werden allgemei-
ne Aussagen iiber die Existenz von Fixpunkten von Abbildungen auf metrischen Rdumen
zusammengestellt und in diesem Zusammenhang das Prinzip der iterativen Approximati-
on vorgestellt, dessen eindeutige Losung im Falle einer kontrahierenden Abbildung durch
den Banachschen Fixpunktsatz garantiert wird. Im zweiten Teil wird dann die allgemeine
Theorie auf den oben eingefiihrten Abbildungstyp S iibertragen. Dazu ist eine Metrik auf
dem Raum der eindimensionalen Verteilungsfunktionen erforderlich. Als geeignet erweist
sich die Mallow-Metrik, die von Mallow 1972 eingefiihrt wurde [0 [18]] und die den Ab-
stand von zwei Verteilungsfunktionen als minimalen £,-Abstand (1 < p < oco) von zwei
Zufallsgroflen mit den entsprechenden Verteilungen definiert. Eine ausfiihrliche Untersu-
chung dieser Metrik erfolgt in Abschnitt 2.2.

Desweiteren werden wir uns mit der Existenz von héheren und auch exponentiellen Momen-
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ten der Fixpunktverteilung beschiftigen. Es sei angemerkt, dal Fixpunkte solcher Abbil-
dungen aus diesem Blickwinkel zum ersten Mal von Résler in [19] im Jahr 1992 untersucht
wurden.

Im letzten Teil erfolgt schlielich die Anwendung der zuvor bewiesenen Fixpunktsétze auf
konkrete Grenzverteilungsprobleme. Interessant in diesem Zusammenhang ist der Galton-
Watson-Verzweigungsprozef}: Betrachtet man eine Population, die zu Beginn (0-te Genera-
tion) aus einem Mitglied, genannt Urahne, besteht und gibt M,, die Anzahl der Individuen
der n-ten Generation an (d.h. My = 1), so bezeichnet man den Proze8 M = (M,),>o
als Galton-Watson-Verzweigungsprozef, wenn folgende Annahmen erfiillt sind: Jedes In-
dividuum habe eine Lebenszeit von einer Zeiteinheit und produziere am Lebensende eine
zufillige Anzahl von Nachkommen. Dabei sei die Anzahl der Nachkommen fiir jedes Indi-
viduum identisch verteilt gemaf der Reproduktionsverteilung (pg)r>o. Zudem mogen die
Individuen unabhingig voneinander und von der Anzahl der Mitglieder der eigenen Ge-
neration Nachkommen produzieren. Der Erwartungswert p der Reproduktionsverteilung
wird Reproduktionsmittel genannt.

Es ist bekannt, dal das Martingal M, /u™ fast sicher gegen eine Zufallsvariable W kon-
vergiert [0 [1]]. Seien C =0, T = (T1,T,...) € {0,1}" Zufallsvariablen mit P>, T; <
00) = 1, und definiere p;, := P()_, T; = k). Betrachte die Abbildung

D\~ Li
Swpiggx.

Ausgehend von der Punktverteilung Fj in 1, 148t sich leicht erkennen, dafl die Verteilung
der ZufallsgroBe M, /u™ gleich der n-ten Iteration S™(Fy) ist, und die Verteilung der Grenz-
zufallsgrofle W entspricht dem Fixpunkt der Abbildung S. Einzelheiten hierzu werden in
Kapitel 3, Abschnitt 3.1 behandelt.

Ein weiteres Beispiel liefert der Sortieralgorithmus , Quicksort“. Wahlt man 7} spezi-
ell als R(0,1)-verteilte Zufallsgrofie und Th = 1 <71y, T3 = 0 =T, = ..., C(z) =
2cInz +2(1 <) ln (1 <) + 1, so stellt sich heraus, dafl die Abbildung

S(F) 21X+ (1 T) Xy + C(T)

einen bis auf Translation eindeutigen Fixpunkt besitzt. Die Anzahl der Vergleiche, die der
Algorithmus Quicksort zum Sortieren einer Liste benétigt, konvergiert bei entsprechender
Normierung fiir gegen unendlich laufende Listenldnge schwach gegen diesen Fixpunkt. Ge-
nauer liegt sogar Konvergenz in der Mallow-Metrik vor (fiir beliebiges 1 < p < o0), was
sich als starker erweist als die schwache Konvergenz. Man vergleiche hierzu etwa Satz 2.2.8
in Kapitel 2.2.

Das Beispiel des Quicksortalgorithmus werden wir detailliert im Abschnitt 3.2 untersuchen.
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Dabei lassen wir es nicht bei dem Nachweis der Existenz des Fixpunktes und der Konver-
genzaussage bewenden, sondern werden zeigen, wie man unter Ausnutzung dieses Wissens
eine Abschitzung fiir ungiinstiges Laufzeitverhalten des Algorithmus angeben kann, wenn
man unterstellt, dafy die Laufzeit proportional zur benétigten Anzahl von Vergleichen ist.
Anhaltspunkte liefert eine Vertffentlichung zu diesem Thema von U. Résler aus dem Jahre
1991 [O [20]].



Einleitung

Mathematische Notationen

O o 0o 0O O o o o o

O

(Q, A, P) allen Betrachtungen zugrundegelegter Wahrscheinlichkeitsraum
£,(Q, A, P) Vektorraum aller p-fach P-integrierbaren meflbaren Funktionen auf (2, .A)
|- |l £,-Norm auf £,(2, A, P)

Ist X eine reellwertige Zufallsgréfie, so bezeichne L(X) den Ubergang zur Verteilungs-

funktion.

E(X), Var(X) Erwartungswert bzw. Varianz der Zufallsgroffe X. Dabei wird im vor-
liegenden Text auch hiufiger die Schreibweise E(L(X)), Var(L(X)) benutzt.

M := {Menge aller eindimensionalen Verteilungsfunktionen}
M, :={FeM: [|zg]PdF(z) < oo}, 1<p<oo
Mb:={FeM,: E(F)=>b}

>.Ti € £, bedeutet: Y | T; € £, fiir allen € N und (Z?Zl Ti) konvergiert in
£,-Norm, wobei die Grenzzufallsgrofie mit ) . T; bezeichnet sei. "

13>, Ti|l, < oo analog.

Fiir F € M; wird mit F° die so verschobene Verteilungsfunktion bezeichnet, daf
E(F%) =b.

H(F,G) Menge aller zweidimensionalen Verteilungsfunktionen mit Randverteilungs-
funktionen F' bzw. G.

Hat man eine Folge von nichtnegativen Zufallsgréfien Y,, und betrachtet man ) . Y;,
so ist dieser Grenzwert - sofern nichts anderes gesagt ist - als fast sicherer Limes

aufzufassen.



Kapitel 1
Das allgemeine Fixpunktproblem

Bevor wir mit der speziellen Theorie beginnen, sei unser Blick allgemein auf das Fixpunkt-
problem gerichtet. Hat man eine Funktion f : M — N zwischen zwei Teilmengen eines
metrischen Raumes (X, d) gegeben, so ist ein Fixpunkt von f eine Losung der Gleichung
r = f(z). Um solch eine Losung zu erhalten, kann man sich nun einen Startpunkt z
aus dem Definitionsbereich M von f wihlen, und die Folge (z,) rekursiv (iterativ) durch
Tpi1 = f(z,), n=0,1,2,... definieren. Dies ist immer dann méoglich, wenn jedes z,, in M
liegt (z.B. wenn N C M). Explizit ist das n-te Folgenglied z, nichts anderes als die n-te
Iteration f™ (n-fache Hintereinanderschaltung der Abbildung f) angewendet auf den Start-
wert zo. Man mufl nun untersuchen, ob (z,) gegen einen Grenzwert £ € M konvergiert. Ist
dies der Fall, konvergiert aufgrund der Gleichheit f(z,) = x,, natiirlich auch die Folge
der f(z,), und wir erhalten unter der Voraussetzung, daf f stetig ist, aus z,.1 = f(z,)
durch Grenziibergang die Gleichung £ = f(&), die £ als Fixpunkt ausweist. Es handelt sich
hierbei um die Methode der sukzessiven Approximation [0 [24], S.312].
Allgemein ist die Existenz des Grenzwertes der iterativen Folge x, keinesfalls gesichert.
Betrachtet man speziell den metrischen Raum (R, | - |), wobei |- | die gewshnliche Betrags-
metrik kennzeichnet, so 148t sich die Iterationsvorschrift z,,.; = f(z,) sehr gut anhand der
Kurven y = f(z) und y = z veranschaulichen. In Abbildung 1.1 sind vier typische Fille
skizziert, in denen monotone und alternierende Konvergenz, monotone und alternierende
Divergenz vorliegt.

Es stellt sich also die Frage, unter welchen Voraussetzungen die Iterationsfolge einen
Grenzwert besitzt. In diesem Zusammenhang sind kontrahierende Abbildungen von beson-
derer Bedeutung [[J [3], S146]:

1.1 Definition Eine Abbildung

f:M— N
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Abbildung 1.1: Veranschaulichung der Iterationsvorschrift z,.; = f(z,) anhand von
vier typischen Fillen: monotone Konvergenz, monotone Divergenz, alternierende Kon-

vergenz, alternierende Divergenz (von links oben nach rechts unten).

heifit kontrahierend, wenn es eine reelle Zahl o mit 0 < a < 1 gibt, derart daf§ fiir alle
z,y € M gilt:

d(f(z), f(y)) < - d(z,y).

Auch Formulierungen wie a-Kontraktion, a-kontrahierend sind gebrauchlich. Eine sol-
che Abbildung ,kontrahiert“den Abstand d(z,y) der Urbilder. Der Abstand der Bilder ist
mindestens um den Faktor a kleiner. Es ist wesentlich, dafl die Konstante o < 1 ist. Der
folgende Satz [ [3], S.146], der auch als Banachscher Fixpunktsatz bekannt ist, besagt, daf3
in einem vollstdndigen metrischen Raum, die kontrahierende Eigenschaft der Abbildung f

hinreichend fiir die Existenz eines eindeutigen Fixpunktes ist:

1.2 Satz (Banachscher Fixpunktsatz) Jede kontrahierende Abbildung f : M — M
eines vollstdndigen metrischen Raumes (M, d) besitzt genau einen Fixpunkt, d.h. es gibt

genau ein £ € M derart, daf3 gilt
f&) =¢.
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BEwEIs: Wir weisen zunéchst die Existenz eines Fixpunktes £ nach. Sei dazu ¢y € M

und (wie bereits weiter oben angedeutet)

L1 = f(l“k)

Um zu beweisen, daf8 (zx) eine Cauchy-Folge ist, miissen wir d(z,, z,) fiir m > n abschét-
zen. Unter Beachtung der vorausgesetzten Kontraktionseigenschaft der Abbildung f erhélt

man fiir j > 1:
d(zj41,75) < o d(zj,51)
und durch wiederholte Anwendung
(1.1) d(zj41,7;) < o - d(zy,70).
Die Dreiecksungleichung liefert zudem:
d(Tm, xn) < d(TmyTm-1) + -+ d(Tpy1, Tn)

und somit unter Beachtung von (1.1):

1™

d < m—1 m—2 .. ny . d —
(Tm, ) < (a + o + -4 a") - d(zy, o) [ =a

~a™ - d(zy, ).

Da 0 < a < 1 gilt, ergibt sich fiir beliebiges m > n die Abschatzung;:

n

(T, xn) < 1a -d(z1, o).

p=4¢

Wegen limy,_,o of = 0 ist (zg) also eine Cauchy-Folge und aufgrund der vorausgesetzten
Vollsténdigkeit des metrischen Raumes (M, d) gibt es ein & € M, so daf limy z; = £. Dieses
¢ ist ein Fixpunkt von f, denn aufgrund der Kontraktionseigenschaft ist die Abbildung f

offenbar insbesondere stetig, woraus zusammen mit
Tri1 = f(Tk)
unmittelbar:
€ = limayyy = lim f(z) = f(limzy) = f(€)

folgt.
SchlieBlich ergibt sich die Eindeutigkeit des Fixpunktes folgendermaflen: Aus f(£) = £ und
f() = ¢ erhélt man die Abschiitzung:

(&) = d(f(£), f(¥)) < a-d(¢,¥).
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Wegen 0 < a < 1, also der Striktheit der Kontraktion, folgt hieraus d(§, ) = 0, d.h. £ = ¢.
0

Die Aussage des Banachschen Fixpunktsatzes kann im einfachsten Fall, ndmlich der
kontrahierenden Abbildung eines abgeschlossenen Intervalls in sich, gut veranschaulicht

werden:

Abbildung 1.2: Veranschaulichung der Kontraktionseigenschaft im Fall einer Abbildung
[ [a,b] = [a,b].

Dafl f kontrahierend ist, zeigt sich darin, dal der Graph von f flacher als die Haupt-

diagonale verlduft.

Der Beweis des Banachschen Fixpunktsatzes zeigt weiterhin, dafl der Fehler, der nach
dem n-ten Iterationsschritt noch vorhanden ist, explizit abgeschitzt werden kann. Aus der
bewiesenen Ungleichung

n

d(xmaxn) S 'd(mlamO)

|R=Ys"

folgt ndmlich als Abschétzung fiir den Fehler nach n-Iterationen

n

d(§, z,) <

*1{oa’ d(z1,xp).
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Benutzt haben wir dabei nur die Stetigkeit der Abbildung M — R, y — d(y, z,,). Diese ist

eine einfache Folgerung aus der Dreiecksungleichung und sei im folgenden Satz festgehalten:

1.3 Satz Gegeben einen metrischen Raum (M,d), ist die Abbildung g : M — R, y
d(y,z) fiir jedes © € M stetig.

BEWEIS: Seien z,y € M vorgegeben und (y;) eine Folge in M mit Grenzwert y . Aus

der Dreiecksungleichung folgen die Abschitzungen
dy, @) < d(y,ye) +d(ys,z) und d(ys, ) < d(ys,y) +d(y,z)

und somit fiir beliebiges &k € N

(Y, ) Sd(ys, z)| < d(y', m).
Es ergibt sich

lim |d(y, z) <d(yx, )] = 0.

k— o0

O

Als Folgerung aus dem Banachschen Fixpunktsatz, dessen Beweis und den vorherigen

Ausfiihrungen kénnen wir festhalten:

1.4 Korollar Gegeben die Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes gilt: Fiir je-
des o € M konvergiert die Folge xy1 := f(z) exponentiell schnell gegen den eindeutigen
Fixpunkt der Abbildung f.

Der Banachsche Fixpunktsatz wird sich auch fiir unsere Zwecke als wichtig herausstel-
len, da er Aussagen fiir allgemeine vollstindige metrische Rdume bereitstellt; vgl. Satz
2.3.5. Zudem liefert der Beweis wichtige Grundideen fiir den Nachweis der Existenz von
Fixpunkten. Unmittelbar ersichtlich ist, dafl die Kontraktionseigenschaft keine notwendige
Bedingung darstellt, sondern daf} es ausreicht, fiir vorgegebenen Startpunkt z, die Existenz

von Konstanten A\ < 1 und ¢ € R" nachzuweisen, mit der Eigenschaft

d(f"* (o), f"(z0)) < e+ A",

Dies wird etwa in Satz 2.3.6 im anschliefenden Kapitel Verwendung finden. Dann ist
allerdings die Forderung der Stetigkeit der Abbildung f eine weitere Voraussetzung, und
die Eindeutigkeit des Fixpunktes muf3 nicht mehr gegeben sein; vgl. Korollar 2.3.7.






Kapitel 2
Fixpunktsitze fiir Verteilungen

In diesem zweiten Kapitel werden die allgemeinen Uberlegungen des vorherigen Kapitels
auf Abbildungen des speziellen, bereits in der Einleitung erwdhnten Abbildungstyps iiber-
tragen. Unter Verwendung der eingefiihrten mathematischen Notationen ist dieser gekenn-

zeichnet durch eine Abbildungsvorschrift der Form

S: My — M, F L T,X;+C).

Dabei sind (C,T = (T1,Ts,...)), X;,i € N, R?- bzw R-wertige unabhiingige Zufallsvaria-
blen mit L(X;) = F. p ist eine reelle Zahl grofer oder gleich Eins. Abhéngigkeiten zwischen
den einzelnen Koordinatenvariablen T; bzw. zwischen C' und T sind erlaubt.

Es sei daran erinnert, dal M, die Menge aller Verteilungsfunktionen mit existierendem
p-ten absoluten Moment bezeichnet.

Als Einstieg moge das folgende kleine Beispiel einer Abbildung des obigen Typs dienen,

bei der man einen Fixpunkt direkt ablesen kann. Betrachtet man die Zuordnung
F e L2772 X, + 272 X,),

so erweist sich die Standardnormalverteilung als Fixpunkt. Fiir X, X, Zufallsgrofien mit
X; ~ N(0,1) gilt ndmlich 27/2X; ~ N(0,1/2) und somit 272X, +271/2X, ~ N(0,1/2) *
N(0,1/2) = N(0,1).

2.1 Existenz der Abbildung S

Die in der Definition der Abbildung S auftretende unendliche Summe wirft die Frage nach
der Existenz der Abbildung und der Bedeutung von ), T;X; auf. Im folgenden wollen wir

unter » . T;X; immer den £,-Limes der zugehérigen Folge der Partialsummen verstehen
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(bei variierendem p). Die Benutzung gerade dieser Konvergenzart liegt an dem engen Zu-
sammenhang zwischen der Mallow-Metrik und der £,-Norm; vgl. Abschnitt 2.2.

Um die Existenz des £,-Limes zu gewé&hrleisten, ist es natiirlich erforderlich, entsprechende
konvergenzerzwingende Forderungen an die auftretenden Zufallsgroflen zu stellen. Einige

hinreichende Voraussetzungen beinhaltet der folgende

2.1.1 Satz Gegeben unabhéngige Zufallsvariablen T = (T1,Ts,...), X;,i € N mit Werten
in RY bzw. R und X;,i € N, identisch verteilt, gilt:

1) Aus ), |T;|, X1 € £, fiirein1 <p < oo folgt Y. T;X; € £, (1 <p < o0).
2) Aus Y, T;, X; € £ und E(Y,T?) < oo folgt Y, T; X; € £5.
3) Aus E(},T?) < oo und L(X;) € M) folgt 3, T; X; € £,.

BEWwEIs: Fiir den Nachweis der einzelnen Aussagen reicht es aufgrund der Vollstdndig-
keit des metrischen Raumes (£, ||-||,) [2 [2]] zu zeigen, daBl (}_;_; T;X;), eine Cauchy-Folge
bildet. Zu 1): Wir betrachten zunichst den Fall p = 1. Es gelte L(X;) = F € M,. Eine
einfache Rechnung ergibt:

m

| ZTin'Hl < E|Xy|- E(Z Ti]) < oo

und damit Y " T;X; € £; fiir alle m € N. Analog erhilt man:

IIZTXII1<E|X1 ZITI

i=n

wobei aufgrund der Voraussetzung ) . |T;| € £; die rechte Seite gegen Null konvergiert
(n,m — o00). Die Folge (3", T;X;)m ist somit eine Cauchy-Folge in (£4, || - |]1).

Der Fall p > 2 ist etwas komplizierter. Es gelte L(X;) = F € M,. Zur Abkiirzung sei
ty := SV |Ti| gesetzt. Dann folgt

B TP < BOYTIX)P) = BE(Y 'fi' P 17)
_ - |Ti(w)| | ;
Bu(Bun (32 5y tv(@) | Xilen) ) Z|T|t X7 |T)

= E(|X.]P)E Z|T|p<E|X1|p Z|T| < 0.
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Angewendet wurde dabei die Jensensche Ungleichung auf den Ausdruck

& F iy

dessen innerer Term nichts anderes darstellt als den Erwartungswert einer diskreten Ver-

teilung. In Analogie dazu erhilt man auflerdem:

ZTX <:>ZTX| r<B(( Z TIIX)") = B(XME( Y. ITIY),

wobei aufgrund der Voraussetzung folgt, daf der letzte Term gegen Null konvergiert (fiir
N,M — o00) und somit > T;X;, n € N, eine Cauchy Folge in (£, | - ||,) darstellt.
Zu 2): Es gelte L(X;) = F € M. Zunichst wird wieder S| T;X; € £, fiir alle N € N

gezeigt. Dazu konnen wir zunéchst festhalten, dafl

E((fj TiX;)") = E(fjijX T3 Xy) = ZZTTkX Xi)
=D fj E(TTy) - B(X:Xy)

Ausgenutzt wurde dabei, daf$ aus der Voraussetzung E (3 T?) < oo die Quadratintegrier-
barkeit der T; und damit die Integrierbarkeit von T;T}, folgt. Fiir M < N gilt auflerdem:

IIZTX <:>ZTX||2— I Z T.Xil; = E(( Y TiX:)?)

i=M+1 i=M+1
N
= E( Z T.T)) - (B(X)))’ + B( Y T7)- E(X7)
i,j=M+1 i=M+1
i#j
N
Z T,)° - (B(X1)*+E( ) T7)- E(X}).
i=M+1 i=M+1

Danun ) .T; € £ und E(}",T?) < oo, ergibt sich die Behauptung.
Zu 3): Es gelte L(X;) = F € M3. Aus der Abschitzung

E((Z T;X;)?) = E(ZZTiTkXiXk) =2 B(LT)E(X:Xy)

PE g 2T2 <00
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und der Gleichungskette

N M N N
Y TX; > TX|3= Y TXi|}=EX) -E(Y T2
=1 =1 i=M-+1 i=M-+1

resultiert wiederum die Eigenschaft der Cauchy-Folge. Der letzte Term konvergiert dabei
gegen Null (N,M — o0), da aufgrund monotoner Konvergenz und der Voraussetzung
E(Y;T?) < oo die Folge (E(Y_;_, T?))n konvergiert und folglich insbesondere eine Cauchy
Folge darstellt. O

Aus der p-fachen Integrierbarkeit einer Zufallsgréfle folgt insbesondere deren fast sichere
Reellwertigkeit [0 [2], Korollar 11.8. auf Seite 47 und Satz 10.6 auf S.42]. Zusammen
mit der vorausgesetzten Reellwertigkeit der Zufallsgréfle C' ergibt sich die Existenz der
Abbildung S, wenn geméf der Forderung X; € £, als Definitionsbereich M, gewdhlt wird.
Da ), T;X; € £,, sagen wir, die Abbildung S existiert im £,-Sinn. Wir konnen festhalten:

2.1.2 Korollar 1. ), |T;|,C € £,= S : M, = M, existiert im £,-Sinn (1 < p < 00).
2.3, T;,C € &, B>, T?) <00 = S : My — M, existiert im £,-Sinn.

3. E(,T?) <o00,C € Ly = S: MY — M, existiert im £,-Sinn.

Um die Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes zu erfiillen, ist eine Metrik
d, auf M, erforderlich, die zum einen unter entsprechenden Voraussetzungen die Kontrak-
tionseigenschaft der Abbildung S gewé&hrleistet und zum anderen die Vollstdndigkeitsan-
forderung erfiillt. Als geeignet erweist sich die Mallow-Metrik, die im folgenden Abschnitt

einer genauen Betrachtung unterzogen wird.

2.2 Die Mallow-Metrik

Fir F,G € M, ordnet die Abbildung d, : M, x M, = R, (F,G) — inf);:g IX <Yl,,
wobei das Infimum {iber alle Zufallsgrélen X und Y auf einem beliebigen Wahrscheinlich-
keitsraum (2, A, P) genommen wird mit L(X) = F und L(Y) = G, diesen Verteilungs-
funktionen einen reellen Wert zu (1 < p < o0). In diesem Abschnitt werden wir zeigen,
dal durch diese Abbildungsvorschrift bereits eine Metrik auf dem Raum M, aller eindi-
mensionalen Verteilungsfunktionen mit existierendem p-ten absoluten Moment bestimmt
ist, und dafl das Infimum angenommen wird. Aulerdem werden Verbindungen zwischen
der durch die Mallow-Metrik determinierten Konvergenz und anderen Konvergenzarten
der Wahrscheinlichkeitstheorie aufgezeigt und ein kleiner Seitenblick auf die sogenannte

Wasserstein-Metrik geworfen, um Unterschiede und Gemeinsamkeiten aufzuzeigen.
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2.2.1 Nachweis der Eigenschaften einer Metrik

Wir notieren den wichtigen

2.2.1 Satz Die Abbildung d, : My, x M,, dy(F,G) := ian~g |IX <Y, mit 1 <p < oo,
Y ~
besitzt die fiir alle F,G, H € M, giiltigen Eigenschaften:

i) d,(F,G) =dy(G,F) (Symmetrie).
ii) d,(F,H) < d,(F,G) +d,(G,H) (Dreiecksungleichung).
iii) dy(F,G) =0 & F = G.

Zudem gilt: d,(F,G) = |F1(U) =G~ (U)||, fir U ~ R(0,1) und F~',G~' Pseudo-Inverse

von F' bzw. G. Das Infimum wird folglich angenommen.

Wir wollen uns zunéchst mit der Frage beschaftigen, wie man zeigen kann, daf§ fiir die
Zufallsgrofen F~1(U), G (U) das Infimum angenommen wird.

Dafiir miissen wir herausfinden, fiir welche Zufallsgrofilen X und Y auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (2, A, P) der Ausdruck E(|X <Y |P) ,klein“ wird unter der zusétzlichen
Forderung L(X) = F und L(Y) = G. Da E|X &Y|P = [, |z ©y[PdH (z,y), falls H die
Verteilungsfunktion von (X,Y) ist, bedeutet dies nichts anderes, als die Abhiingigkeit von
E(]X <Y |?) von der zweidimensionalen gemeinsamen Verteilungsfunktion H(z,y) bei ge-
gebenen Randverteilungsfunktionen F' und G zu studieren.

Wir fiihren diese Untersuchungen direkt in einem allgemeineren Rahmen durch [0 [7]] und
betrachten den Ausdruck Ek(X,Y) fiir eine Funktion k : R? — R, die die folgenden drei
Eigenschaften besitzt:

e Symmetrie, d.h. k(z,y) = k(y, z),
e linksseitige Stetigkeit,

e A-Antitonie, d.h. Ag’z’,))k = k(z,y) + k(z',y) ©k(z,y) ©k(z',y) <0 fiir z < 2’
und y < ¢/

Die A-Antitonie von k ist gleichbedeutend mit der A-Monotonie von <¥%. Fiir den oben
angesprochenen Fall definiere man & durch (z,y) — |z<y|P. Diese spezielle Funktion erfiillt

die drei angesprochenen Eigenschaften wie der nachfolgende Satz zeigt.

2.2.2 Satz Die Funktion k : R? — R, (z,y) — |z <y|P ist symmetrisch und stetig. Zudem
erfiillt sie fiir p > 1 die Eigenschaft der A-Antitonie.
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BEWEIS: Zu den ersten beiden Eigenschaften ist nichts zu sagen. Es verbleibt die
Behauptung, daB fiir z < ' und y < y gilt:

AEZ’,Z,))k = k(z,y) + k(z,y) ek(z,y) <k(z',y) <O0.
Dies wird mit Hilfe einer Fallunterscheidung bewiesen.
lFall: z <y <z <y odery <z <y < z.Die Behauptung ergibt sich hier unter
Anwendung von Satz A.1 aus dem Anhang.
2.Fall: x <y < y' < z' oder y<zc< r < y'. Diese beiden Fiélle sind trivial und ergeben
sich unter Benutzung der Monotonie der Potenzfunktion.
3Fall: 2 <z <y <y oder y <y <z <z.Anwendung von Satz A.2 aus dem Anhang

liefert die angegebene Ungleichung. U

Um die Abhingigkeit des Erwartungswertes Ek(X,Y) von der gemeinsamen Verteilung
und damit von der zweidimensionalen Verteilungsfunktion H zu studieren, ist es zunéchst
erforderlich einen einfacheren Ausdruck als die urspriingliche Definition [, k(z,y)dH (z,y)
bereitzustellen, durch den die Abhingigkeit verdeutlicht wird. Dies wird im folgenden ge-
tan: Aufgrund der Eigenschaften ii) und iii), die man von der Funktion k fordert, wird
durch k ein eindeutiges, o-endliches Mafl p auf der Borelschen o-Algebra B? durch die
Festlegung

wlz,2') x [y,y) =AY b, 2 <oy <y,

determiniert. Sind nun X und Y Zufallsgr68en auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P)
mit Verteilungsfunktion F' bzw. G und gemeinsamer Verteilungsfunktion H, so betrachte
die Funktion f : R? x Q — R, definiert durch:

1, falls X(w) <z,y <Y(w) oder Y(w)<z,y < X(w
o) (@) («) oder Y (w) @)

0, sonst

f ist eine (R? x Q, B> ® A)<mefbare Funktion. Dies ist am einfachsten einzusehen, wenn

man f mit Hilfe von Indikatorfunktionen darstellt:

f('ra yaw) :1(foo,z}(X(w)) : 1(foo,y](X(w)) : 1(1,00)(Y(w)) : 1(y,00)(Y(w))
+ Lcooa] (Y (@) * Lm0,y (Y (@) * L(z,00) (X (@) - Ly,00) (X (w)).
Um nun die Mef3barkeit zu zeigen, reicht es offenkundig, ohne Beschriankung der Allgemein-

heit f von der Form f(z,y,w) = 1(_s04(X(w)) anzunehmen. Aufgrund der linksseitigen

Stetigkeit dieser Abbildung in z fiir festes w und festes y erhilt man dann:

Flg,w) = Jim 31 gy (X@) - 1g g (0):

PICREPIO
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Dabei ist g(z,w) =1, _ #+11(X(w)) - 1, & #+1,(2) B ® A-mefbar wie man leicht einsieht
(o0, %n ] (37757 |

und somit insbesondere die Abbildung h(z,y,w) = g(z,w) B? ® A-meBbar. Es folgt die

MeBbarkeit von f. Da f aulerdem nichtnegativ ist, erhdlt man mit dem Satz von Fubini:

B([ saw = [ Bt

Offensichtlich gilt nun unter Ausnutzung der Symmetrie von f

fdp = p([X (), Y (w)) x [X (@), Y (w)))

=<k(X, X))+ kYY) <k(X,)Y) kY, X))
= ek(X, X) =k(Y,Y) + 2k(X,Y),

wobei ohne Einschrinkung X (w) < Y (w) angenommen wurde. Zusammen mit

Ef(z,y,)=P(X <zAy,Y>zVy)+PX>zVyY <zAy)
=P X<zANy)oPX<zAyY <zVy)
+PY<zAy)ePY<zAy,X<zVy)
=FzAy)+GzANy)cHEVy,zANy)SH(xAy,zVy)
=: A(z,y)
erhélt man also:
B(ek(X, X) k(YY) + 2k(X,Y)) = /R Az, y)dp.

Sind nun die Erwartungswerte Ek(X,X) und Ek(Y,Y) endlich (im oben betrachteten
Spezialfall stellt dies kein Problem dar), so gilt:

2Ek(X,Y) = Ek(X,X) + Ek(Y,Y) + / A(z,y)dp.

R2
Man erkennt: Bei fixierten Randverteilungen hingt Ek(X,Y) von H nur iiber A ab. Sei
nun H(F,G) die Klasse aller gemeinsamen Verteilungsfunktionen H (z,y) mit festen Mar-
ginalverteilungsfunktionen F und G und Exk(X,Y) der Erwartungswert, wenn H die
gemeinsame Verteilungsfunktion von X und Y ist. Um auszudriicken, wie die Abhingig-
keit des Erwartungswertes Fk(X,Y) von H aussieht, ist es notwendig eine Ordnung auf
der Menge H(F,G) einzufiihren. Dazu konnen wir festhalten, da8 durch

H, < H, :& H(z,y) < Hy(z,y) fir alle z,y € R

eine partielle Ordnung auf dieser Menge definiert wird. Dafl dabei tatsédchlich die Eigen-

schaften der Reflexivitdt, Transitivitdt und Antisymmetrie erfiillt sind, ergibt sich direkt
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aus den entsprechenden Eigenschaften der gewohnlichen Groflerrelation auf R. Wir notie-
ren: Sind Hy, Hy € H(F,G) und gilt H; < H, in Bezug auf die gerade eingefiihrte Ordnung,
so ist Fy, (k(X,Y)) > En,(k(X,Y)), denn wachsendes H fiihrt zu einer Verkleinerung von
A und somit zu einer Abnahme von Ek(X,Y). Mit anderen Worten: Fk(X,Y) ist ein
antitones Funktional von H.

Betrachte nun H, (z,y) := min{F(z),G(y)}. Es gilt: H, € H(F,G) und H < H, fiir
jedes H € H(F,G), d.h H, ist groBites Element in #(F,G). Dabei ergibt sich der zweite
Teil der Aussage direkt aus den Ungleichungen

F(z)oH(z,y)=P(X <z)oP(X<z,Y<y)=P(X <z,Y >y) >0

und G(y) < H(z,y) > 0, die fiir jedes H € H(F,G) gelten. Fiir unsere Zwecke ist dies
ausreichend, denn man weif} nun, daf} aufgrund der Antitonie des Funktionals Ek(X,Y") der
minimale Wert bei gemeinamer Verteilung H, angenommen wird, d.h. sogar ein Minimum

darstellt. Allgemeiner ist es aber sogar moglich zu zeigen

2.2.3 Satz Fiir die Funktionen H (z,y) := max {F(z) + G(y) <1,0} und H,(z,y) :=
min {F(z),G(y)} gilt:
H(z,y) € #H(F,G) < H (2,y) < H(z,y) < H.(z,y)
BEWEIS: siehe [7] auf Seite 289 bzw. [10],[15]. O

Nachdem wir nun wissen fiir welche Verteilungsfunktion H das Minimum angenommen

wird, verbleibt eine ndhere Betrachtung des zugehorigen Integrals.

2.2.4 Satz Ist (X,Y) ein Zufallsvektor auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (£, A, P) mit
Randverteilungsfunktionen F' bzw. G und zweidimensionaler Verteilungsfunktion H ., so

gilt:
Ey k(X,Y)=Ek(F'(U),G'(U)) = /01 k(F~'(u), G (u))du,
wobei U eine auf (0,1) rechteck-verteilte ZufallsgroBe ist.
BEWEIS: Fiir eine auf (0, 1) rechteck-verteilte Zufallsgréie U gilt:
P OGO (2,2] % (y,y]) = P(F ' (U) € (2,2'],G*(U) € (y,¢])
= PU({u:inf{t: F(t) > u} € (z,2']} N {u:inf {s: G(s) > u} € (y,4]})
= PY((F(z), F(z")] N (G(y), G(¥)])
= min{F(z), G(y)} + min{F(z'), G(y')} min {F(z),G(y)} ©min {F(z'), G(y)}

= H (z,y)+ H,(z',v) oH,(z,y) <H(z',y)
=P(X € (2,2',Y € (y,¥),
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wobei man das vierte Gleichheitszeichen leicht mittels einer Fallunterscheidung nachvoll-
ziehen kann. Unter H, gilt folglich: (X,Y) ~ (F~Y(U),G !(U)), woraus die Behauptung
folgt. O

Betrachten wir nun speziell wieder die Funktion k(z,y) := |z <y|P, so konnen wir fiir

unsere urspriingliche Fragestellung festhalten:

1
dy(F,G) = inf |X &Y, = [F'(U) =G (U)l, = (/ |[FH(u) £GH (u)Pdu)*?.

YeG 0
Damit ist die letzte Aussage von Satz 2.2.1 gezeigt und gleichzeitig die Vorarbeit geleistet,

um den gesamten Beweis zu komplettieren:

BEWEIS VON SATZ 2.2.1: Die Vorbetrachtungen haben gezeigt, dafl das Infimum fiir
die im Satz angegebenen Zufallsgréflen angenommen wird. Sind nun F, G zwei Verteilungs-
funktionen aus M, mit F' = G, so folgt offenkundig d,(F, G) = 0, da fiir eine Zufallsgréfie X
mit L(X) = F gilt: 0 < d,(F,G) = d,(F, F) < || X ©X]||, = 0. Ist umgekehrt d,(F,G) =0
fiir zwei Funktionen F,G € M,, so folgt ||[F~'(U) &G (U)||, = dp(F,G) = 0. Damit
ist aber F~*(U) = G7'(U) f.s. und somit F = L(F*(U)) = L(G'(U)) = G. Fiir den
Beweis der Dreiecksungleichung betrachte Verteilungsfunktionen F,G, H € M,,. Dann gilt
fiir U ~ R(0,1):

dy(F,G) = [|[F1(U) &G (V)|
<|F7HU) «HO)ll, + [H(U) + G (U]l
= d,(F, H) + d,(H,G).

Dabei wurde beim ersten Ungleichheitszeichen die Dreiecksungleichung fiir die £,-Norm

ausgenutzt. Die Symmetrie der Abbildung ergibt sich direkt aus deren Definition. OJ

Nun sind wir in der Lage den Begriff der Mallow-Metrik einzufiihren:

2.2.5 Definition Die Abbildung d, : M, x M, = R, (F,G) — inf;yrwg |IX <Y, heifit
Mallow-Metrik.

Als interessant erweist sich bei der Mallow-Metrik insbesondere der Fall p = 1. Dann
gilt

o0

d\(F.G) = / P o6 )it = / F() Gt dt

o0

[0 [23]] und folglich ist der durch die Metrik gegebene Abstand nichts anderes als die
Flache zwischen den beiden Graphen von F' und G.
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2.2.6 Bemerkung Fiir die allgemeinen Betrachtungen, die in diesem Abschnitt fiir den
Term Ek(X,Y) durchgefiihrt wurden, ist nicht unbedingt die A-Antitonie von k und die
linksseitige Stetigkeit erforderlich. Hinreichend sind auch A-Isotonie und rechtsseitige Ste-
tigkeit. Dabei ist allerdings zu beachten, dal man fiir A-isotone Funktionen £ ein isotones
Funktional erhdlt und sich somit Minimum und Maximum gerade vertauschen.

Zudem sind genauere Aussagen iiber den Wertebereich des Funktionals méglich. Dieser ist
ndmlich das moglicherweise unbeschrénkte Intervall [En k(X,Y), Eg, k(X,Y)], falls k& A-
isoton ist und [Eg, k(X,Y), Eg_k(X,Y)] bei A-Antitonie von k. Auch die Voraussetzung
der Symmetrie von k ist nicht notwendig, sondern durch entsprechende andere Annahmen

zu ersetzen. Details finden sich in [7].

2.2.2 Konvergenz beziiglich der Mallow-Metrik

Durch den letzten Abschnitt sind die Voraussetzungen geschaffen, um von Konvergenz
von Folgen mit Elementen aus M, zu sprechen. Dabei soll bedeuten, daf eine Folge F,
von Elementen aus (M,,d,) gegen eine Verteilungsfunktion G € M, konvergiert, wenn
limy, o0 dp(Fy, G) = 0. Ahnlich wie bei dem metrischen Raum (£,,]|-||,) kann man sich die
Frage stellen, ob ein Zusammenhang zwischen der d,-Konvergenz und der d,-Konvergenz
besteht fiir 1 < ¢ < p < oo. Dafl das gleiche Resultat wie bei der £,-Konvergenz zu
erwarten ist, ergibt sich aus dem engen Zusammenhang zwischen der d,-Metrik und der

|| - ||l,-Norm. Die Richtigkeit dieser Uberlegung zeigt der folgende

2.2.7 Satz Es seien 1 < q < p reelle Zahlen und F,, n € N, eine Folge von Verteilungs-
funktionen aus M,, die in der d,-Metrik gegen eine Grenzverteilungsfunktion F' € M,

konvergiert. Dann liegt auch Konvergenz gegen die gleiche Funktion in d,-Metrik vor.

BEWEIS: Sei U eine auf (0,1) rechteck-verteilte Zufallsgrofie. Es gilt unter Benutzung
der Jensenschen Ungleichung:

lim dy(F,, F) = lim ||F,}(U) <F Y(U)ly < lim |F, ' (U) <F 1(U)],
n—o0 n—o0

n—oo

= lim d,(F,,F) =0,

n—o0

woraus die Behauptung folgt. O

Interessant bei der Einfiihrung einer ,neuen“ Konvergenzart ist, ob man einen Bezug
zu bereits bekannten Konvergenzarten herstellen kann. Durch die bereits bewiesene Gleich-
heit d,(F,G) = ||[F~Y(U) ©G~(U)||,, die fiir beliebige Verteilungsfunktionen F,G € M,
gilt, erhalten wir in unserem Fall einen Anhaltspunkt fiir einen méglichen Zusammenhang

zur schwachen Konvergenz von Verteilungen. Dazu sei zum einen daran erinnert, dafy aus
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der schwachen Konvergenz einer Folge von Verteilungen @, gegen ein )y insbesondere
die fast sichere Konvergenz von F,,*(U) gegen F, '(U) folgt, falls U ~ R(0,1) und F; !
Pseudoinverse der Verteilungsfunktion von ;, 0 < 7, und andererseits aus der fast siche-
ren Konvergenz einer Folge von p-fach integrierbaren Zufallsgréfien in Verbindung mit der

Konvergenz der p-ten absoluten Momente die £,-Konvergenz folgt [[] [2], Satz von Riesz].

2.2.8 Satz Die Konvergenz einer Folge (F,), aus M, in d,-Metrik gegen eine Funktion F

ist dquivalent zu jeder der beiden folgenden Aussagen:

a) die zugehorigen Verteilungen konvergieren schwach, und es liegt Konvergenz der p-ten
absoluten Momente vor, d.h. [ |z|PdF,(z) &% [ |z|PdF(z),

b) die zugehérigen Verteilungen konvergieren schwach und es liegt gleichgradige Inte-

grierbarkeit von |z|P beziiglich der Folge F,, vor.

BEwEIs: Fiir den Beweis sei U eine R(0,1)-verteilte Zufallsgrofle auf dem Wahr-
scheinlichkeitsraum (,.4, P). Zunéchst zur Aquivalenz der Konvergenz in d,-Metrik mit
der Aussage a): 7 =" Aus lim,, o dp(F, F') = 0 folgt lim, o ||F, }(U) ©F Y(U)|l, = 0
und somit die £,-Konvergenz der Folge F, '(U) gegen F '(U). Damit ergibt sich aber
direkt
lim / e dF, = lim / F (U)PdP = / F(U)PdP = / 2[dF,

n—oo

d.h. die Konvergenz der p-ten absoluten Momente. Da £,-Konvergenz zudem stérker ist
als schwache Konvergenz [[J Seite 94 in [8] in Kombination mit Satz 36.3 in [2]], folgt
F7Y(U) % F~(U) und somit F, % F, da F7'(U) ~ F,, F~'(U) ~ F.

7 «<” Hat man umgekehrt schwache Konvergenz der Folge F,,, n € N, gegen F' gegeben, so
folgt die fast sichere Konvergenz der Folge F, }(U), n € N, gegen die Zufallsgréfie F~1(U),
und somit zusammen mit der vorausgesetzten Konvergenz der p-ten absoluten Momente

die £,-Konvergenz dieser Folge. Daher ist:
lim d,(Fyy F) = lim |, (U) &F " (U), = 0.
Fiir a) < b) sei auf Korollar 50.6. in [2] verwiesen O
Als direkte Konsequenz ergibt sich

2.2.9 Bemerkung Die schwache Konvergenz von Verteilungen in Verbindung mit der

Konvergenz der p-ten absoluten Momente wird durch die Mallow-Metrik d,, metrisiert.
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Satz 2.2.8 beinhaltet unter anderem die Aussage, dal aus der Konvergenz in der d,-
Metrik insbesondere die Konvergenz der p-ten absoluten Momente folgt. Diese Aussage

kann noch verallgemeinert werden.

2.2.10 Korollar Gegeben eine Folge F,, € M, mit dy-lim,,_,o, F, = F, gilt fir 1 < ¢ <p
lim [ |z7dF, = / 2| dF,
n—o0

d.h. die zugehirigen q-ten absoluten Momente konvergieren gegeneinander, sowie im Fall
q = 1 auBerdem

lim | zdF,, = /xdF.

n— 00

BEWEIs: Die erste Aussage ist trivial unter Beriicksichtigung von Satz 2.2.7. Fiir den
Fall ¢ = 1 beachte man, dal wie im Beweis zu Satz 2.2.7 die £;-Konvergenz der Folge
F1(U) folgt und somit etwa unter Benutzung von Satz 12.2 in [2] die Konvergenz der

n

Folge der Erwartungswerte, was der angegebenen Konvergenzaussage entspricht. 0

Es gilt folgender wichtiger

2.2.11 Satz Der metrische Raum (M,,d,) ist vollstdndig.
BEWEIS: Sei F,, eine Cauchy-Folge in (M,,d,), d.h. lim, p, 0 dp(Fp, Fry) = 0. Dann
gilt fiir U ~ R(0,1):
lim ||F,'(U)<F,U)|,= lim d,(F,,F,) =0,

n,m—00 n,m—00

was nichts anderes bedeutet, als da§ F,!(U) eine Cauchy-Folge im vollstéindigen metrischen
Raum (£, - ||,) ist. Folglich existiert eine Zufallsgrofe X € £, mit F, 1(U) &5 X. Sei G

die Verteilungsfunktion von X. Dann ergibt sich
0 < lim dp(F,,G) < lim ||F,;'(U) ©X]|, =0
n—o0 n—oo

und damit die Vollstandigkeit von (M,,d,). O

Man kann durch die Metrik d, eine Pseudo-Metrik auf dem Raum £, definieren, indem
man dp(X,Y) := d,(L(X), L(Y)) setzt. Pseudo-Metrik bedeutet dabei, daf aus , Abstand
zweier Elemente gleich Null“ nicht unbedingt die Gleichheit der Elemente selbst folgt.
Dies ist hier gegeben, denn hat man zwei Zufallsgroflen deren Verteilungsfunktionen iiber-

einstimmen, so folgt noch nicht die Gleichheit der ZufallsgroBen (vielmehr kénnen diese
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grundverschieden sein), sondern lediglich die der zugehorigen Verteilungen.
Man kann nun, &hnlich wie dies bei der Definition der schwachen Konvergenz geschieht,

d,-Konvergenz von reellwertigen Zufallsgrolen definieren, und zwar durch die Festlegung

X, BxX.eomn%F

wobei F,, und F' die zu X,, bzw. X gehorigen Verteilungsfunktionen sind. Dies entpricht
natiirlich einer Konvergenz der Zufallsgrolen in der oben eingefiihrten Pseudo-Metrik.
Insbesondere ist es nun auch moglich, einen Zusammenhang zwischen £,-Konvergenz und

d,-Konvergenz herzustellen.

2.2.12 Satz Gegeben seien reellwertige Zufallsgrofien X, X,,, n € N. Dann folgt aus der

£p-Konvergenz von X,, gegen X insbesondere die d,-Konvergenz.

BEWEIS: Trivial unter Beriicksichtigung der Definition der d,-Metrik. O

Die in diesem Abschnitt ausgearbeiteten Zusammenhinge zwischen den Konvergenzarten

fafit das folgende Schema noch einmal zusammen:

£p-Konvergenz

Schwache Konvergenz d,-Konvergenz

(Mallow-Metrik)

+ Konvergenz der p-ten

absoluten Momente

d,-Konvergenz
1<g<p
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2.2.3 Die Wasserstein-Metrik

In der Literatur tritt in Verbindung mit der Mallow-Metrik hdufig der Begriff der Wasser-
stein-Metrik auf. Ziel dieses Abschnitts ist es, die Unterschiede und Gemeinsamkeiten dieser

beiden Metriken aufzuzeigen.

Betrachten wir allgemein einen metrischen Raum (X, p) und die zugehorige Borelsche
o-Algebra B(X), so kann man den Abstand R zweier Wahrscheinlichkeitsmafle P und @
auf (X, B(X)) definieren durch

R(P,Q) : %r:l% Ep(X,Y),
wobei das Infimum iiber alle Zufallsvariablen X und Y mit Werten in (X, B(X)) gebildet
wird, so da} X die Verteilung P und Y die Verteilung @) besitzt. Zu beachten ist dabei,
daf} die Metrik p gewisse Meflbarkeitsanforderungen erfiillen muf}, damit die Erwartungs-
wertbildung moglich ist.
Der Wert R(P, Q) heifit Wasserstein-Abstand [0 [9]] und kann den Wert +00 annehmen.

Wir notieren:

2.2.13 Satz Seien (X, p) ein metrischer Raum und B(X) die o-Algebra der Borelschen
Mengen. Sei weiterhin Py ein Wahrscheinlichkeitsmaf} auf (X, B(X)) und U(P,) die Menge
aller Wahrscheinlichkeitsmafle auf (X, B(X)) mit R(P,, P) < co. Dann ist U(F,) zusammen
mit der Abbildung R(-,-) ein metrischer Raum und R wird Wasserstein-Metrik genannt.

Ist weiterhin der metrische Raum X separabel, so ist (U(P,), R) vollstindig.
BEWEIS: siehe [9], Theorem 2, S.469 ff. O

Zur oben erwdhnten Mef3barkeitsanforderung an die Metrik p konnen wir den folgenden
Satz festhalten, der dem Buch von Génssler und Stute iiber Wahrscheinlichkeitstheorie

entnommen ist [0 [11]].

2.2.14 Satz Sei (X, p) ein separabler metrischer Raum und &,n Zufallsvariable auf dem
Wahrscheinlichkeitsraum (Q,.A, P) mit Werten in (X,B(X)). Dann ist p(&§,n) (2,A) <
(R, B)-mefibar.

BEWEIS: siehe [11], Satz 8.1.4 auf Seite 329. O

Betrachten wir nun speziell den metrischen Raum (R, | - |), so erkennt man, dafl in diesem
Fall die Wasserstein-Metrik mit der Mallow-Metrik d; iibereinstimmt. Fiir p > 2 kann man
einen direkten Bezug nicht mehr herstellen, da in diesem Fall die Metrik | - | noch mit der
Transformation g(z) = z? verkniipft und der gesamte Wert mit der Funktion h(z) = z'/P

renormiert wird.
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2.3 Fixpunkte der Abbildung S

Fiir gegebene Verteilungen der Zufallsvariablen T' = (T3, T5,...) und C entsprechend den
Anforderungen aus Abschnitt 2.1 ist S : (My,d,) = (Mp,dp), F — > . T;X; + C, eine
Abbildung des vollstindigen metrischen Raumes (M,, d,) (M, zusammen mit der Mallow-
Metrik) in sich selbst.

Im folgenden Abschnitt wenden wir uns nun der noch fehlenden, entscheidenden Kon-
traktionseigenschaft der Abbildung S zu, d.h. wir werden systematisch das kontrahierende
Verhalten von Abbildungen des obigen Typs studieren. Dabei werden wir uns zunichst auf
den Spezialfall p = 2 beschridnken, da die durchzufiihrenden Rechnungen einfacher sind
und zudem schwichere Voraussetzungen an die Zufallsvariablen ausreichen. Allerdings sei
darauf hingewiesen, daf} folglich auch nur der Nachweis von Fixpunkten mit existierendem
2-ten absoluten Moment erfolgt.

Im Unterabschnitt 2.3.2 gehen wir dann zur Betrachtung des allgemeinen Falles iiber.

2.3.1 Der Spezialfall: (M,,d;) als Definitions- und Wertebereich
der Abbildung S

Wie in Kapitel 1 bereits ausgefiihrt, spielt fiir den Nachweis der Existenz von Fixpunkten
das Prinzip der iterativen Approximation und damit Folgen der Art (S™(F')) mit Startver-
teilung F' € M, eine entscheidende Rolle. Wir hatten bereits angemerkt, dafl es fiir die

Existenz eines Limes ausreicht, Konstanten ¢ € R™ und A < 1 zu finden mit der Eigenschaft
d(S™H(F), S™(F)) < o™

vgl. Seite 13. Um dann trotzdem noch Eindeutigkeitsaussagen machen zu koénnen, ist es
erforderlich, sich die zugehorige Folge der Erwartungswerte anzuschauen. Dies geschieht
im folgenden Lemma. Besonders wichtig fiir spitere Anwendungen sind die Punkte 2) und
5).

2.3.1 Lemma Es seien entsprechende Voraussetzungen gegeben, die die Existenz der Ab-
bildung S : M, — M, im £,-Sinn gewéhrleisten (fiir ein 1 < p < co) (vgl. Abschnitt 2.1).
Zudem sei ) . T; € £,. Dann gelten die folgenden Aussagen:

1) Ist E(C)=0, so gilt: S: M) — M.

2) Ist |[E(>, T;)| < 1, so konvergiert E(S™(F)) fiir n gegen unendlich exponentiell schnell
gegen E(C)(1<E(3,Ti)) "
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3) Ist |E(Y.,T))| > 1 und E(F) + E(C) - (B(X,T;) =1)~ £ 0, so gilt

lim |E(S™(F))| = co.

n—o0

4) Ist |[E(>_,T;)| > 1, E(C) und E(F) nicht beide Null und E(F)+ E(C)- (E(}_,T;) &
1)~! =0, so gilt lim,, , E(S™(F)) = E(C)- (1 <E(_,T:)™!

5) Ist E(} ,T;) =1 und E(C) =0, so gilt E(F) = E(S™(F)) fiir alle n.
6) Ist E()_,T;) =1 und E(C) # 0, so gilt lim,_,« |E(S™(F))| = oo.

7) Ist E(}°, T;) = <1, so gilt fiir allen € N: E(S**(F)) = E(F), E(S**}(F)) = E(C) &

BEWEIS: Die Zufallsgrofen (C,T), X;, ¢ € N, seien unabhiingig und X; ~ S" !(F).
Da fiir eine in £;-Norm konvergente Folge von Zufallsgrofien auch deren erste Momente

konvergieren, folgt:

E(S™(F)) :E(ZEX,-+C) = J%ZTX +C) = lim B( ZTX + E(C)
= E(X;) - nll_t&)E ZT + E(C) = E(S™ Y(F)) -E(Tgrgozm:TiHE(C)
E(S"Y( ZT )+ E(C _

Dies liefert sofort:

n—1
B(S"(F)) = (FQ_ ) C)->_ (BQ_T)
i=1 i
Alle Behauptungen ergeben sich nun leicht aus dieser Gleichung. U

2.3.2 Bemerkung Die zusitzliche Forderung ) . T; € £; ergibt sich in den Fillen 1) <3)
aus Satz 2.1.1 automatisch aus den die Existenz von S sichernden Voraussetzungen und

ist somit unproblematisch.

Sei im folgenden fiir b € R und F € M;
F':= F(-+ (E(F) b)).
Es gilt also E(F®) = b.

2.3.3 Lemma Gegeben seien F,G € M.
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(a) Sind X,Y ZufallsgréBen mit L(X) = F,L(Y) = G und d»(F, G) = || X &Y ||2, so gilt:
do(F°,G°) = | X ©EX (Y SEY)|,.
(b) Sind X,Y ZufallsgroBen mit L(X) = F°, L(Y) = G® und d»(F°,G°) = | X &Y||2, so
gilt:

(c) Es gilt:

do(F°,G%) < do(F, G) < do(F°, G°) + | E(F) & E(G)|.

BEWEIS: Zu a): Seien X;,Y; Zufallsgrofien mit L(X;) = F° L(Y;) = G° und
do(F°, G% = || X; &VY1]]2. Dann ist offensichtlich L(X; + EX) = F, L(Y; + EY) =

und

d3(F°,G°) = E(X, &Y1)’ = E(X, + EX &(Y1 + EY) &(EX &EY))?
=E(X; +EX)&(1 +EY))?? <(EX ©EY)?
> d5(F,G) &(EX ©EY)?,

wobei wir ausgenutzt haben, dafl EX; = FY; = 0. Andererseits:

B(FY,G") < E(X ®EX &Y + EY)? = E((X &Y) <(EX ©EY))?
E(X &Y) (EX &EY)?

d3(F,G) <(EX &EY)>.

Es folgen die Behauptungen (a) und (c). Der Beweis von (b) erfolgt analog. O

Das gerade bewiesene Lemma findet nun Anwendung im folgenden
2.3.4 Lemma Seien C € £,, F,G € M,.
(1) Falls E(3,T?) < oo, so existiert S : M3 — My im £,-Sinn und

d5(S(F°),S(G%) < B(Y_T?)- dy(F°, G°).

(2) Falls Y ,T; € £, und E(>, T?) < 00, so existiert S : My — My im £,-Sinn und

d3(S(F), 8(G)) < E(Z T7) - dy(F°, G°) + | ZTA@ (B(F) <E(G))".
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BEWEIS: Die erste Ungleichung ist aufgrund des giinstigen Definitionsbereichs der Ab-
bildung S leicht zu bewe1sen Gegeben unabhingige Zufallsvariablen (X;,Y;),7 € N, (C,T)
mit L(X;) = F°, L(Y;) = G°, | X; &Yilla = d2(F°, G°) (vgl. Satz 2.2.1) gilt ndmlich

d3(S(F°),S(G%) < || Y T:X; &) TV} = lim E()_ Ti(X; &Y;))
7 7 =1

n—oo

= lim E(X, &Y;)?- ZT2 E(Y T?)-d3(F°,G°),

wobei insbesondere ausgenutzt wurde, dafl F(X; <Y;) = 0 ist.

Fiir die zweite Aussage wihlen wir unabhingige Zufallsvariablen (C,T), (X;,Y;),i € N,
mit L(X;) = F, L(Y;) = G, ||X; Y|l = do(F,G). Es folgt unter Verwendung der
Bezeichnungen X, := X; ©FEX;, Y, := Y; ©EY; und ¢ := (EX, &EY}):

)

d2(S(F) ) < ||ZTX <:>ZTY||2

= BTG Y0 = lim B(YT(X, &)’

n—00 -
=1

= lim () Ti(X; &Y;) + (EX; ©EY) - Y T;)

n— o0
=1 =1

= lim B ( ZT (X; <:>Y))2+2c-(iTi(X; @n’))iﬂﬂ?(iﬂﬁ)
i=1 i=1 i=1

i=1

— % N 2
= lim (E(ET,(XZ &Y;))? + 2¢E( E;T (X; ©Y)T},) + E( ZT
Vermoge der geforderten Unabhingigkeiten und E(X; &Y;) = 0, ergibt sich das Weg-
fallen sowohl des kompletten zweiten Terms als auch der gemischten Terme des ersten
Erwartungswertes und wir kénnen festhalten:

d3(S(F),S(G)) < lim E( Z:ﬂ E(X, &Y,)* + lim ¢*E ZT

n—oo n—oo
ZT2 - d2(F°, G° +||ZT||2 SE(G))2.

Im letzten Schritt wurde dabei der Satz von der monotonen Konvergenz, die Voraussetzung
> :Ti € £ und Lemma 2.3.3 benutzt. O

Nun sind alle Vorbereitungen fiir die beiden folgenden Hauptresultate dieses Abschnitts
getroffen.



2.3. Fixpunkte der Abbildung S 33

2.3.5 Satz Es gelte:

E() T?) <1, E(C)=0, [|C|< oc.

Dann existiert S : M3 — MY im £,-Sinn und hat einen eindeutigen Fixpunkt. Die Folge
(S™(F))nen konvergiert fiir jedes F € MY in dy-Metrik exponentiell schnell gegen diesen
Fixpunkt.

BEWEIS: Die Einhaltung des Wertebereichs M) ist eine direkte Konsequenz der Vor-
aussetzung E(C) = 0 und des gewihlten Definitonsbereichs MJ; vgl. Lemma 2.3.1, 1).
Nach Lemma 2.3.4 ist die Abbildung S eine a-Kontraktion mit « := (E(Y_;T?))Y/2. Die
Aussage des Satzes ist nun eine direkte Konsequenz aus dem Banachschen Fixpunktsatz
1.2 und Korollar 1.4. 0J

2.3.6 Satz Es gelte:
EQ T <1, | Y Till:<oo, |EQ T <1, [[Cls< oo

Dann existiert die Abbildung S : My — My im £5-Sinn, und fiir jedes F' € M, konvergiert
die Folge (S™(F))nen in da-Metrik exponentiell schnell gegen den eindeutigen Fixpunkt der
Abbildung S.

BEWEIS: Wie schon angekiindigt, kommt nun die abschliefende Bemerkung des ersten
Kapitels zur Anwendung. Wir werden die Existenz von Konstanten ¢y und A nachweisen

mit der Eigenschaft:
by := d3(S"TH(F), S™(F)) < cp)™.
Wenden wir Lemma 2.3.4, (2) und (3), an, ergibt sich die Abschétzung
dy(S"TH(F), S"(F)) < 1+ dy(S™(F), S"7H(F)) + 2 - (BE(S™(F)) < E(S"(F)))*,

mit ¢; ;= E(},T7) und ¢, := HZsz

2
. Unter Verwendung von
2

(E(S"(F) 8™ {(F)))* = (B(S" 1(F)) «E(S" *(F)))*- (E(Z T))*
= (E(S(F)) <E(F))*- (E(Z T;)*"Y,

erhalten wir insgesamt

(2.1) by = da(S"(F),S™(F)) < ¢ -bp_y +c3-n"",
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wobei ¢3 := ¢z - (E(S(F)) < E(F))? und n := (E(>_,T;))?. Die Konstanten ¢; und n sind

aufgrund der Voraussetzungen echt kleiner als Eins. W&hle nun A < 1 mit
n<Aund A > ¢
und cp mit
cs < cp- (A ecy) und cp > da(S(F), F).
Eine vollstdndige Induktion nach n liefert schliefllich:
b, <cp- A"

Induktionsanfang n=0: by = d3(S(F), F) < cp - \°.
Induktionsschritt n — n+1: Vermége (2.1) folgt b, 1 < ¢1-b, +c3-n". Wendet man darauf
die Induktionsvoraussetzung unter Beriicksichtigung der Wahl von A und cr an, so ergibt

sich:

b1 <cirep A"+ e <crrep AT H A ceg = A" (crreptez) ARt A

=Cfp - /\n—i—l.

Analog zum Beweis des Banachschen Fixpunktsatzes erhalten wir nun, daf§ (S™(F')) eine
Cauchy-Folge in M, ist und daher aufgrund der Vollstindigkeit von (Ms,ds) gegen eine
Grenzverteilungsfunktion G' in My konvergiert; vgl.Satz 2.2.11. Die Konvergenz ist auch
hier wiederum exponentiell schnell. Dariiber hinaus liefert Lemma 2.3.4, (2), die Stetigkeit
von S, wenn man beachtet, dal mit F,, B [ sowohl F? B RO als auch lim,, . E(F,) =
E(F) gilt; vgl. Lemma 2.3.3, (c) und Korollar 2.2.10 . Die Grenzverteilungsfunktion G ist
folglich Fixpunkt der Abbildung S.

Da S nicht wie im vorherigen Satz die Kontraktionseigenschaft besitzt, erweist sich der
Beweis der Eindeutigkeit des Fixpunktes als schwieriger. Seien F, G zwei Fixpunkte der
Abbildung S. Mit Lemma 2.3.1, (2), folgt die Ubereinstimmung von E(F) mit E(G) und
Lemma 2.3.4, (2), und Lemma 2.3.3, (c), liefern die Abschétzung:

(2.2) d5(F,G) = d5(S(F), S(@)) < E()_T}) - d5(F, G).

Diese kann aber aufgrund der Voraussetzung E(> ", T7?) < 1 nur erfiillt sein, falls d3(F, G) =
0 und somit F' = G. O

Es ist moglich in Satz 2.3.6 die Voraussetzung |E(D> ,T;)| < 1 durch E(}_.T;) =1
und E(C) = 0 zu ersetzen. Statt (2.1) erhilt man dann direkt b, < E(3,T?) - by—1 und
damit wiederum die Eigenschaft einer Cauchy-Folge von F, S(F), S?(F),... Jedoch geht
die Eindeutigkeit des Fixpunktes verloren, wobei im Fall > . T; = 1 eine genauere Aussage

iiber die Beziehung der einzelnen Fixpunkte zueinander gemacht werden kann:
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2.3.7 Satz Ersetzt man in Satz 2.3.6 die Annahme |E() ., T;)| < 1 durch E(C) = 0 und
E(3>,T;) = 1, so erhdlt man fiir jedes F' € M, exponentiell schnelle Konvergenz der
Folge S™(F), n € N, in dy-Metrik gegen einen Fixpunkt G der Abbildung S : My —
M, der denselben Erwartungswert hat wie die Startverteilung F'. Insbesondere geht die
Eindeutigkeit des Fixpunktes verloren und man erhdlt vielmehr fiir jedes b € R einen
Fixpunkt von S. Fiir vorgegebenen Erwartungswert b ist der Fixpunkt allerdings wieder
eindeutig. Weiff man zudem ) . T; = 1, so sind die einzelnen Fixpunkte Translationen
voneinander, d.h. es existiert ein G € My ,s0 dafi {G®, b € R} die Menge aller Fixpunkte
darstellt.

BEWEIS: Die Konvergenzaussage ergibt sich aus dem Beweis des vorherigen Satzes in
Verbindung mit der zuvor gemachten Anmerkung. Dafl der Fixpunkt fiir vorgegebenen
Erwartungswert b eindeutig ist, folgt aus Lemma 2.3.4, (2). Zu zeigen bleibt also nur
noch die Translationseigenschaft der Fixpunkte im Spezialfall ) . T; = 1. Dazu reicht es
offensichtlich nachzuweisen, da8 falls G® Fixpunkt der Abbildung S ist (mit Erwartungswert
b), auch die Verteilungsfunktionen G*, a € R, Fixpunkte darstellen. Seien (7,C), X;, i €
N, unabhiingige ZufallsgroBen mit L(X;) = G®. Aufgrund der Fixpunkteigenschaft von G®
gilt dann: G* = L(}., T;X; + C). Betrachte weiter Y; := X; <b + a. Offensichtlich ist
L(Y;) = G* und

S(G*) = ZTY+C ZTX +ZT (a<b) +C)

ZTZ-XiJerL(a(:)b)):G :

O

2.3.8 Bemerkung Es ist moglich, auch fiir Abbildungen S : My — M, Voraussetzun-
gen anzugeben, so dafl die Kontraktionseigenschaft erfiillt ist. Dies werden wir aber in
allgemeinerem Rahmen in Abschnitt 2.3.2 untersuchen. Es sei an dieser Stelle bereits auf

den entsprechenden Satz 2.3.11 verwiesen.

Reprisentation des Fixpunktes durch eine Zufallsgrofle

Bisher haben wir uns nur mit Existenzaussagen beschéftigt. In diesem Unterabschnitt wer-
den wir eine Zufallsgroe angeben, deren Verteilung dem Fixpunkt der Abbildung S (sofern
die Existenz durch entsprechende Annahmen gesichert ist) entspricht. Diese Zufallsgrofie
wird sich dabei als fast sicherer Limes einer geeigneten Folge von Zufallsgroffen herausstel-
len.

Um dieses Ziel zu erreichen, ist es sinnvoll, folgende Notationen einzufiihren:
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I:=0u;> N*".Firocel,,N*, i=1,2,..,seicli = (01,09,...,0;) und 0|0 := 0. |o| be-
zeichne die Linge von o, d.h. TO'| = n fiir o = (01, ...,00), |0| =0, und o7 := (01,09, ..., 0p, %)
fiir o = (04,09, ...,0,) und ¢ € N\.

Desweiteren seien (C(0),T(0)), o € I, unabhingige, identisch verteilte Zufallsvektoren
und X (o), o € I, unabhéngig identisch verteilte Zufallsgrofen mit Verteilungsfunktion
F, die zudem unabhingig von (C(0),T(0)), o € I, seien. Definiere dann Zufallsgrofien
YK, n e NU {0}, sukzessive durch:

V= X(0), Y =00)+ Y T0)X (o
=1

=C(0)+ Y T.(0)C(0) + Y T,,(N)T,(c]1)X (o)
|o|=2

lo|=1

und allgemein:

(/))+z_:ZC [ Tos (0l e1) + Y X(o H (o](j &1)),

k=1 o€l j=1 o€l =1
|o|=Fk |lo|=n

wobei natiirlich oEl e = Y o1 Dot s Do q - bedeuten soll. Man kann bereits
an dieser Deﬁmtlon erkennen, dafl L(Y,F) = S*(F ) Dies und die rekursive Struktur der
Folge von Verteilungsfunktionen L(Y;) wird jedoch noch offensichtlicher, wenn man Y*

folgendermafien umformt:

)+ Z > clo T2, el =)+ Y X [[ 7ol 1)
=k ]:1 olom =t
- Zi S o) T2 1)+ 3 X X T2 01 50) + €0
=Lt s =t =1 =1
-y (Z > ) f[Taj(ow s1)+ 3 X(0) [12., (el 1)) +co)
=Lkl =t iz i=t
=3 (cw-m + > c<a>]1i[1TaJ (01l 1)
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=3 (0)- T + . Y C@)n®) [ Ty (0l 51)
i=1 k=2 e j=2

o= =2
k
=Y T (c +Z PIREC) | EACIERSD)
i=1 =2 "1— j=2

+Y X HT a|]<:>1)))+0(@)

A i=2
Hierbei sind die ZufallsgréBen WF = C(i) + > p_ Zal_ C(o) H;?ﬁ T,,(o|(j ©1)) +
> =i X(0) [}, To;(0|(j ©1)), @ € N, unabhéngig, 1dentlsch verteilt mit WF ~ Y. .

lo|=n
Es gilt nun folgender

2.3.9 Satz Es gelte

il < oo, ‘E
2

FeM, ED T})<1 <1, [|C2 < oo.
Dann konvergiert die Folge der Zufallsgroflen Y,'' fast sicher und in dy-Metrik gegen die
ZufallsgroBe

k

C(0) +ZZC ) [ 7o, (ol 1)),

k=1 o€l 1
|lo|=Fk 7=

wobei die Zufallsvariablen (C(0),T(c)), o € I und (C,T) die gleiche Verteilung besitzen.
Die Verteilung dieser ZufallsgroBe ist der eindeutige Fixpunkt der Abbildung S : My —
M. Der Prozef3

ZX ﬁTJJa|]<:>1 ), n €N,

oel j=1

e
konvergiert fast sicher gegen Null. Falls F' die Verteilungsfunktion der Dirac-Verteilung
inb:= E(C)1<E},T;)) " ist, bildet Y,F,n € N, ein £,-beschrinktes Martingal
beziiglich der Filtration (F,)nen, wobei F,, durch die Zufallsgréflen C(o), T(0), |o| < n
und X (o), 0 € I, |o| < n erzeugt wird.

BeEweIs: Wir betrachten zunéchst den Spezialfall der Dirac-Verteilungin b := E(C) (1<
E(>>,T:))™" und zeigen die behauptete Martingaleigenschaft. Dazu bezeichne F, die Ver-
teilungsfunktion der Dirac-Verteilung in b. Da L(Y,[%) = S™(F}) € M,, folgt insbesondere
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die Integrierbarkeit der Zufallsgrofie Y, fiir alle n € N. Weiterhin kénnen wir unter Aus-

nutzung der Definition der Filtration (F,),en und der Unabhéngigkeitseigenschaften der

Zufallsvariablen (C(0),T(0)), X (o), o € I, festhalten:

k
B |F,) = +Z > C(0) [[ T, (0l &1))
j=1

=1 oel
lo|=k
(2.3) + Y E(C(o) [[Tv, (0] 1))
b 7=
+ Y E(X(0)E(T,,..(cin) ][]
o Znt1 7=t

Eine ndhere Untersuchung der letzten beiden Summanden ergibt

Ty, (o](5 <1)).

n

Y BCON]]T0li o)+ Y BE(X(0)E(Ty,,, (o) [ [T (0l ©1))

= 3 (BC@) [[ T (0li 1) + Y BX (i) E(Ti(o

j=1

N 7o (01 1))

o0

=Y (BT, (ol 1) + BX (@) [] Ty (ol 1) Y B(Ti(0)))

oel ]:1 ]:1

o0 n

=1

= ((B©)+ B @E(ZT-))*IE(ZT-)) [17., i =1)

oel

lor|=n

=) EBO) 1+ —=it 1<:>E Z T ET% (o](j <1))

oel
lo|=n

=Y BC)(1<EQ )] T, (0l( =)

oel ) ]:1
lo|=n

i=1 j=1

n

=Y X ][]l =1) fs,

o€l J 1

lo|=n

wobei wir die identische Verteilung der verwendeten Zufallsvariablen und E(X (o)) =
E(C)- (1< E(Y,T;)"" ausgenutzt haben. Dies zusammen mit (2.3) liefert schliefilich

die Gleichheit:

E(Y, b | Fa) = Y,
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und damit die behauptete Martingaleigenschaft. Da L(Y,"*) = S™(F,) und S™(F}) nach
Satz 2.3.6 einen dp-Limes in My besitzt (ndmlich gerade den Fixpunkt der Abbildung S),
folgt weiterhin lim, ;o E((Y,f*)?) = lim,_,o E(S™(F}))? < oo (vgl. Korollar 2.2.10) und
somit die £,-Beschrinktheit des Martingals Y75, n € N. Folglich existiert eine Zufallsgrofe,
gegen die die Folge Y, fast sicher und in £, konvergiert [0 [1]].

Es verbleibt die ndhere Bestimmung dieser Zufallsgrofie. Betrachte dazu die Folge

=) X(o HT (o](j &1)),

oel ] 1

lo|=n

n € N, fiir allgemeines F' € M,. Die folgenden Ausfiihrungen werden zeigen, dafl diese
Folge fast sicher gegen Null konvergiert. Wie schon die Folge L(Y,F), so hat auch L(ZF)

eine rekursive Struktur. Diese wird gegeben durch
L(ZF) = §™(F), §:Mjy— Ma,

mit S(F) = L(>,T;V;), L(V;) = F und T, V;, i € N, unabhéngig. Damit ergibt sich in

bekannter Argumentationsweise:
(2.4) ZT (5~ ( ZT )

Da |E(}_,T;)| < 1, konvergiert dieser Term exponentiell schnell gegen Null. Eine ana-
loge Aussage gilt fiir die Varianz von S™(F). Dazu seien V;, i € N, identisch verteilte
ZufallsgroBen mit L(V;) = S 1(F) und T,V;, i € N, unabhingig:

Var(S™(F)) = Var( ZTV (Z T,V;)? @(E(Z T,V;))*
= lim (B(Vy)?- ZT2 )+ B( ZTTkVVk) ZTV

7 k=1
i#k

= lim (BB T?) + (BA)’E(Y TTL) ) <(E( V)

k=1
itk

VBT + (BW) - (BT S B(Y 1)) <(BR)XEYT))?
= (B &(BW)?) - BOO 1) + (Bh) - BOS L) e(BA)(B(Y_T)?
= Var(§"(F)) - E(Z_ T?) + (B(V)) Var<2_ )

= Var(S"Y( ZT2 E(S"Y( - Var( ZT
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Vermoge (2.4) folgt daraus leicht die exponentiell schnelle Konvergenz von Var(S™(F))
gegen Null.

Aufgrund der beiden letzten Konvergenzaussagen gilt nun fiir geniigend grofies n:
(1 enE(ZL) en*(Var(ZD)Y?) - (n(1 enE(ZE)™ >0
und somit

(Var(Z,)'2 - (1/n < E(Z;)) " <

SEES

Dies zusammen mit der Tschebyscheffschen-Ungleichung ergibt:

P(|Z,| > 1/n) < P(1Z, <E(Z,))| 2 1/n<E(Z,))) < Var(Z,)(1/n<E(Z,))) ™ < 1/n%

und folglich die fast sichere Konvergenz von Z gegen Null aufgrund des Lemmas von
Borell-Cantelli.
Es folgt nun offenkundig

(2.5) Y% Y fs. undin £,
sowie unter Beachtung der Tatsache, dafl bei der Folge
n—1 k
(cO+> 3 @] T 0l6 =)
k=1 o€l j=1
lo|=k

die spezielle Wahl von F' nicht einfliefit:
YF Iy

n

fiir alle F € M. Zu zeigen verbleibt also nur noch, dafl diese letzte Konvergenzaussage
auch in der dy-Metrik giiltig bleibt, und dafl Y die Fixpunktverteilung besitzt. Dies ist
aber nun einfach einzusehen. Nach Satz 2.3.6 besitzt die Abbildung S einen eindeutigen
Fixpunkt gegen den die Folge L(Y,F') = S"(F) fiir jedes F' € M, in do-Metrik konvergiert.
Andererseits folgt aus (2.5) nach Satz 2.2.12

yh &y

Dann muf} aber bereits L(Y') der Verteilungsfunktion der Fixpunktverteilung entsprechen

und allgemein
YF&y

n

gelten. O

2.3.10 Bemerkung Die Annahme |E(},T;)| < 1 kann wiederum durch E(} ,T;) =1
und E(C) = 0 ersetzt werden; vgl. auch Satz 2.3.7.
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2.3.2 (M,,d,) als Definitions- und Wertebereich: Die Existenz

von héheren Momenten des Fixpunktes

Wir gehen nun zu (M,,d,) als Definitions- und Wertebereich der Abbildung S iiber. Der
Vorteil liegt in dem Nachweis von Fixpunkten mit endlichen h6heren Momenten.

Um die Existenz der Abbildung im £,-Sinn zu gewéhrleisten, sind stérkere Forderungen
an die Zufallsvariable T' zu stellen. Gem&8 Abschnitt 2.1 ist dafir etwa ) . |Ti| € £,
hinreichend.

Im nachfolgenden Satz erweist sich die Abbildung S wiederum als Kontraktion, was eine

Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes ermoglicht.
2.3.11 Satz Es gelte fiir ein 1 < p:
1D [Tl < 1, [IC]lp < o0.

Dann existiert die Abbildung S : M, — M, im £,-Sinn und besitzt einen eindeutigen
Fixpunkt. Die Folge S"(F'), n € N, mit F € M,, konvergiert in d,-Metrik exponentiell
schnell gegen diesen Fixpunkt.

BEWEIS: Seien X;,i € N Zufallsvariablen mit L(X;) = F' € M, die unabhéngig unter-
einander und von dem Vektor 7" sind. Mit den Bezeichnungen ¢ := Y. |T;|, o :== || >_, |Ti|ll»
erhdlt man, wenn man beriicksichtigt, daf mit || >, |T;|||, < 1 insbesondere ) . |T;| < oo
fast sicher:

B 1T = Z' X T)) = B MZ'T X, (w)?)
<E(E (Z|Tz-|t”‘1|Xi|”|T))= E(X:")E(ITi)P)

= ’E(|X1P).

Angewendet wurde dabei die Jensensche Ungleichung auf den Ausdruck

(x5 By x, @),

dessen innerer Term nichts anderes darstellt als den Erwartungswert einer diskreten Ver-
teilung.

Sind nun insbesondere (C,T), (X;,Y;),i € N unabhingige Zufallsvariable mit L(X;) =
F, L(Y;) = G und || X; Y|, = d,(F,G) (vgl. Satz 2.2.1), so folgt mit obiger Ungleichung:

B(S(F),8(G) < | Y Tu(X; Yi)lp

< E((Z Ti(X; ©Yi)[)F) <o - E(| Xy &Y3|P) = o - d)(F, G)
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fir F,G € M,, d.h. die Abbildung S ist eine a-Kontraktion mit o = || Y_, |T;|||, < 1. Die
Behauptungen folgen nun wiederum nach dem Banachschen Fixpunktsatz 1.2 und Korollar
1.4. OJ

Der vorherige Satz ist noch insofern unbefriedigend, als er die sehr restriktive Voraus-
setzung || >, |T;|||, < 1 benutzt; vgl. Bemerkung am Ende dieses Abschnitts. In den beiden
folgenden Sétzen sollen deshalb &hnliche Resultate unter schwécheren Voraussetzungen be-
wiesen werden. Dazu sind die beiden folgenden Lemmata hilfreich [0 Beweis zu Satz 14.1
in [4]].

2.3.12 Lemma Gegeben p,q > 1 mit 1/p+ 1/q = 1, gilt folgende Ungleichung:
I | 1
zr-ys < —x+ ~y fiirallez,y € R".
b q

BEWEIS: Betrachte die Funktion f : R - R, z — (1 + J;)r% Anwendung des Mittel-
wertsatzes der Differentialrechnung auf diese Funktion ergibt fiir n € Rt <{0}:

fn) =f(0) . .
W—f(f) mit £ € (0,7)

und folglich

(1+n)r <1 :1(1+§)_
n p

Q=

< = fiir £ € (0, 7).

"=

Fiir alle n € R" gilt also die Ungleichung:

1 1 1
(1+77)5§Q+1bzw.@§£+—ﬁiralle(21.
p p q

1

Sind nun z > 0 und y > 0 reelle Zahlen, so ist zy~! oder =1y > 1, also ein derartiges .

Einsetzen dieses ( in die letzte Ungleichung (im zweiten Fall nach Vertauschung von p und

q) liefert

11 1 1
rr-ys < —r+ —y,
p q

wobei diese Ungleichung offenbar auch noch fiir alle z,y € R* Giiltigkeit besitzt. O

2.3.13 Lemma Gegeben sei eine Folge reeller Zahlen (ay),. Dann gilt fiir 1 < p < q¢:

O larl) e < (3 larl) .
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BeEweEls: Wir zeigen die Behauptung fiir den Spezialfall endlich vieler Summanden.
Der allgemeine Fall ergibt sich dann durch Grenziibergang. Seien p und ¢ gegeben und
1 < p < q. Betrachte die Funktionen

|ak|p ; J=k

0  j#k
Es gilt vermoge der Minkowskischen Ungleichung

(Z|ak|) (Zump ok —||ka||q<21|fk||q
—Z(w )ngw.

||-||« bezeichne dabei die £4-Norm beziiglich des Z&hlmafes auf N. Ziehen der p-ten Wurzel

fe(j) =

auf beiden Seiten liefert die Behauptung. OJ

2.3.14 Satz Es gelte fiir ein 2 <p € N:
ZT2 ) <1, Z|T|p )< 1, HZW
B() =0, [Cll, < .

Dann konvergiert die Folge S™(F), m € N, fiir jedes F € M} in dg-Metrik, 1 < q < p,
exponentiell schnell gegen den eindeutigen Fixpunkt der Abbildung S : M) — M.

< 00,
p

>
7

BEWwEIS: Aufgrund der Voraussetzungen gilt fiir ¢ € [2, p]
E()_|Ti%) < max {E(ZTE),E(Z TifP)} < L.

Dazu betrachte p' := ﬁ%z, g =2 - 2, falls ¢ € (2,p). Bs gilt: 1/p' +1/q = 1. Folglich liefert

eine Anwendung von Lemma 2.3.12 fiir ¢ > 0 die Ungleichung;:

R e = :(a2)f§%3.(ap)§%Z <g2. P21 p. 152
- P2 p =2

=2 =2

= (lel=0) f . 122

p &2 p =2

Im Fall ¢ = 2 bzw. ¢ = p ist diese Ungleichung trivialerweise giiltig. Summieren und Bilden

des Erwartungswertes ergibt schlief3lich:

q<:>2 q<:>2
Z|T| <EZT2 +EZ|T|I’ o

< max{E ZTE : Z|Ti|” } <1
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Es wird nun zunéchst folgende Aussage bewiesen: Fiir n € Nmit 2 <n <pund F € Mg

existieren Konstanten const, A > 0, so daf:
d*(S™(F),S™(F)) < const - e ™

fiir o € {1,2,...,n}. XA und const sind dabei unabhingig von m.
Der Beweis erfolgt durch Induktion nach n.

Induktionsanfang n = 1: Anwendung von Lemma 2.3.4, (1), liefert:

dy(S™H(F), S™(F)) SE(ZC’?)-d%(Sm( ), ™ X ZT2 )" d3(S(F), F).

und folglich
dy(S™H(F), S™(F)) < dy(S™(F), S™(F)) < const - e ™™,

mit const:= dy(S(F), F) und A := <ln (B(3,T2))"? (der Fall B(Y, T2) = 0 ist trivial).
Induktionsschritt n — n + 1: Fiir n < p gelte die behauptete Ungleichung. Seien nun
Ui, i € N, unabhingige R(0, 1)-verteilte ZufallsgréBen, die auch von T' unabhiingig sind.

Definiere:
Yim = (Sm(F))_l(Ui) @(Sm_l(F))_l(Ui), m=1,2,..

Dann ist d,(S™(F),S™ YF)) = [|[Yimll; fiir 1 < ¢ < n+ 1, und fir m > 1 gilt die
Abschitzung:
dy 1 (S™HH(F), S™(F))

k

< &( ZTYWI "= lim B szm| "< lim BQY T3 [Yim|)™

i=1 i=1

: n n n+ [s3 (6] [s3 [s3
— lim (E(Z|Ti| Y™ +E( Y uw Y| [T | [ YVl k))
i=1

k— 00

— lim (E( 1Y - Z|T|n+1

k— 00

n+1

(n+1) a «a « a
E(Z Z Z 70[1, T, | 1|Yz m| | T | Z|Yz'l,m| z))

[=2 1<ey,eq<n (i, . i)E{L,...,k}
a;=n+1 i< <i,

= lim (diti(S™(F), 8™ ( Z )
ntl (n + 1)!
DD DY H 7, ) -Hdazwm(F),Sm—%F»)
[=2 1<ey,eq<n (iy,..,i)€{L,..., k}l j=1

a;=nt1 i< <
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Lv.
< dpli(S™(F), 5™ Z|T|"“
- (n (n+1)0 1)!
li ( T aJ . n (m— 1))
VDD DR DR Hl 1)
[=2 1<ap,mepsn (iq,..4)€{l,...k}
Ecx =n+1 1<-~-<il
mit ¢; := max {const,1}. Vermoge der verallgemeinerten Holderschen Ungleichung (vgl.

Satz A.5 im Anhang) erhalten wir zudem:

DRENI TSR DS 3| CAREE S o | (A

i j=1
=B I = B (5 ) < H IS me]
i1 il ] 1 eN 7 n+1)/aj
Da ‘ < 00, sei somit im folgenden direkt o; > 2 fiir j = 1,...,[/ angenommen.
1

Dann liefert Lemma 2.3.13 unter Beachtung von Y. |T;|? < oo fast sicher fiir alle 2 < ¢ < p:

3 B jH|T ) < H HZT2

icN

aj/2

(n+1)/ HZ

Folglich existiert eine von m unabhingige Konstante ¢z, so daf

n—|—1

(n+1)/

AT (S™H(F), S™(F)) < drtH(S™(F), S™ Zmnﬂ )

Analog zum Beweis von Satz 2.3.6 ergibt sich schlieflich:
dp 1 (S™TH(EF), S™(F)) < c-eh

mit Konstanten ¢ und A; > 0 unabhingig von m und fiir const; := max {const, c} und
A :=min {\, A\;} gilt dann:

d%(S™(F),S™(F)) < consty - e ™

fiir alle o = 1,2,...,n + 1. Damit ist die Induktion abgeschlossen und insbesondere die
Giiltigkeit der Aussage fiir n = p gezeigt. Es ergibt sich in nunmehr bekannter Schluweise
die exponentiell schnelle Konvergenz der Folge S™(F) in d,-Metrik und insbesondere auch
die in d,-Metrik fiir 1 < ¢ < p, wenn man d, < d,, 1 < g < r, beriicksichtigt.

Wegen r

< oo folgt:
p

dp(S(F), 5(G))

G)
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(siehe auch Beweis zu Satz 2.3.11), und damit die Stetigkeit der Abbildung S beziiglich der
dp,-Metrik. Folglich ist der Limes der Folge S™(F') (beziiglich jeder d,-Metrik 1 < g < p)
wirklich Fixpunkt von S. Sind F,G € Mg zwei Fixpunkte der Abbildung S, so gilt:

do(F,G) = do(S(F), S(G)) < (EY_T?)'/? - do(F, G)

mit E(}",T?) < 1 und somit dy(F,G) =0 bzw. F = G.

2.3.15 Satz Es gelte fiir ein 2 < p e N:

BT <1 BQUT) <1 BOOITP) <1, 3T

|| <o, il < oo
i

Dann konvergiert die Folge S™(F), m € N, fiir jedes F € M, in d,-Metrik, 1 < q < p,
exponentiell schnell gegen den eindeutigen Fixpunkt der Abbildung S : M, — M, .

< 00,
p/2

BEwEIs: Die Beweisidee ist die gleiche wie im vorherigen Satz. Der einzige Unter-
schied besteht im Beweis des Induktionsanfangs. Hier wird die zusétzliche Voraussetzung
|E(>_;T;)| < 1 bendtigt, da allgemeiner Abbildungen S : M, — M, betrachtet werden
(vergleiche dazu auch die Sdtze 2.3.5 und 2.3.6). Analog zum Beweis von Satz 2.3.6 erhalt

man die Abschétzung:
dy(S™HH(F), S™(F)) < ¢ ™

mit Konstanten ¢ und 7 < 1 unabhingig von m. Daraus ergibt sich wie zuvor die entspre-
chende Abschitzung fiir d;(S™*(F),S™(F)) und somit der Nachweis des Induktionsan-
fangs. Der restliche Beweis erfolgt analog, wobei sich die Aussagen iiber die Eindeutigkeit
des Fixpunktes wiederum wie in Satz 2.3.6 ergeben.

OJ

2.3.16 Bemerkung An dieser Stelle ist es wichtig zu erwdhnen, daf auch hier die Voraus-
setzung |E() . T;)| < 1 wiederum ersetzt werden kann durch E() . T;) =1 und E(C) = 0.
Der Beweis - mit kleinen Modifikationen innerhalb des Induktionsanfangs - vollzieht sich
wie in den vorherigen Sdtzen. Es sei dabei an Satz 2.3.7 aus Abschnitt 2.3.1 erinnert. Der
gleiche Verweis gilt fiir den Sonderfall Y . T; = 1, fiir den sich die Fixpunkte als gegenseitige

Translationen herausstellen.
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2.3.17 Bemerkung Die beiden letzten Sdtze beinhalten stirkere Aussagen als der er-
ste Satz dieses Abschnitts, da sie mit schwécheren Voraussetzungen zum gleichen Ergeb-
nis gelangen. Dies ergibt sich aus der Giiltigkeit der folgenden Abschétzungen, wobei zur
Abkiirzung I,(T) := (3, |Ti|P)Y/P gesetzt sei:

o EQCTY) < EQC TN = 132 Tz < 1132 1Tl < 1

o B |TiP) = (D)5 < (D)5 = 1132 1Tl [I5 < 1,

sz = (BSmrm) " = a2 < @) = 15 <

p/2

EQST)| < EQL T = 122 Tlll < 1 22 Tl < 1.

Fiir den Nachweis der obigen Abschidtzungen sei an Lemma 2.3.13 und die Jensensche

Ungleichung erinnert.

2.3.3 Exponentielle Momente des Fixpunktes

Gegenstand dieses letzten Abschnitts ist die Untersuchung von exponentiellen Momenten
(momenterzeugende Funktion) der iterativen Folge (S™(F')) und der Fixpunktverteilung.
Die Voraussetzung || > . T;||» < oo sichert dabei wiederum die Existenz der Abbildung S.

Wir notieren das folgende Hauptresultat:
2.3.18 Satz Es gelte
1Y Tz <00, EQ T7)<1, |Ti<1

fiir 1 € N. Auflerdem sei fiir A € R in einer offenen Umgebung von 0

E(exp(A\) | T})) < oo, E(exp(A\Y_|Ti|)) < o0, E(exp(AC)) < o0
und entweder E() . T;) # 1 oder E(C) = 0. Definiere b durch E(C) = b(1 <E(>_,T;)),
falls E(),T;) # 1 und beliebig sonst. Sei F € M, eine Verteilungsfunktion mit

E(exp (AX)) < exp (bA + K)\?)

in einer offenen Umgebung von 0, wobei K eine positive Konstante ist und L(X)=F. Dann
existiert eine offene Umgebung von 0 und ein Ky € R, so daf fiir alle \ in dieser Um-
gebung und alle ZufallsgréBen Z mit Verteilungsfunktion S™(F') fiir ein n € N oder der
Fixpunktverteilung gilt:

E(exp (AZ)) < exp (bA + KoA?).
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BeEwEIS: Betrachte die Funktion

fro(\) = E(exp (A - C +bX - ZT 1) + KoA? - ( ZT2<:>1 )

fiir ein Ky > 0. Fiir |A| klein genug erhilt man vermdége des Differentiationslemmas [ [4],
Lemma 16.2 auf S.102]

d
T re(N) = E((C’ + b(;Ti o1) + 2K0)\(;Ti2 @1))
cexp (AC + DAY T 1) + Koa? - (317 @1))>

und zusammen mit der Definition von b

d

afKo(O) =0
Analog ergibt sich als zweite Ableitung:

dA?fK"( ) = <((C + b(;Ti &1) + 2)\K0(;Ti2 @1))2)

. exp ()\C—f—b)\' (ZT’ <:>1) +K0>\2‘ (ZTE <Z>1))>

und

d)\2fK0( ) = (c+b ZT o1)) +2K0(;Ti2<:>1)).

Wihle nun Kj so groB, daB Ky > K und (d?/d\?)fx,(0) < 0. Dies ist aufgrund der
Voraussetzung E (3, T?) < 1 moglich. Da fx,(0) = 1 erhilt man folglich

(26) fKo(/\) S 1

fiir alle A in einer entsprechend gew&hlten Umgebung um 0.
Der eigentliche Beweis erfolgt nun durch eine Induktion nach n.

Induktionsanfang n = 0: Sei Z ~ F und F wie im Satz angegeben. Dann gilt
E(exp (A\Z)) < exp (bA + K\?) < exp (bA + Ko\?)

fiir alle A aus einer geeignet gewdhlten Umgebung um Null. Man beachte Ky > K.
Induktionsschritt n <1 — n: Sei Z ~ S"(F) = S(S"'(F)). Aufgrund der Induktionsvor-
aussetzung ist F(exp (AX)) < exp (bA + K\?) fiir alle A aus der vorgegebenen Umgebung,
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falls X ~ S™ !(F). Seien weiter (C,T), X;, i € N, unabhéingig mit L(X;) = S"!(F). Da
S HF) € M,, ist Y. T;X; € £, (vgl. Satz 2.1.1), und es existiert insbesondere eine fast
sicher konvergente Teilfolge (va" T;X;)n. Vermoge des Lemmas von Fatou ergibt sich:

N,
E(exp (AZ)) = E(exp ( ZTX +C))) = E(exp (A TLILIEOZTX +()))
< 11T£r_1>£fE exp ( ZlTX +C)))
Nn
= li;r_kg)le(exp (AC) - E(exp ()\ZTiXi) | T, C’))
i=1

= liminf E, (exp (AC(w HE exp (A\Ti(w)X; )))

n—o0

Im letzten Schritt wurde dabei die Unabhéngigkeit der verwendeten Zufallsvariablen aus-
genutzt. Da nun |T;] < 1 und folglich mit |A| < & auch |[AT;| = |A| - |Ti| < e, gilt fiir
geniigend kleine ||

N,

E(exp (\Z)) < liminf E,, ( exp (AC(w)) - [ B(exp (bATi(w) + K0A2:1;2(w))))
n—oo
i=1
N,
= hﬁ)g}le(exp (AC) - 1—[1 exp (bAT; + KoA\*T7))

2 2)
= hrfgg)le(exp (AC + bA - X;T + Ko\ X;T

= E(exp (A\C + bA- ZT + KoA? - Zfﬂ

= exp (bA + K)\?) - fKO()

Beim vorletzten Gleichheitszeichen wurde der Satz von der majorisierten Konvergenz ver-

wendet. Dessen Anwendbarkeit begriindet sich durch die Abschitzungen
Nn Nn Nn Nn
exp(AC’ AN T+ Ko ZT}) < exp (AC + 1Bl T + Ko? ZT})
i=1 i=1 i=1 i=1
< exp (AC +BlIA S T + Ko ZTf)

und

B(exp (A0 + B+ | 30 T+ Kox? - 3°72)
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< E(exp (3AC) + exp <3|b|)\| Z |TZ|) + exp (3K0)\2 ZTE))
— E(exp (300)) + E(exp <2|b|)\| > |Ti|)) + E'(exp <2K0/\2 ZT2>) < o0,

wobei |A| klein genug zu wihlen ist.

Vermoge (2.6) folgt nun
E(exp (M\Z)) < exp (bA + Ky)\?)

in einer Umgebung von A = 0, d.h. die Behauptung, da die Wahl von A in der obigen
Rechnung nicht von n abhéngt.

Zu zeigen bleibt, dal die Abschidtzung auch fiir den Fixpunkt Giiltigkeit besitzt, dafl
also die Abschitzung beim Ubergang zum Grenzwert erhalten bleibt. Dies ergibt sich aber
sofort aus einer Anwendung des Lemmas von Fatou, wenn man beachtet, dal aus der ds-

Konvergenz die schwache Konvergenz folgt; vgl. Satz 2.2.8. 0

Eine Erweiterung des vorherigen Satzes beinhaltet

2.3.19 Satz Zusétzlich zu den Voraussetzungen des vorherigen Satzes gelte fiir ein L > 0:
E(exp (3L|C])) < oo.

AuBerdem sei >, T? < 1 fs., P(3;T? < 1) > 0 und E(exp (3]bL >, Ti|)) < oo, falls

)

E(>,T;) # 1. Dann ist die Aussage des Satzes 2.3.18 richtig fiir alle A € [<L, +LJ.

BEWEIS: Es reicht zu zeigen, dafi fx(A) < 1 fiir alle |A\| < L und K geniigend gro8.
Dies weifl man nach Satz 2.3.18 bereits fiir alle |A] < ¢ (& entsprechend gewihlt). Fiir
|A| € [e, L] liefert die erweiterte Holder-Ungleichung (vgl. Satz A.5 im Anhang) folgende
Abschétzung:

fr(A) < |lexp (AC)[5 - || exp (/\2K(Z T} 1))l - lexp (b/\(ZTi <1))lls

< llexp (LICD|s - llexp (5K (Y T < 1)lls - | exp (bL Y Tif + L) s.

Aufgrund der getroffenen Voraussetzungen konvergiert der zweite Term fiir K gegen un-
endlich gegen Null und somit fx () ebenfalls fiir alle |A| € [e, L]. Die Konvergenz ist dabei

sogar gleichmé&fig. Der Satz ist damit bewiesen. U

2.3.20 Bemerkung In den beiden vorherigen Sidtzen wurde fiir eine Zufallsgrofie X mit

Werten in R die Bedingung E(e*¥X) < eP+E>* fiir X aus einer Umgebung von Null gefordert.
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Dies impliziert insbesondere die Existenz aller Momente von X. Es gibt ndmlich offenkundig

ein A > 0, so daf
E(NXN < E(e*) + E(e™™X) < oo,

und es folgt mit dem Satz von der monotonen Konvergenz

ZE(|)§!|J')/\f _ E(Z (A-Jlffl)f) _ (M) < oo,

d.h. insbesondere die Endlichkeit aller absoluten Momente.






Kapitel 3
Anwendungen

In der Einleitung wurden bereits zwei Anwendungsbeispiele der zuvor entwickelten Theorie,
namlich der Galton-Watson-Verzweigungsprozesses und der Quicksort-Algorithmus, ange-
sprochen. Im folgenden Kapitel solle diese beiden Beipiele ndher untersucht werden. Im
Fall des Quicksort-Algorithmus werden wir zusétzlich demonstrieren, wie die Ergebnis-
se benutzt werden kénnen, um eine Abschédtzung fiir schlechtes Laufzeitverhalten dieses

Algorithmus zu erhalten.

3.1 Der Galton-Watson-Verzweigungsprozef}

In der Einleitung wurde bereits auf die definierenden Eigenschaften eines Galton-Watson-
Verzweigungsprozesses eingegangen. Man betrachte nun folgendes Modell: Es seien I :=
PUU, en N* die Indexmenge und T'(c) : @ — {0,1}", o € I, unabhéngige identisch verteilte
Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2,.4, P). Definiere [ : @ x I — {0, 1}
durch [y :=1,

loi =1,Ti(0), i€eN o€l

Die Notationen i und io, i € N, o € I, haben dabei die offenkundigen Bedeutungen (vgl.
hierzu auch Abschnitt 2.3.1). Anschaulich entspricht dies der ,,Beschriftung* eines Baumes,
der dadurch gekennzeichnet ist, dafl von jedem Knoten (auch von der Wurzel) unendlich
viele Zweige (Michtigkeit von N) ausgehen. Die Zweige des Knotens o () entspricht der
Waurzel) erhalten dabei eine Kennzeichnung gemifi des Vektors T'(o). Dies geschieht un-
abhéngig voneinander und nach identischer Verteilung. Die Zufallsgréfien [, geben an, ob
ein Ast (bei Betrachtung des Baumes bis zur |o|-ten Generation) nur aus Zweigen der
Kennzeichnung Eins besteht (I,=1) oder nicht. Die Struktur und die Bezeichnungen ver-
deutlicht Abbildung 3.1
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(i,m,c)
lime) =0
(i,m,d)
[ im,d) — 1
(i,n,p) (5;m.d)
l(i,n,p) =0
(i,n,q)
ling) =0
(i,n,r)
usw. l(i,ny,«) =0

Abbildung 3.1: Das Diagramm stellt einen Auszug aus dem Baum der 3ten Generation
dar. Dabei wird eine spezielle Realisierung betrachtet. Es gilt: T;(0)(w) = 1, T;(0)(w) =
0, Tn(i)(w) = 1, Tu()(w) = 0, Te((z,m))(w) = 0, Ta((i,m))(w) =1, Tp, ((z,n))(w) =
0 usw. Das einzige, in dem Baumausschnitt lebende Individuum der 3-ten Generation
ist das zum Knoten (i,m,d) gehérige. Dies entspricht einem Wert von [(; , 4y von eins,

wéhrend alle anderen Zweige den Wert Null erhalten.

Nun ist es moglich, dies als Populationsmodell auszulegen, indem man folgende Inter-

pretation wahlt:

e ) .Ti(0) : Anzahl der produzierten Individuen des Mitglieds o der |o|-ten Generation

o M, := ZUEN" [, Gesamtanzahl der lebenden Individuen der n-ten Generation.

Aufgrund der Nichtnegativitdt aller vorkommenden Zufallsgrofien ist die Existenz der Zu-
fallsgrofie M, gesichert. Es ist leicht einzusehen, daf§ der so definierte Prozefl M = (M,)n>0
einen Galton-Watson-Verzweigungsprozefl mit Reproduktionsverteilung py := P(>,T; =
k) bildet (wenn man noch P(} . T; < oo) = 1 fordert). Dies wird noch verdeutlicht durch

folgende Umformung;:
V=Y = Y Y= Y LY M)
geNr oeNr—1 4eN geNr—1l  4eN
Fiir M,, gilt die rekursive Beziehung:

L(Myi1) = L( Z le) = L(Z Z lig) = L(Z Z T:(0)l5)

oENn+1 1€EN ogeNn 1€EN oeNn

=LY T(0) Y 1) = L T(0)X.),

1eN ocN" 1eN
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wobei X;, ¢ € N, unabhiingige Zufallsgrofien bilden, die auch noch unabhingig von T'(()
und verteilt wie M,, sind. Beim Galton-Watson-Verzweigungsprozef interessiert bei end-
lichem Reproduktionsmittel p insbesondere das Verhalten der Zufallsgrofie M, /u™ fiir n
gegen unendlich und somit die Verteilung der Grenzzufallsgrofle. Ziel ist es dabei, eine
genauere Beschreibung des Wachstums von M, im Uberlebensfall zu erhalten. Definiere
dazu eine Abbildung S : My — M, durch die Zuordnung;:

wobei die Zufallsgroflen X;, i € N, T' unabhéngig sind mit
T=T0)/u=(Ti(0)/u, To(0) /i, ...) und X; ~ F.

Um die Existenz der Abbildung im £,-Sinn zu gewihrleisten, ist die Bedingung
1D Tills < o0

hinreichend; vgl. Korollar 2.1.2.

Bezeichnet nun F; die Verteilungsfunktion der Punktverteilung in 1, so gilt offenkundig:
§"(R) = L(M,/u")

und die Zufallsgréie M, /u™ entspricht der Zufallsgrofe Y,I* aus Abschnitt 2.3.1.
Es sei weiterhin 1 < pu < oo, d.h. wir betrachten den superkritischen Fall (nur dieser ist

von Interesse, da fiir 4 < 1 die Population fast sicher ausstirbt [0 [1]]). Dann gilt:
EQ) Ti/w) =E()_ T)/u=1ud EQ_T}/u*) = E)_T)/u’ <1,

Somit sind alle Voraussetzungen fiir Satz 2.3.9 bzw. Bemerkung 2.3.10 erfiillt, und man
erhélt

do—Metrik

M/t W,

wobei L(W) ein Fixpunkt der Abbildung S ist.

Das einzige, was sich innerhalb dieser Betrachtungen als stérend erweist, ist die wenig
anschauliche, die Existenz der Abbildung sichernde Forderung . T; € £,. Dazu sei fol-
gendes angemerkt: Hat man F((3;T;)?) < oo gegeben, d.h. die Endlichkeit der Varianz
der Reproduktionsverteilung, wobei der auftretende Limes zunéchst fast sicher zu verste-

hen ist und dessen Existenz aufgrund der Nichtnegativitdt der Zufallsgrofien T; gesichert
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ist, so ergibt sich automatisch ) ,T; € £,. Aufgrund der in der Modellierung festgeleg-
ten Nichtnegativitdt der Zufallsgroflen T; erhdlt man n&mlich die fiir alle M > N giiltige
Abschitzung:

E((_Z T,)*) < E((_Z T;)).

Dabei konvergiert die rechte Seite fiir V gegen unendlich gegen Null, da nach Voraussetzung
E((>2;T;)?) < oo . Aus Monotoniegriinden ergibt sich zudem fiir alle n E((>_" | T;)?) < oo
und die Folge > | T; bildet somit eine Cauchy-Folge in (£, || -||2)- Folglich ist Y, T; € £,.



3.2. Quicksort o7

3.2 Quicksort

3.2.1 Einfiihrung

Quicksort ist wahrscheinlich der am h&ufigsten benutzte Sortieralgorithmus und wurde
1961/62 von C.A.R. Hoare erfunden. In Unix Systemen stellt er den Standard-Sortier-
Algorithmus dar. Eine kurze Zusammenfassung der Arbeitsweise von Quicksort moge als
Basis fiir weitere Diskussionen dienen: Hat man eine Liste a(j), 1 < j < n, von n Elementen
(Realzahlen) vorgegeben, die sortiert werden soll, so wird beim Algorithmus Quicksort
zunéchst ein Element z (Partitionselement) dieser Liste ausgew#hlt. Dann werden die

Elemente so angeordnet, dafl man eine Unterteilung in drei Teile erhilt:
a) ein Teilungselement z,
b) eine vordere Liste, die aus allen Elementen besteht, die kleiner oder gleich z sind,
c) eine hintere Liste, deren Elemente alle grofier als = sind.

Wiéhrend sich das Element z nach diesem Vorgang bereits an seiner entsprechenden Positi-
on befindet und keiner weiteren Umstellung mehr bedarf, miissen die beiden verbleibenden
Listen keinesfalls bereits in sich geordnet sein. Vielmehr wird nun mit diesen beiden Listen
entsprechend verfahren, bis man zu entsprechenden Listen mit nur noch einem Element

gelangt. Die Vorgehensweise des Algorithmus verdeutlicht die folgende Abbildung:

AANAA = AAAA AANANA
M‘hml‘ |‘|I|

VAVAVAVAVE = ANNANNN— '] VAVAVAVAY
|I|‘HHHH

Abbildung 3.2: Graphische Darstellung der Vorgehensweise des Algorithmus Quicksort

anhand einer Liste mit 19 Elementen. Die Hohe der Balken entspricht der Gréfle der
Zahlen.
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Die oben erwahnte Auswahl eines Elementes x aus der vorgegebenen Liste kann dabei
nach verschiedenen Vorgaben erfolgen. Als erste Moglichkeit bietet sich ein deterministi-
sches Auswahlkriterium an. So wéire zum Beispiel die Vorgabe, in jedem Partitionsschritt
das erste Element der gegebenen Liste auszuwédhlen, solch ein Kriterium. Eine weitere
Moglichkeit besteht in der Auswahl nach dem Zufallsprinzip: Jedes Element wird mit der
gleichen Wahrscheinlichkeit als Partitionselement genommen. Welches Auwahlkriterium
unter dem Gesichtspunkt der Schnelligkeit vorzuziehen ist, hingt von der Art der Listen
mit denen in der Realitédt gearbeitet wird ab.

Das Hauptinteresseesse bei einem solchen Sortiervorgang gilt der Gesamtzahl aller benétig-
ten Vergleiche zweier Elemente. Alle anderen Operationen seien im folgenden vernachlés-
sigt. Man nimmt also eine Proportionalitdt von benétigter Zeit und Anzahl der Vergleichs-
operationen an.

Das Ziel besteht darin, eine Aussage iiber die Verldflichkeit des Algorithmus Quicksort
zu machen, also etwas iiber die Abweichung vom Erwartungswert auszusagen. Um dabei
unsere Theorie iiber die Fixpunktsidtze von Verteilungen auszunutzen, ist es zunéchst er-
forderlich eine rekursive Beziehung fiir die Verteilung der Zufallsgréfie X,, (Anzahl der
benostigten Vergleiche zum Sortieren einer Liste mit n Elementen) herzuleiten, um einen
Hinweis auf die zu betrachtende Abbildung zu erlangen. Wir wollen uns dabei im Rahmen
dieser Arbeit mit der deterministischen Version des Quicksort-Algorithmus beschéftigen.

Orientierungspunkt ist ein Artikel von Uwe Rosler zu diesem Thema aus dem Jahre 1991
[0 [20]].

3.2.2 Modellierung und Herleitung einer rekursiven Beziehung

Legt man ein deterministisches Auswahlkriterium zugrunde, so kommt der Zufall dadurch
ins Spiel, dal man ein zufilliges Auftreten der zu sortierenden Listen annimmt. Zur Ver-
einfachung nehmen wir an, daf} es keine doppelt auftretenden Elemente gibt. Ohne Ein-
schrinkung seien deshalb die Elemente mit 1 bis n gekennzeichnet. Jede Permutation der
Zahlen 1,... n trete zudem mit der gleichen Wahrscheinlichkeit auf.

Unter diesen Voraussetzungen bietet sich folgende stochastische Modellierung an, wobei
von einer zu sortierenden Liste der Linge n ausgegangen wird:

Als Ergebnisraum betrachte die Menge
Q, = {m, m Permutation der Zahlen 1,...,n}

und auf dieser die Laplace-Verteilung P, bestimmt durch die Wahrscheinlichkeitsfunktion
p:Q, —[0,1], w— 1/|Q,] = 1/n!

X, sei die Abbildung von €2, nach Ny, die jeder Permutation 7 die bei Anwendung von
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Quicksort benétigte Anzahl von Vergleichen zuordnet. X, ist dann offensichtlich eine Zu-
fallsgroBe mit Werten in Ny auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, P(2,), P,). Um nun
eine rekursive Beziehung herzuleiten, spielen weiterhin folgende Zufallsgréolen eine wichtige
Rolle:

Zn: Q—A{1,...,n} Rang des ersten ausgwéhlten Par-
titionselementes (stimmt bei Nu-
merierung von 1,...,n mit der
Nummer des ausgwéhlten Ele-

mentes iiberein)

Li,Ly: Q,—0U UZ: {m|r : m€Q,} =: X Die nach der ersten Partitionie-
rung vorliegende vordere bzw.

hintere Liste.

Yi,Y: X - N Benotigte Anzahl von Vergleichen
fiir die verbleibende vordere bzw.

hintere Liste

Unter Benutzung dieser Zufallsgr6fen erhédlt man nach dem Algorithmus fiir Quicksort
die Gleichheit:

(3.1) X,=Y,0L, +Yy0L,+nol.

n <1 bezeichnet dabei die fiir die Partitionierung erforderliche Anzahl von Vergleichen.
Weiterhin gilt:

1. Z, ist auf {1,...,n} Laplace-verteilt, was sich direkt aus Verwendung der determi-

nistischen Auswahlregel und der Gleichverteilung auf den Permutationen ergibt.

2. L; bzw. Ly sind unter @Q; := P,(:| Z, = i), i € {1,...,n}, Laplace-verteilt auf den
Permutationen der i <1 kleineren Elemente bzw. der n < grofieren Elemente.
BEWEIS: Der Beweis ist eng mit der Frage verbunden, wie viele Permutationen
m € Q, existieren, die nach der ersten Partitionierung der Liste als vordere (bzw.
hintere) Liste eine vorgegebene Permutation o liefern mit ¢ € {Permutationen der
Elemente 1,...,i <1 (bzw. ¢ + 1,...,n)}. Dazu kann man folgendes anmerken (es
sei hier auf L, eingegangen; entsprechende analoge Uberlegungen gelten fiir die Liste

der groferen Elemente):
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i) Es kann die Lage der n <i grofleren Elemente variieren. Dafiir gibt es (Zj)
Méglichkeiten, da die Position des i-ten Elementes vorgegeben ist (durch die

Bedingung Z,, = ).

ii) Fiir jede vorgegebene Lage der gréferen Elemente kann es nur eine Moglichkeit
fiir die Anordnung der kleineren Elemente innerhalb der freigebliebenen Plitze

geben, so dal man nach der Partitionierung zur vorgegebenen Liste o gelangt.

iii) In welcher Reihenfolge die gréBeren Elemente auf den vorherbestimmten Plitzen
angeordnet sind, spielt keine Rolle (bei der Partitionierung erfolgt immer nur ein
Vergleich mit dem Partitionselement, d.h. bei vertauschten grofleren Elementen
muf bei gleicher ,,Lage“ und gleichem Aufspaltungsalgorithmus die gleiche Liste
der kleineren Elemente herauskommen (relative Gleichwertigkeit der gréferen
Elemente)).

Mit diesen Betrachtungen erhilt man nun leicht: Ist z; € {1,...,i <1} fiir 1 < j <
i &1 mit z;, # xj, fiir j1 # j2, so gilt:

. Pn(L]_ = (.’IT]_,...,.’L'Z‘,]_), Zn :Z)
Pn(Ll:($17"'axi71)|zn:7/): P(Z :Z) = ’ri
n

B (n 1) (n<i)! 1
C(ned)!-(iel)-(nel) (iel)

wie man sich mittels kombinatorischer Uberlegungen leicht klar macht. Analog ergibt
sich fiir Ly und y € {i + 1,...,n} fiir 1 < k < n <i mit yg, # yp, fir ky # ks

() - (1)

i—1

1
~ (nei)!’

Pn(L2 = (’yl, .. -ayn—i) | Zn = ’l) =

3| S

. Ly und L, sind unter P,(-| Z, = i) unabhingig.
BEWEIS: Sei 07 eine Permutation der Elemente 1,...,7<1 und o5 eine Permutation

der Elemente ¢ + 1,...,n. Dann gilt unter Benutzung der vorherigen Aussage:

n—1
(i)
Polla = oy Lo =a| 2, i) = = 2 2 B0

L
n
1 1

(i 1) (nsi)! (I = o1 | i) (Ly = 09 | i)
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Betrachtet man nun die Verteilung der Zufallsgréfie X,,, so erhilt man unter Benutzung
von (3.1) und der vorherigen Anmerkungen, wenn man wiederum Q; := P, (- | Z, = 7) setzt
firi e {1,...,n}

n n 1

3.2 PXn — PXn‘Zn:iPn Zn —7) — - .PY10L1+Y20L2+n—1‘Zn:i
I N I W e

n n
1 1
_ YioL1+Ys0Lo+n—1 __ Yiolq Ys0Lo n—1
_E —.Q; _E —-Q; * Q; * Q7.
- n - n
=1 i=1

Dabei sind Qfl und Q{“ Laplace-Verteilungen auf {7 : m Permutation der Elemente 1,...,
i <1} bzw. {m : 7 Permutation der Elemente i + 1,...,n}. Da fiir den Algorithmus die
Numerierung der Elemente keine Rolle spielt, gilt:

QYloLl _ P-)(i]__l und QYZOLZ — _PXn~_i-

!

Hat man nun Zufallsgréfien X(;, ey X Xg, . ,X;;_l auf einem gemeinsamen Wahr-

n—1»
scheinlichkeitsraum (Q,fl, 15) gegeben, wobei X; unabhéngig von X;’ ist, fiir alle 7,5 €
{0,...,ne1}und X, =0, X, =0, X, =1, X, ~ X/ fiir 0 < i < n1, PX = pX
fiir 0 < ¢ < n<1 und eine ZufallsgroBe Z,, Laplace-verteilt auf {1,...,n} und unabhingig
von (Xy,..., X, 1, X;,..., X

n—1» )y “in—1

"

), so gilt unter Benutzung von (3.2):
(3.3) PXn =3 = Pt PXoi kb,

1 P " 1 -t " [
= 2 pXia XAl E Z L pXiatX, g tn-1Z,=i
n

Folglich gilt fiir die Verteilung L(X,,) der Zufallsgrofie X,, die rekursive Beziehung X, =
0,X1:0,X2:1,

(3.4) LX) =L(X; 1 +X, , +nel), n>2.

Dabei gelte X; ~ X; ~ X;' und die Zufallsgroflen seien untereinander unabhéngig sowie
unabhéngig von Z,.

Diese rekursive Beziehung ist naheliegend, da nach der Partitionierung ein Aufruf des glei-
chen Algorithmus auf niedrigerer Stufe erfolgt, die sich nach dem Rang des ausgew&hlten
Elementes richtet. Die obigen Betrachtungen sind dabei notwendig, um zu zeigen, daf sich

die Gleichverteilung auf die entsprechenden Teillisten iibertragt.
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Um spéter gewisse Wahrscheinlichkeiten fiir Abweichungen von der erwarteten Anzahl
von Vergleichen berechnen zu kénnen, ist es zunéchst erforderlich, den Erwartungswert zu

kennen. Dessen Berechnung ist Gegenstand des ndchsten Abschnitts.

Berechnung des Erwartungswertes der Zufallsgrofie X,
Mit Hilfe der rekursiven Gleichung (3.4) erhilt man die Gleichheit:

(3.5) B(X,) = n o1+ P(Zy = i) (B(Xer) + B(Xn)

i=1

und damit weiter:

E(X,) n<:>1 -
_ X E(X,_
ntl n+l n+1 Zl RN
nel  2-E(X, ) 1 S
_ . FE Xz', E ani
n+1+n-(n—|—1)+n-(n+1) i:Z( ) B )
. 2E Xni 1 n—1
_ n & 4 ( 1) + . (E(Xz—l) +E(Xn—1—l))

n+l n-(n+1) n-(n+1)

_n&l  2-B(X,a) n &1
N 77,—|—1+ n.(n+1) +n_(n+1) (E(an1)<:>(n<:>2))

_ B(Xam) | 2-(n 1)

=1

n n-(n+1)
Sukzessive Anwendung liefert dann:
(36) E(X,) _ E(Xp) , 2-(n 1) _ = 2k CE 2 ((k+2) ©2)
' n+1  n n-(n+1)_k:1(k)+1)(k+2)_kZI (k+1)(k+2)
n—1 n—1 n
2 4 L. 1
k:1k+1 P k+1)k+2 — ES k:2k(k+1)
"1 L 1 4n
=23 p et Yy PR R
k=1 k=1 =1
n+1
1 2
=2.) = 4.
k + n+1 <
k=1

Weiterhin ist nun bekannt, daf es sich bei der Folge >, _, %, n € N, um eine divergente
Reihe handelt (harmonische Reihe), die in ihrem Wachstumsverhalten der Logarithmus-
funktion gleichkommt, und zwar in dem Sinn, dafl der Grenzwert

. 1 1
y=lim (14+<z+---+—=<Inn
n

n—00 2
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existiert. Der Grenzwert v = 0,5772156... wird Eulersche Konstante genannt. Die Existenz
des Grenzwertes und einen Weg zu seiner Berechnung wird in [24] in Abschnitt 12.17
aufgezeigt, und zwar unter Verwendung der Eulerschen Summenformel; vgl auch Satz A.6
im Anhang bzw. S. 349 in [24]. Wendet man die Eulersche Summenformel speziell auf die
Funktion f(z) =1/(z +n), n € N, n > 1, an, so erhilt man die Gleichheit

| n+m 1 [1 1
n+k n 2 n n+m

p
B2i 1 1 m Cgp+1(.’lf)
— e | & T d
2% <nm (n+m)22> /0 (@+n)w2™”

fiir ein beliebiges p € N. By, j € N, bezeichnen dabei die Bernoullischen Zahlen und C;(z)

ist die Funktion, die sich aus dem Bernoullischen Polynom Bj(z) durch Einschrinkung auf
[0,1) und periodische Fortsetzung ergibt (d.h. C;(z) = Bj(z <[z])). Fiir Details sei auf
den Anhang und dort insbesondere auf die Abschnitte A.3 und A.4 verwiesen.. Addition
von 1+ ---+1/(n < 1) <In(m+n) auf beiden Seiten, Grenziibergang m — oo und
anschliefendes Umstellen der Gleichung liefert schlief3lich

n

(3.7) Ho=3 oy Ly B @/WMCM
' " k-7 o 2 " Jy (z+n)r2

k=1

fiir n € N. Weiterhin sieht man leicht, dafl

p
B > Cypya(z) 1
i=1

fiir p > 2. Insgesamt liefern also (3.7) und (3.8) die Beziehung:
1 1

(3.9) Hn:’y+%+lnn+0(ﬁ).

Damit erh&lt man fiir den Erwartungswert von X,,, n € I\

n+1
(3.10) E(Xn):(n+1)-2-ZE+2@4-(n+1):(n+1)-2-Hn(:>4n
k=1
1 1
=2m+2y+1+—-+2-n-lnn+2-lnnedn+2(n+1)-0(=)
n n
1
=2nlnn+n(2y<4)+2lnn+2y+ 14+ O(—).
n

Im folgenden werden nun die Zufallsgréfien Y, := (X, < E(X,))/n betrachtet. Wir
wollen zeigen, dafl diese Folge in dy-Metrik gegen eine Zufallsgrofle Y konvergiert, deren

Verteilungsfunktion Fixpunkt einer Abbildung ist, die es noch zu bestimmen gilt.
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3.2.3 Bestimmung der Fixpunktgleichung

Unter Ausnutzung von (3.4) fiir die Zufallsgrofie X, erhélt man fiir Y,, die rekursive Be-
ziehung Yy =0, Y; =0,

' Z;L <1 — n<:>Z;l ’
(3.11) LYn) =LY, ,——+Y, . +C.(Z,)), n>2.

Zl -1

n

n n

Dabei sind fiir jedes feste n die Zufallsvariablen Y; Yj', i,j € {1,...,n <1} unabhingig,

Y, ~ Y] und Z, ist gleichverteilt auf {1,...,n} und unabhingig von (Y,...,Y, | V],

)

..,Y, ). C, ist eine Funktion auf {1,...,n}, definiert durch:

(3.12) Culi) = T L B(X )+ B(X, ) S B(X.).

Fiir den Nachweis von (3.11) hat man nur zu beachten, daf aufgrund von (3.4) L(Y,,) =
L((Xz,_1 + Xp_z, + n&1) &E(X,))/n) ist.

Betrachte nun die Funktion C': (0,1) — R, z — 1+2tIn¢+2(1<t) In (1 <t). Bezeichnet
[z] die kleinste ganze Zahl grofler oder gleich z und h,(t) := [nt], so besteht folgender
Bezug zwischen der Funktionenfolge C, o h,, und C' [0 [6], Lemma 6.1]:

3.2.1 Lemma Die Funktionenfolge C,, o h, = Cy(|n-]) konvergiert fiir alle §y,d; € (0,1)
mit 0 < & < 6; gleichméBig auf [dy, 61| gegen die Funktion C. Desweiteren sind die C,
gleichmiiBig beschrénkt, d.h. es gilt sup {Cy,(7) : n € N, i € {1,...,n}} < oo.

BeEweEIs: Fiihrt man die Bezeichnungen

f:0,00) = R, f(t) = : ,
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ein, so gilt nach (3.10) und (3.12) fiir alle ¢ € (0,1) und n € \:

(313)  Cu(fnt]) = 2Z2

" + % (BE(Xn-1) + E(Xn—man) ©E(Xy))
_nel + % < (2- f([nt] ©1) + R([nt] 1)

+2- f(ne[nt]) + R(n<[nt]) ©2- f(n) &R(n))
_ "jl +2-f(@)+2-f(@)@%-lnn
[nt] <1 R([nt] <1) n<[nt] R(n < nt]) <:>R(n)
n nt] <1 n n < [nt| n

Da offenkundig limy_, @ existiert und endlich ist, erkennt man hieran direkt, dafl auf
jeden Fall punktweise Konvergenz im Intervall (0,1) vorliegt. Zu zeigen bleibt, dafl die-
se Konvergenz auf vorgegebenem Intervall [0y, d:] C (0,1) gleichméBig ist. Offenbar ist
f stetig und beschriankt auf [0,1] und damit insbesondere auch gleichmifig stetig, d.h.
Ve >0 30, >0 Vz,y € [0,1] mit |z <y| < 6 : [f(z) ©f(y)] < e. Sei nun ein ¢ > 0
vorgegeben. Dann existiert ein ng € N, so daf} fiir alle n > ny gilt: % < §,. Also erhilt man

fiir alle ¢ € (0,1) und n > ng:

nt] <1

nt + ([nt] ©nt) <1 ot < [nt] <nt

1 2
= +_§_§55
n n n n

|-

und damit:

Ein analoges Vorgehen liefert

n < [nt]

dny € NVn >ny Vt € (0,1) : ‘f( Y f(t)| <e.

Folglich konvergiert sowohl die Funktionenfolge 2- f (%) als auch 2-f (%) gleichmifBig
auf (0, 1) fiir n gegen unendlich gegen 2- f(t) = 2-tlnt bzw 2- f(1<t) = 2- (1<) In (1 ).
Da "T’l und <2 - 1“7" nicht von ¢ abhingen und somit ebenfalls gleichmé&fig gegen 1 bzw. 0

konvergieren, bleibt nur noch die Funktionenfolge

[nt] 1 R([nt] <1) L &[nt] R(n < [nt]) <:>R(n)

n [nt] &1 n n < [nt] n

In (t) =

zu untersuchen. Dazu sei nun & > 0 und [dy,d1] C (0,1) vorgegeben, wobei ohne Ein-

schrinkung §; = 1 &6y gelte. Bezeichnet a := limg_ o @ = 27 &4, so existiert ein

R( 3la|

ng € N, so daf fiir alle n > ng R(n) <:>a‘ < ¢ ist. Wahlt man nun n > max{”%—;’l, ~}, s0

gilt fiir ¢ € [, 01]:

n
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(i) [nt] ©1 > nt <1 > ndy <1 > ny,
(ii) ne[nt] > nelnd] > nend &1 =n(l<6) <1 =ndy <1 > ng,

(iii) 2| <

w|m

Folglich erh&lt man nun:

] &1 (R([nﬂ o1) m) L nefn] <R(n©[nt]) m)

n [nt] <1 n n < [nt|

@(@ <:>CL> + <TLT<:>1 <:>1> -a
< [nt] <1 |R([nt] <1) ol 4+ n<[nt] |R(n<<nt])
‘ [nt] <1 ‘ ‘ n < nt]

|gn(t) ©0| =

=a

n n

Er) .,

<(nt]<:>1 6+n<:>[nﬂ e € ‘a

€ a
R L P H<.
- n 3 n 3+3+n‘_ 3+n_6

a
o[ 2
n

Als endliche Summe von auf [dy, d;] gleichmiBig konvergenten Funktionenfolgen ist C,, o h,,
ebenfalls auf diesem Intervall gleichméaflig konvergent, und es folgt die erste Behauptung
des Lemmas.

Die zweite Behauptung ist eine einfache Konsequenz aus (3.13), wenn man dort [nt] durch
i ersetzt, und die Beschrénktheit der Funktion f auf [0,1] und die Konvergenz von R(k)/k

fiir £ gegen unendlich ausnutzt. 0

Um die Frage nach der Fixpunktgleichung beantworten zu kénnen, fehlt nun nur noch eine

Aussage iiber die Konvergenz von Z, /n. Dies liefert das folgende Lemma:

3.2.2 Lemma Ist Z, eine auf {1,...,n} Laplace-verteilte ZufallsgroBe, so gilt fiir die
Verteilung Q,, von Z, /n:

Qn > R(0,1).

BEwEIS: Man erkennt leicht, daf} fiir alle t € R die zu Q,, gehorige Verteilungsfunk-
tion an der Stelle ¢ gegen den entsprechenden Wert der Verteilungsfunktion der R(0,1)-
Verteilung konvergiert. Daraus ergibt sich die Behauptung. O

Beachtet man nun, dafi C,(Z,) = Cyp(n - Z2) = Cyu([n - Z7) fiir eine auf {1,...,n}

Laplace-verteilte Zufallsgréfie Z,, gilt, und nimmt man fiir einen Augenblick an, daf} Y,
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in Verteilung gegen eine Zufallsgrofle Y konvergiert, so liegt aufgrund der beiden letzten

Lemmata und der rekursiven Gleichung (3.11) die Vermutung nahe, daf
LY)=LYT+Y(1&7)+C(1))

mit 7, Y, Y unabhingig, L(Y) = L(Y) und 7 ~ R(0, 1).
Unsere weitere Argumentation wird nun darin bestehen zu zeigen, daf solch ein Fix-

punkt existiert, und dafl die Folge Y,, in dy-Metrik gegen diesen Fixpunkt konvergiert.

3.2.4 Nachweis der Existenz eines Fixpunktes
Definiere eine Abbildung S : My — M, durch:
S(F):=L(tX + (17X + C(1))

mit X, X, 7 unabhingig, L(X) = L(X) = F, 7 ~ R(0,1), C(t) wie im vorherigen Ab-

schnitt. Definiert man nun
T]_ =T, T2 = ].<:>7', 0:T3:T4:...,CZ:C(T),
so kann man fiir 2 < p < oo festhalten:

1) ZszE L;

2) E(C(7)) =0, denn man rechnet leicht nach, dafl E(7-In7) = E((1<7)-In(1 < )) =
<1/4, und erhidlt somit E(C(7)) =2-E(r-In7)+2-E((1<7)-In(le7)+1 =

3) B(Y,T?) < 1

4) E (>, |Ti|’) <1, denn T; < 1 fs. fiir alle ¢ € N und p > 1;

5) 1122 T¢llp2 < [[Lllp/2 < 005

6) {122 [Tilllp < oo;

7) |C(7)]||, < oo, denn die Funktion C(t) ist auf (0,1) beschrénkt.

Es sind somit alle Voraussetzungen von Satz 2.3.7 und Satz 2.3.15 bzw. der anschlieende
Bemerkung erfiillt und man erhilt die Existenz eines bis auf Translation eindeutigen Fix-
punktes der Abbildung S. Da die Anwendung fiir alle 2 < p gesichert ist, existieren zudem

fiir diesen Fixpunkt alle p-ten Momente.



68 Kapitel 3. Anwendungen

3.2.5 Konvergenz von Y, gegen den Fixpunkt

Die Konvergenz der Folge Y,, betreffend notieren wir:

3.2.3 Satz L(Y,,) konvergiert in dy-Metrik gegen den zum Erwartungswert 0 gehérenden
Fixpunkt F' der Abbildung S.

BeEweEls: Fiir n € N sei F,, die Verteilungsfunktion der Zufallsgrofe Y, = (X, <
E(X,))/n. U, V, W seien unabhingige R(0,1) verteilte Zufallsgrofien. G, sei die Vertei-
lungsfunktion einer auf {1/n,2/n,...,1} Laplace-verteilten Zufallsgréfie. Definiere:

Y,; F,'(U), neN, Y =F (),
Y, :=FY(V), ne Y = FY(V),
Z =n-G; 1(W), n €N
Dann ist Z, offenbar Laplace-verteilt auf {1,...,n}. G sei die Verteilungsfunktion einer
R(0,1)-Verteilung und 7 := G~H(W). Es gilt:
(3.14) da(L(Yn), F) = do(Fn, F)
Z;L &1 ' n<:>Z;l —! — 1
< " Yy + " Y +Cn(Z Ver Y e(ler) -V aC(1).
Z;L &1 ’ ' ’n,<:>Z;l —! — 1
<l — Y, oY )+ . (Yn—z; <Y )2
Z;l <~ ’ n<:>Z — !
+II( &1) Y +(— " elen) Y,

Wenden wir uns nun den drei letzten Termen einzeln zu. Fiir den ersten Term erhilt man:

w15 er) e "R, o)
= ( _nl (P(z, = Z)E((“:l (Y, eY)+ ”:” (T @1‘/’))2)))”2
(S () s (220 o)
(i(zl(zfl) (i, F) +Z(n(:”) &(F, 1))
-2 amm)”

i=1
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Fiir das zweite Gleichheitszeichen hat man zu beachten, dafl die gemischten Terme wegfal-
len, da Y; ;,Y" unabhiingig von Y, ., Y’ sind und jeweils den Erwartungswert Null haben.
Betrachte fiir den zweiten Term die Abschitzung:

Z, =1 A

7)Y 4+ ( <(ler)) -Y’||2

It

<

Z, =1 n&Z, ,
(1P o)l + I==2 &1 &) - 1Y

= (16, W) 57 G W) + 116G, (W) (1 4G W)]s) - [V

Da aus G, 1 (W) L G~Y(W) (vgl. Lemma 3.2.2) sowohl G (W) &1 /n I3 G~ (W) als auch
1eG 1 (W) L 1&G~ (W) folgt, ergibt sich leicht mittels des Satzes von der majorisierten
Konvergenz:

Z, <1 : A
(3.16) lim (2= 7)Y 4 (B2

n—00 n n

s1ern) T, =0

Es verbleibt die Untersuchung des dritten Terms, wozu wir zunichst festhalten konnen, daf3
lim,, 0 G (w) = G (w) fiir alle w € (0,1) gilt (der Stetigkeitsbereich von G~ ist gerade
das offene Intervall (0,1)). Aulerdem ist G~!(w) > 0 fiir alle w € (0, 1). Fiir vorgegebenes
w € (0,1) existiert deshalb ein &, > 0 mit [G!(w) Sey, G H(w) + 4] C (0,1) und ein
no € N, so da8 G,/ }(w) € [G " (w) ©ey, G Hw) + &,] fiir alle n > ng. Zusammen mit der
gleichmifBigen Konvergenz von C,([n-]) auf dieser Umgebung nach Lemma 3.2.1 ergibt
dies lim, o Cr(nG, (w)) = C(G(w)) fiir alle w € (0,1) und damit auch

.S.

Cu(nG (W) B3 c(@H(w)).

Nutzen wir nun noch die gleichméBige Beschrinktheit von C, (i) (vgl. Lemma 3.2.1) und

den Satz von der majorisierten Konvergenz aus, folgt:
(3.17) ||Cn(Z;l) e0(1)|]: "=70.

Kombination der Ergebnisse (3.14), (3.15), (3.16) und (3.17) ergibt

n—1

do(F,, F) < (% > (%) -d%(Fi,F))W + bn,

i=1

wobei b, eine Nullfolge darstellt. Anwendung von Satz A.3 aus dem Anhang fiir p = 2
liefert die Behauptung. O



70 Kapitel 3. Anwendungen

In dem vorherigen Satz wurde speziell die Konvergenz in der ds-Metrik nachgewiesen.
Nach Abschnitt 2.3.2 existieren fiir den Fixpunkt aber sogar alle p-ten Momente, und da
X, eine beschrinkte Zufallsgrofie fiir alle n darstellt, ist auch die p-fache Integrierbarkeit
der Zufallsgrofien Y, gesichert. Man kann somit die Frage aufwerfen, ob nicht (Y,,) sogar
allgemein in d,-Metrik gegen den Fixpunkt F' der Abbildung S konvergiert. Wir halten
fest:

3.2.4 Satz L(Y,) konvergiert in d,-Metrik, p > 2, gegen den zum Erwartungswert 0
gehorenden Fixpunkt der Abbildung S.

BEWEIS: Die Wahl der Zufallsvariablen ist wortlich aus dem vorherigen Beweis zu
iibernehmen. Wir zeigen im folgenden zuerst durch eine Induktion iiber p, dafl die Aussage
fiir alle p € N mit p > 2 richtig ist. Den Induktionsanfang bildet Satz 3.2.3. Im Induk-
tionsschritt betrachten wir nicht den Ubergang von p <1 nach p, sondern von p <2 nach
p. Dies hat den Vorteil, dafl man p als gerade annehmen kann, wenn man beachtet, dafl
der Induktionsanfang bei p = 2 liegt. Dafl die entsprechende Aussage dann auch fiir p <1
gilt, folgt aus der Beziehung d, ; < d,. Die Induktionsvoraussetzung besagt gerade, daf
Konvergenz in d,-Metrik fiir alle 2 < ¢ < p <2 vorliegt. Analog zum vorherigen Beweis

erhilt man die Abschitzung:

!

Zn<:>]‘ ' ’ n<:>Z;L — 1 — 1

a18) 4@ <22y, ev) 22w, 7)),
Z;L<:>1 ' n<:>Z;L —
1 )y (M5 1) T,

+1Cn(Z,) SC(7)lp-

Fiir den zweiten und dritten Term folgt durch eine analoges Vorgehen wie im Spezialfall
p = 2 die Konvergenz gegen Null fiir n gegen unendlich. Allein der erste Term erweist sich

als etwas schwieriger, da die gemischten Terme im Kalkiil verbleiben. Es gilt:

Z;L <1 ' ' n <:>Z;L

!

1220 vy oY)t ARSI
- il n < P\ 7
- (}jp(z;zz')-E( WL ey) L o7
n n
i=1
1/p
i ]_ 7/<:>]. P ' ’ n<:>7/ P —r —r
< —.F (Y., &Y )P (Y _. &Y )P
_<§“jn ((F2)  oerys (M) o0 >))

1/p

+

pz_i <Z> : % zn:E ((Zjly (Y, oY)k, <n:”>pk (Y, @Y’)p—k)

k=1 i=1
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< (% Sy dzm,m)w

i=1
p—2 1 n 1/p
p ! "k =/ ' 1p—k
C— E(lY, ;Y |")-E(lY, .Y P .
" (}Hj (1) om0 vy BOY, o7 ))

Zu beachten hat man bei dieser Rechnung nur, daf die Betragsstriche der £,-Norm entfal-
len, da p gerade ist, und daB aufgrund von E(Y, ,<Y") = E(Y, &V ) =0firi=1,...,n
die entsprechenden Terme fiir £k = 1 und k = p <1 wegfallen. Nach Induktionsvorausset-
zung gilt weiterhin lim; dZ:Z(Fj’ F)=0fir k =2,...,p<2, woraus die Existenz von
Konstanten const(k) folgt mit dg::(Fj, F) <const(k) fiir alle j. Somit erh&lt man:

(3.19)
Z;L<:>]‘ ’ ! n<:>Zn i —
1222 (v, oY)+ (¥, &V,
5 ™ N 1/p p—2 » ;o 1/p
- ~) -d?’(F, F =S d¥MF_q, F)- t(k
(S G mmn) (5 (1) 5 ey et

Nochmalige Anwendung der Induktionsvoraussetzung zusammen mit Satz A.4 aus dem
Anhang zeigt, da} der zweite Summand des letzten Terms eine Nullfolge bildet (in n).
Insgesamt erhdlt man also aus (3.18) und (3.19):

n—1 . l/p
2 i\?
4LV, F) < (5 (1) -dzm,m) b
mit b, Nullfolge, b, > 0 fiir alle n € N. Anwendung von Satz A.3 aus dem Anhang
komplettiert den Induktionsschritt, womit die Aussage des Satzes fiir alle p € N gezeigt
ist. Aus der Beziehung d, < d,, fiir alle 1 < ¢ < p < oo folgt schliellich die Behauptung
fiir alle reellen p > 1. O

3.2.6 Abschitzungen fiir das Auftreten schlechter Laufzeiten

Quicksort weist im worst-case eine duflerst hohe Zahl von Vergleichen auf. Wahlt man als
Partitionsregel zum Beispiel die Auswahl des ersten Elementes der Liste und ist die zu sor-
tierende Liste bereits in geordneter Form gegeben, so bendtigt Quicksort die erschreckend
hohe Zahl von n?/2 Vergleichen. Deshalb ist eine genauere Kenntnis der Verteilung der
Anzahl der Vergleiche iiber den Erwartungswert hinaus wiinschenswert. Wir haben bereits

gezeigt, daf fiir die Anzahl der Vergleiche bei geeigneter Normierung eine Grenzverteilung
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existiert, die sich zudem als Losung einer Fixpunktgleichung herausgestellt hat. Die nor-
mierten Verteilungen konvergieren dabei in dp-Metrik fiir beliebig gewéhltes p € N gegen
diese Grenzverteilung, von der wir wissen, dafl alle Momente endlich sind. Im folgenden
wollen wir nun dieses Wissen ausnutzen, um zu zeigen, daf schlechtes Verhalten von Quick-
sort selten auftritt. Beginnen mochten wir jedoch mit einer ndherungsweisen Berechnung
der Standardabweichung der Zufallsgréfie X, fiir grofies n.

Aufgrund der Fixpunktgleichung

LY)=L(rY + (1 &)Y + C(1))
mit Y ~ Y erhélt man:
B(Y?) = B(r¥ + (1Ln)¥ + O(r))?) = 2 B(V?) + B(C(r))?).

Dabei wurde lediglich die Unabhingigkeit der Zufallsgrofen 7,Y,Y ausgenutzt. Folglich
gilt:

Var(Y) = E(Y?) = 3- E((C(7))?) = 3- / 1 (C(x))2dz

0
1 1 1
:3-(2-/ 4$2(lnx)2d$+8-/ xlnx-(l@x)ln(l@x)daﬁLS-/ z(lnz)dz + 1)
0 0 0

8 37 <312 1 2
LY NPTV S S N I
o7 T g F8 gt =Tesgm

Nach Satz 3.2.3 konvergiert die Folge Y,, = (X,, ©E(X,,))/n in do-Metrik gegen die Zufalls-

grofle Y. Man weifl somit insbesondere, daf3 die zugehorigen zweiten Momente ebenfalls

=3-(2

gegeneinander konvergieren. Es gilt:

n

2
Var(X,) =n? - Var(¥,) =n*- E(Y?) ~n?- E(Y?) =n?- (7 <:>§7T2) ~ 0.42 - n?

und ox, ~ 0.65-n [vgl. zu diesem Resultat auch [21]].

Im folgenden soll nun eine Abschitzung der Wahrscheinlichkeit fiir schlechtes Verhalten von
Quicksort in bezug auf die ben6tigten Vergleiche erfolgen. Um schlechtes Verhalten zu defi-
nieren, ist es sinnvoll, Quicksort etwa mit dem Sortieralgorithmus Heapsort zu vergleichen.
Dieser hat den Vorteil, daf die durchschnittlich benétigte Anzahl von Vergleichen nlog, n
betréigt (der fithrende Term bei Quicksort hat die Gré8enordnung 1.39-n log, n) und immer
weniger als 4nlnn Vergleiche bené6tigt werden. Deshalb interessieren wir uns insbesonde-
re fiir die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafl Quicksort mehr als 2E(X,,) &~ 4nlnn Vergleiche
braucht. Nach (3.10) wissen wir, dafl E(X,,)/n = 2-Inn+ R(n)/n mit lim,_,,, R(n)/n € R.

Daher erhalten wir unter Ausnutzung der Markov-Ungleichung die fiir geniigend grofie n
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giiltige Abschétzung;:

P(X, > 2B(X,)) = P(1X S B(X,)| > B(X,)) = P(¥,] > B(X,)/n)
< E(Y?) const ~  const
T (B(Xa)/n)? = (B(Xa)/n)? ™ (2-Inn)*

Zu beachten hat man dabei, dafl aufgrund der ds-Konvergenz von Y,, gegen Y auch die

zugehorigen 2-ten Momente gegeneinander konvergieren und somit aus L(Y;,), L(Y) € M,
die Existenz einer Konstanten const folgt, mit E(Y,?) <const fiir alle n.
Benutzt man hingegen den allgemeineren Satz 3.2.4 mit dem insbesondere die Endlichkeit
und Konvergenz der p-ten absoluten Momente gegen eine reelle Zahl folgt, so kénnen wir
die vorherige Abschédtzung dahingehend verbessern, dafl man die Konvergenz des Nenners
gegen unendlich beschleunigt (unter Inkaufnahme einer VergréBerung der Konstanten im
Ziahler). Eine analoge Abschitzung liefert ndmlich:

E(Y,P) _ consi(p) _ E(YP)
(E(Xn)/n)P = (BE(Xn)/n)P — (2-Inn)P

Trotzdem ist dieses Resultat noch insofern unbefriedigend, als im Nenner immer noch die

P(X, > 2E(X,)) <

fiir n geniigend gro8.

Logarithmusfunktion auftritt, die bekanntermafien ein duflerst langsames Konvergenzver-
halten fiir n gegen unendlich aufweist. Deswegen mufl es nun noch unser Ziel sein eine
entsprechende Abschitzung mit besserem Konvergenzverhalten zu finden, was uns un-
weigerlich zur Betrachtung von exponentiellen Momenten der Zufallsgroflen Y, und des
Fixpunktes Y treibt.

3.2.7 Momenterzeugende Funktionen

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dal die momenterzeugenden Funktionen der Zu-
fallsgrofien Y, auf ganz R endlich sind und dafl man in jedem vorgegebenem Intervall
[<L, L] sogar gleichmifBige Beschranktheit (iiber alle n) vorliegen hat. Ziel dieses Ab-

schnitts ist somit der Beweis des folgenden Satzes:

3.2.5 Satz Fiir alle L > 0 existiert ein K;, € R", so daf fiir allen € N und alle A € [&L, L]
gilt:
B < NEr

Der Beweis dieses Satzes ist keinesfalls einfach und bedarf einiger Miihe. Fiir die fol-

genden Betrachtungen ist es notwendig, die Funktion

gt [Lin] =R, gu(z) == <mj1>2+ <n@m>2@1

n

zu untersuchen. Dies leistet
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3.2.6 Lemma Die Funktion g, (n > 2) nimmt Werte im Intervall (<1,0) an. Zudem ist

sie auf [1,22%) monoton fallend, auf [+

Minimum an. Es gilt die Symmetrieeigenschaft: g,(n <i+ 1) = g,(1) firi =1,...,n.

,n] monoton steigend und nimmt fiir = "TH ihr

BEWEIS: Die erste und die letzte Behauptung ergibt sich direkt aus der Definition von
gn. Man rechnet leicht nach, da$ g,(z) = 42=%-22. Somit gilt g,(z) = 0 < z = 2} und
man erkennt, dafl es sich tatsichlich um ein Minimum handelt, denn g,(z) = 2% > 0.
Offensichtlich ist g, (z) < 0 auf [1, %) und > 0 auf [2}}, n] und es folgen die behaupteten

Monotonieeigenschaften. O

Nun konnen wir uns daran begeben, einen weiteren Satz zu beweisen, der fiir den
induktiven Beweis von Satz 3.2.5 von entscheidender Bedeutung ist. Dazu sei im folgenden
fiir jedes n € N Z,, eine auf {1,...,n} Laplace-verteilte ZufallsgroBe,

Z, =1\2 =7\
n n

f(K, )\ n) := E(exp (ACn(Z,) + N’KU,)) fiir \, K € R.

und

3.2.7 Satz Fiir alle L > 0 existiert ein Kr > 0, so daf fiir allen € N und X € [<L, L]:
f(KL) /\7n) <L

Der Beweis dieses Satzes unterteilt sich in mehrere Schritte. Zunichst konnen wir fest-
halten:

3.2.8 Lemma Es existieren K1 > 0, Ly > 0, so daf fiir allen € N und X € [&Ly, Ly]:
f(KlaAan) S 1.

BEWEIS: Unter Ausnutzung des Differentiationslemmas zeigt man leicht, dafl f, aufge-

fafit als Funktion in A, zweimal stetig differenzierbar ist mit den Ableitungen

%f(K, A\ n) = E((Co(Zy) + 2AKU,,) - exp (ACw(Z,) + N2KU,,)),
dd—; (K, \,n) = E(2KU, + (Co(Zyn) + 2AKU,))?) - exp (AC(Z,) + N2 KU,,)).

Somit erhdlt man unter Ausnutzung von (3.12) und (3.5)

d
S E )|, = B(Cu(Z4)) =0,

d2
Iz (K, n)\A:0 = E(C%*(Z,) +2KU,).
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Nun existiert ein K; > 0 mit d?/dA\>f(Ky,A,n)|,_, < O fiir alle n € N. Daf§ dabei
K unabhingig von n gewdhlt werden kann, ist nicht ganz einfach einzusehen und be-
darf einer ndheren Untersuchung. Es gilt unter Benutzung von Lemma 3.2.1 mit ¢ :=
sup{C,(7): neN,ie{l,...,n}}:

B2

(3.20) —f(K, \n

e = E(C}(Zn) + 2KUy,) = E(C}(Zn)) + 2K - B(Uy,)

Mo
< +2K -EU,).

Eine genauere Betrachtung von E(U,) ergibt dabei:

1
(3.21) E(U,) = — - (E(Z, ©1)* + E(n ©Z,)? ©n?)
n—1 .
1 72 1 ;1 (nel)-n-(2nel)
= —.(2. _<:>2:_._. <:>2
n? ( ;n n) n? (n 3 n)
—<:>1<:>1—|— L <<:>1
73 7 'n 3n? 3

Diese Ungleichung gilt fiir alle n. Unter Beachtung von (3.20) ergibt sich die Existenz einer
Konstanten K > 0, so daB

d? )
W (K ,A, n
fiir alle n € N. Wir haben somit gezeigt, da8 die Funktion f(K',\,n) an der Stelle A\ =0

fiir alle n € N ein Maximum hat mit Wert f(K7,0,n) = 1. Dies ist fiir unsere Zwecke aber

Nrmo <0

noch nicht ausreichend, denn wir wollen schliefflich zeigen, dafl eine von n unabhingige
Umgebung existiert, auf welcher die Funktion Werte kleiner oder gleich eins annimmt.
Dazu iiberlegt man sich leicht (z.B. mit dem Satz von Rolle), daf es ausreicht, die Existenz
einer Umgebung um Null zu zeigen, in der die zweite Ableitung fiir alle n Werte kleiner
als Null annimmt (fiir geniigend grofles K). Prézise formuliert bedeutet dies: Wir miissen
noch zeigen, dafl L; > 0 und K; > 0 existieren, so daf fiir alle A € [<Lq, L] und alle
n € N gilt: d?/d\?f(Ky, \,n) < 0. Es bleibt uns also nichts anderes iibrig, als noch einmal
einen genaueren Blick auf die zweite Ableitung zu werfen. Da die Umgebung beliebig klein
werden darf, kénnen wir ohne Einschrankung annehmen, daf§ |A- K| < 1 und |A| < 1. Dann
erhalten wir mit ¢ :=sup{C,(i): n € N, i€ {1,...,n}} und U, <0 fs.:
j—; (K,\,n) = E(2KU, + (Cn(Z,) + 2AKU,)?) - exp (A\Cn(Z,) + N’KU,,))
= E(2KU, - exp (A\Cy(Z,) + N’ KU,))
+ E((Cn(Zy) + 2AKU,)? - exp (\Cr(Z,) + N2 KU,,))
< E(2KU, -exp (<A - c ©X°K)) + (¢ +2)% - exp (J]A] - ¢+ |A|)

<2KE(U,) -exp (e &1) + (c+2)* -exp (c + 1).
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Zusammen mit (3.21) liefert dies die Existenz von K; > 0 und L; > 0 mit den behaupteten
Eigenschaften. O

Den zweiten Schritt bildet

3.2.9 Lemma Fiir vorgegebenes L > 0 existiert ein Ko > 0, so da8 fiir alle n € N:
f(KZ’Lan) S ]-a f(K2,<:>L,TI,) S 1.
Fiir den Beweis dieses Lemmas ist es wichtig, die folgende Aussage zu beachten.

3.2.10 Lemma Die Funktion f(K, A, n) ist monoton fallend in K fiir festgehaltenes A und

n.
BEWEIS: Die Aussage des Lemmas kann man direkt an der ersten Ableitung
d
d—Kf(K,)\,n) = E(\*U, exp (A\C,(Z,) + N\’ KU,)) <0
ablesen. 0

BEWEIS VON LEMMA 3.2.9: Unter Benutzung von Lemma 3.2.10 reicht es offenkundig,

die Aussage

lim sup f(K,\,n) =0 fir A #0

K—oo o
zu beweisen. Sei dazu A # 0 vorgegeben und, wie bereits weiter oben verwendet, ¢ :=
sup{C,(i): n € N, i € {1,...,n}}. Dann erhilt man

(3.22) f(K,\,n) < E(exp (|]A| - |Cn(Zy)| + N’ KU,))
<exp(|A-c) - E(exp (N’ KU,))

und weiter fiir den zweiten Faktor fiir vorgegebenes 7 € N und n > j:

E(exp (N KU,)) }:exp<A2 <(Z¢ﬂ) 4—(”2%)2@4>>

< % - (2(In/4] ©1) + (n ©2([n/j] ©1)) - exp (N’ K gn([n/7]))-

Da nun offensichtlich lim, o gn([n/4]) = (1/5)* + (1 ©1/j)? &1 =: a; < 0, gibt es ein
no € N, so daf fiir allen > ng:  g,([n/j]) < 1/2-a;. Folglich gilt fiir n > max {4, j, no}:

a;
5)

Blexp (VKT,)) < - - (In/j] 1) + (162 - (In/j] 1)) - exp (VK
<Z +ﬂ@j+4)wMVK%)

a;
2 )

SN I3

2
-+ (2e) -exp( (VK
J
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Zusammen mit der Abschitzung

E(exp (N’ KU,))

(=)

< exp (/\2K ((1 @%)2 @1) )

[\ J/

fir 1 <n < max{4,j,no} =: b; liefert dies:

sup E(exp (A2 KU,)) < sup E(exp (A\KU,)) + sup E(exp (\’KU,,))

1<n<b; n>b;
, 142 2 2 ) 0
< exp </\ K. ((1@—) @1)) +-+ (2@—,) -exp (A°K—)
b J J 2
und somit unter Beriicksichtigung von (3.22)

lim sup f(K,\,n) <exp(|]A]-¢)- Klim E(exp (\’KU,,))
—00

K—oo p

2
<exp(|Al-¢)-=.
J

Da dabei j € N beliebig ist, folgt die Behauptung. O

Nun sind wir in der Lage, in einem dritten Schritt den endgiiltigen Beweis von Satz
3.2.7 zu fiihren.

BEWEIS VON SATZ 3.2.7: Es sei L > 0 vorgegeben. Definiere K, als das Maximum
von K; aus Lemma 3.2.8 und L- K5/L;, K5 wie in Lemma 3.2.9. Ist nun |\| < Ly, so folgt
f(Kr,A\,n) <1 aus Lemma 3.2.8 und der Monotonie von f in K (vgl. Lemma 3.2.10). Ist
hingegen L; < |A\| < L, dann gilt fiir o := L/|A\| > 1, A > 0 die Abschétzung:

- (ACu(Zn) + N KpUn)))"®

L-Cy(Z,) + LAKU,)))Y®
L-K,

f(Kp,A\,n) < (E(exp
= (E(exp

Un)))M®

(o

(
< (B(exp (L - Cu(Zn) + LA
< (B(exp (L - Ca(Zn) + L KyUp)) ™ < 1.

Fiir die erste Zeile wurde dabei die Jensensche Ungleichung, fiir die dritte die Abschitzun-
gen K;, > L- Ky/Ly, U, < 0 und fiir die letzte Zeile Lemma 3.2.9 benutzt. Da man eine
analoge Abschitzung fiir A < 0 erhilt, ist der Beweis abgeschlossen. U

Damit sind alle Vorbereitungen beendet und wir befinden uns quasi auf der Zielgeraden.

Das eigentliche Ziel dieses Abschnitts, der Beweis von Satz 3.2.5, ist in greifbarer N&he.

BEWEIS VON SATZ 3.2.5: Wie bereits angekiindigt bildet das Kernstiick dieses Bewei-

ses eine Induktion nach n. Sei dazu L > 0 vorgegeben und K, wie in Satz 3.2.7 gewé&hlt.
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Fiir den Induktionsanfang n = 1 erhélt man ohne Miihe
E(eM) =1 < MK fiir alle \ € [L, L,

wenn man Y; = X; ©FEX; = 0 beachtet. Fiir den Induktionsschritt n <1 — n sei
A € [eL, L] vorgegeben. Fiir j € {1,...,n <1} und \ € [&L, L] gelte Ee'Yi < NKr

(Induktionsvoraussetzung). Dann gilt unter Benutzung der rekursiven Gleichung L(Y,,) =

!

LY, 22214V, , =2y Co(Z,)) (vl (3.11)):

E(exp(\Y,)) = E<GXP <>\ : (Yén—1 anl + Yr;—Znn iZn + C”(Z"))))
)

> Lop(ew (v (v, EE )y 2 )

=35 m (o0 (L)) B (MG 7)) w0
Uy L (M k) e (M2 ) e 1 o)

=B (exp (X (Z”flf CKp 22 (”jz”)Z Ky + - Ca(Z0)))
= E(exp (MK U, + X - Co(Zy)))

<exp(NKy) - E(exp (WK Uy + X - Cn(Zn)))

= exp (N’Ky) - f(Kp, A,n) < exp (A’ KL).

Dabei wurde fiir die letzte Ungleichung Satz 3.2.7 verwendet. Der Beweis ist somit abge-
schlossen. 0

3.2.8 Eine verbesserte Abschitzung fiir schlechtes Laufzeitver-
halten

Wir haben bereits im vorletzten Abschnitt die Wahrscheinlichkeit fiir ungiinstiges Ver-
halten (in bezug auf die bendtigte Anzahl von Vergleichen) des Quicksort-Algorithmus
abgeschétzt und zugleich darauf hingewiesen, dafl das dortige Ergebnis einer Verbesserung
bedarf. Mit Beendigung des letzten Abschnitts stehen uns nun die Mittel zur Verfiigung,
um dieses Vorhaben in die Tat umzusetzen.

In Satz 3.2.5 haben wir bereits gezeigt, dal E(exp (AY},)) in n gleichméaBig beschrankt ist
durch exp (A?K|y)) fiir vorgegebenes A € R.



3.2. Quicksort 79

Wir erhalten deshalb fiir A > 0, £ > 0:

P(| X, <EX,| >¢c-EX,) = Plexp (\|Y,]) > exp (A\eEX, /n))
E(exp (MYn])) = E(exp (AYa))) const(\, ¢)

~exp(AeEX,/n) n2X.exp (AeR(n)/n) =  nZr

wobei man wiederum lim,,_, Rfmn) € R beachte (vgl. Abschnitt 3.2.6). Wihlt man speziell
e = 2, so gelangt man zu der fiir jedes A > 0 und n € N giiltigen Ungleichung

const(A)

P(X, 2 2B(X,)) € =

Diese Abschitzung stellt eine wesentliche Verbesserung des Resultats aus Abschnitt 3.2.6
dar, da die Funktion n ~ n?* bedeutend schneller gegen unendlich konvergiert als die
natiirliche Logarithmusfunktion. Als Fazit konnen wir festhalten, daf schlechtes Laufzeit-
verhalten des Algorithmus Quicksort bei geniigend grofler Listenldnge extrem selten vor-
kommt, und daf folglich der Algorithmus verlidfllich ist. Mochte man numerische Abschét-
zungen der Wahrscheinlichkeit durchfiihren, so mufl man sich noch ndher mit der Be-
rechnung der Konstanten const()\, ) beschiftigen. Dann ist es auch moglich, Aussagen
dariiber zu treffen, welche Groflenordnung eine zu sortierende Liste haben sollte, um
Quicksort als verlafllich einzustufen. Im Rahmen dieser Arbeit wollen wir darauf ver-
zichten. Es sei nur noch darauf hingewiesen, dafl man zeigen kann, dafl fiir A > 0 gilt:
Blexp (AYal)) = Elexp (A1) [0 [20]].






Anhang A

Hilfsresultate

In diesem Kapitel werden einige Hilfsresultate zusammengestellt.

A.1 Abschitzungen und Konvergenzaussagen

A.1 Satz Seien a,b € R, und p € [1,00). Dann gilt: (a + b)? > aP + bP.

BEWEIS: Fiir p € N ergibt sich die Behauptung direkt aus dem binomischen Lehrsatz.
Ist nun allgemein p € [1,00), so existieren k € N, r € [0,1) mit p = k + r. Folglich erhilt
man:
(a+bP = (a+ b =(a+b)F-(a+b)" > (aF +) (a+b)
=(a+b)"-a*+ (a+b)"-b* >a"a" + 0" =a? + 1.
0

Anmerkung: Man kann den Beweis auch mittels der Jensenschen Ungleichung fiihren.

A.2 Satz Seien a,b,c € Ry mit ¢ > b und p > 1. Dann gilt: (a + b)? + ¢ < (a + ¢)P + bP.

BEWwWEIS: Es seien b,c € R, beliebig, aber fest vorgegeben. Betrachte die Funktion
foo :R=R, 2= (z+c)’ &(z +b)P + 1P &cP. Bs gilt:
f('b,c)(m) =p-(z+c)Ptep - (z+bP t=p - (z+c)P te(z+b)P )

und somit f(',w) (z) > 0 fiir alle z € R, denn p<1 > 0 und ¢ > b. Daraus folgt insbeson-
dere, da8 f monoton wachsend ist auf R, und zusammen mit f)(0) = 0 liefert dies die

Behauptung. O

A.3 Satz Es seien a,, b,, n € N zwei Folgen mit Elementen aus R, fiir die fiir ein
2 <pe N gilt:
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i) lim, y00 by, =0,
i) oy < (2 S0 () a)"" 4 b
Dann konvergiert die Folge a,, gegen 0.

Bewels: Fiir a,, erhdlt man die rekursive Abschétzung:

2 1/p
(A1) ay < <§> +( sup a;) +by.

1<i<n—1

Diese ergibt sich aus folgender Rechnung:

9 n—1 ) 1/p 9 n—1 D 1/p
7 p p 5

=1

=( sup a;)-
1<i<n—1

2 1 (neln@nel))'?
(n ‘nZ 6 > * bn
1/p 1/p

= (152571%') : (g @% + 3—7112> +bn < <§> : (1;1_2571%) + by

Diese rekursive Abschitzung impliziert insbesondere die Beschridnktheit der Folge a,. Da
némlich lim,_,, b, = 0, existiert ny € N, so daf fiir alle n > nq gilt: b, < (1 <(2/3)/?) -
SUP; i<, 1 @i (der Fall a, = 0 fiir alle n ist trivial). Man erhélt nun leicht mittels einer
Induktion und unter Verwendung von (A.1) die Abschétzung a, < sup;<;,, 1 a; fiir alle
n € N. Definiere nun: a := limsupa, < oco. Also: Fiir alle ¢ > 0 existiert ein ng € N, so
daB fiir alle n > ng gilt: a, < a + . Es folgt unter Verwendung von Voraussetzung ii) fiir

fest vorgegebenes ¢, ng(e) und alle n > ng(e):

no

9 D 1/p 9 n—1 ., 1/p
Z. p Z. v P
an < (n Zn,,ai> + (n >, Slate) ) + bn

i=1 i=no+1
ng . 1/p
2 2
<|=. —ab “\/p b,
< (n ;1 npaz> —|—(3) (a+¢e)+

= (5)""(a+) + o(1)

Dabei hat man fiir das erste Ungleichheitszeichen nur zu beachten, dafl sich mit Hilfe von
Satz A.1 leicht die Abschitzung (z + y)'/? < z'/P + y'/? fiir z,y € R} ergibt.

Man erhilt nun:

2
(A.2) 0 <a=limsupa, < (g)l/p(a +¢€),

n
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woraus die Behauptung folgt, da (A.2) fiir alle € > 0 Giiltigkeit besitzt. O

A.4 Satz (Zusammenhang zwischen ,,normalem“ und Cesaro-Limes) Sei (a;)ien

eine Folge reeller Zahlen mit lim; ,,, a; = ¢ € R. Dann gilt:
1 n
fi 2w =e
BEWEIS: Seie > 0 vorgegeben. Da lim; ., a; = c existiert ein ng € N mit |a;<c| < /2
fiir alle ¢ > ng. Folglich gilt fiir n > ng:

n

%'ZCI@@C

n

1 1 1
§5-2|ai<:>c|zﬁ-2|ai<:>c|+g- Z la; <l
i=1 i=1

i=1 i=no+1
no 1 n 1 no c
§—Z|az<:>c|+ﬁz 8/2SEZ|GZ<:>C|+§
=1 t=no+1 =1

Nun existiert aber offensichtlich ein n; € N, so da8 fiir alle n > ny: % Y20 as e <

N [™

Folglich erhilt man fiir n > max {ng,n, }

1 n
— - E a; <>C
n <

=1

und somit die Behauptung, da ¢ beliebig gewahlt war. U

<e

A.2 Die verallgemeinerte Holdersche Ungleichung

A.5 Satz Fiir je endlich viele mefbare numerische Funktionen fi,..., f, auf einem Maf-
raum und zugehorige reelle Zahlen py > 1,...,p, > 1 mit Z?Zl pjfl = 1 gilt die verallge-

meinerte Holdersche Ungleichung:

[fr e falle < W falloy = o - fllpn-

BEWEIS: Eine Induktion nach n ist hier der Schliissel zum Erfolg. Den Induktions-
anfang n = 2 liefert dabei die bekannte Holdersche Ungleichung. Wenden wir uns also
direkt dem Induktionsschritt n — n + 1 zu. Seien dazu fi,..., f,.1 mebare numerische
Funktionen und p, ..., p,.1 entsprechend gewéhlte reelle Zahlen. Nach Induktionsvoraus-
setzung gilt nun: Sind fiir k € {2,...,n} g1,...,gx meBbare numerische Funktionen und
@1 >1,...,q; > Lreelle Zahlen mit >, (¢;) "> = 1,s01st |g1-- - - gxlli < lgillg -~ llgkllg-
Unter Verwendung dieser Induktionsvoraussetzung fiir den Fall £ = 2 kénnen wir deshalb

abschéatzen:

(A.3) [f1 o Frgall < [ fullpy - [1f2 - on fn+1||1/§j?:+21p;1-
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Definieren wir nun
n+1 n+1

i=2 =2

so gilt offensichtlich Y . (¢;)~! = 1, woraus weiter unter Benutzung der Induktionsvor-
g =1 g

aussetzung folgt:

n+1 —1
i=2 P;
(A.4) oo Fusallyspeger = (179 - o orelon) )=
2/41 1 2?22117;1
< (I s - e 1255270
Z?Izl pz_l
= (Il - .. an+1||§:11/"")
= 1 £2llps - - - | Fntallpnsa-
(A.3) und (A.4) zusammen ergeben die Behauptung. O
A.3 Die Bernoullischen Zahlen
Entwickelt man die Funktion f(z) = Z%5 in eine Potenzreihe > " (b,z" um z = 0 (zur

Existenz vgl. 7.14 in [24]), so gelangt man zu der Darstellung

00 lgn .
flz) = Z PR
n=0
wenn man B, := nlb, setzt. Die B,, werden Bernoullische Zahlen genannt und sind nichts

anderes als die Koeffizienten der Potenzreihenentwicklung multipliziert mit n!. Multiplika-
tion der Reihen fiir f und 1/f = (1/z)(e” <1) und Koeffizientenvergleich fiihrt auf

_ -n._ n, _ n
I e T
n=0 n=0 n=0
mitcg=1lund ¢ =cy =---=0. Es ist

n

B; 1 " /n+1
n — - : -Bh
‘ Zi!(n+1<:>z')! (n+1)! ;( i >

1=

woraus sich der Reihe nach die Bestimmungsgleichungen
By=1
B,+2B; =0
By+3B1+3B,=0
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und allgemein

- 1
(A.5) Z<"+ )Bizo firn=1,2,3,...

- 7
1=0

ergeben. Fiir die ersten zehn Zahlen kénnen wir festhalten:

By =1, 31:@1/2, 32:1/6, B; =0, B4:<ﬂ./30, Bs =0,
By=1/42, Br=0, By—&1/30, By =0, Bi0="5/66.

Ihrer Berechnungsweise nach miissen alle Bernoullischen Zahlen rational sein. Zudem kann

man zeigen (wie die obigen Beispiele bereits vermuten lassen), daf
Bgn+1 =0 fiirn = ]_,2,...

Vergleiche dazu etwa [13].

A.4 Die Bernoullischen Polynome und die Eulersche

Summenformel

Die Bernoullischen Polynome B,(z) sind fiir n € N mit Hilfe der Bernoullischen Zahlen

B,, gemafl der Formel

Bn(x) = Z <Z> Bk.’lfnik =z" + (?) lenfl + <;L> B2.’17n72 + e+ Bn

k=0
definiert. Wegen (By, By, B2, B3) = (1,<:>%, %,0) ist
1 , 1 , 3., 1
Bo(z) =1, Bi(z)= TS5, By(z) =z° <z + 1 Bi(z) == ST + 3%

Betrachtet man die Bernoullischen Polynome nur im Intervall [0, 1) und setzt sie periodisch
mit der Periode 1 fort, so gelangt man zu Funktionen C,(z) mit Cy,(z) := B,(z <[z]). Da
B,(0) = B,(1) = B, fiir n # 1, wie man sofort anhand der Definition der Bernoullischen
Polynome und der rekursiven Beziehung (A.5) ablesen kann, ist Cy,(z) fiir n # 1 eine in R

stetige Funktion. Mit Hilfe dieser Funktionen gelangt man zur Eulerschen Summenformel:

A.6 Satz (Eulersche Summenformel) Fiir p € N und f € C?**(0, n| gilt:

(A0 FO)+ )+ f0) = [ Fladde + 5(0) + 7))

32 ' B4 " sz (2p—1) "
22 24 2 R
+{2!f+4!f ERRREC S TN B
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Anhang A.

Hilfsresultate

1

- - " (2p+1)
Ry= i, 1 @0 @i

Ein Beweis findet sich zum Beispiel in [24].
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Lemma 3.2.8 O [20], Claim 1, S. 96
Lemma 3.2.9 O [20], Claim 2, S. 96
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Ein abschlieflender Blick auf den Quelltext

In der nachfolgenden Tabelle sind einige Fehler in der Arbeit ,A fixed point theorem for

distributions “von U. Rosler aufgelistet:

U. Rosler,
Distribution fix
points [[J [19]]

A. Hirsch,
Fixpunktsitze fiir
Verteilungen

Art des Fehlers bzw.
durchgefiihrte
Veridnderung

Lemma 1, S. 198,
Unterpunkt (3)

Lemma 2.3.1, (3) und
(4)

Aussage ist nicht richtig

Beweis von Theorem 4,
S. 200

Beweis von Satz 2.3.6

Der Beweis in der
urspriinglichen Version
ist falsch.

Beweis von Theorem 5,
S. 203

Beweis von Satz 2.3.9

Die Gleichheit
Var(S™(F)) =

B(Y, T?)Var(5"~1(F))
ist nicht richtig.

Theorem 6, S. 203

Satz 2.3.18

Voraussetzung

limy oo B( T T) < 1
gedndert in

Efexp (A |[Ta])) < oo

Beweis von Theorem 6,
S. 204

Beweis von Satz 2.3.18

die Gleichheit

& fx(0)=...

richtig

ist nicht

Beweis von Theorem 8,
S. 205

Beweis von Satz 2.3.11

zweiten Teil des

Beweises verdandert

Theorem 9, S. 206

Satz 2.3.14

Voraussetzung
122 | Talllp < oo

eingefiigt, um Existenz
der Abbildung S zu

gewdhrleisten




Beweis von Theorem 9,
S. 207

Beweis von Satz 2.3.14

dg(S™(F), S™(G))
umgewandelt in

dy(S™(F), S™(F))

Beweis von Theorem 9,
S. 207

Beweis von Satz 2.3.14

< B(S, L) ™ ...
hier fehlen
Betragstriche, wodurch
bestimmte Terme
innerhalb der
nachfolgenden Rechnung

nicht wegfallen

Theorem 10, S. 208

Satz 2.3.15

Voraussetzung
122 Tillp < o0

umgewandelt in
132 Tl |lp < o0, um
Existenz der Abb. S zu

gewdhrleisten

Beweis von Theorem 10,
S. 208

Beweis von Satz 2.3.15

komplett verdndert; vgl.
auch Theorem 4 und

gednderte Version
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