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Einleitung 1

Einleitung

Bevor wir den bisexuellen Galton-Watson Prozess (mit superadditiver Paarung) vorstellen,
mochten wir kurz auf den gewohnlichen Galton-Watson Prozess (GWP) eingehen und die
Motivation fiir die Konstruktion eines neuen Verzweigungsprozesses begriinden. Es stellt sich
tatséchlich die Frage, warum der einfache GWP nicht ausreicht. Die Konstruktion dieses sto-

chastischen Prozesses gibt relativ schnell eine Antwort auf diese Frage.

Sei (Xpi)n>04>1 eine Folge von nicht-negativen, unabhéngigen und identisch verteilten Zu-
fallsvariablen mit Werten in Ny, die allesamt auf dem gleichen Wahrscheinlichkeitsraum definiert

sind. Dann ist der rekursiv definierte Prozess (X,,),>0 mit

Xn
XnJrl - E XnJrl,iu
=1

ein gewohnlicher Galton-Watson Prozess, wobei X, > 1. Dabei ist X, ;;, die Anzahl der
Nachkommen des ¢-ten Vorfahren in der n-ten Generation. Beispielsweise kann man so die
Populationsentwicklung von Einzellern untersuchen, die die Fahigkeit besitzen sich selbst zu
klonen, oder, wofiir der GWP urspriinglich entwickelt wurde, das Problem des aussterbenden
Nachnamens modellieren. Den GWP kann man daher zurecht einen asezxuellen GWP nennen.
Wir méchten jedoch einen Schritt weitergehen und einen bisexuellen GWP konstruieren, den
wir im Folgenden mit BGWP abkiirzen. Spétestens jetzt ist deutlich, was wir mit bisezuell
meinen. An Stelle von einem Individuum, betrachtet man ein Paar bestehend aus einer Frau

und einem Mann, das unter der sogenannten Paarungsfunktion Nachkommen zeugt, und zwar
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unabhéngig von allen anderen Paaren mit gleicher Repdroduktionsverteilung. Wie auch im
asexuellen Fall, verzichten wir dabei auf die Beriicksichtigung hinsichtlich des Geburts- und
Todeszeitpunktes aller Individuen und nehmen an, dass jedes Paar am Lebensende unabhéngig
von allen Vorfahren und Paaren derselben Generation eine zuféllige Anzahl an Frauen und Mén-
nern bzgl. der gleichen Verteilung zeugt. Aufgrund der komplexeren Struktur des BGWP lassen
sich die Eigenschaften des GWP nicht so ohne Weiteres auf den BGWP iibertragen. Dies ist
ein Grund fiir die weitere Untersuchung des BGWP hinsichtlich der Aussterbewahrscheinlichkeit
und den verschiedenen Konvergenzarten wie die P-f.s., £!- und £2-Konvergenz. In der Tat gibt es
jedoch Parallelen zum asexuellen Fall, u.a. weil der GWP ein Speziallfall des BGWP ist. Um ein
Beispiel zu nennen, untersucht man beim GWP fiir ;4 = E(X;) das Verhalten von (¢~ "X,,)n>0,
im bisexuellen Fall “ersetzt” man p durch ein gewisses r = r(E(Fpy;), E(Mp;)) und untersucht
die Folge (r™"Z,)n>0. Es 1t sich zeigen, dass P(r}l—»nc}o Zn=0)=1<= r(E(Fyn),E(My)) < 1.
Man beachte die Analogie zum GWP, fiir den gilt: P(nlglgo X, =0)=1<+= E(X;) <1 (falls
P(X; = 1) < 1). Bevor wir weiter ins Detail gehen, geben wir zunéchst eine formale Definition
an. Fiir die gesamte Arbeit benutzen wir folgende Konventionen: Eine monoton steigende (fal-
lende) Funktion ist nicht zwingend streng monoton steigend (fallend) und eine positive reelle

Zahl ist > 0.
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Grundlagen

1.1 Modellbeschreibung und grundlegende Definitionen
Zunéchst bendtigen wir die Paarungsfunktion mit folgenden Eigenschaften:

e (: Ny x Ny — N,
e ( ist monoton steigend in jedem Argument,
o ((z,y) <Cx firz e Ny, und ein C > 1,

e ((x,0) =¢(0,y) =0 fir z,y € N,.
Wir nennen diese Funktion superadditiv, falls

o ((21 422,41 +y2) > C(21,41) + (22, 92)  fiir alle 21, 22, y1,y2 € No
Einige superadditive Paarungsfunktionen sind z.B.:

(M1) ((z,y) = min(z,y) fiir z,y € Ny (Monogamie),
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(M2) ¢(z,y) = zmin(1l,y) fiir 2,y € Ny (Polygamie),

(M3) ((z,y) =ax+by fir x,y,a,be Ny.

Speziell fiir a = 1 und b = 0 in (M3), erhélt man den gewdhnlichen Galton-Watson Prozess.

Folgende Funktionen sind zwar Paarungsfunktionen, jedoch nicht superadditiv:

e ((z,y) =[x ] fir z € Ny

e ((z,y) = [log(z + 1)] fir x € Ny,

dabei ist | - | die Gaufsklammer.

Sei nun P ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf einem Mefraum (£2,.4) sowie Z, eine konstante
Zufallsgrofe mit Werten in Ny und

<(Fni7 Mm)> (1.1)

n=0,1,..., i=1,2,...

eine Familie von bivariaten unabhéngig, identisch verteilten Zufallsvariablen mit Werten in
Ng und Verteilung (p;);>0. Dabei geben F,; und M,; die Anzahl der weiblichen respektive
mannlichen Nachkommen des i-ten Paares in der n-ten Generation an. Weiterhin definieren wir

F, 11 als die Gesamtanzahl der Frauen in der n-ten Generation, d.h. F}, ;4 o

ZiZ:”l F,;, analog
fir M, 1. Die Anzahl der Paare in der (n + 1)-ten Generation erhélt man nun, indem ¢ auf

F, .1 und M, angewendet wird.

Man definiert den Prozess (Z,,)n—0.1,... rekursiv durch:

ZO:CZL

Zn

(Fn+17 MnJrl) - Z(Fnlu an)7

i=1

Zn+1 - C(Fn-i-l) Mn-l—l)a

wobei "7 (F,i, M,;) = (0,0) auf {Z, = 0} und ¢ eine superadditive Paarungsfunktion ist.
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Ein Prozess mit dieser Struktur heifst bisexueller Galton-Watson Prozess mit superadditiver

Paarung (und Reproduktionsverteilung (p;);>0)-

Um ein Gefiihl fiir den BGWP zu bekommen, schauen wir uns eine Beispielrealisation anhand

der superadditiven Paarungsfunktion (M2) an:

OO0 OO

TOOO® O i

Abbildung 1.1: Beispiel einer Realisation von (M2) bis einschl. Z,

Wir bemerken an dieser Stelle, dass es selbstverstandlich unwichtig ist, welche Frau mit welchem
Mann ein Paar bildet. In Abbildung 1.1 haben wir eine willkiirliche Zusammensetzung der Paare

gewdhlt.

Unmittelbar aus der Definition des BGWP erhalt man:

Bemerkung 1.1. Der BGWP (Z,,),>0 ist eine diskrete Markov-Kette mit Zustandsraum N,

def

Ubergangsmatrix (p;)i>050 = P (Zns1 = j | Z, = i) und absorbierendem Zustand {0}.
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Fiir die gesamte Arbeit sei

Fo ¥ 0(Zo,....2,), neN

die kanonische Filtration. Damit lassen sich die Ubergangswahrscheinlichkeiten umschreiben:
pij =P (Zp1 =7 | Fn) auf {Z, =i} Vi,jeN
Es stellt sich nun wie im gewohnlichen Fall die Frage: Wann stirbt dieser Prozess fast sicher

aus? Dabei sagen wir, dass (Z,),>0 f.s. ausstirbt (gegeben Z, = j > 1), falls fiir die Aussterbe-

wahrscheinlichkeit g; gilt:
4 EP(Z, =0fireinn<oo|Zy=j)=1 VjeN.

Da der Zustand {0} absorbierend ist, kann man die Aussterbewahrscheinlichkeit umschreiben.

Es gilt daher fiir alle 7 > 1:

¢; =P(Z,=0fireinn < oo | Zy =j)

:P<U{Zn:0} ZoZJ)
:T}LI{)IO]P)(LU{Z/?:O} ZoIJ)

k=0
— m P(Z, =0 Zo=j ).

n—oo

Wir notieren an dieser Stelle, dass der BGWP ausstirbt, wenn es keine Frauen oder Méanner
in einer Generation gibt. Dies haben wir bereits mit der 4. Eigenschaft von ( gefordert. Um
eine Bedingung anzugeben, wann der Prozess (z.B. mit der Paarungsfunktion (M2)) ausstirbt,

bendétigen wir noch die folgenden Definitionen.

Wir nennen

def ._ . .
ry =1 1E<Zn+1 | Zn:])a JEN

die mittlere Wachstumsratenfunktion, kurz mittlere Wachstumsrate und definieren

def .
r = lim r;.

Jj—00
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Die Existenz dieses Limes unter geeigneter Annahme zeigen wir im néchsten Abschnitt.

Wir nehmen fiir den BGWP an, dass

P(lim Z, = co) + P(lim Z, =0) =1 (1.2)

n—oo n—oo

gilt. Unter Annahme von Daley’s Modell (vorgestellt in [3]) ist diese Bedingung bereits erfiillt
(% [12]).

DALEY’S MODELL. Sei T, def F+ M, firn € Ny, i« = 1,...,7, die Gesamtanzahl der

Nachkommen des i-ten Paares in der n-ten Generation. Dabei nimmt man an, dass (7,,;)n>0.>1
eine Folge von unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen mit Werten in Nj ist.
Jeder Nachkomme ist dabei mit Wahrscheinlichkeit o € (0, 1) weiblich und mit Wahrschein-

lichkeit 1 — o« méannlich.

Wir werden Daley’s Modell nur in Spezialfallen annehmen. Ansonsten nehmen wir an, dass
pij=P(Zu=jlZy=7)<1 Vj=>1, (1.3)

d.h. dass {0} der einzige absorbierende Zustand ist. Diese von Daley, Hull und Taylor|5]
vorgestellte Bedingung garantiert ebenfalls die Bedingung (1.2) (% [12]).

Zuletzt nehmen wir an, dass Fj; und My, endlichen und positiven Erwartungswert besitzen.
Somit ist Z,, integrierbar fiir alle n, denn mithilfe der 3. Eigenschaft von ¢ folgt unter zuséatzlicher

Benutzung der Unabhéngigkeit von (1.1)
Zn Zn
E(Zny1) =E <g <Z Fui, ) M) )
i=1 i=1
J J
i=1 1

>0 i=

=ZP(Zn=j)E(§< Fri, M))
§>0 i=1 i=1

zn:j>
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< C’E(Fm)sz(zn =J)

=0

=CE (F01) E(Zn)

IN

< (CE(Fy))"tZy < oo fiir alle n € Ny und ein C' > 1
Alternativ erhélt man die Integrierbarkeit, sofern r < oo gilt. Denn aus
E(Zni1 | Zn) = Znrz,
folgt mithilfe von Satz 1.3
E(Zyi1) =E(Zyr,,) <rE(Z,) < - <" Z; < 00

Die Frage, unter welchen Voraussetzungen der BGWP ausstirbt, hat sich Daley schon gestellt
und hat dies in seinem Artikel [3] untersucht. Er hat fiir die Paarungsfunktionen (M2) sowie
fiir (M1) bewiesen, dass der jeweilige BGWP fast sicher ausstirbt (gegeben Z, = j, 7 > 1),
falls r < 1.

In Anlehnung an den Artikel von Daley, Hull and Taylor[5] werden wir diesen Satz verallgemei-
nern. Demnach gilt die Aussage fiir einen BGWP mit beliebiger superadditiver Paarungsfunk-
tion. Der Beweis des Satzes ist das Ziel des néchsten Kapitels, das die Aussterbewahrschein-
lichkeit behandelt. Zunéchst zeigen wir, dass ¢; eine monoton fallende Funktion ist. Anschliefend
betrachten wir zwei BGWP (Z,,),, und (7)), und geben Bedingungen an, bei dem die Ausster-

bewahrscheinlichkeit von (Z,), grofer gleich der Aussterbewahrscheinlichkeit von (Z)),, ist.

Das Ziel des 3. Kapitels ist die Untersuchung des asymptotischen Verhaltens von (r="Z,),
und infolgedessen natiirlich auch (r="F},), sowie (r~"M,),. Dabei sei (Z,), ein BGWP mit
superadditiver Paarung. Wir werden uns auf den Fall » > 1 beschrdnken und nehmen an, dass
Zy grofs genug ist. Im Abschnitt 1 zeigen wir die P-f.s. Konvergenz von (r~"Z,),, (r "F,), und
(r~"M,),, und in Abschnitt 2 die £!-Konvergenz, und untersuchen unter welchen Bedingungen

(r="Z,)n gegen eine in 0 nicht-degenerierte Zufallsvariable konvergiert. Es 145t sich dann leicht
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zeigen, dass die £!'-Konvergenz von (r—"Z,), dquivalent zu der £!'-Konvergenz von (r—"F,),
bzw. (r~"M,),, ist. Schlieklich erhalten wir eine (F'log F') Bedingung, fiir die (r~"Z,),, sowie

(r="F,), und (r—"M,), in £' gegen eine nicht-negative Zufallsvariable konvergieren.

Wie in Kapitel 3, nehmen wir in Kapitel 4 » > 1 an. Das Ziel ist die £>-Konvergenz von
(r~"Z,)n. Wir arbeiten uns von den notwendigen zu den hinreichenden Bedingungen vor. Dabei
benotigen wir anfangs recht viele Voraussetzungen, um die £2-Konvergenz zu garantieren. Je-
doch werden die Voraussetzungen von Satz zu Satz schrumpfen, so dass wir am Ende verniinftige
Bedingungen erhalten. Im letzten Abschnitt zeigen wir, dass die £2-Konvergenz von (r~"Z,),

dquivalent ist zur £2-Konvergenz von (r~"F,), bzw. (r~"M,),.

1.2 Requisiten
Satz 1.3. Fir einen BGWP mit superadditiver Paarung ist

gr; = E(Zpa1 | Z, = j) fiir alle j > 0 superadditiv.
Damit existiert der Limes

r = lim r; = lim FVE(Znsr | Zn = j).

Jj—00 Jj—00
Ferner gilt

r=1lim j7'E(Zy | Zo=17) :Supj_lE(Zn+1 | Zn = J),

j—oo §>0
insbesondere

r>r; Vj>1.

BEWEIS. Wir zeigen zunéchst, dass jr; = E(Z,41 | Z,, = j) fiir alle j > 0 superadditiv ist. Fiir
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j =k =0 ist dies trivial. Sei also j, k > 1.
(] + k:)rj-i-k = E(Zn-i-l | Zn =]+ k)
j+k j+k
=E|(¢ ZFm,ZMm>>
j+k j+k
~x(c(Tme ¥ Fm,sz+ 3 M))

i=j+1 i=j+1
Jjtk Jtk
>E|¢ ZFM,ZMM» +E (c ( > Fui ) M))
i=1 i=1 i=j+1 i=j+1

J J k k
=1 i=1 =1 =1
= E(Zn-i-l | Zy, = ]) + E(Zn-i-l | Zy, = k)

= jrj + kry,

wobei wir die Superadditivitit von ¢ benutzt haben, und dass (F,;, M,;) fir alle n > 0,7 > 1

unabhéngig und identisch verteilt sind. Die Anwendung von Satz A.4 liefert direkt die Behaup-

tung:
r= lim r; =supr; existiert,
Jj—00 j>0
insbesondere r = supr; > 1y, fiir alle £ > 1. O

>0
Als néchstes zeigen wir, dass (Z,), stochastisch monoton ist (* Definition im Anhang A).
Satz 1.4. Ein BGWP ist eine stochastisch monotone Markovkette.

BEwEIs. Fiir j, k € Ny gilt:

P(Zn+1<k|Z _] <C<ZFM>ZMm>S

_p (C (2 F., Zan> < k)

)
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J J
>P (¢ <Z Foi+ Frjen, Y My + Mn,j+1> < k:)

=1 =1

j+1 j+1
i=1 i=1
wobei wir benutzt haben, dass (F,;, M,;) unabhéngig von (F,_1,;, M,—1,) fir alle i > 1, ¢ in

Zn Zn
=P(¢ (2;F§;M> <k

jedem Argument monoton steigend und Fj, i1, M, j+1 > 0 ist.

Speziell fiir n = 0 erhalten wir somit:
Diese Ungleichung lafst sich nun zu

ZOZ->

Dieses Argument benutzt man nun induktiv weiter und erhélt (1.5) fiir alle n, also die Behaup-

verallgemeinern. Wegen (1.4) und der Monotonie von ( gilt ndmlich

Z1 Zl
P(Zy>k| Zg=7)=P (C <ZF1i,ZM1i> >k
i—1 i—1

tung. O

Die Aussage des néchsten Satzes hilft uns, r auf schnelle und einfache Art und Weise zu berech-

nen.

Lemma 1.5. Fir eine superadditive Paarungsfunktion ¢ gilt:

}EgoflC (Z Fm‘,ZMm> Ijlijgoflf(j E(For),j E(Mo1)) = r(E(Fo1), E(Mo1))  P-fs.

1=1 i=1
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BEWEIS. Zunéchst existiert der rechte Limes wegen der Superadditivitdt von (. Seien r For
und M % Moy, . Nach dem starken Gesetz der grofen Zahlen konvergiert limy_ oo N ! Z (Friy, M)
mit Wahrscheinlichkeit 1 gegen (E(F"), E(M)). D.h. mit Wahrscheinlichkeit 1 gilt (fur festes w)

VE>OE|N0€NVNZNO

N
(NEF) —2), NEM) —2)) < 30 (Fui, Myi) < (NE(F) +2), NEM) +¢))
i=1
Da ( in jedem Argument monoton steigend ist, folgt

¢(NEF)—2), N(EM)—e)) <¢ <Z Fui Y M) < ((N(E(F)+2), N(E(M)+e)) (1.6)

Teilt man die Ungleichung (1.6) durch N, so erhélt man die Existenz von dem Limes und es ist
1\}220 N~ <ﬁ Fm,lile) = ]\}Enoo NI (NE(F), NE(M)). Damit ist die erste Behauptung
gezeigt.

Wir zeigen nun die Stetigkeit von r(z,y) & lim N7I¢(Ne, Ny) in (E(F),E(M)). Dabei
nehmen wir 0.B.d.A an, dass r(E(F),E(M)) < co (der Fall der Unendlichkeit ist klar).

Sei 6 = ¢/ min(E(F),E(M)) > 0 (0.B.d.A. sei min(E(F),E(M)) = E(F)). Wegen der Mono-

tonie und Superadditivitat von ¢ gilt dann

(1+6)r(E(F),E(M)) = (1+9) lim N'((NE(F), NE(M))

: 146
> lim mC(N(l +0)E(F), N(1+6)E(M))

= lim N“'C(N(1+ 8)E(F), N(1 + 6)E(M))

:;;T:N C( (F)( E(F)) NEMM) (1+ F))
= lim N7 Y| N(E(F)+¢),N | E(M) + IIEE(F)))
T

> lim N '(N(E(F) +¢), N(E(M) +¢))

N—oo

=r(E(F)+¢e,EM)+e¢)



1.2. Requisiten 13

Analog erhalten wir r(E(F) —¢,E(M) —¢) > (1 — 6)r(E(F), E(M)). Dies zeigt die Stetigkeit
von r(z,y) in (E(F),E(M)) und somit die Behauptung. O

N N

Bemerkung 1.6. Wir haben in (1.6) implizit gezeigt, dass ¢ (Z Foi, > Mm) durch eine in-
i=1 i=1

tegrierbare Funktion majorisiert wird. D.h. wegen des Satzes von der majorisierten Konvergenz

(%" [11, Theorem 4.17 (iii), S.99]) und des vorherigen Lemmas 1.5 erhélt man leicht:

J J
=i -71E Zn Zn =7j) =l -71E Fni7 Mm
r=lim 7 E(Zog | 2y =) = lim (C(X; z; ))
— 5 (Jim 7 C GE(Fo). S (M)
= r(E(Fo), E(Mo))
Somit kann man r fiir die Paarungsfunktionen (M1)-(M3) auf einfache Weise berechnen:
(M1) ¢(z,y) = min(z, y):

r(z,y) = min(z, y)
r = lim jil mln(] E(FOl),jE(M()l)) = min(E(Fm), E(MOl))

(M2) ((z,y) = zmin(1,y):
r(z,y) =

r = lim E(Fy) min(L, j E(My)) = E(Fo)

(M3) ¢(x,y) = ax + by:
r(z,y) =ax + by
T = CLE(FOl) + bE(MOl)

Fiir den gewdhnlichen Galton-Watson Prozess ist im kritischen Fall (r = 1) die erwartete Zeit bis
zum Aussterben des Prozesses unendlich. Fiir einen BGWP mit superadditiver Paarung muss
dies nicht zwingend erfiillt sein. Im folgenden Satz geben wir fiir eine bestimmte Paarungs-
funktion Bedingungen an, fiir die die erwartete Zeit bis zum Aussterben des Prozesses endlich

ist.
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Satz 1.7. Fir einen BGWP mit Paarungsfunktion ((x,y) = min(z,y) ist die erwartete Zeit

bis zum Aussterben des Prozesses endlich, falls:

1. r <1, oder
2. r=1, E(Fo1) = E(My) und P(Fyy # My ) >0
BEWEIS. Wir werden Satz A.5 fiir A = {0} und fir X,, = Z,, anwenden. Es ist
m() =E(Zpp1—2Zn | Zo=7)=EB(Zpn1 | Zn=3)—J, j=0.

Wir haben einerseits ((x,y) = min(z,y) = z — (r — y)*, andererseits wegen der Symmetrie

C(x,y) =y — (y —x)". Somit gilt fiir j > 0:

E

i=1

= jE(Fo) — (Z(Fm - Mm)) (L.7)
und andererseits
E(Znr| Zn=17)=jE(My)-E (Z(Mm - Fm)) (1.8)

Es gilt 7 = min(E(Fy), E(My)) (¥ Lemma 1.5 und Bemerkung 1.6) .

Wir nehmen zunéchst r» = E(F;) an.

1. Falls r < 1 erhalten wir fiir j > 1 in (1.7):

i=1
=3de>0: () <—e Vj>1
Weiterhin gilt
w(0)+0=E(Z,11| Z,=0) =0 < 0.
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Mit Hilfe von Satz A.5 gilt damit die Behauptung, also

E(inf{n >0: Z,=0| Zy=j}) <o Vj>O0.

. Sei nun r = 1, E(F()l) = E(M()l) und ]P)(Fol 7& MOl) > 0.
Durch Gleichsetzen von (1.7) und (1.8) ist in diesem Fall

i=1 i=1

=—E (i(Fm - Mm)) 5

i=1

insbesondere lasst sich damit (1.7) umschreiben zu

S

Seien W; = F,,; — M,,; fir i > 1 und S,, = > | W, fiir n > 1. Dann ist W; wegen der Vor-

E(Znt1 | Zy = j) —J——E (1.9)

aussetzung zentriert. Somit gilt fiir n > 1 unter Benutzung der Jensenschen Ungleichung

fiir bedingte Erwartungswerte fiir die konvexe Funktion | - |:

E|S,| = E|S, | +W,|= E[ IE<|S .

)]

> E[|E(Sy1+Wa | Sa1)]]
=E[Sy 1 +E(W, | Sui )
= E[S1 + E(W,)|

=E|S, 1,

wobei wir zusétzlich verwendet haben, dass S,,_1 0(S,_1)-mefbar ist und W,, unabhéngig
von o(S,_1).

Insbesondere also

J

Z(Fm - Mm)

i=1
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Dies setzen wir in (1.9) ein und erhalten
. o1 ,
E<Zn+1‘Zn:])gj_aEu?nl_Mnl‘v jZl

Damit konnen wir nun abschéitzen: Fiir 7 > 1 und ¢ := % E|Fy; — Moy| > 0 ergibt sich
daher py(j) < —3 E|Fy1 — Moi| = —e und 1(0) + 0 = 0 < oo und damit sind die

Voraussetzungen des Satzes erfiillt.
Nehmen wir nun r = E(Mj,) an.
1. Falls r < 1 erhalten wir fiir j > 1 in (1.8):

(i) < —E (Z(Mm‘ - Fm‘)) <0.

Die anderen Schritte sind analog (s.o.).

2. Seir =1, E(Fy) = E(Myy) und P(Fy; # Moy) > 0. Wahle W; = M,,; — F,;, die restlichen
Schritte sind ebenfalls analog (s.o.). O
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Kapitel 2

Die Aussterbewahrscheinlichkeit

2.1 Monotonie und Majorisierung

Lemma 2.1. Fir einen BGWP ist die Aussterbewahrscheinlichkeit monoton fallend bzgl. der
Anzahl der Anfangsgrifse:
q > qi+1 VjEN

BEWEIs. Wir haben in Satz 1.4 gezeigt, dass (Z,), eine Markovkette ist. Also ist
P(Z,>k|Zoy=7)<P(Z,>k| Zy=j+1) VYneN
Daher ist fiir alle j € N:
1= gy = lim P(Z, > 0] Z = j)
§nli_>n;OIP’(Zn>0|Zozj+1)
=1—-qjn

und damit die Behauptung. O

Unter Benutzung der Notation <? (¥ Definition im Anhang A) erhalten wir
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Satz 2.2. Seien (Z,)n>0 und (Z))n>0 zwei BGWP mit Z,, = ((F,, M,,) und Z| = ¢'(F}, M}).
Ist eine der folgenden Bedingungen erfillt:

1. Zy < Z} und ¢ = ¢ und (F;, M;) = (F)

ni’

MY’LZ)?

2. ZO =4 Z(/) und C(xvy) < Cl(xay) vxay und (FmaMnl) Sd (F/

ni’

M;n);

3. Zo =" 7 und ( = (" und E[f(Fpi, Mys)] < E[f(F,

ni’

ML) fiir jede

komponentenweise monoton steigende Funktion f(-,-),

so gilt:
¢j=1mP(Z,=0|Zy=j)> lim P(Z,=0| Z('):j)::q;

n—oo

BEWEISs. 1. Seien also zwei BGWP (Z,,),, und (7)), mit gleicher Paarungsfunktion, gleicher
Reproduktionsverteilung und Z, <? Z} gegeben. Wir wollen Satz A.3 anwenden. Da beide
stochastische Prozesse die gleiche (Reproduktions-)Verteilung haben, sind die Ubergangswahr-
scheinlichkeiten beider Prozesse gleich. Insbesondere besitzen beide den gleichen Ubergangsope-
rator T (™ Anhang A) . Dieser ist stochastisch monoton, da (Z,),, stochastisch monoton ist

(Satz 1.4). Wegen Z) >? Z, gilt fiir alle y € Ny:
P(Zy <y) <P(Zy < y)
Wir konnen daher Satz A.3 anwenden und erhalten
P(Z, <y) <P(Z.<y) VyeN,
Daraus folgt direkt die Behauptung:
6= im B(Z,<0| Z =) > lim B(Z, <0 | Zy=j) =4,

2. In diesem Fall haben wir zwei BGWP mit gleicher Startverteilung, jedoch Paarungsfunktio-
nen mit der Bedingung: ((z,y) < ('(z,y) fir alle z,y > 0. Also gilt unter Berticksichtigung der
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Unabhingigkeit von (F;, M,;) und (F, 1, M,y ;) fiir alle i > 1 und (F,;, M,,;) < (F,

J J
P(Zu1 Si| Zo=j) =P q(ZFm-,ZMm) 9)

] J
>P (¢ (ZFJM,ZM,@) < z)
=P(Z,. <il|Z,=7) ¥i,j >0

Da Zy =% Z} vorausgesetzt war, gilt schlieklich Z, <¢ Z! fiir alle n, was wiederum, wie im 1.

Fall die Behauptung zeigt.

V. M )] fiir eine komponentenweise monoton steigende Funktion
f(-,+) und seien F(z,y) und F'(z,y) die 2-dimensionalen Verteilungsfunktionen von (F,;, M,;)
respektive (F),, M/ .). Dann gilt

ni’

E [f(Fni, Mui)] <E[f(F,

ne?

M,;)] <= F(xz,y) > F'(z,y) Va,y >0

— (Fnzaan) Sd (F,

ni)

My;)

Damit sind die Voraussetzungen fiir Fall 2 erfiillt und damit ist die Behauptung gezeigt. O

2.2 Bedingung fiir das fast sichere Aussterben von (7,),

Daley|[5] hat bereits fiir die Paarungsfunktionen (M1) sowie (M2) bewiesen, dass der jeweilige
BGWP genau dann ausstirbt (gegeben Zy = 7,7 > 1), wenn r < 1. Dies kann man nun mit

dem folgenden Satz fiir alle superadditiven Paarungsfunktionen verallgemeinern:

Satz 2.3. Fir einen BGWP mit superadditiver Paarung gilt unter Annahme von (1.2):

=1 Vj>1 <= r=lmj 'E(Zy]| Z,=j)<1

Jj—00
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Der Prozess stirbt also f.s. aus, wenn r < 1 und die Paarungsfunktion superadditiv ist, unab-
héangig davon mit wie vielen Paaren der Prozess startet. Schauen wir uns das Ergebnis anhand
von Simulationen an, die wir mit dem Programm R (% http://www.r-project.org) erstellt
haben. Den Quellcode der Simulationen findet der Leser im Anhang. Und zwar simulieren wir
einen BGWP mit der Paarungsfunktion (M1) und (M2). Dabei seien Fy; und My, Poisson-
verteilt mit Parameter A. In den ersten drei Simulationen setzen wir A\ = 1.1, 1.0, 0.9 und
jeweils Zy = 80, sowe in der 4. A = 0.9 und Z, = 30. Wir haben A nicht ohne Grund so gewéhlt.
Denn der Parameter \ ist wegen der Poisson-Verteilung gleichzeitig auch der Erwartungswert
von Fpy;. Wegen Bemerkung 1.6 wissen wir also, dass speziell in diesem Fall » = X\ gilt. Somit
ist es leicht die Aussage von Satz 2.3 zu iiberpriifen.

Tatséchlich kann man in Abbildung (2.1) erkennen, dass wir Z ausreichend grof gewéhlt haben,
damit der Prozess (sowohl fiir (M1) als auch fiir (M2)) eine positive Wahrscheinlichkeit hat. In
diesem Fall haben sogar alle Populationen tiberlebt. Der kritische Fall in Abbildung (2.2) ist
dagegen nicht so eindeutig. Zwar sterben alle Populationen mit (M1) nach etwas mehr als 40
Populationen aus, der BGWP mit Paarungsfunktion (M2) ist selbst nach 50 Populationen noch
immer am Leben. Wie kann das sein? Satz 2.3 sagt eindeutig, dass der Prozess aussterben mufs!
Stimmt. In diesem Fall muff man nur lange genug warten, wie wir in Abbildung (2.5) sehen.
In einem Fall ist erkennbar, dass die Population erst nach 470 (bzw. 163) Generationen aus-
stirbt. Eine gewisse Tendenz ist hier sichtbar: Ein BGWP mit Paarungsfunktion (M2) scheint
viel schneller zu wachsen als mit (M1), und dadurch scheint (M2) eine geringere Aussterbe-
wahrscheinlichkeit als (M1) zu besitzen. Dieses Phénomen haben Daley et al.|5] erkannt und es
ist in den folgenden Abbildungen weiterhin erkennbar, wie auch in Abbildung (2.3). Die Simu-
lation in Abbildung (2.4) soll verdeutlichen, dass sich die Population deutlich anders entwickelt,
wenn wir Zp = 30 (an Stelle von Z, = 80) wihlen (vgl. Abb. (2.1)).
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2.2. Bedingung fiir das fast sichere Aussterben von (Z,),
Zn
300 +
250 T I
200 / ///
lm
/lll//ll,/l
150 / """
100 -~
— (M1)
o0 T —(M2)

Abbildung 2.2: 25 Simulationspfade zweier BGWP mit A = 1.0, Z; = 80
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n

0 10 20 30 40 50
Abbildung 2.3: 25 Simulationspfade zweier BGWP mit A = 0.9, Z, = 80

100 1

\'A“ % «t

\\'\
. \\\\\"'ﬁ\ , :
0 1'0 20 30 40 50 "

Abbildung 2.4: 25 Simulationspfade zweier BGWP mit A = 1.1, Z; = 30
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300 1

250 A

200 -~

150 -~

100 -~

dh

50 - — (M2)

’ 0 5IO 1(I)O 150 2(I)O 2;3() 3(I)() 3;')() 4(I)O 4;')0 5(I)O "
Abbildung 2.5: 2 Simulationspfade eines BGWP und A = 1.0, Z, = 80
BEWEIS (zU SATZ 2.3). Sei r < 1 gegeben.
Beh.: (Z,,)n>0 ist ein nicht-negatives Supermartingal bzgl. (F,,),>0. Das ist klar, da zunéchst
E(Z,) < oo (¥ Kapitel 1). Weiterhin erhalten wir mit Satz 1.3, dass r; <r <1 fiir alle j > 1
ist. Damit gilt auf {Z, = j}: E(Z,11 | Fn) = E(Zy11 | Z,) = jr; <j P-fs.

Insbesondere folgt bereits aus der Nicht-Negativitdt von (Z,), und dem Konvergenzsatz fiir
Supermartingale (Satz A.6), dass Z, —> Z, < oo P-f.s. mit E(Z,) < oo. Daraus folgt

P(lim,, o Z, = 00) = 0 und wegen unserer Annahme (1.2) dann

P(lim Z, =0) = 1,

n—00
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das heiftt
=1 Vj>1
Sei nun r > 1.
Wir definieren F % Fyy, M % My, ¢ & Var(F') + Var(M) > 0. Seien € € (0,7 — 1), £1,62 > 0
und Ny mit N7'((NE(F), NE(M)) > r — ¢ fiir alle N > Ny. Dann gilt

Z
IP’( LA fn)

_ (ZZIST_ ,F":1<E(F)—el Zn)
+]P’(Z;:1§r—e, 21>E(F)—51,MZ":1SE(M)—52 Zn>
+]P’(Z;:1Sr—e,F;:>E(F)—51,M;L:1>E(M)—52 Zn>
gIP’(F;:lgE(F)—sl Zn)HP(Ln“gE(M)—eQ Zn>
HP(ZIS —g, Zl E(F) — e, ;:1>E(M)—EQ Zn) (2.1)

Zn F, M,
P ( Zzl <r-—e, ZZI > E(F) — ¢, Znﬂ >E(M) — ey

‘)
- P(N—lg(Fn+1, M) <7 —¢,Fpuy > NE(F) — e,N, My > NE(M) — e, | Zn>
P(N*lg(NE(F) — 6N, NE(M) — £5N) < N"X(Fpyt, Mpy1) <7 — ¢,
Frir > NE(F) — /N, Myy; > NE(M) — e,N ’ Zn>
<P(r—e< N '((Fop1,Mys1) <7 —6,Fpp1 > ... | Z,)

=0,

wobei  benutzt wurde, dass ( in jedem Argument monoton steigend und

N~ (NE(F), NE(M)) > r — ¢ fiir alle N > N. Also verschwindet der letzte Term in (2.1).
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Wir nehmen zusétzlich ¢ < co und (0.B.d.A.) €2 > ¢; an. Mit (2.1) gilt auf {Z,, = N > Ny}
wegen der Tschebyscheff-Ungleichung;:

Zn
]P’( Z+1§7’—5 fn)

F,
§IP’< < E(F) - &

Zn
7 )

P(|Fo1 — Z,E(F)| >e1Zy | Zn )+ P(|Myy1 — Z,E(M)| > e0Z, | Zy)

M,
Zn)+IP’< Z“ <E(M) — &,

IN

<e;*Z %2 Var(F) +¢,%2Z % Var(M)

-1, -2
< Z, ce;

Insbesondere gilt auf {Z,, > Ny(r — )"}

Zn,
IP’< Z::l >r—c

Fu ) >1—Nytr—e) e (2.2)
Als néchstes zeigen wir fir alle m € Ny und auf {Zy > Ny}:

]P’(ﬁ{Z;:l>r—a}| 0>>H1— Yr—e)"cer?) (2.3)

n=0

per Induktion nach m.
Den Induktionsanfang m = 0 haben wir bereits mit (2.2) gezeigt. Die Induktionsbehauptung
gelte nun fiir ein beliebiges, aber festes m € N.

Induktionsschluf: m ~» m + 1. Auf {Zy > Ny} gilt:
m+1
ZnJrl
P _
<Q{ 7 > 5} ‘ fo)
m+1
=E E( m+2 }H]- n+1 7"—6 fm+1>|fb>

Z +1
) )
n=0 "

=E| E
m+i>rs

Zm+
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> (1= Ny '(r—e)" " e (ﬁ Lz ﬂ)
= (1= Ny — ) (mtDee 2 P(ﬁ{ il }i}—o>

n=0
> (1= Nyt r —e)~(mthe H(l Nyt —e) "cer?)
n=0
m+1
= I =Ng'(r —e)"eer),
n=0

wobei die Iterationsregel fiir bedingte Erwartungswerte fiir Fo C F,41 in der 1. Zeile und die

Fm+1-Mefsbarkeit von H 1

n+1
>r—
n=0 Zn

6} in der 3. Zeile verwendet wurde. In der 4. Zeile haben
wir (2.2) benutzt, da

i1 > Z(r —€) > Zpa(r —e)?> > -+ > Zog(r — &)™ > Ny(r — )™, Die 6. Zeile erhilt
man wegen der I1.V. Damit ist (2.3) gezeigt und die Behauptung gilt insbesondere fiir m — co.
Wegen (r —e)~! < 1 wiichst ’log 1—Ny'(r—e)” 051_2)} geometrisch, so dass das Produkt in

(2.3) fiir m — oo von Null verschieden ist.

Wir haben somit gezeigt, dass P ( Oo {Zg—zl >r— 5} ‘ Zy > Ny ) > 0, d.h. (Z,), wird mit
positiver Wahrscheinlichkeit iiberleben.

Wir haben oben angenommen, dass sowohl Var(F') als auch Var(M) existieren. Falls dies nicht

der Fall ist, dann sei (Z),, ein weiterer BGWP mit 7}, =¢ Z,, (' = ¢, (F;, M!;) < (F,;, M,,;)

und (Var(Fp,), Var(M(;)) < oo. Fiir diesen Prozess gilt somit die obige Rechnung, also auch
=lmP(Z,=0]|Zy;=7)<1 V¥j> N,

n—0o0

Wir konnen also Satz 2.2 anwenden: Man erhalt daher
G <q;<1 VjeN,

d.h. auch in diesem Fall iiberlebt der Prozess mit positiver Wahrscheinlichkeit. U

An dieser Stelle bemerken wir, dass wir in dem Beweis fiir den superkritischen Fall v > 1 die

Superadditivitdt nicht zwangsldufig angenommen haben. Fiir den subkritischen Fall v < 1 ist
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dies aber zwingend notwendig:
Sei also (Z,),, ein BGWP mit superadditiver Paarung und r < 1. Also

Seim >0, M >m und

def Lyt
An]\;[ H ZZ Lz, >N}

k=m

Beh.: (AM)yj—mmy1.... ist ein nicht-neg. Supermartingal bzgl. Fpr 1 = o(Zy, . . .

Man sieht sofort, dass die folgende Identitét besteht:

AM ZM+1 l
m 7 H ]'{Zk>NO}
M k=m

Es ist (AM) >, € £! fiir alle m > 1:

A
E (|Ajr\nd|) = M+1 H 1{Zk>N0}>
Z
_E ( M+1 H 102550

)

M-1

_E|E ZM+1 — 121N} H 1,5 No)

=m

)

1 M—-1
=K 7 1{Zk>No}E Zys | Zum )1{ZM>N0}

k=m >

<Zwm
M-1
A,
<E Z—k_ 1{Zk>No}>
M—2
= E E( 1{Z]u 1>No} H 1{Zk>N0} ZM 1 )]
k=m

7ZM+1)'
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M—2
1
:E Zm H 1{Zk>N0}E(ZM | fM 1 )]-{Z]V[ 1>N()}
<ZM 1
Zim
<E ( = H 1{zk>No}>
m+1
()
1
=K Z— (Zm+1 | Zu )l{Zm>N0}J <1< o0,

<Zm

wobei wir benutzt haben, dass wegen (2.4) gilt:
E(Zy+1 | ZM)l{ZM>NO} = Zm 7z V2> N0y < Zm

A% ist Fary1 messbar fiir alle m > 1, M > m und es gilt:

M+1

Z
E (Ai\ﬂ/[—’—l ’ JTM—H ) e E H 2:11{2k>N0} ZM+1 )
k=m
1 L1
=K ZM+2 ZM 1{Z1\1+1>N0} H - 1{Z11€>N0} ZM+1
U(ZA1+;)rmeﬁbar
1 17 Zio
= - 1{Zk>N0} IE(ZMJ& ‘ AVES )1{ZM+1>NO}
Zvv1 = Lk —
- <ZM+1
< AM

Damit gilt wegen dem Martingalkonvergenzsatz (Satz A.6): AM Moo A P-f.s. mit E(AY) <

0o. Wir nehmen nun an, dass Z,, — oo fiir n — oco. Wegen A% < oo P-f.s. gilt auf
B € {Z, > 00,7, > Nok=m,m+1,...}

Zk+11 f—o00
7 Mzmy — 1
2
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Aber wegen Bemerkung 1.6 ist auf B,,:

7
1=F <hm —2“ 1{Zk>NO})
k

k—o00

J J
I i=1 i=1

= r(E(For), E(Mo1))
=r <1,
was ein Widerspruch ist. Somit ist A7° = oo P-f.s. oder es divergiert bestimmt gegen 0. Letzteres
trifft nicht zu, da wegen der Superadditivitat von { sowie dem starken Gesetz der grofen Zahlen
auf B,, gilt
Zis » Z Z
Z—kl{zk>No} =7, ¢ (Z Fii, Z Mkz) Liz,>No}

=1 =1
Zy,

> 7" C(Fris Mia)Lz,5 0

i=1

"X R(C(Fyy, M) > 0

D.h. wir haben A° = oo auf B,, gezeigt, was ein Widerspruch ist. Demzufolge ist die Annahme

Z, — oo falsch und (Z,),, stirbt P-f.s. aus.

Im folgenden Beispiel sieht man, dass ein BGWP mit einer nicht-superadditiven Paarungsfunk-
tion tiberleben kann, trotz r < 1:
Beispiel 2.4 (Gegenbeispiel). Sei ((z,y) = [z | fir alle x,y > 0 und P(F,; = 0) = 0.

Zunéchst ist ¢ nicht superadditiv, da /- nicht superadditiv und wegen Lemma 1.5:

r=lim j7'[\/jE(Fyn)] = jli_{goj_lvjE(Fm)

j—o0
= VE(Fyy) lim j 2 =0< 1
J—00
und trivialerweise ¢; = 0 fiir alle j > 1, weil der Prozess so kontruiert worden ist: P(#,; = 0) = 0.

D.h. der Prozess wird mit Wahrscheinlichkeit 1 iiberleben, obwohl r < 1.
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Kapitel 3
Asymptotisches Verhalten von (r—"2,),

Im letzten Kapitel haben wir bereits bewiesen, dass ein BGWP ungeachtet der Anfangsgrofe Z,
mit superadditiver Paarung und r < 1 f.s. ausstirbt. Aquivalent dazu iiberlebt der Prozess mit
positiver Wahrscheinlichkeit, wenn wir annehmen, dass Zj grok genug und r > 1 ist. Und genau
das ist das Ziel dieses Kapitels: Die Untersuchung des asymptotischen Verhaltens eines BGWP,
genauer das asymptotische Verhalten von (r7"Z,), und infolgedessen natiirlich auch (r~"F,),,
sowie (r~"M,),. Im Abschnitt 1 untersuchen wir die P-f.s. Konvergenz und in Abschnitt 2
die £'-Konvergenz von (r~"Z,),. Dabei werden wir Bedingungen angeben, so dass (r~"Z,),
gegen eine in 0 nicht-degenerierte Zufallsvariable konvergiert. Schlieflich geben wir im letzten
Abschnitt eine (F log F)-Bedingung an, fiir die (r™"Z,),, sowie (r"F,), und (r~"M,), in £!
gegen eine nicht-degenerierte Zufallsvariable konvergieren. Fiir dieses Kapitel nehmen wir also

r > 1 an und setzen fiir die nachsten beiden Abschnitte:
Wi def r "Z,, n €Ny,

r~"F, fallsneN
Sn - 5

0 sonst

Zn
def _,_
SnJrl = nl Z Fnil{Fmgr"}u ne N7

i=1
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def
e, =1r—1r, keN,

sowie weiterhin

fn:(j(ZO’---;Zn)’ nENO

Wegen Satz 1.3 ist €, > 0 fiir alle £ > 1 und klim e = 0.

3.1 Fast sichere Konvergenz von (r="2%,),, (r " E,)n, (r " M,),

Satz 3.1. (W,,).>0 ist ein Supermartingal bzgl. (Fy,)n>o. Insbesondere gilt
W, =W P-fs. und E(W,)<Z, V¥ncEN,
wober W eine nicht-negative und endliche Zufallsvariable bezeichnet.

BEWwWEIS. Es ist klar, dass W,, F,,-messbar und integrierbar fiir alle n ist. Weiterhin wissen wir

bereits aus Satz 1.3, dass r > ry, fiir alle £ > 1. Daher folgt

E(Whit | Fr) = rot E(Zni1 | Zy)
= r_”_lZnTZn

<r"zZ,=W,

Da (W,,), nicht-negativ ist, folgt direkt mit dem (Super-)Martingalkonvergenzsatz (Satz A.6)
die P-f.s-Konvergenz von W,, gegen eine endliche Zufallsvariable W > 0. Wegen der Martin-
galeigenschaft gilt zusétzlich E(W,,) < E(W,) = Z, fiir alle n € N. O

Um die P-f.s. Konvergenz von (r~"F,), und (r~"M,),, zu zeigen, benétigen wir den folgenden

wichtigen Satz:
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Satz 3.2. Die Reihe

konvergiert P-f.s. und in £'. Ferner gilt

E(Spi1 | Fu) =17 W E (Foulimy<my)  P-fs.

BEWEIS. Zunéchst halten wir fest, dass

Zn

E(Sn—f—l | }—n) =r " 'E <Z Foi 1{FmST"}

i=1

)

—r "R (Z Y zuziy Foi WPy

i>1

2

— pn1 Z Liz,>y E (le{Fer"} } Fn )

i>1
Zn

= T‘inil ZE (F011{F01§r"}) (31)
i=1

=r WL E (Fol{p,<my) P-fs., (3.2)

wobei die 3. Gleichung aufgrund des Satzes von der monotonen Konvergenz (|11, Theorem
4.17 (i), S.99]) gilt (F,; > 0). Damit ist die zweite Behauptung gezeigt. Um die Aussage tiber
die Konvergenz zu zeigen, reicht es die Voraussetzungen des Satzes A.12 zu iiberpriifen. Wir
setzen X, = Sy — E(Sk | Fr_1), k € N. Es ist klar, dass X}, zentriert und Fj-mefbar fir alle

k > 1 ist, sowie E(Xy1;1 | Fr) = 0 fiir alle £ > 0. Wir miissen also nur noch zeigen, dass

S Var (SW B8y | ]—“k)) <

n>0
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erfiillt ist. Nun schitzen wir Var(S, 41 — E(S,4, | F,)) fiir n > 0 ab:

Var <§n+1 - E(Sn—f—l | fn))

_E {(SW ~E(Sns | ]—"n)>2 }

Zn i
_ 2 (Z (Fm Lp<my — E(F011{F01§7’”}))>
i=1

7, 2
— 7*_2”_2 Z]P) (Zn = j) E (Z (Fnz 1{F,m§r”} - ]E(F011{F01§7'n}))> Zn - ]

7>0 i=1

. 2
J
— 22 S (2, = )E (Z (Fui Lpnzrmy — E<F011{me}>>>

>0 =l

J
= 7‘_2”_2 Z]P) (Zn = ]) Var (Z (Fm l{Fm’Sr"} - E(le{FOlST"})))

j>0 =1

=7 N P (Z, = ) Var (For Lggsrm) — E(Fu L))

j=0
_ 22 E(Zn) Var (Fo11{F01§7’”})
< r " 27, Var (Foll{FmST”})

[e.e]

<r %7, /xQI{xgn}dP(Fm <),

0

wobei die 2. Zeile wegen (3.1) gilt und die vorletzte wegen E(Z,,) < r"Z,
(" Satz 3.1) . Mit dieser Abschétzung folgt nun weiter

[e.9]

Z\/ar (Sn-i-l — E(Sp1 | an)) < Zyr? Zr_n/$2 Liz<rny dP(Foy < )

n>0

=7 T2/5L’2 Zf” Lip<imy dP(Fin < z)
0
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=Zyr~ /x ) dP(Fy < )
0

~ Zy T_Q/ZL’ dP(Fyp < x)
0

= Zor 2 E(Fy) < oo, (3.3)

wobei die 2. Zeile wegen des Satzes von der monotonen Konvergenz (¥ [11, Theorem 4.17 (i),
S.99]) gilt und die 3. wegen Satz A.10.
Die Voraussetzungen von Satz A.12 sind damit erfiillt und daher konvergiert

ano(gn+1 —E(Sps1 | Fn)) P-f.s. und in £1. O
Wir sind somit in der Lage nun die P-f.s. Konvergenz zu zeigen, die wir im folgenden Satz
festhalten:
Satz 3.3.

r"F, e E(Fy ) W P-fs.,

r" M, Sr T E(Mo) W P-fs.,
wobei W den fast sicheren Limes von W,, = r~"Z, bezeichnet.

n—oo

BEWEIS. Da wir r > 1 angenommen haben, ist Fo;1{g, <y — Foi P-fs.
Wegen |Fo1 1, <rmy| < Fop fiir alle n > 0 und E(Fy;) < oo gilt damit aufgrund des Satzes von

der majorisierten Konvergenz ("™ [11, Theorem 4.17 (iii), S.99]):
E (Foil{rpy<my) — E(Fo). (3.4)
Wegen dem vorigen Satz 3.2 wissen wir nun, dass
E(Sps1 | Fu) =17 " WoE (Foi Lz <)  P-Es.
D.h. fiir n — oo auf beiden Seiten erhalten wir wegen (3.4) und Satz 3.1:

E(Spi1 | Fn) == rLE(Fy )W P-fs. (3.5)
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Im vorherigen Satz 3.2 haben wir auch gezeigt, dass Zn>0( wi1 — E(Suy1 | F)) P-fs. kon-

n—0o0

vergiert, inbesondere S, — E(S, 41 | F,) == 0 P-f.s. Mithilfe von (3.5) ergibt dies:

Spi1 = v E(Fy) W P-fs. (3.6)

D.h. wir miissen nur noch zeigen, dass lim S, = lim 5, P-fs. Wir erinnern uns, dass F,,; =

n—oo n—oo

Zizznl F,; fir n > 0. Somit

Z]P(SnJrl # Sn+1 ZE ( Z" L Fni # Zz'z:n1 le{Fm<T"}}>

n>0 n>0

—ZE( (Mo | %))
=> & P(H{Fm>r”} Zn>>
<> E iP(Fm>r"|Zn)>

n>0 i=1
Zn
=Y & ZIP’(Fm- > r")>
n>0
= Z 1{F01>r”}>)
n>0
S ZO Z T’n E(l{p01>rn})
n>0
= ZOZ /1{$>7ﬂn}dﬂgD F01 < l’)
n>0
= /ZT 1{m>rn}dP F01 < [L‘)
n>0

Zy | O(z)dP(Fy < x)

0\8

~ Zy E(Fol) < 00,

wobei wir benutzt haben, dass die 6. Zeile wegen der Unabhéngigkeit von (1.1) gilt, die 7. Zeile
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wegen Satz 3.1 gilt, die 9. wegen des Satzes von der monotonen Konvergenz (¥ [11, Theorem
4.17 (i), S.99]) , sowie die vorletzte wegen Satz A.10. Aus der Summierbarkeit der Reihe folgt
direkt mit dem Borel-Cantelli-Lemma, dass

P (lim sup {Sn # Sn}) — 0 und daher lim P(S, = S,) = 1. D.h. wir haben gezeigt, dass

n—oo n—oo

lim 7~"F, = lim S, = lim S, & + ' E(F))W P-s.
Auf analoge Art und Weise erhalten wir
r "M, =5 r T E(My)W  P-fs. O

3.2 g£l-Konvergenz von (r~"Z,),, (r"F,), und (r—"M,),

Satz 3.4. Firn € Ny gilt:
EWpii | Fn) =W, —r "W, ez, P-fs.,

sbesondere

E(Wo1) =Zo—1 'Y E(Wiez,).

k=0

BEWEIS. Sei n € Ny. Wir erinnern an dieser Stelle, dass
rj=J ' E(Zup1| Zu=j) jeN
Daher folgt

E(Wpi | Fo)=r"r"Zyry,
=1 "Worg, + W, — W,
=W, —r "W,(r —rz,)
=W, —r "W,ez, P-Afs.,
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insbesondere
E(Wni1) =E[E (Wit | F)]
=E(W,) —r'E(W,ez,)
=EW,_1) —r "E(W,_1ez,_,) —r "EW,ez,)
=Zo—1" ) E(Wieg,),
k=0
wobei E(Wy) = E(Zy) = Zy benutzt wurde. O

Das folgende Lemma spielt in diesem und dem folgenden Kapitel eine grofe Rolle.

Lemma 3.5. Seic(z) eine positive Funktion mit

e =(x) monoton fallend fiir alle x > 0,
o ¢, <e(n) fir allen € N und

o ze(x) konkav auf RT.

Falls

dann gilt
lim E(W,, | Zp=1i) >0 Vi>1

BEwEIS. Offensichtlich gilt e(z) “= 0, weil e(x) > 0, monoton fallend ist und Yot % < 0.
Damit

36>0: e(x) <1 V>4,

speziell wegen r > 1:

e(0r") <1 VneN,
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Wir zeigen nun, dass fiir a, = (1 — r—1e(5r")) ! gilt

def
Tog = H Ay < 0O0.
n>0

Zunéchst ist wegen r > 1 und &(x) > 0:
an=(1—=7re(r™) ' >1 VYn>0

Da e(z) =5 0, ergibt dies a, —> 1.
Um also zu zeigen, dass zy < oo, reicht es ) - log(a,) < 0o zu zeigen. Unter Verwendung von

log(1 — r~te(dr™)) < —r~te(dr™) fiir alle n > 0 erhélt man:

D log(an) = = log(l—r'e(0r™) < r ' e(6r") < oo,

n>0 n>0 n>0

wobei man die Endlichkeit des letzten Termes durch die Anwendung von Lemma A.7 mit

f(z) :==e(x), m:=r>1und c:=0 > 0 erhalt:

Z¥<oo<:>25(5rn)<oo

n>1 n>1

Also gilt 1 < 2y < 0.

Wir wollen nun Lemma A.8 fiir f(z) :=r~'e(z), m := r, a,, := E(W,,) anwenden und iiberpriifen
dafiir die Voraussetzungen des Lemmas:

a, = E(W,) >0, zf(x) steigend, weil ze(x) auf RT konkav ist und

i1 — an| = [E(Why1) — E(W,)]
== 1" E(Wyez,)|
=r " 'E(Z,e2,)
<r " E(Zye(Zn))
<r " E(Z,) (E(Z))
= E(W,)r~ e(E(W,)r")

- anf(anrn)a
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wobei die 2. Zeile wegen Satz 3.4 gilt, die 4. wegen ¢, < e(n) fir alle n und die 5. wegen der
Jensenschen Ungleichung fiir die konkave Funktion ze(z).

Da (W,,)n>0 ein Supermartingal (bzgl. F,,) wegen Satz 3.1 ist, ist (E(W,,)),>0 fallend und damit
konvergent. D.h. wegen Lemma A.8 wissen wir, dass es eine Konstante 2, existiert, die nur von

der Funktion f und r abhéngt, d.d.

lim a, =a >0 firay > 2.

n—oo

Es ist ag = Zp und fiir zp := 29 bekommt man:

lim E(W,, | Zy > x0) =a >0 bzw.

n—oo

hmE(Wn|ZO:2):bZ>O Vi > xg

n—~00

Nun zeigen wir, dass dies fiir alle ¢ gilt.

E(W, | Zo=1i)=r"Y kP(Z,=k|Zy=1)

k>0

(n)
Pk

SR

k>0 >0

YD

Jj=0 k>0

=Y pig ¥ kP (Zua =k | Zy =)

Jj=0 k>0

=7 sz',j E(W,-1 | Zo = j)

>0

= sz’,j r ij,k EW,—2 | Zy =Fk)

3>0 k>0

=72 Z sz,j Pk BEWya | Zo = k)

k>0 >0
——

(2)
Pk

=72 P E(Was | Zo = k),
k>0



40 Kapitel 3. Asymptotisches Verhalten von (r="2,),

wobei die 2. und letzte Zeile wegen der Kolomogorov-Chapman-Gleichung fiir Markovketten (¥
[2, Korollar 1.7, S.8|) gilt. Durch Iteration der obigen Rechnung erhilt man fiir alle 7, j > 1:
E(W, | Zo=i)=1"> pi B(W,_; | Zo = k)
k>0
Fiir n — oo auf beiden Seiten ergibt dies fiir alle 7,5 > 1:

by =1’ Zpﬁjﬁbk

k>0

Da wir (1.3) angenommen haben, existiert ein 7 > 1, d.d pﬁf,z > 0 fiir ein & > xg. D.h., wir
haben gezeigt, dass

lim E(W,, | Zy=14)=0b>0 Vi>1. O
Der letzte Satz benotigt viele Voraussetzungen, um zu garantieren, dass E(W,,) > 0 fiir groke

n. Mit dem folgenden Lemma konnen wir die Voraussetzungen auf ein Minimum reduzieren:

Lemma 3.6. Fulls (¢,,),>1 monoton fallend ist und
€n
TS
n
n>1
so gilt
lim E(W, | Zy=i) >0 Vi>1

n—oo
BEWEIS. Sei

def
E(I) = 1{0§m<1}51 + 1{;;;21}8[33}, x>0,

dabei sei [ - | die Gaukklammer. Es ist £(z) positiv und fallend auf R*, da (&,), (laut Voraus-

setzung) positiv und fallend ist. Weiterhin ist €(n) = ¢, fiir n € N. Also gilt

n n T
n>1 n>1 i
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Somit sind wir in der Lage Lemma A.9 fiir f(x) := ze(z) anzuwenden und erhalten die Existenz

einer monoton steigenden Funktion é(x) mit

xé(x) > xe(x) Vo >0, (3.7)
/?dw < 0, (3.8)

é(x) fallend und xé(x) konkav auf RT.

Insbesondere folgt aus (3.8):

Zi—n)<oo.

n>1
Des Weiteren gilt ¢, = ¢(n) < é(n) fiir n € N wegen (3.7).
Damit sind die Voraussetzungen von Satz 3.5 fiir die Funktion £(z) erfiillt und der Beweis ist

abgeschlossen. 0

Wir haben nun alle Mittel, um den folgenden Satz zu beweisen:

Satz 3.7. Sei

B B (1200 — b ‘ Zo=k) 20, kEN.

Sind (e,)n>1 und (%) monoton fallend und

Z%<oo sowie Z%<oo,

n>1 n>1

n>1

so gilt

gl .
W, — W fiirn— oo

mit 0 < E(W) < 0.

BEWEIS. Da £! vollstindig ist, geniigt es das Cauchy-Kriterium zu iiberpriifen.

Fir z > 0 sel

e Ry,
g(l’) d:f (Rl + gl)l{Ongl} +x (ﬁ + E[x}) 1{$21} Z 0.
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Es ist klar, dass gn) % + e, > 0 fiir n € N ist. Wegen der Voraussetzung ist daher (M)

n n

monoton fallend und es gilt

Zg::;) < o0.

n>1

Insbesondere gilt

/@daz< 00.
T
1

Somit sind wir in der Lage Satz A.9 fiir die Funktion ¢g(z) anzuwenden. D.h. es existiert eine

Funktion ¢ mit

g(x) =2 g(x) Vz =0, (3.9)
g konkav auf R*, (3.10)
9(x) fallend und (3.11)

x
/%daz < 00. (3.12)

1

Da (g,), monoton fallend ist und » ., == < oo, wissen wir bereits wegen Lemma 3.6, dass

lim E(W,) > 0. Mit W,, = r~"Z, ergibt dies fiir grofe n:

n—oo

E(Z,) > or" fiir ein gewisses § > 0. (3.13)
Nun gilt

E|Wii1 = Wal =B |r " Zyyy — 177" 2,
= " R | Zyyy — 17,
= "R Zpy1 — 12,20 15, Ly — 12y

< pn-l (E Zoir — 15, 7| + B |7 Zo — 12 7| )
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und weiter:

E Wyt — W,| < 7! (E \Zoii — 77, Zn| + E|rZ, — rznzn\)
= (E(Rz,) + E(Zyes,))

r " YE(Ry, + Zncz,)

(3.14)

wobei die 5. Zeile wegen (3.9) gilt, die 6. wegen (3.10) und der Jensenschen Ungleichung, die
vorletzte, weil (W),,),, ein Supermartingal ist (3.1) und die letzte wegen (3.13) und (3.11).

Mit (3.12) und Lemma A.7 ergibt sich nun folgende Aquivalenz:

o0

J(x) g(n) g(or")
/:c2 <oo =) §5 <oo<:>; S < 00,

1 n>1

d.h. wegen dem Cauchy-Kriterium fiir Reihen gilt somit:

Ve >0dngoeNdd. Vm>n>ng:

m@

insbesondere also fiir alle m > n > ng:

14)

E|W, — W|<ZE|Wk+1—Wk| 2 r—lzzg )<€

k=n

D.h. wir haben die £'-Konvergenz von (W,,),, gezeigt. O
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Bemerkung 3.8. Es ist klar, dass der P-f.s. Limes aus Satz 3.1 mit dem £!-Limes aus Satz

3.7 Ubereinstimmt.

Bemerkung 3.9. Ist R, = O(log(n)) oder R, = O(log ?(n)) fiir ein p > 0, so sind die

Bedingungen des letzten Satzes erfiillt.

Nun kénnen wir leicht die Aquivalenz der £'-Konvergenz zwischen (r~"Z,),, (r "F),), und

(r="M,), zeigen, was wir im folgenden Lemma notieren:

Lemma 3.10. Die folgenden Bedingungen sind dquivalent:

o (1 "Z,)ns0 konvergiert in £
o (r "F),)n>o0 konvergiert in £!
o (r"M,)n>o konveriert in £!

BEWEIS. Wir zeigen: (r~"Z,), konv. in £' = (r™"F},),, konv. in £'.
Wir nehmen nun an, dass (r~"2,), in £' gegen W konvergiert, wobei W = lim,, .., W, fs.

Wegen Satz 3.3 gilt
r ", F T E(Fyy) lim W, = v E(Fy)W P-fs., (3.15)
somit folgt unter der Verwendung der Voraussetzung und (3.15)

lim E (r"F,) = lim E (r~"E(Fo)W,)

n—00 n—oo

:EQ*M%gmnmJ

n—oo

=E (lim T_"Fn> ,

n—oo

d.h. wegen Theorem 4.17 (iv) (% |11, S.99|) konvergiert (r "F,), in £' (gegen r—' E(Fy)W).

Die Riickrichtung zeigt man auf dhnliche Weise, die anderen Implikationen sind analog. O

Bemerkung 3.11. Es ist nun nicht mehr erstaunlich, dass sobald (r~"Z,),, einen in 0 nicht-

degenerierten Limes hat, so gilt dies ebenfalls fiir (r="F,),, sowie (r~"M,),.
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3.3 £!-Konvergenz von (r~"Z,), unter einer (F log F')-

Bedingung

In Satz 3.7 haben wir unter gewissen Voraussetzungen bereits die £!'-Konvergenz von (r—"Z,),,

By

gezeigt, jedoch wird die Summierbarkeit von % vorausgesetzt. Da dies fiir gewchnlich nicht

einfach zu iiberpriifen ist, benétigen wir eine “handlichere” Voraussetzung.
Wir sagen, dass die (F'log F')-Bedingung erfiillt ist, wenn

E (F01 10g+ FOl) = Z k10g+(k3) ]P)(F()l = k?) < 0

k>0
gilt. Fiir diesen Abschnitt setzen wir

def =

D, =5, —E(S,41 | Fn), neNg
Satz 3.12. Ist D,, > 0 fiir alle n > 0 und die (F'log F')-Bedingung erfillt, so gilt
rE, S W
wobei W* & =1 E(Fo1)W bezeichnet und W der P-f.s. Limes von W, ist.
Ist auflerdem (£,)n>1 monoton fallend mit

£
> n,
n

n>1

so ist W* eine in 0 nicht-degenerierte Zufallsvariable.

BeEwEIS. Wir zeigen als erstes unter der (F'log F')-Bedingung, dass >, ~(Sn+1 —

konvergiert.

Zunéchst gilt wegen Satz 3.2:
E<§n+1 | fn) = 7’_1WnE (F(]ll{FOlSr"}) P-f.s.

sowie

> (Sus1 = S+ D) = (Sus1 —E(Sps1 | F)) P-fis. und in £'.

n>0 n>0

S,) in £

(3.16)
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D.h., es geniigt zu zeigen, dass Y. -, D, in £' konvergiert. Laut Voraussetzung ist D,, > 0 fiir

alle n, also ist es hinreichend zu zeigen, dass »_, -, E(D,) < oc.

Wir machen zunéchst ein paar Nebenrechnungen. Es gilt fiir n € N:

E(S,) =r"E(F,)

Zn-1
=r"E (Z Fnl,i)
=1
= T‘_n E(Zn—l) E(Fol)

=r 'E(W,_ 1) E(Fy) (3.17)
und fir j e N:ry = 'E(Zyy1 | Zo=3) =5 'E(Z, | Zy—1 = j) und damit

E(Wn) =E [E(Wn | Zn—l)]
=r "E[E(Z, | Zn-1)]
= Tﬁn E(Zn,1 TZn_l)

=r 'EW,_17z,_,) Pis. (3.18)

Ferner gilt

E(Wp_1) =17 "EWu_irz,_ ) =17 "E(Wu_y —Wh_172,_,)

=r "EW,_ 162, ,) (3.19)
Man erhalt

E(Dy) = E (S, — E(Sui1 | 7))
= E(S,) — E(Sn11)
=r " E(W,o1) E(For) — 7 " E(W,) E (Forlipy<my)
=1 E(W,-1) (E(Fm Lipy>rmy) + E(F011{F01§7"”})>

— 2 EW,_177,_ ) E (FOll{FmST”})
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=1 ' E(Wn1) E (Forlm,>my)

+r VB (ForLgpy <o) (E(Wn_l) —LE(W, TZH)>
=r 'E(W,1)E (Fm ]-{F01>r"})

—1?E (Forlipp<rmy) EWii1e2,_,)
<r'ZoE (Folry>my) + 172 E (Forlip<my) EWpoiez,_,)

E(
<rZE (Foulpysem) + 1 E(Fn) E (Waez, ), neN  (3.20)
wobei in der 3. Zeile (3.16) und (3.17) benutzt wurde, in der 4. (3.18), in der 6. (3.19) sowie

Satz 3.1 in der vorletzten Zeile. Wir méchten » - E(D,) < oo zeigen, also mithilfe von (3.20)

ist noch
ZE (Forlipysmy) < oo und ZE(Wn £z,) <oo P-fs.
n>0 n>0
7Zu zeigen:
D E (Forlgmysmy) = / 21 gpsrmy dP(Foy < )
n>0 n>0 0

IL‘1{$>Tn} d]P(FOl S l‘)

O

xO(log™ x) dP(Fy < )

j
z

= E(Fy log™ F1) < o0

Y

wobei wir den Satz von der monotonen Konvergenz (% [11, Theorem 4.17 (i), S.99]) in der 2.

Zeile sowie Satz A.10 in der 3. Zeile benutzt haben.

Mit Satz 3.4 erhilt man nun:
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Fiir n — oo auf beiden Seiten ergibt dies:

> E(Waez,) =r(Z — lim E(W,)) < oo (3.21)
n>0 n—oo ‘[O Z,_/O]

Fassen wir kurz zusammen: Aus der (F'log F')-Bedingung folgt > - E(D,) < oo, und daraus
wiederum die £'-Konvergenz von Zn21(*§n+1 —S,). Wegen Satz 3.3 ist bekannt, dass (r~"F,),
f.s. gegen W* € [0, 00) konvergiert. Also fiir n € N:

E(W*) =E ( lim r—mFm)

m—00

n—1 o
= (Z Sk+1— Sk) ) +E<Z Sk+1—5k>
k=n

> E(S,) +E ( (Sks1 — Sk) ) (3.22)
Aus (3.22) folgt wegen der £!'-Konvergenz von En>1( nt1 — Sp) nun

E(W™) > limsup E(S,)

n—00

Schlieklich erhélt man wegen dem Lemma von Fatou (¥ [11, Theorem 4.17 (ii), S.98]) auch
E(W*) < liminf, . E(S,), was also

E ( lim r’”Fn> — E(W*) = lim E(S,) = lim E(+—"F),)

n—00 n—oo n—00

impliziert. Also folgt (mithilfe von [11, Theorem 4.17 (iv), S.99]):
r"F, 2w = E(Fo)W  fiir n — oo, (3.23)

wobei W = lim,,_,o, W,, P-f.s. Wie wir in Lemma 3.10 gesehen haben, ist die £!-Konvergenz von
(r~—"F,), aquivalent zur £'-Konvergenz von W,, = r~"Z,. Es folgt mit (3.23) die £!-Konvergenz
von (r~"Z,) gegen r[E(Fy )]~ 'W. Insbesondere, falls (£,),>1 eine monoton fallende Folge mit

Y ns1 o+ < 00 ist, dann folgt mit Lemma 3.6, dass lim,, .., E(r™"Z%,) > 0, was

E(W*) >0
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impliziert. Damit ist der Satz bewiesen. O

Bemerkung 3.13. Die Forderung des letzten Satzes, dass D,, nicht-negativ fiir alle n ist, ist

in der Tat eine Bedingung, die man leicht {iberpriifen kann. Es reicht anzunehmen, dass fiir die

Paarungsfunktion ((z,y) < IE(%H) bzw. ((z,y) < ]E(J‘l\/;m) fiir alle z, y gilt.

Zum Schluss des Kapitels zeigen wir noch mithilfe des letzten Satzes, dass fiir die Paarungsfunk-
tion ((x,y) = xmin(1,y) die (F log F)-Bedingung fiir die £!-Konvergenz von r~"F, ausreicht,

unter zuséitzlicher Annahme von Daley’s Modell.

Satz 3.14. Sei (Z,), ein BGWP mit Paarungsfunktion ((x,y) = xmin(1l,y) unter der An-
nahme von Daley’s Modell. Falls die (F'log F)-Bedingung erfillt ist, gilt

1
r "F, £, W,
wobei W* eine in 0 nicht-degenerierte Zufallsvariable ist.

BEWEIS. Seien fiir j > 1 und s € [0, 1]

g(s) d:efE (STm)

def .
hi(s) S E(s™ | Z, = j),

dann gilt einerseits
h;‘(l) = E(Zn-i-l | Zn = ]) = jrj
und andererseits wegen der zusdtzlchen Annahme von Daley’s Modell mit Satz A.13:

h(1) = ajg'(1) = ajg(a)’ g (a).

und damit insbesondere
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Mit diesem Ergebnis konnen wir ¢,, berechnen:

En=T—"Tp = limrj—'r’n

= ag'(1) —ag'(e) lim g(a)’™ - ag'(1) + ag(a)"¢'(a)
= ag(e)"g'(@),

wobei die letzte Gleichung wegen g(a) < 1 gilt. Insbesondere ist &, = ag(a)"'¢'(a) eine

fallende Folge fiir alle n und es gilt EnZO 1 < 00.
In Bemerkung 1.6 haben wir bereits gesehen, dass speziell fiir diese Paarungsfunktion r = E(Fy;)

ist. Daher lafst sich nun D,, > 0 leicht zeigen:

D, =S, —r7'W, E (Forl{r, <m})
Z Sn — Tﬁan E(F()l)
=S =W, =r"F,—Z,)

=r "(F, — F,min(1,M,)) >0

Also sind die Voraussetzungen des letzten Satzes erfiillt, und damit ist der Satz bewiesen. [
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Kapitel 4

Bedingungen fiir die £2-Konvergenz von

(r~"Zn)n

Wie im letzten Kapitel nehmen wir weiterhin an, dass » > 1 und Z, ausreichend grof ist, damit
(Zn)n f.s. iiberlebt. Die Notationen fiir W, und ¢,, tibernchmen wir aus dem letzten Kapitel.

Fiir dieses Kapitel definieren wir zusétzlich fiir j € N:

def ._ .
m} = JTE(ZE | Ze =)

ef ._ .
0]2 o it Var(Zu | Z, = j)

Wir nehmen m? < oo fiir alle j an, insbesondere ist auch ¢ endlich fiir alle ;.

Man sieht leicht, dass

jm? = E(Z72L+1 | Zy, = J)
=Var(Zns1 | Zn=37) +B*(Zps1 | Zn = 7)

=jo: 4+ 4, jeN,
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insbesondere

Zymy, = Zyoy, + Ziry (4.1)
2
— 7 (UZZ + 7@”) . (4.2)

Weiterhin ist wegen r, < r fiir alle n > 1 (Satz 1.3) mithilfe von (4.1)

Zymy < Zyoy +1° 7 (4.3)

Unter Verwendung von (4.2) und 73, = 1r*+ (rz, —r)(rz, + r) erhélt man:

E(WSH) =722 E(Z72L+1)
=r " E [E(Z3, | Za)]

=22 E(an%")

— 2 <Z2 (U%n 4op2 ))

2
=r2E (Wz (OZZ" +r2 4+ (rg, —r)(rz, + r)))

2
= E(Wz) +E <W3 (O-ZZR — Ezn(’f‘zn +T‘))) , neE No,

was wiederum

n 0_2
EW2,)=2Z0+r"> E (W,f < ZZ: —e2,(rz, + r))) (4.4)

k=0

impliziert.

4.1 Notwendige Bedingungen

Satz 4.1. Fir einen BGWP mut superadditiver Paarung existiert

def .
m? = lim m?.

Jj—00
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Ferner gilt

m? = lim m? = sup m?
J—00 j>0

Insbesondere

m22m§ V) > 1.

BEWEIS. Wir zeigen zunéchst, dass jm? fiir j > 1 eine superadditive Funktion ist: Fiir j, k € N

gilt:

(7 + k)mj2+k = E(ZrZH-l | Zn =37+ k)

[ itk j+k 2
i=1 i=1

[ j j gtk gtk 7]
> E (C (Z FnzaZan> +¢ ( Z Fr, Z Mm>>
i=1 i=1 i=j+1 i=j+1
[/ j 2 j+k j+k 2
> E C(ZFm,ZMm> +E C(Z Fr, Z My
i—1 i—1 i=j+1 i—j+1

= E(ZVQLJrl | Zn=j) + E(Z72L+1 | Zn = k)

= jm? + km3,

wobei wir in der 2. und vorletzten Zeile die Unabhéngigkeit von (F,;, M,;) fir alle n > 0,7 >
1 benutzt haben, sowie die Superadditivitat von ¢ in der 3. Zeile, und in der 4. die Nicht-
Negativitat von (. Aufserdem haben wir in der vorletzten Gleichung die Tatsache verwendet,

dass Zf;’:l F, =4 Zle F,,;. Die Behauptung folgt nun unmittelbar mit Satz A .4. O

Satz 4.2.

m- = 00

ist eine notwendige Bedingunyg fiir die £2-Konvergenz von (W,,), gegen einen in 0 nicht-degenerierten

Limes.
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BEWEIS. Falls m? < oo, dann gilt unter Verwendung von Satz 4.1

0< E(WSH) =722 E(Z72L+1)

=22 E(Z, m2Zn)

IN

=22 E(Z,)

2
< r" (T) Z(] 72;) 0
r
und damit kann nicht (WW,,),, gegen eine in 0 nicht-degenerierte Zufallsvariable konvergieren. [J

Satz 4.3.
2
En o
Z - < 0 und Z 2 < 00
n>1 n>1
sind notwendige Bedingungen fiir die £*-Konvergenz von (W,,),, gegen einen in 0 nicht-degenerierten
Limes, falls es Funktionen e(z) und o*(z) gibt mit

e c(n) =¢,, o%(n) =02, n>1,

n’

o =(x) und # sind monoton fallend,

on

o °n —c.(r+ry,) hat fiir allen > 1 das gleiche Vorzeichen.

BEWEIS. Sei W = lim,, .o, W, f.s., P(W > 0) > 0 und (W,,) konvergent in £2. Dann gilt wegen
(4.4):

< o0

o (O

n>0

Da W,, > 0 und % — en(r 4 ry) fir alle n das gleiche Vorzeichen besitzt, ergibt dies

ZE<W3 )<oo

n>0
< oo PAfs.

2
OZn
n

Z

—&'Zn(?“zn —|—T)

und daraus wiederum

o2
Zn

Zn,

2 W

n>0

—&z7,(rz, +71)
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sowie
2

OZZ" — ez, (rg, +1)| <oo P-fis.auf {W > 0}. (4.5)

n

D

n>0

Weiterhin ist
—€Zn(T+T‘Zn) = EZn(T‘ —T‘Zn — 27“) = €Zn(€zn — 27") = EQZn — 2T€Zn,

so dass (4.5) dquivalent zu

>

n>0

2
O-Zn

< oo P-fs. auf {WW >0} (4.6)

2
n

ist. Wir zeigen nun ) ez, < oo auf {W > 0}:

Im letzten Kapitel haben wir im Beweis von Satz 3.12 gezeigt (* (3.21)), S. 48), dass

ZE(Wn €Zn) < 00,

n>0
und somit
> Wiez, <o Pis.
n>0
und
Zezn < oo P-fis.auf {W > 0}. (4.7)
n>0

D.h. mit (4.6) und (4.7) haben wir gezeigt, dass

2
S UZL < oo P-fs. auf {W > 0} (4.8)

n>1 "
Sei nun W & Sup, 5o Wa. Auf {W > 0} gilt daher W > 0 f.s.
Da @ fallend ist, W > W, und ¢2(n) = o2 fiir alle n ergiebt dies

a2(Wr™y  o2(Wur™)  o*(Z,) 0%
= < = = == . 4.
o S War 4,z S 4

Mit (4.8) und (4.9) erhélt man somit

2(YT/ 1
Z m < oo P-fs. auf {WW > 0},
Wirn

n>1
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was mithilfe von Lemma A.7 dquivalent ist zu
2

Z%<oo

n>1

Analog zu (4.9) bekommt man mithilfe der Eigenschaften von (x):

e(Wr") <eg,,
so dass wegen (4.7) gilt.

ZE(WT") < oo P-fs. auf {W >0}

n>1
Mit Satz A.7 folgt die letzte Behauptung, nédmlich

Z%<oo. O

n>1

Eine direkte Folgerung des letzten Satzes liefert uns das folgende

Lemma 4.4.
2

€ o
Z—n<oo und Z—"<oo
n n?

n>1 n>1

sind notwendige Bedingungen fiir die £*-Konvergenz von (W,,),, gegen einen in 0 nicht-degenerierten

Limes, falls

o (2,)n Sowie (%) monoton fallend,

2
In

o °2 — ¢, (r+ry,) hat fiir allen > 1 das gleiche Vorzeichen.

BEWEIS. Seien

e(z) © e1ljo<z<ty t €@ lz>y, 21
def 0-[2}
(72(1’) = $031{0§m<1} + l’ﬁ 1{3521}, z>1

o*(x)

monoton fallende

Es ist klar, dass e(n) = &,, 0%(n) = o2 fiir n > 1, sowie &(z) und
Funktionen sind, da (&,), und (%) monoton fallend. Damit sind Voraussetzungen des letzten

Satzes 4.3 erfiillt, und die Behauptung ist gezeigt. O
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4.2 Hinreichende Bedingungen

Satz 4.5. Seien e(x) und o?(x) positive Funktionen mit

o ¢, <e(n), 02 < o?(n) fiir alle € N,

o =(x) und # fallend,

o xe(x) konkav.

Falls
e(n) o?(n)
g 7 < oo und n§>1 3 < 00,

n>1
dann konvergiert (W), in £ gegen eine in 0 nicht-degenerierte Zufallsvariable.

BEWEIS. Als erstes zeigen wir, dass (W,,), £2-beschrinkt ist. Dafiir bendtigen wir ein wenig

Vorarbeit. Wir definieren
Y
e t
52 (z) o 20*(V)1jo<ecry + | 0*(1) + / o >dt lz>1y, ¢ 2>0.
1
Wegen Satz A.9 ist bekannt, dass
7 (z) > o*(z), x=>1, (4.10)
~2
() fallend und (4.11)
x
[ @)
/ p dx < oo. (4.12)
1
(4.13)

Mit (4.10) und der Voraussetzung ergibt dies speziell fiir n € N:
on < o%(n) < 5°(n)

< 00,

o°(n)

Aus (4.11) folgt
[ 3()
d =
[Z84 <o = 37!

22
n>1

1
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was wiederum mithilfe von Satz A.7

3 &z(f:n) < 0 (4.14)

0
n>1
impliziert. Des Weiteren ist

fla) € Va5 (V) (4.15)

eine konkave Funktion. Denn fiir x < 1 ist f(z) = z0?*(1) konkav und fiir z > 1 ist

\/5 2
@) = VER WD) = Vi) +vi [ Za

eine Summe von konkaven Funktionen (der 2. Summand ist wegen Satz A.14 konkav). Es bleibt
noch zu zeigen, dass f’ (1) > fi(1).

Wir notieren die Ableitung von f:

) (1) falls 0 <z < 1
= (/D) + P(VE) w1 |

Also gilt

und es ist (4.15) gezeigt.

Unter Verwendung von (4.15) und (4.11) gilt nun

E(Zn&Q(Zn)):E< 72 5%( Z2))

n n

< VEZ)&* (VEZ))

o*(V E(Z3))

Ry

. neN (4.16)
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29

und daher

E(W;: ) =r*""*E(Z,m3,)
<r P E(Zyoy ) +r M E(Z2)

<r M ?E(Z,6%(Z,)) + E(W2)

n ~20¢ k
< ZSH (1+r‘2m) fiir ein 6 > 0, n € Ny,

ork

(4.17)

wobei wir in der 2. Zeile (4.3) benutzt haben, (4.13) in der 3. und (4.16) in der 4. Die letzte

Zeile gilt wegen Satz 3.5 und (4.11) fiir ein 6 > 0. Fiir n — oo auf beiden Seiten von (4.17)

erhdlt man mit (4.14):

~2

lim E(W;?,,) < ZSH <1 422 (or )) < 00
n>0

n— o0 57"”

Insbesondere existiert ein C' > 0 d.d.
E(W,f) <C VneN,.
Damit ist (W), £*beschrinkt und es fehlt nun die £*-Konvergenz. Seien
n—1
T, iefr*ZWngk, n>1
k=0

Y, w4+ T, n>1.

(4.18)

Um den Beweis abzuschliefen, miissen wir also die £>-Konvergenz von (7},),, und (Y5,),, zeigen.
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Sei g(x) oo ze(x). Da g laut Voraussetzung konkav ist, ist auch

h(x) oo g*(v/r) = ze%(\/7) konkav, denn

1 JR—
2/

ist ein Produkt von positiven, fallenden Funktionen und damit selbst fallend, also ist h konkav.

W(x)=2g9(Vz) g (V) e(Vz) g (V)

Wir schatzen weiter ab

E(W, e*(Z0)) = r " E(Z, €%(Z0))
(23)
h 2

< P E(Z2) & ( E(Zg))
< E(W7) e*(E(Z,))
< C3(or™), (4.19)

wobei in der 2. Zeile die Jensensche Ungleichung fiir die konkave Funktion h(z) benutzt wurde.
Die 3. Zeile gilt ebenfalls wegen der Jensenschen Ungleichung fiir v/ und zusétzlich, weil ()
fallend laut Vorraussetzung ist. Die letzte Zeile gilt einerseits wegen (4.18) und andererseits
wegen E(Z,,) > or™ fiir ein 6 > 0 (Satz 3.5) und wiederum, weil £(z) fallend.

e(

Weiterhin folgt aus > -, T") < 00, Satz A.7 und weil ¢(n) fallend fiir alle n ist:

Z&t(ér") < 00 (4.20)
n>1
Damit folgt unter Verwendung der Dreiecksungleichung, (4.19) und (4.20)

Z WnEZn

n>0

<> Waezll, <VCY e(0r) < oo, (4.21)

9 n>0 n>0

wobei ||-||, die £2-Norm ist. D.h., wir haben gezeigt, dass (7,), in £* konvergiert. Nun be-
haupten wir, dass (Y,,),, ein Martingal bzgl. F,, ist.

o T, ist F,_1 C F, mekbar, also ist Y,, F,-mefsbar fiir alle n > 1.
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o E|Y,| <E(W,)+E(T,) < Zy+E(T,) < o fiir alle n,
weil (W), ein Supermartingal ist (Satz 3.1) und lim, ... E(7,) < oo (¥ (3.21) im
Beweis zu Satz 3.12, S.48)

E(Yos1 | Fo) = Totr + E(Woia | Z2)
— dn+41 + Wn - 7“_1Wn€zn

=T, +W,=Y,, n>1,

wobei benutzt wurde, dass T}, 1 Fp,-mefbar und E(W,, 11 | Z,) = W,, —r W, ez, fs. fiir
n>1 (¥ Satz 3.4).

Mit der Dreiecksungleichung sowie mit (4.18) und (4.21) erhélt man fiir alle n € N:
Yally < [Wally + 1Tl

n—1
<VC+r7 Y [Wiez,ll, < oo,
k=0

und daher ist (Y;,) ein £2-beschriinktes Martingal und damit £%-konvergent (% [11, Satz 11.42,
S.329]) . Somit konvergiert auch (W,,),, in £2. Dabei ist der Limes in 0 nicht-degeneriert (¥

Satz 3.5) und der Beweis ist abgeschlossen. t

Mit dem folgenden Lemma bendtigen wir nicht mehr so viele Voraussetzungen, um £2-Konvergenz

zu folgern.

Lemma 4.6. Falls (£,)n>1 und <%) fallend sind mit

n>1
2
€n o
E — < oo und E —2 < o0,
n n?
n>1 n>1

so konvergiert (W,), in £2 gegen eine in 0 nicht-degenerierte Zufallsvariable.
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BEWEIS. Ziel dieses Beweises ist die Uberpriifung der Voraussetzungen des vorherigen Satzes.

Sei

2
def Jx
02@) =z <0%1{0§m<1} + ﬁl{x21}>

a?(n)

n2<

1. Fiir n € N gilt: 6*(n) = o7.. Insbesondere gilt wegen der Voraussetzung also 3_, -,

00.
0.2
2. @ = o} l{o<acry + ﬁl{le} ist fallend, da laut Voraussetzung @ fallend fiir n € N

und @ stetig in 1 ist.

Seil nun

~ def
é(x) = e1ljo<z<1y + € l{z>ny

Wir iiberpriifen die Voraussetzungen fiir Satz A.9 fir die Funktion xz£(zx). Diese ist positiv

zé(x)

sowie = £(z) fallend laut Voraussetzung. Auferdem gilt ¢, = £(n) fiir n € N und daher

wiederum wegen der Voraussetzung

ST e

n>1 n>1

das dquivalent ist zu
[e.e]

/@dx< 00.

i
1

D.h. mit Satz A.9 existiert eine Funktion e(x), d.d.

e(x) > &(x) Ve > 1, e(x) fallend, / @d:ﬁ < 00, we(x) konkav,
,

insbesondere £(n) > é(n) = ¢, fir n € N, sowie ) _, # < o0o. Damit sind alle Voraussetzun-

gen von Satz 4.5 erfiillt und damit ist der Beweis abgeschlossen. O

Bemerkung 4.7. Falls ¢, = O(log™*(n)) und ¢2 = O(nlog "(n)) fiir a,b > 1, dann sind die

Voraussetzungen fiir das vorherige Lemma 4.6 gegeben.
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Es stellt sich die Frage, ob 02 = O(nlog "(n)) fiir ein b > 1 auch tatsichlich eine untere
Schranke darstellt, also ausreichend klein gewéhlt ist. Kann man die Bedingungen fiir o2 ver-
schérfen, dass (W), trotzdem in £2 konvergiert? In der Tat kann man Lemma 4.6 verschérfen.

Wir geben zunéchst eine verschérfte Version von Satz 4.5 an.

Satz 4.8. Seien e(x) und o?(x) positive Funktionen mit

e ¢, <¢e(n), 02 < o?(n) fiir alle € N,

o c(z) und o*(x) fallend,

o xe(x) konkav.

Falls
e(n) a*(n)
E RN d E =\
<00 un <0,

n
n>1 n>1

so konvergiert (W,,), in £2 gegen eine in 0 nicht-degenerierte Zufallsvariable.

BEWEIS. Es ist offensichtlich, dass die Voraussetzungen fiir Satz A.9 fiir die Funktion zo?(z)

erfiillt sind. Dabei ist [[° Zdz < oo, weil 3., T

L < 00. Es ist somit bekannt, dass

xT

~ def 1
#(0) S (W perer + 1 (20 + [ (00t | 1oy

folgende Eigenschaften hat:

7 (z) > o*(z), =>1, (4.22)
52(x) fallend, (4.23)
26 (x) konkav, (4.24)

/ﬁpﬁ<m. (4.25)
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Aus (4.22), (4.24) und wegen o2 < o?(n) fiir n € N erhalten wir somit fiir n € N:
B(Z,03,) < E(Z00(Z0)) < B(Z05*(Z,)) < B(Z,) 62 (E(Z,)) (4.26)
Multipliziert man (4.26) mit »~™ auf beiden Seiten, so folgt
E(W,0%,) <E(W,)5*(E(Z.)). (4.27)

Damit schitzen wir E(W?2,,) ab. Sei n € Ny, dann gilt fiir ein § > 0

E(Wpi) =1 " E(Zam,)

<EW?2) +r " *E(W,0% )

< E(W?2) + r " 2E(W,) 62(E(Z,))
<EW?2)+r "% Z,6*(E(Z,))
<EW?) +r22,6%(E(Z,))

< Z4r7%2 )y 6 (E(Zy))
k=0

< Z3+r7%Zy Yy 5 (0r"), meN,, (4.28)
k=0
wobei die 2. Zeile wegen (4.3) gilt, die 3. Zeile wegen (4.27), die 4. weil (W,,),, ein Supermartingal
ist, die 5. aufgrund ™ > 1 und die letzte wegen Satz 3.5.

Fiir n — oo auf beiden Seiten von (4.28) ergibt dies

lim B(W?2,,) < Zg +17°Zy Yy 6°(6r") < o0,

n—00
n>0

=2

wobei die Endlichkeit aufgrund von Satz A.7 gilt (> 07(1") < oo und G%(x) fallend laut

n>1

der Voraussetzung). Damit haben wir wie im Beweis zu Satz 4.5 gezeigt, dass (W), in £2
beschrinkt ist, allerdings mit einer stirkeren Voraussetzung. Der Beweis, dass (W,,), in £

gegen eine in 0 nicht-degenerierte Zufallsvariable konvergiert, ist ab diesem Punkt identisch zu
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dem Beweis zu Satz 4.5. Es werden nur noch die Voraussetzungen fiir e(x) verwendet, also ist

der Satz damit bewiesen. O

Wie angekiindigt, mochten wir schliefslich auch Lemma 4.6 verschérfen. Die stirkere Version

erhalt man direkt mit Satz 4.8.

Lemma 4.9. Sind (¢,),>1 und (02),>1 fallend mit
Z oo und Z g—z < 00
n>1 n n>1 n

dann konvergiert (W), in £2 gegen eine in 0 nicht-degenerierte Zufallsvariable.

BEWEIS. Sei
def
o?(x) = 0%1{0§x<1} + 0[2,;511{3321}-

Da o2 fallend ist, ist auch o%(z) fallend fiir alle z. Aus 0%(n) = o2 fiir n € N folgt unmittelbar

o?(n)

mit der Voraussetzung, dass ), -, < 00. Damit sind alle Bedingungen an o?(x) im Satz

4.8 erfiillt. Die anderen Beweisschritte héingen nicht mehr von o%(z) ab, der Beweis ab diesem

Punkt ist identisch mit dem Beweis von Lemma 4.6. O

Bemerkung 4.10. Die Voraussetzungen des letzten Lemmas sind also erfiillt, wenn ¢, =

O(log™*(n)) und o2 = O(log™"(n)) fiir a,b > 1 gegeben ist.

4.3 £2-Konvergenz von (r~"F,), und (r—"M,),

Fiir diesen Abschnitt nehmen wir an, dass

52 Var(Fp) <oo und Var(My) < co.
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Satz 4.11. Die folgenden Bedingungen sind dquivalent:

o (r"Z,)n>1 konvergiert in £
o (r"F,)n,>1 konvergiert in £2
o (1 "M,),>1 konvergiert in £

BEWEIS. Wir zeigen zuniichst aus der £2-Konvergenz von (r~"Z,), die £*-Konvergenz von
(r="F,),. Sei also (W,,),, konvergent in £* gegen W, wobei W der P-f.s. Limes von (W,,),, P-f.s.

ist. Es ist aus Satz 3.3 bekannt, dass
Sn = TﬁnFn mo 7’71 E(FOl)Wn ]P)—f.S.,
d.h. es ist zu zeigen, dass S, 2 E(Fp;)W. Demnach gilt:

|50 — 1 P EFE)W|, < ||Sn — 1 E(Fo ) Wt + 77 E(Fo) Waoy — r  E(Fo) W,
S HSn - T‘_l E(F01)Wn—1H2 -+ T‘_l E(F()l) ||Wn_1 - W||2

2
Da vorausgesetzt wurde, dass W), =, W, verschwindet der letzte Term fiir n — oo. D.h., wir

miissen nur noch zeigen, dass der erste Term auch verschwindet. Wegen

Sn — 7’71 E(F(]l)Wn,l = TﬁnFn — Tﬁn E<F01>Zn71
Zn—l

=r " Z (Fn—l,i — E(F()l)), n e N,
i=1
gilt fiir n € N:

[0 = E(F) Wos
—E |(S — 7 'E(Fo) Wy )|

R (Zil (Fn_u — E(Fm)))

i=1

2
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B 2

=2 ZIP’(Zn_l =j)E (Zi:_l (Fn_u — E(Fm))) 1=

§>0 i=1

=2 ZIP) (Zn-1=J)E (i (Fn—l,z‘ - E(Fm)))

§>0 i=1

= T,—Zn Z]P) (Zn—l = j)] Val"(Fm - E(F()l))

Jj=0
=71 ?"E(Z,_1) Var(Fy)
=r "ol E(W, 1)

n—00

ST’inilO'%Zo — 0

Dabei gilt die 5. Zeile, da (F,,—1, M,,_1) unabhéngig von (F,_2, M,,_5) und die
letzte, weil (W,,),, ein Supermartingal ist (* Satz 3.1).
Der Beweis der Riickrichtung zeigt man auf &hnliche Weise, die anderen Implikationen sind

analog. O

Wir wollen abschliefend zeigen, dass ein BGWP mit der Paarungsfunktion (M1) unter der

Annahme von Daley’s Modell in £2 konvergiert. Setzen wir o> dof Var(Tpy), dann gilt:

Satz 4.12. Fir einen BGWP mit Paarungsfunktion ((z,y) = xmin(1,y) gilt unter Annahme
von Daley’s Modell:

Falls 0® < oo, dann konvergiert (W,,),, in £2 gegen einen in 0 nicht-degenerierten Limes.
Insbesondere konvergieren (r~"F,), sowie (r~"M,), in £* gegen einen in 0 nicht-degenerierten

Limes.

BEWEIS. Wir haben bereits berechnet (% Bemerkung 1.6 sowie der Beweis zu Satz 3.14) ,

dass
r=E(Fy) und &, =ag(a)" ¢ (a). (4.29)

Wegen g(a) < 1 ist (g,), monoton fallend sowie »_ -, < < oo. Damit fehlt nur noch die

Berechnung von o2 fiir n € N.
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Fiir s € [0, 1] sei g(s) = E(s™) und h;(s) = E(s?+' | Z,, = j) die erzeugende Funktion von T,

respektive 7,11 (gegeben Z,, = j). Wir wissen also, dass E(To;) = ¢'(1), sowie E(Tp (751 —1)) =

¢"(1). Unter Beriicksichtigung, dass ein Nachkomme mit Wahrscheinlichkeit o € (0, 1) weiblich

ist, ergiebt dies:

E(Fo1) = ag'(1)

E(Foi(For — 1)) = o’g"(1)
Unter Verwendung von (4.30) sowie (4.31) erhélt man

6° = Var(Fy) = E(Fy (For — 1)) + E(Fo) — (E(Fo))?
= a?¢"(1) + ag'(1) — a®g'(1)?
= a?¢"(1) + ?¢'(1) = a®¢'(1)* + (a — a*)g'(1)

=a’0® +a(l —a)d(1)

Da vorausgesetzt war, dass 0 < 00, so ist wegen (4.33) auch 62 < occ.

Es ist

0]2 =" Var(Zuy | Z, = j)

= M) + B (1) — K1), jEN,
und wegen Satz A.13
Pi(1) = ajg'(1) — ajgla)’ ¢/ (a)

und

P(1) = |G = Vg (112 +¢"(1) = (j = Dglay 2g'(a)? = gla)''g"(a)].

(4.30)
(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)
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so dass wir mit (4.34) und (4.32) folgendes erhalten:

02 = a?[(n—1)g/ (1) + ¢"(1) = (n = g(a)"%g'(a)?* = g(a)"'g" ()]
+alg (1) = gla)" g (@)] = a*n[g'(1)  g(a)" g/ (a)

= a?|(n = 1)g/ (1 + ¢"(1) = (n — g(a)"%g'(a)?* = g(0)"'g" ()]

+alg (1) = g(0)" g (a)] — a*ng'(1)* + 20%ng (1)g()" g/ (a)

=a’(n—1)g'(1)* + a’¢"(1) + ag'(1) — a’ng'(1)*
—ala(n = 1)g(a)"%¢/(@)* + ag(a)"g"(a) + gla)"¢'(0)

+ ang(@)*2g/(a)?| + 2a%ng (1)g(a)" g (a)

= 5%~ ala(n - 1)g(a)"%¢/(a)* + ag(a)"'g"(a) + g(a)" ¢ ()

Die Voraussetzungen von Lemma 4.6 sind damit erfiillt und der Beweis ist damit abgeschlossen.[]
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Anhang A

Definition A.1. Seien X,Y zwei Zufallsvariablen. X ist stoch. kleiner gleich Y, kurz

X <y, falls

gilt.

Definition A.2. Sei (€2, B(Ny),P) ein W-Raum und (X,,),>o diskrete Markov-Kette mit Zu-

standsraum Ny. Man nennt (X,,),, stochastisch monoton, falls fir alle j, k € Ny gilt:
P (Xt S F | X =) 2 P(Xup1 Sk | Xy = ji+1)
Definiere den Ubergangsoperator T auf dem W-MaR P durch:
TR0} = [P (s <3| Xy =) Plds) ¥y € No
Wir nennen T stochastisch monoton, falls (X,,),, stochastisch monoton ist.

Satz A.3. Sei (2, B(Ny),P) ein W-Raum und (X,)n>o eine diskrete Markov-Kette mit Zus-

tandsraum Ny und Ubergangsoperator T.

Dann gilt:
TP, <TPy fir alle W-Majfie Py, Py auf B(Ng) mit P1({0,...,y}) < Py({0,...,y}) Yy € Ny

<= T 1ist stochastisch monoton
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Beweis (¥ [4]).
Satz A.4. Ist (a,)n>0 eine superadditive Folge, d.h.
Amin Z A + Qn, Vm, n Z 07

dann existiert der Limes

(a = oo ist mdglich). Ferner gilt

BEWEIS. Sei (a,),>0 eine superadditive Folge. Dann ist (—a,,),>0 eine subadditive Folge, d.h.
—Qmin < =G + (—a,) Ym,n > 0.

Wende Satz 98 in [13, S. 23] fiir (—ay), an. Damit existiert

def ;. —a
b= lim “
n—oo n

und
b= inf O (— inf —%) = —sup%
n>0 N n>0 n n>0 N
(dabei ist b = —oo moglich), insbesondere

Satz A.5. Sei (X,)n>0 eine Markov-Kette auf (R*, B(R™)).
Seien pu(z) = E((Xp1 — X,)* | Xo =2 ), die k-ten Momente der Zuwichse. Falls A €

B(R™) und es existiert ein e > 0 d.d.
/"Ll(x) S —&, YIS Ac)

so gilt
E(inf{ln >0: X, € A| Xo=2x}) <

o8

, T EA°
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Gilt auflerdem

p(r) +x <oo, x€A,

so ist die erwartete Zeit des Besuchs von A gestartet in x € RT endlich:

E(inf{n >0: X, € A| Xg=12}) <

Beweis s. [14, Satz 7.1]
Satz A.6 (Martingalkonvergenzsatz). Sei (M,), ein (Super-)Martingal mit
supE(M, ) < oc.
n>0
Dann gilt
M," =% M P-fs.

mit M € £'. Insbesondere konvergiert jedes nicht-negative (Super-)Martingal P-f.s. gegen einen

endlichen Limes.

Beweis s. [11, Korollar 11.35, S. 325]

Lemma A.7. Sei f(x) positiv und monoton fallend. Dann gilt fir alle ¢ > 0 und m > 1:

Zf(cm")<oo<:>2@<oo

n>1 n>1

Beweis. s [9, Lemma 1, S. 42]

Lemma A.8. Sei f(x) eine auf R™ positive, fallende Funktion mit xf(x) steigend,
>

und fiir bestimmte m > 1, n > 0 sei (a,)n>0 €ine Folge von positiven Zahlen mit

lani1 — an| < an f(a,m").

Dann existiert der Limes lim,,_,, a, = a und eine Konstante zy, die nur von f und m abhdngt,

d.d. fir ag > zo der Limes a > 0 ist.
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Beweis s. |9, Lemma 2, S. 44]
Satz A.9. Ist f(x) eine positive Funktion mit

/()

T

/()

T

dr < o0,

fallend und /
1

so existiert eine Funktion f(x) mit

“\hz

(z) > f(x) Yo > 1,

°
[
By
2

monoton fallend,

° floo %dz < 00,

o f(z) konkav auf [0, 00)

BEWEIS. Der Satz wurde in [10, S. 53| zwar schon bewiesen, allerdings war der Beweis nicht

sehr ausfithrlich. Wir zeigen, dass

. t
f(ﬂ?) d:f l’f<1>1{0§m<1} + f(l) + / th 1{121}, X Z 0

1
alle im Satz genannten Eigenschaften erfiillt. Wir nehmen an, f sei differenzierbar. Ist dies nicht

der Fall, dann interpretiere f’ als die linksseitige Ableitung.

1. f(z) > f(x) fiir alle > 1:
Fiir x > 1 gilt unter Verwendung, dass @ fallend:

xT

Fo) = F(1) + / 4> ray + / 1)

t
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2. @ fallend:

Man sieht leicht, dass @ fiir x < 1 konstant, also fallend ist. Wir nehmen also wieder

an, es sei x > 1 und zeigen @ fallend <= f(x) > f(z) :

@ fallend < g <@> <0

T i T

Es gilt

0 (i) _ o (1 [ 1)
%<7>—% s [ Fa
= —% flz) + fif) é()

Da @ fallend ist fiir z < 1 und x > 1 und stetig in 1, gilt die Behauptung.

3. f%daz< 00:

=f<1>+/ 5 fT
%/%
+/f:c—fdx<oo,

wobei partielle Integration in der 3. Gleichung benutzt wurde.

4. f konkav auf R*:

Es geniigt zu zeigen, dass 22 fallend ist:
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of () f(1) falls0<z <1
Oz f(f) x>1
ist laut Voraussetzung fallend fiir z > 1 und stetig in 1, was den Beweis abschlieftt. [
Satz A.10. Firxz >0 undr > 1 gilt:
Zr_nl{:vﬁr"} < o0, speziell fir v > 0= O(x™ 1),
n>0
Z Tnl{x>rn} = O(l’),
n>0
Z ]-{x>r"} - 0(10g+($))
n>0
BEWEIS.
[log,.(x)] -1
n>0 n>[log, ()] n>0 n=0
1 1 — (Tfl)(logr(:vﬂ*l
T 1t 1—r-1
og, (1)1
o o 1 1
R D g = 0™
Auf die gleiche Weise erhélt man
Zr"l{x>rn} = Z rt = O(l‘)
n>0 n<|log,(z)]
und analog
Sl = > 1= llogH(z)] = Ollog™ (x)) =

n>0 0<n<|log} ()]
Satz A.11. Sei (X,,)n>1 eine Folge von integrierbaren Zufallsvariablen, und

sup E(] X,|P) < o0

n>1

fir einp > 1, so ist (X,), gleichmdfig integrierbar.
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BEWEIS. Setze ¢(t) o |t|” fiir ein p > 1 und wende Satz 11.20 in [11, S.311] an. O

Satz A.12. Sei (X,)n>1 eine Folge von F,-meflbaren Zufallsvariablen mit E(X,+1 | F,) = 0.
Falls 3, -, E(X7) < 00, s0 konvergiert

ZX" P-f.s. und in £'.

n>1
BEWEIS. Sei M, = >}, X, My = 0. Wegen der Voraussetzung erhilt man sofort, dass

E(M,) < oo fur alle n ist. Ferner gilt

E(Mpi1 | Fo) = E(My + X1 | Fn)

=M, +E(X,11 | Fn) = M,,
also ist M,, ein Martingal bzgl. F,,. Mit der Martingaleigenschaft folgt damit
E( Mo My) = E(E(My 1My | M) = E(M, E(Myy1 | M) = E(M2).
Dies impliziert sofort

E(X7) =E [(My — My—1)’] = E(M;) — E(M;_,),

n n

und schliefdlich

n

Y OEXE) =) (E(M) —E(Mg ) = E(M;).

k=1
Aus der letzten Rechnung folgt

E (IM,*) = B(M7) = > E(X}) <) E(X]) <oo, firallen>1,

k=1 n>1
insbesondere

sup E(|Mn\2) < 0,
n>0

da obere Abschitzung unabhéngig von n ist. Somit ist (M,), nach Satz A.11 gleichméfig
integrierbar und unter Anwendung von Satz 22.3 (% |2, S. 185]) konvergiert M,, — M., =
> ns1 Xn P-fs. und in £ fiir n — oo. O
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Satz A.13. Sei (Z,), ein BGWP mit Paarungsfunktion ((x,y) = xmin(1,y). Setze fir j € N
und s € [0, 1]

Dann gilt unter Annahme von Daley’s Modell
h(1) = ajg' (1) — ajg(a) "¢ (@)

und

2 [ 2 - —2 2 1
hi(1) = a’j [(J —1g'(1)"+¢"(1) — ( — Dgla) "¢ (a)” — g(a)’ g”(a)]-
BEWEIS. Sei s € [0, 1]. Fiir die Paarungsfunktion ist bereits bekannt (¥ [3]), dass
hi(s) =E (s | Zy=j ) =glas+1—a) —g(as) + g(a),
was
hi(s) = ajglas+1—a) g (as+1—a) —ajg(as) g (as) (A1)
impliziert. Unter Verwendung von g(1) = 1 erhdlt man
W(1) = ajg'(1) — ajg(a) g/ (a).
Weiterhin gilt:
9 [g(as +1—-a) g (as+1—a)
0s
— a[(j —Dglas+1—a)2¢(as+1—a) +glas+1—a) ¢ (as+1— oz)]

und

L lgtasyg'(as)] = (G ~ Dolas)y 2/ (as)? + glasP g (0s)]
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Zusammengesetzt ergibt dies:

" 2 i—2 2 i—1
hi(s) =a j|(j —Dglas+1—a) g (as+1—-a)" +glas+1—-a) " ¢g"(as+1-a)

— (= Dglas) %' (as)* = glasy g (as)] O

und daraus wiederum
2 (¢ 2 - j—2 2 i—1
hj(1) = o7 [(J = 1Dg'(1)° +¢"(1) = (j = Dg(e)“g'(a)” — g(a)’ g”(a)]-
Satz A.14. Sei f(x) eine nicht-negative, integrierbare und fallende Funktion. Dann sind
def
g(x) = /f(t)dt und
1
Vag(Vr)

konkav auf (1, 00).

BEWEIS. Zunéchst ist g differenzierbar und ¢’(x) = f(x) monoton fallend fiir x > 1. Somit
ist g(x) konkav fiir > 1. Sei nun ¢’ () und ¢/ (x) die linksseitige respektive rechtsseitige
Ableitung von g. Da g konkav ist, gilt ¢’ (z) > ¢/ () fiir x > 1. Sei h(z) & /2g(\/Z). Somit
gilt

was die Behauptung zeigt. O
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Listing A.1: R-Quellcode der Simulationen

Ml <— function(x,y) {
return (min(x,y))

}

M2 <— function(x,y) {
return (x*min(1,y))

}

M3 <— function(x,y) {

return(x)

BGWP <— function (n=50,z="M1" ,lambda=1.0,Z0=30,max—=300,path="/" ;sims=1) {
# n: Anzahl der Generationen

# z: Paarungsfunktion

# lambda: Poisson(lambda) Verteilung

# Z0: Startwert

# mazx: Simulation bis hoechstens Zn = max

# path: Pfad des Ordners, wo die Simulationen abgelegt werden

# sims: Anzahl der Simulationen

if(n <= 0 || lambda <= 0 || Z0 <= 0 || max < Z0 || sims < 1)
return (NULL)
if (z — "M1")
zeta <— Ml
else if (z — "M2")
zeta <— M2
else if (z =— "M3")
zeta <— M3

else
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return (NULL)
if(!file.exists(path))
dir . create (path)
folder <— paste(path,z," " lambda," ",Z0," " n,"/" sep="")
if(!file.exists(folder))
dir.create(folder)
setwd ( folder)
print (paste("Simuliere ", sims," Pfade mit der Paarungsfunktion ", z
,", lambda=" /lambda,", Z0=",Z0,sep=""))
for (i in 1:sims) {
sim <— ¢(0,Z0)
# Ziel: sim = (0,720, 1,71, 2,Z2, ..., n,Zn)
if (sims > 1)
print (paste(i,". Simulation:" 6 sep=""))
print (paste("Z0=",Z0,sep=""))
for (j in 1:n) {
if (sim[2%j| =— 0) break
# Breche Simulation ab, wenn sim[2%j]|=Zj=0
Fn <— rpois(sim[2x*j],lambda)
# Generierung von Zj ZVen mit Verteilung ~Poi(lambda

). Fnlk] (1<=k<=Zj) gibt die Anzahl der weiblichen Nachkommen des k—
ten Paares in der j—ten Generation an.

Mn <— rpois(sim|[2x*j],lambda)

Zn <— zeta (sum(Fn) ,sum(Mn))

if (Zn <= max) {
sim <— c(sim,j,Zn)

print (paste ( nzn ,j , n_n ,Zn, sep:" " ) )
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#

FH K KR H KR W %

else
break
}
sim <— matrix (sim,ncol=2 nrow=length (sim)/2,byrow=TRUE)
write.table(sim, file=paste (" Simulation" i, sep="") ,row.
names=F, col .names=F)

}

setwd (path)

Beispiele :

Folgende Aufrufe sind aequivalent :

1) BGWP(50, "M1", 1.1, 30, 100, "/", 3)

2) BGWP(n=50, z="M1", lambda=1.1 ,Z0=30, max=100, path="/", sims=3)
3) BGWP(path="/", Z0=30, z="M1", mazx=100, n=50, sims=3, lambda=1.1)

1) BGWP(n=50, z="M2", lambda=1.1)
2) BGWP(n=50, z="M2", lambda=1.1, Z0=30, max=300, path="/", sims=1)
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