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Einleitung

In dieser Arbeit ist das Untersuchungsobjekt eine stochastische Rekursionsgleichung der Form
Yorir=a,Yn+b,, n>0.

Man nennt diese auch eine zufillige Differenzengleichung.

Goldie hat in [14] im Falle einer Folge von unabhingigen, identisch verteilten Zufallsvekto-
ren (ay,by)n>0 gezeigt, dass eine stationdre Losung der obigen Gleichung unter bestimmten
Voraussetzungen existiert und das Tail-Verhalten dieser Losung untersucht. Ist die Bedingung

P(|bg —c(1 —ap)| > €) >0 firallec € Rundein € >0,

erfiillt, kann ein Potenzgesetz-Verhalten konstatiert werden, d.h. es existiert eine positive Kon-
stante C und A > 0 mit

PPy > 1) Z5

wobei Y die stationire Losung bezeichnet.

In dem von uns behandelten Fall ist (ay,b,),>0 ebenfalls stationidr und ergodisch. Anders als
bei Goldie wird vorausgesetzt, dass (a,),>0 eine stationire, aperiodische, positiv rekurrente
Markov-Kette bildet. Ferner sind (a,),>0 und (b,),>0 unabhingig voneinander. Fiir Teilresul-
tate reicht uns diesbeziiglich auch eine schwichere Bedingung. Weiter setzen wir voraus, dass
die Markov-Kette (a,),>0 nur einen endlichen Zustandsraum & besitzt und ein A > 0 existiert,
so dass 1 der grofte Eigenwert der Matrix diag(|e;|*,i € &)PT betriigt. P bezeichne dabei die
Ubergangsmatrix der Markov-Kette. Wir werden zwei verschiedene Zustandsriume studieren.
Einmal ist & C R~ und das andere Mal ist £ C R*, £ NR_. £ 0 und & NR~ # 0.

Zuerst suchen wir nach Bedingungen, die uns die Existenz einer stationdren Losung der zufil-
ligen Differenzengleichung sichern und formulieren die Hauptresultate iiber das Tail-Verhalten
der Losung.

In Kapitel 2 leiten wir je nach Art des Zustandsraumes eine Matrix-Erneuerungsgleichung her,
die von einer Funktion gelost wird, von deren asymptotischem Verhalten, welches uns die
Anwendung eines zu beweisenden Matrix-Erneuerungstheorems liefert, wir auf das der Tail-
Wahrscheinlichkeit der stationdren Losung obiger Rekursionsgleichung schlieen konnen.
Kapitel 3 behandelt den Fall & C R.. Wir werden zum einen mit Hilfe von Matrix-
Erneuerungstheoremen eine explizite Gestalt der Grenzwerte herleiten und zum anderen ein
auf die veridnderte Ausgangssituation angepasstes Vorgehen von Goldie verwenden. Unter den
von uns gemachten Voraussetzungen ergibt sich dann ein Potenzgesetz-Verhalten, falls b fast
sicher konstantes Vorzeichen oder einen einseitig unbeschrinkten Tréger besitzt.

Dem Fall & C R*, £ NR. # 0 und & N R~ # 0, wird das Kapitel 4 gewidmet.



Einleitung

Notation

In diesem Abschnitt werden nicht iibliche Notationen eingefiihrt und erklirt, von denen an-
schliefend Gebrauch gemacht wird.

Die Menge R> bezeichnet alle reellen, nicht-negativen Zahlen und entsprechend sind die Men-
gen R<, R und R definiert. R* bezeichnet die Mengen der reellen Zahlen ausschlieBlich der
0.

Zur Abkiirzung werden wir oftmals fiir kK < n die Schreibweisen Xj., := (Xg,...,X,) fir Zu-
fallsvariablen und xy.,, := (X, ...,X,) fir reelle Zahlen benutzen. Fiir k > n nehmen die Indizes
innerhalb des Tupels jeweils um 1 ab statt zu.



1 Stationare Losung und
Hauptresultate

Gegeben ist die zufillige Differenzengleichung

dabei beschreibt (a,,b,),>0 eine Folge von Zufallsvektoren auf einem beliebigen Wahrschein-
lichkeitsraum, dessen Wahrscheinlichkeitsmaf wir mit P bezeichnen. (a,),>0 bildet eine positiv
rekurrente, aperiodische, stationdre Markov-Kette auf einem endlichen reellen Zustandsraum
und (b,),>0 eine Folge unabhingiger, identisch verteilter ZufallsgroBfen. Wir nehmen o.E. an,
dass (ay),>0 irreduzibel ist, da transiente Zustinde unter der stationdren Anfangsverteilung kei-
ne Masse tragen.

Wir interessieren uns fiir das asymptotische Verhalten der Tail-Wahrscheinlichkeit P(|Y;| > ),
wobei Y] eine stationdre Losung von (1.1) bezeichne.

Den Anfang bildet die Suche nach Bedingungen, die die Existenz einer stationdren Losung von
(1.1) liefern. Dabei konnen wir o.E. die Gleichung

Ypi1 = an¥y+by, neZ, (1.2)

untersuchen. Denn offenbar ldsst sich aus einer stationdren Losung von (1.2) eine stationédre
Losung von (1.1) finden. Fiir die Umkehrung sei (Y;),>0 eine stationdre Losung von (1.1). Mit
Lemma A.1 folgt, dass (Y,,an,b,)n>0 stationir ist. Vermoge des Konsistenzsatzes von Kolmo-

(Y,,b,t5)

gorov lisst sich deshalb ein Mal [P "¢Z konstruieren, so dass fiiralle k € Z, n > 0

ngk/:ld—n ’b;c:k+n 7a;<:k+n) — IP)(YO:n ,bo:y 7aO:n) .

Damit gilt insbesondere fiir alle n € Z

Py (Y, =a,Y,+b),) =P(Y; =agYy+bo) = 1.

n

Somit haben wir eine stationére Losung (Y,)),cz von (1.2) konstruiert.
Im Folgenden bezeichnen wir mit P das MaB unter dem (ay,, b, ),c7, stationdr ist.

Es bleibt die Frage zu klidren, wann eine stationdre Losung von (1.2) existiert. Unter der Annah-
me, dass

Eloglag) <0 und Elog™ |bg| < oo,

(log0 := —o0) erfiillt ist, konnen wir diese beantworten.



1 Stationdre Losung und Hauptresultate

Theorem 1.1 Unter den gemachten Voraussetzungen existiert eine fast sicher (f.s.) eindeutige
stationdre Losung der Gleichung (1.2) gegeben durch

[e55)

!
Yo=Y (kI:Ilan—k> bp_i-1, ne€Z, (1.3)

=0

und diese ist f.s. reellwertig.
Beweis: Zuerst zeigen wir, dass die Reihe auf der rechten Seite von (1.3) f.s. absolut konvergiert.

Damit ist dann Y, wohldefiniert und f.s. reellwertig. Da mit (a,),cz auch (log|ay|),cz ergodisch
ist, ergibt Anwendung des Birkhoffschen Ergodensatzes (siehe Korollar A.3), dass

1 1
lli_)rzlojkgllog|an_k| =Elog|ag| < 0 f.s. (1.4)

Mittels der Markov-Ungleichung gilt fiir beliebiges € > 0

+ -
P(logl\bﬂ ZS) :P(logl|bl\ Z8> < IEllo%8 |bo| e

Daraus erhalten wir

log |b log|b
0= limsupIP< 08 || 28> = lim]P(sup 08 |bn| 28)

[—o0 n>l n [—oo n>l n
log |b
:P(limsup og|b] 28>,
Ise L

insbesondere limsup;_, ., % log|b,—;—1| <0 f.s. Zusammen mit (1.4) folgt

l Ui 1/
lim sup {log (H lan k|- |bn11|> } = limsup7 ( Z log |a, |+ log ]bnll\) <0f.s.

[—o0 k=1 [—o0 k=1

Daraus ergibt sich wiederum

/ 1/i
limsup(H\ank|-\bn11|> <1 fs.

[—o0 k=1

Anschlielend folgt die Konvergenz der Reihe aus (1.3) mit dem Wurzelkriterium fiir Reihen.
Als nichstes vollziehen wir nach, dass (Y;),cz stationdr ist. Y, ist eine messbare Funktion von
(an,by)nez. Setzen wir stattdessen (a4 1,b,+1)nez €in, so erhalten wir

o l

Z (Hanﬂfk) by =Yuy1.

=0 k=1

Da (ay, by )neyz stationdr ist, leitet man daraus (Y, ..., Yiip) 4 (Yest, o Yianer) firn>1,k€Z
und damit die Stationaritit von (Y;),cz ab.
(Yy)nez bildet eine Losung von (1.2), denn (das leere Produkt setzen wir als 1)

0 l
anY, + by :an(z (Han—k)bn—l—l) + by,

=0 \k=1



1 Stationédre Losung und Hauptresultate

I+1
(Han-i-l—k >bn—l—l +b,

5

oo l

Z (Han-i-l—k >bn—l +by
=1 \k=1

Yt

Angenommen es gibt eine weitere stationdre Losung (yy),cz. Dann gilt
’Yn_yn’ - ‘an 1‘ : ’Yn 1 —Yn— 1’ =

H’an il [Yn—1 =Yl

l

’an k‘ ’Yn l‘+H‘an k| b’n l‘ (15)
=1 k=1

Aus (1.4) leiten wir

I !

1 =300
[Tlan—l = {exp(7210g|ank\)1 %0 fs. (1.6)
k=1 k=1

ab. Mit dem Satz von Slutsky folgt aus der Stationaritéit von (Y;,),cz bzw. (y,)ez und (1.6)

1 l
P P ..
[Tlan—l 1Yt =0 und  []lan—l-lyn—i| =0 fiirl— oo, (1.7)

Zusammen mit (1.5) ergibt sich nun fiir beliebiges € > 0

[ [
|00
P(% 3l > €) <P( [Tl Hocd > &) +B( [Tlenil- bt > ) =250,

k=1 k=1

und daraus die fast sichere Gleichheit von Y, und y, fiir n € Z. O]

Fortan bezeichnet (Y;),c7z die f.s. eindeutige, stationidre Losung. Wie bereits erwéhnt interes-
sieren wir uns fiir das asymptotische Verhalten der Tail-Wahrscheinlichkeit dieser Losung, d.h.
P(|Y1| > t) fiir t — co. Wir beschrinken uns auf den Fall P(ag = 0) = 0 und P(by # 0) > 0. Der
Fall by = 0 f.s. ist trivial, denn nach (1.1) gilt dann Y; =0 f.s.

Des Weiteren werden wir zwei mogliche Arten von endlichen Zustandsraumen der Markov-
Kette (a,)ncz untersuchen. Wir bezeichnen den Zustandsraum mit & := {ey,...,e,}.

Fiir eine p x p Matrix A bezeichne p(A) deren betraglich grofiten Eigenwert auch Spektralra-
dius genannt. Ferner definieren wir

Py = diag(]e;|*, 1 <i < p)PT,

wobei P die Ubergangsmatrix von (a,),cz ist. Wir werden in Proposition 2.9 sehen, dass wegen
Elog|ap| < 0 und Konvexititsargumenten entweder ein A > 0 mit p(P;) = 1 existiert oder
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p(Py) < 1 fur alle o > 0. Zum letzteren Fall sei nur erwéhnt, dass unter Annahme der Existenz
von E|bg|* < oo fiir ein o > 0 mit Lemma 3.1 folgt, dass E|Y;|% < o gilt. Weiter liefert dann
die Markov-Ungleichung
E[Yi|*

tOC

P(1i]>1) <

und somit kénnen wir aussagen
PP(|1i| > 1) 2 0.

fiir alle 8 < a.
Von nun an beschiftigen wir uns mit dem Fall, dass ein A > 0 existiert mit p(P;) = 1. Die
folgenden zwei Theoreme gilt es in dieser Arbeit zu beweisen.

Theorem I Sei (ay,),cz eine irreduzible, aperiodische, stationire Markov-Kette mit Zustands-
raum & ={ey,...,ep} C R+, p > 2, Ubergangsmatrix P und stationdirer Verteilung . (by)nez,
sei eine Folge unabhdingiger, identisch verteilter Zufallsgrofien, die nicht degeneriert in O sind.
Falls erfiillt ist, dass
(i) (bp)nez und (ay)ney, voneinander unabhdngig sind,
(ii) Elog|ap| < 0 und Elog™ |bg| < oo,
(iii) die Zahlen log|e|,...,log|e,| keine ganzzahligen Vielfachen derselben Zahl sind,
(iv) ein A > 0 existiert, so dass p(Py) =1,
(v) ein 0 > 0 existiert, so dass E|b0|)“+6 < oo,
(vi) by f.s. konstantes Vorzeichen oder einen einseitig unbeschrdankten Trdger besitzt,
dann gilt fiirx € {—1,1}
APy > 1) 2 Lix),

wobei L(—1)+L(1) > 0.
Falls by > 0 f.s. ist, so folgt L(1) > 0 und L(1) = 0. Ist by < 0 f.s., ergibt sich L(—1) > 0 und
L(1)=0.

Wir definieren
Gn:=o0(ag,...,a—,), n>0.

Falls by f.s. konstantes Vorzeichen besitzt, reicht es in obigem Theorem aus, statt die Giiltigkeit
von (i) zu fordern, dass b_(n41) unabhingig von G, fiir alle n > 0 ist. Wegen der Stationaritéit
ist dies dquivalent dazu, dass b,_; unabhingig von (ay)i>, fiir alle n € Z ist.

Theorem II Seien (ay),cz und (by,)ncz vorausgesetzt wie in Theorem I, bis auf dass & C R,
wobei ein 1 <1 < p—1 existiere mit ey, ...,e; > 0und eyy,...,ep, <0. Weiter sei b_, 1) sei
unabhdngig von G, fiir alle n > 0. Falls neben den Bedingungen (ii) bis (v) aus Theorem I erfiillt
ist, dass P I-irreduzibel ist (siehe Defintion 4.1), so gilt L(—1) = L(1).

Des Weiteren leiten wir sowohl fiir den Fall einer [-irreduziblen als auch fiir den einer /-
reduziblen Matrix P eine Gestalt von L(—1) und L(1) her.
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Wir werden eine explizite Gestalt der Limiten von t*P(xY; > t) fiir t — oo und x € {—1,1}
herleiten. Der Ansatz basiert auf der folgenden Proposition.

Proposition 2.1 Fallst™! [} YAP(xY) > y)dy ~ C fiir t — oo und eine positive Konstante C, dann
gilt
*P(xY, > 1) ~C.

Beweis: Sei b > 1 und ¢t > 0. Es gilt

bt bt
bl—i—l 1
QL——l—ltkPOCYl >t)=t""! /y;L]P’(xYl >1)dy >1"! /yA]P’(xYl > y)dy
t t
~C(b—1).
Daraus ersehen wir b1
.. A —
>C—m8M—
hzrgglf t"P(xY; >1t) > Cb/l+l — (A+1)

fiir b > 1. Weiter folgt

. b—1 I"Hospital .. 1
lim C——(A+1 = lim C——(A+1)=C.
b1 bATI -1 ( ) bl (A +1)b ( )

Resultierend ist giiltig
liminf *P(xy; > 1) > C.
—>00

Analog erhalten wir die gewiinschte Abschitzung fiir den Limes superior durch Betrachtung

von
1 — b),Jrl

A+1
fiir 0 < b < 1 und damit die Behauptung. 0

APy > 1)

2.1 Matrix-Erneuerungsgleichung

Die Grenzwerte von t*P(xY; > 1) und exp(—t) [5 xp(1) y*P(xY; > y)dy fiir t — oo stimmen nach

Proposition 2.1 iiberein. Letztere Gestalt, d.h. # und ¢~ ! ersetzt durch exp(¢) und exp(—t), wird
den Nutzen haben, dass eine mit diesem Term in Verbindung stehende Funktion eine Losung
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einer Matrix-Erneuerungsgleichung bildet.
Wir definieren fiir (x,7) € {—1,1} xR

exp(t)
p
) imexp(—) [ FPGH > y)dy = Y ZiGxn)
0 i=1
2.1
exp(t) 1
mit  Z;(x,1) := exp(—t) / YP(xY) > y,a0 = ¢;)dy.
0

Aus den Z; werden wir eine Funktion definieren, die eine Matrix-Erneuerungsgleichung erfiillt
und mit Hilfe der Matrix-Erneuerungstheoreme aus dem nichsten Abschnitt erhalten wir den
Grenzwert von z(x,1) fiir t — oo. Der Begriff einer Matrix-Erneuerungsgleichung erklért sich im
Laufe der néchsten Seiten.

F = (F;j)i<i, j<p bezeichne eine Matrix, deren Eintrége Verteilungsfunktionen sind, d.h. die Ein-
trige sind monoton wachsende, rechtsseitig stetige Abbildungen von R nach R> mit Grenzwert
0in —oo,

Wir fithren ein verallgemeinertes Faltungsprodukt ein.

Definition 2.2 Sei r > 1 und H eine p x r Matrix, deren Eintrige Borel-messbare Funktionen
sind. Dann definieren wir das Faltungsprodukt F x H durch

P
(F«H)j(t) =Y, /ij(t—}’)Fik(d)’)
k=1

firl <i<p 1<j<rundt e, sofern die Integrale existieren.

Das Faltungsprodukt von zwei p X p Matrizen muss fiir p > 2 nicht mehr kommutativ sein.
AuBerdem ist das Faltungsprodukt assoziativ, d.h. fiir ' und H wie aus obiger Definition sowie
einer weiteren Matrix von Verteilungsfunktionen G gilt

(GxF)xH=Gx(F«+H),

sofern definierbar. Wir rechnen nach:

(GF)» () = Y. [ Hj(t—) (G F)aay

Die n-fache Faltung von F' definieren wir durch

F*0 (1) := (F « F*"= 1) (1)



2.1 Matrix-Erneuerungsgleichung

und

E, >0
F*O ) .= {0 o (2.2)

Letztere Matrix bildet das neutrale Element bzgl. der definierten Verkniipfung, deswegen be-
zeichnen wir dieses im Anschluss als E*),
Fiir Borel-messbare Funktionen f werden wir von der Schreibweise

[sora = ( [soma)

Gebrauch machen.
Nun kommen wir zur Herleitung einer Matrix-Erneuerungsgleichung. Aus Y| = agYy + bg ergibt
sich
P(xY1 > y,a0 = e;) =P(xapYy +xbo > y,xapYy > y,ap = e;)
+ P(xaoYo +xbo > y,xao¥o < y,ap = e;)
=P(xapYy > y,a0 = ¢;) — P(xapYy + xbg < y,xapYp > y,ap = e;)
+ P(xagYo + xbg > y,xapYy < y,ap = e;)
=P(xaoYy > y,a0 = e;) + Wi(x,y).

Dabei bezeichne fiir 1 <i<p
Vi(x,y) :=P(y —xby < xapYp < y,a0 = e;) —P(y <xagYp <y—xbg,ap = e;).

Durch die Definition von

exp(t)
sler)i=ep(-0) [ Fuilndy 23)
0
lasst sich notieren
exp(t)
Zi(x,t) = exp(—t) / YV P(xagYy > y,a0 = ¢;)dy+ gi(x,1) fiir (x,1) € {—1,1} x R.
0

Mit der Substitution ¥ = 2~ = y-exp(—log|e;|) erhalten wir

leil

exp(t)
exp(—t) / YMP(xagYy > v, a0 = e;)dy
0
exp(t—logle;|)
—eiftexp(~(t~Togled)) [ yPlsen(ve)¥o > ya0 = ei)dy
0

Anschlielend bendtigen wir den Fall n = 0 des folgenden Lemmas. Die Aussage fiir beliebiges
n wird spéter noch verwendet.
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Lemma 2.3 Fiir alle n > 0 gilt

n+1 P
P<sgn xe; (Hal k)Y >y,a0—el) :ijiP’(sgn xe; (ch k)Yl n>y,a0—e])
j=1

Beweis: Es gilt

n+1
P(sgn xe; (Hm k)Y >y,a0—e,)
k=2
p n+1
Z (sgnxe (Hal k)Y >y,a0 = e,,alzej)
j=1 k=2
p n+1
Z (o—e, sgn(xe; (Ha1 k)Y >vy.a 1:ej)
j=1
n+1
P(sgnxe (Hal k)Y >y‘ l—ej)n(ej)
n+1
:Z P(sgnxe (Ha1 k)Y >y‘a l—e])n'(ej)
:ZpJIP’(sgnxe (Hal k)Yl n>y
p
:ZpJIP’(sgn xe; (Hal k)Yl n>y,a0—ej)

k=1

ap = e]> nt(e;)

Beim dritten Gleichheitszeichen haben wir die Markov-Eigenschaft von (a,),cz benutzt und
dass o(Y_,) C 6(a_g,b_r,k > n) gilt. Beim 4. Gleichheitszeichen geht ein, dass Y_,, eine mess-
bare Funktion von (a_x,b_g)x>, ist und dass

planba)nezla—y _ planiibatinezlao  pao_g g
d .
wegen (anabn)neZ = (an+17bn+l)n€Z gﬂt~ O

Wir betrachten nun erst den Fall & C R~. Mit der Aussage des obigen Lemmas im Fall n = 0
ergibt sich

exp(t—loge;)
Zi(x,t) = el’-lexp (t —loge;) Z pji / y’IIP’(xYl > y,a0 = ej)dy+gi(x,t)
0
p
=} Z pjiZi(x,t —loge;) +gi(x,1) 2.4)

.
I
—_



2.1 Matrix-Erneuerungsgleichung

wobei
F(t) = (Fij(t))lgi,jgp = (e?pji]l[loge,-,oo)(t)) 1<i,j<p" (25)

Schreiben wir Z := (Z,...,Z,)" und g := (g1,...,8p) ', so ldsst sich das Gleichungssystem
aufgestellt durch (2.4) fiir 1 <i < p in der folgenden Matrix-Erneuerungsgleichung zusammen-

fassen
Z(x,t) = F xZ(x,t) + g(x,1). (2.6)

Im Fall & C R* sind eq,...,e; > 0 und e;1q,...,e, < 0. Um wieder auf eine Matrix-
Erneuerungsgleichung zu stofen, definieren wir fiir 1 <i < p

exp(1)

TZi(1) := Zi(1,1) = exp(—1) / YP(Y1 > y,a0 = e;)dy
0
exp(t)
und  “Zi(t) i= Zi(—1,1) = exp(—1) / VB(—Y) > y,a0 = e)dy.
0
Damit ergibt sich analog zum positiven Fall
exp(t)
tZi(t) =exp(—t) / y’lIP’(a()Yo > y,a0 = ¢;)dy+gi(1,1)
0
exp(t—log|e;|)
—leiffexp(—(t—loglei)) [ yPlsen(enYo > a0 = ey -+ gi(1.1)
0
» exp(t—log|ei])
—leerp(~(t~Toglel) Y pi [ YPlsen(e)Vs > va0=e))dy+gi(l.1)
Jj=1 0
B lei|* Z§:1PJi+Zj(t_lOg’eiD +gi(l,r), furl <i<lI 0.7
|€,")”Z?:1 Pji_Zj(t — lOg ’€i|) —|—gi(1,l‘), firl+1<i< p. '
Entsprechend erhalten wir
(1) = el Xy pjim Zj(t —loglei]) +gi(—1,1), fiir 1 <i<l 2.8)
’ leil* T2y pjitZi(t —logleil) + gi(—1,1), fiirl+1<i<p. '

Sei J; := [log|e;|,00) fiir 1 <i < 2p, wobei i := i mod p. Dann definieren wir eine 2p x 2p
Matrix von Verteilungsfunktionen F' durch

le/* p7ly (1), falls1<i<lund1<;<p,
~ oder/+1<i<p+/lundp+1<j<2p,
' oder p+1+1<i<2pund1<j<p,

0, sonst.



2 Grundlagen

Ferner bezeichne F die p x p Matrix von Verteilungsfunktionen mit Eintriigen
(1) = lei* Pl gl o) (1
! il Pjitloglei|,e)\)-

Zur Veranschaulichung von F betrachte man:

(Fijh<i<i, 1<j<p 0
ﬁ: 0 (Ez>l+1§i§p, 1<j<p
5 0 (Fijh<i<i, 1<j<p
(Fij)i1<i<p, 1<j<p 0

Weiter setzen wir Tg;(¢) := g;(1,1), ~gi(t) := gi(—1,1),
Z:=2,....,7 2y, Z1,...,7Z,)"

und
gz: (+g17"'>+gp77gl>-~-,7gp)—r‘
Nun lassen sich die Gleichungssysteme (2.7) und (2.8) zusammenfassen in

Z(t)=F«Z(t)+g(1).

2.2 Matrix-Erneuerungstheoreme

Im vorherigen Abschnitt haben wir gezeigt, dass es reicht, das asymptotische Verhalten der
Funktion z(x,1) = exp(—t) [5" ) y*P(xY; > y)dy zu studieren. z(x,?) ist die Summe von Kom-
ponenten der Funktion Z bzw. Z. Letztere Funktionen sind wiederum Losung einer Matrix-
Erneuerungsgleichung. Dieser Abschnitt ist der Herleitung und Formulierung von Matrix-
Erneuerungstheoremen gewidmet, die uns spiter das asymptotische Verhalten der Komponenten
von Z bzw. Z liefern wird.

F bezeichne eine Matrix von Verteilungsfunktionen. Wir definieren die zu F gehorige Matrix-
Erneuerungsfunktion durch

U@t):= Y F().

n>0
Wir werden die folgende Eigenschaft fiir F(eo) benttigen.

Definition 2.4 Eine reelle, nicht-negative, irreduzible Matrix A mit p(A) = 1 nennen wir quasi-
stochastisch.

Sei F(e0) also quasi-stochastisch. Nach dem Theorem von Perron-Frobenius A.5 existieren bis
auf skalares Vielfaches eindeutige positive, links- und rechtsseitige Eigenvektoren u und m zum
Eigenwert 1, d.h.

u'F(eo)=u' und F(co)m=m.

10



2.2 Matrix-Erneuerungstheoreme

Wir normieren u und m, so dass

M~

p
mi=1 und Y wm;=1. (2.9)
1 i=1

~.

Zur Herleitung erneuerungstheoretischer Resultate bendtigen wir Theorie iiber Markov-
Random-Walks, da wir beim Studium einer Matrix-Erneuerungsfunktion einen Bezug zu
Markov-Erneuerungsfunktionen herstellen werden. Wir beschrinken uns auf den Fall diskre-
ter Modulation.

Definition 2.5 Sei (S,P(S)) ein diskreter messbarer Raum mit S = {1,2,...} und (M, X,)n>0
eine zeitlich homogene Markov-Kette mit Zustandsraum (S x R,P(S) ® B(R)), so dass
(My41,Xn+1) bedingt unter (My,X,,) nur von M, abhdngt. Die Matrix Q mit Eintréigen q;; ,de-
finiert durch

qij(t) =P(My 11 = j, Xp11 <t|M, =i), teR,

heifit Semi-Markov Matrix. Wir bezeichnen die bivariate Folge (M,,X,)n>0 als Markov-
modulierte Folge und (M,,),>0 als deren Steuerkette.
Sei Sy := Y p_oXi fiir n > 0. Dann heifst (My,,S,)n>0 Markov-Random-Walk (MRW).

Bei einer solchen Konstruktion eines stochastischen Prozesses bleibt neben dem Ubergangskern
die Anfangsverteilung zu spezifizieren. Das Maf definiert durch den Ubergangskern und einer
Anfangsverteilung v schreiben wir als P,.. Des Weiteren bezeichne

Pi() :=P(-|Mo = i).

Gegeben einen MRW miit positiv rekurrenter Steuerkette bezeichne & deren eindeutige statio-
nére Verteilung. Wir nennen EgX; die stationére Drift des MRWs.
Wie auch in der iiblichen Erneuerungstheorie miissen wir nach einem Gittertyp unterscheiden.

Definition 2.6 Wir nennen eine p x p Matrix von Verteilungsfunktionen F gitterverteilt mit
Spanne d > 0, falls d die grofite Zahl ist mit:

(i) Fiir alle i # j ist der Triger von F;j enthalten in einer Menge der Form 9;;+dZ, 9;; € R.
(ii) Fiir alle 1 <1i < p ist der Triger von Fj; enthalten in der Menge dZ.

(iii) Seien t;j, t j und ty Triigerpunkte von Fij, Fiyx bzw. Fy, so gilt t;j +1tj —ty € dZ.
Andernfalls nennen wir F nicht-gitterverteilt und 0 die Spanne des Gitters von F.

Um diese auf den ersten Blick nicht besonders einsichtige Definition nicht unmotiviert zu ge-
ben, sei erwédhnt, dass im Fall p = 1 und einer Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion F fiir
eine Losung Z der Gleichung Z = F % Z eine Dichotomie im Verhalten von Z zwischen F git-
terverteilt und F nicht-gitterverteilt gilt. Diese Dichotomie bleibt im Fall p > 1 fiir eine Matrix
von Verteilungsfunktionen F mit p(F(e0)) = 1 mit der obigen Defintion erhalten (siche Theo-
rem 2.1 aus [7]).

Zur Verkiirzung der Formulierung asymptotischer Resultate bei Unterscheidung zwischen ¢t €
dZ undt € R fithren wir die Schreibweise

{hm,%, f(t), fallsd=0

d-lim (1) :=
M= iy o f(nd), falls d >0

f—3o0

11



2 Grundlagen

ein. Aus [1] formulieren wir unter Vereinfachungen fiir unsere Situation - aber unter Beriick-
sichtung des gitterverteilten Falls - folgendes Theorem:

Matrix-Erneuerungstheorem I Sei F eine p X p Matrix von Verteilungsfunktionen, F(oo)

quasi-stochastisch und
p P
pi= X Y mi [ i) >0 (2.10)
j=li=1

Die Spanne des Gitters von F betrage d. Dann gilt

o0

1
d-1im (U * g)( HZm,uJ/gJ YAu(dy)
und d;ErPM(U*g)i( )=0

fiir jede Funktion g :{1,...,p} xR — R, so dass g(i,-) =: gi(-) fiir alle 1 < i < p direkt
Riemann-integrierbar (d.R.i.) ist. In diesem Fall nennen wir auch g d.R.i.
Beweis: Wir setzen D := diag(m;,1 <i < p). Durch

A(t) =D 'F(1)D

wird dann eine Markov-modulierte Folge (M, X, ),>0 mit Zustandsraum

{L....p} xR, P({L,....,p}) ©B(R))
definiert, d.h.
P(Mys1 = o Xogr < 1My = 1) = —2Fyj (1) = Ay (1)

firallen >0,1<i,j<pundteR. Sei (My,S,),>0 der zugehdrige MRW. Weiter definieren
wir fiir 1 <1, j < p die Erneuerungsfunktionen

Vij(t) := Ei( Y 1{M,,=j,S,,§t}) Y Pi(M, = j, S, <1).
n>0 n>0
Es sei bemerkt, dass das Maf} definiert durch
v,-<A>:=E,-(znA<Mn,sn>), AcP({L.....p) O B(R),
n>0

ein sogenanntes Markov-Erneuerungsmal ist.

Die Matrixfunktion V := (V;;)i<;j<, wollen wir in Verbindung mit der Matrix-
Erneuerungsfunktion U setzen. Wegen der speziellen Markov-Eigenschaft von (M,,,X,),>0
gilt firAy,...,A, € B(R):

P,‘(Mn:j,(Xl,...,Xn) €A X ...XAn)

P
= Z /P(Mn =j,M; =k, (Xl,...,Xn) EAI X ... XAn’Mo,Ml,XQ,Xl)dP,'

12



2.2 Matrix-Erneuerungstheoreme

14
-y / P(My = j,(Xas. .., X0) € Az X ... X Ag|My = K)dP;
k:1{X1€A17M1=k}

/ P(Mn_l :j,(Xl,...,Xn_l)EAQX...XAn|M():k)dIP,’
{X1€A M=k}

4
D B T (A G0}
k=1

I
»
s

Als leichte Anwendung erhalten wir
¢ =k X €-
]P)i(Mn :jaSn < t) = Z /]P)k(Mnl :]’,Sn,1 St_y)]P{'VIl_ o (dy)

und dies liefert induktiv

Pi(My = j,S2 <1) = A" (o).

Somit gilt
_ *(n) _ ( ) _ My

O Tl A
Die Folge (0,(i))n>0, 0o := 0, bezeichne die sukzessiven Eintrittszeiten der Markov-Kette
(M) >0 in den Zustand i. (M,),>¢ besitzt als Ubergangsmatrix D~ F (co)D. Da F () eine ir-
reduzible endliche Matrix ist, bildet (M, ),>0 eine irreduzible, positiv rekurrente Markov-Kette
mit eindeutiger stationdrer Verteilung & = (u;m;)1<i<p, wie man leicht nachrechnet. Die Rekur-
renz induziert fast sichere Endlichkeit der ¢,,(i). Wir kénnen schreiben:

) _ {Ei(ano ]l{SGn(j)gt}), fallsi=j

@2.11)
Ei(Ln>11ys,, <)), sonst.

Vij(t) = Ei( Y Liut—js,<s)

n>0

Nun bilden (S, Gl ))n>0 und (S, ( ]))n>1, # i, gewohnliche Random Walks unter dem Maf P;
mit positiver Drift u,’fn i bzw. —=— ujmj (siche Korollar 9.6 aus [2]). Deswegen konnen wir V;; als
gewohnliches Erneuerungsmall ansehen. Es sei kurz angemerkt, dass unsere Definition von git-
terverteilt mit der etwas anderen Definition aus [2] {ibereinstimmt. Lemma 9.9 und Satz 9.10
aus [2] ergeben, dass (S, ())n>0 und (S, 6l ))n> | dieselbe Gitterspanne wie A besitzen. Da A
denselben Triager wie F besuzt reicht es also den Gittertyp von F zu kennen. Das "key renewal
theorem* liefert dann

ujm;j

d-lim Vi g (1) / 8;j(v)A4(dy)
(2.12)

und d;EerVij xgi(t)=0.
Dies liefert die Behauptung:

P
dhm U*g Zdllm Vl]*g]()

t—roo t—)oom

13



2 Grundlagen

2 m; ujm;

= Y SR ) ()
j=1"
12

= Yoma; [ &) o).
=1

J

O

Wie wir in Unterabschnitt 3.1.1.3 sehen werden, gilt Z = U * g und fiir Z erfahren wir Ahnliches
in Kapitel 4. Daher kommt die Niitzlichkeit des gerade bewiesenen Theorems fiir die Untersu-
chung der Asymptotik von z.

Fiir o € R definieren wir

(F)(0) = | explay)F(ay
(—oout]

und Ug als den (2.10) entsprechenden Wert fiir Fy. uy und mg bezeichnen die analog zu (2.9)
normierten links- und rechtsseitigen Eigenvektoren zum Eigenwert 1 der Matrix Fy (o), falls
p(Fg (o)) = 1. Um den Leser im restlichen Teil dieser Arbeit nicht stets mit dieser Art intuitiv
verstiandlichen Variablendefinition fiir verschiedene Matrizenfunktionen zu langweilen, wird
dies in addquaten MaBlen fortan ausgelassen.

Als Folgerung aus dem vorherigen Theorem kdnnen wir konstatieren:

Matrix-Erneuerungstheorem I1 Sei F eine p X p Matrix von Verteilungsfunktionen mit Trd-
ger enthalten in R- und F(e) eine reelle, irreduzible Matrix. Existiert ein oo € R mit
p(Fy(0)) =1, dann gilt fiir alle 1 <i,j <p, h>0

i (U (0,14 A]) = - (mc)a) (0]

o

Beweis: Fy ist quasi-stochastisch. Wir definieren die Funktion g : R — R, # = 1_;, ) (¢). Of-
fensichtlich ist g d.R.i. Aufgrund der Bedingung an den Tréager von Fy ist iy > 0. Die Voraus-
setzungen von Matrix-Erneuerungstheorem I sind somit erfiillt. Es folgt

(Ua)ij*g(t) = / g(t—y)(Uq)ij(dy) = / L_p0)(t =) (Uq)ij(dy)
— [ L 0)(Ua)is(dy) = (Ua)i (1. + 1)

Aus
(ma)i

(ma) j

erhalten wir mit (2.12) die Behauptung. 0

(Ua)ij*glt) = (Va)ij*g(t)

Als niitzliches Kriterium, um die Positivitdt von pu zu zeigen, wird sich folgende Proposition
herausstellen.

14



2.3 Untersuchung der Funktion ¢

Proposition 2.7 Sei F definiert wie in Matrix-Erneuerungstheorem I. Aus U;j(t) < oo Vt € R
fiir ein Paar (i, j) € {1,...,p}* folgt u > 0.

Beweis: Im Beweis des Matrix-Erneuerungstheorems I haben wir gezeigt, dass
m
Uij(t) = — V(1) (2.13)
mj

S _ ..
Ss (1 )n>1 bildet unter P; einen verschobenen Random Walk mit Zuwachsverteilung P .”! Y und
(S6,(j) n= gP,

Drift E;Sq, (j) = E_ (siehe Korollar 9.6 aus [2]). Falls

ujmj

Pi(Sﬁz(j) _SGl(j) = O) =1,

gilt offenbar U;;(¢) = oo fiirt > O und alle 1 < j < p. Diesen Fall konnen wir also ausschlieen.
Deshalb konnen wir aus der Theorie iiber Random Walks bei Existenz von u folgern

u=0= h,fgii,lfscn(j) = —cound hfflfps""(-") = oo P;-f.s.
u<0= ,}Lﬂ;scnm = —oo P;-fis.
u>0= r}i_r)rgoSGn(j) = oo P;-f.s.
Da & nur endlich viele Elemente enthilt, ist die Existenz von u trivial. Zusammen mit (2.13)

und (2.11) ergibt sich, dass die Fille 1t = 0 und p < 0 jeweils U;;(¢) = oo V¢ € R implizieren.
Nach Voraussetzung bleibt lediglich p > 0 iibrig. O

2.3 Untersuchung der Funktion ¢

Sei (ay)nez wie aus Theorem I und erfiille die dortigen Eigenschaften (ii) und (iv). Jedoch sei
der Zustandsraum & = {ey,...,e,} C R*.
Von groBler Relevanz wird die Funktion

0:R—-R,a—logp(Py)

sein, wobel an
P, = diag(|e;|*,1 <i< p)P'.

erinnert sei. Speziell interessiert uns die Ableitung der Funktion ¢ an der Stelle 0, denn wie wir
sehen werden, betrigt diese Elog |ag|.
Hilfreich beim Studium der Funktion ¢ wird sein:

Lemma 2.8 Fiir oo € R gilt

p(Pg) = lim [E(kljl !al—k|) T !

15



2 Grundlagen

Beweis: Wegen (P );j = |e;|*pji folgt

i a i
E(H|al—k|> = Z IED(aO:ejo"' yA1—1 = €j;_, (H|e]k 1|)
k=1 (

ejow..,ejlil)ecfl k=1

i a
= Z Pijijo " Pji—1ji—2 e]l 1 (H’ejk1|)

(Ejo,...7e_j171 )Egl

= Z |ej0|apj1j0 Teeet |ej172 |apjlflj1727r(ejlfl)|ejlfl |a
(e_,-o,...,ejl_])eé”

= Y (PLhime))le;|* = 1Py v,

1<i,j<p

dabeiseil:=(1,...,1)" und vy := (n(er)|e1|%,...,m(e,)|ep|*) . Da P aperiodisch und |e;| >
0 ist, besitzt Py ebenso die Eigenschaft der Aperiodizitit. Lemma A.8 aus dem Anhang liefert
(p(Pg))1

wobei C, eine positive konstante Matrix darstellt. Damit ergibt sich

CO(?

[—o0

1 o1/
e [E(H"”—k') ] = Jim (1P 've) " = lim | (p(Pa)) "' (17 Cava)'| = p(Pa).
k=1

Mit diesem Resultat ldsst sich eine wichtige Eigenschaft von ¢ erkennen.

Korollar 2.9 Die Funktion ¢ ist konvex.

Beweis: Zu zeigen ist, dass fiiralle 0 < ¥ < 1 und o1, 0 € R gilt
o(Ban+(1-8)op) <B¢(on)+(1-13)9(0n).

Mit Lemma 2.8 und der Holder-Ungleichung fiir p = % >1lund g = ﬁ > 1 erhalten wir

o(Say+(1-0))

l da+(1-9)op\ Ui
=1 li E _
og[lgg (kH|a1 k|> ]
! doy+(1-%)ap\ 1/
=lim 1 K _
e (= o))

—»00
1 19051/19 13/1 l (lfﬂ)az/l_ls 1719/1
(E(H|al—k|) > '(E<H|al—k|) ) ]
k=1 k=1

1 o U1 l N U
—ﬁllmlog(E(H]al_k\) ) +(1-9) hmlog( <H\a1_k|> >

[—oo

< lim log

[—o0
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2.3 Untersuchung der Funktion ¢

=8¢ (on)+ (1 —3)¢(x2).
]

Fiir e € & bezeichnen wir E.(-) := E(:|ag = ¢) und P,(-) := P(-|ag = e). Im weiteren Verlauf
bendtigen wir die Funktion

i a
‘R — R, — maxE _ , 1>2.
by mas e(kl;12|a] k|) >

Lemma 2.10 Die Folge (h;);>7 ist submultiplikativ, d.h. b1, < b;by, fiir l,m > 2.

(a)

Beweis: Sei ¢

€ & so gewihlt, dass b, (o) = E o (I1 (1, Play k\) . Da (ay) ez eine statio-
I+m

niare Markov-Kette ist, bildet die Riickwirtskette (a_,,b_,),> ebenfalls einen solchen Prozess.
Dann ergibt sich unter Verwendung der Markov-Eigenschaft der zuletzt genannten Kette

[+m [+m—1 o
H <H|a1 k‘) - Z ( H ’xk\) ]P)em) (a—lz—(l+m—l):x1:l+m71)

_ _ I4+m
(x]7"'axl+m71)€éal+m ! k=1

LE. Z (H|xk|> (@) (@—1:—(1-1) :xlzl—l)
) gl—‘—m—l k=1

l+m
(xl yeeXl4m—1) €

I+m—1 o
( H |xk|) P(a—l:—(l—i-m—l) :xl:l+m—1|a—(1—1) =xl—1)

k=l

- Z (H’xk|> P(a - ;—(1—1)=X1:1—1)
)egl—l k=1

l+m
(xlv"“,xl—l

e ()

(xlv' < Xl+m—1 )Eéam

']P)(afl:f(lerfl) = Xl:l+m—1 |6L(171) = xl—l)}

[ o [+m o
< e [(H|a1_k\) maxE(( H |a1_k|>
o k=2 e€s k=I+1
<b(a)hm(0r).

=)

Wir benétigen noch eine weitere Identitit fiir p(Py).

Lemma 2.11 Es gilt p(Pg) = infj>y(h; ()" = limy_0 (b;(x)) "

Beweis: Seien [ > 2, m > 1 beliebig und n € {0,...,/ — 1}. Aufgrund des vorherigen Lemmas
gilt

1

1m0 775 < (@) (@))'] 77 = (5(0)) 77 (1 (@) T

17



2 Grundlagen

Damit ergibt sich
. 1 1
lmsup(b,1pm(0))mHim < (hp(ot))m.

[—oo

Da die Aussage fiir alle n € {0, ...,/ — 1} wahr ist, gilt schon

timsup(h; ()" < (Bu(cx)) .

[—oo

Weil auBBerdem m > 1 beliebig war, erhalten wir die Ungleichung

limsup(b ()" < inf(bi(e))""

[—o0
Die triviale Ungleichung
inf(h; (o))" < liminf(p;(ct))"
[>2 [—o0

induziert dann limlﬁw(hl(a))l/l = infzzz(bl(“))l/1~
Wegen

E(g|al_k|)a - zEe(f[|a1_k|>a|e|“n<e>

el k=2 (2.14)
<bi(a) ) le|*n(e),
ec&

Y .cele|*m(e) > 0 und Proposition 2.8 ergibt sich

p(Pa) < lim (b;(c))".
[—oo
Die andere Ungleichung erschlieft sich dhnlich:

E(§|al_k|)“ = L E([Torn) e

ecé k=2
> y(a0)]e | “7 ().
Dabei bezeichnet el(a) dasjenige Element aus & mit /(o) = E (TL s la1—«]) . Weiter leiten
1

wir ab
p(Pq) = Jim (b (e)".

OJ

Nun haben wir genug Vorarbeit geleistet und konnen uns dem angekiindigten Resultat {iber die
Ableitung von ¢ widmen.

Proposition 2.12 Die Ableitung der Funktion ¢ an der Stelle O betrdiigt Elog|ay|.

18



2.3 Untersuchung der Funktion ¢

Beweis: Wir werden iiber die einseitigen Ableitungen von logh; an der Stelle 0 auf die Be-
hauptung schlielen. Da Hizz |a | positiv ist, existieren Elemente el+, ¢, € &, so dass der
Erwartungswert von Hizz |a;_i| bedingt unter ap = e;“ bzw. ag = ¢, mit (o) fiir o0 € R>
bzw. fiir ¢ € R< iibereinstimmt. Auferdem ist Hizz |aj_| fiir festes [ beschrinkt, weswegen
beim folgenden Term die Reihenfolge von Differentation und Integration vertauscht werden

kann. Fiir ¢ > 0 ist
) 1 a [
5a@ =B | (il ) tog (T]ler-al) |

) k=2

Ferner ergibt die Stetigkeit der Ableitung fiir o > 0

tim -2 toghy (o) =

. 1 £ hi(a)
a0 [ da T o (@)
ot | ; (2.15)
TEelJr |:10g (H ]alk\)]
k=2
Mit Lemma 2.11 sehen wir
- log (‘inf b(h))l/’>
logp(P),) —logp (P g( 1>2(by
limsup 0gp(Py) ~logp (Po) = limsup
110 h 110 h
—10
<11msupg—hl()
R0 h

10
= %ﬁ)l?a—loghl(a) ‘

A B, {1og (Hrm u)}

Diese Ungleichung ist fiir beliebiges [ > 2 giiltig. Der Ergodensatz fiir aperiodische, positiv
rekurrente, irreduzible Markov-Ketten angewendet auf die auf & beschrinkte Funktion x —
log | x| liefert fiir beliebiges e € &

1
hm 7E clog (H|a1 k|) = hm —IEJ (Zlog\al k|> = Elog|ag| < 0.

Die Endlichkeit des Zustandsraumes & impliziert, dass diese Konvergenz sogar gleichmiBig in
& ist und daher gilt

1 l
lim - log (kHz]alkj) =Elog|ag|. (2.16)

Damit erhalten wir

l

< hm]E . log (H |a1_k]> = Elog|ap|.
e k=2

| P, —1 P
fim sup ogp(Py) —logp(Po)
110 h
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2 Grundlagen

Ebenfalls mit dem Ergodensatz jedoch mit Anfangsverteilung 7 erschlieft sich die andere Un-
gleichung. Unter zusitzlicher Verwendung der Jensenschen Ungleichung (4 hinreichend klein)
und Lemma 2.8 ergibt sich

log p (Py) —log p (Po) limy .. |} log (E( ITi-y ‘“1—k|)hﬂ

liminf = liminf
10 h 10 h
timy .. [ 4 Blog (TTi_, a1 )]
> liminf
10 h
1 l
= lim ~Elog (kI:Il |al—k|> = Elog|ag|.
Wir erhalten damit insgesamt
1 P,)—1 P

10 h

All diese Schritte laufen analog fiir die linksseitige Ableitung ab, so dass sich die Behauptung
ergibt. 0

Aufgrund der Konvexitit von ¢, p(Py) = 1 = p(P;,) und der eben bewiesenen Proposition folgt:

Korollar 2.13 Fiir 0 < a < A ist p(Py) < 1 und fiir o > A ist p(Pgy) > 1.
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3 Beweis von Theorem |

Zunichst leiten wir in Abschnitt 3.1 eine explizite Gestalt der Grenzwerte der Funktionswerte
Zi(x,t), 1 <i< p,und z(x,1), die wir in (2.1) definiert haben, fiir # — oo her. In Proposition 2.1
haben wir gezeigt, dass die Grenzwerte von z(x,#) und t*P(xY; > t) fiir 1 — oo iibereinstimmen.
Durch das Resultat aus Abschnitt 3.1 wird sich der Fall eines by mit konstantem Vorzeichen in
Kiirze erledigen (siehe Abschnitt 3.2).

Falls by einen einseitig unbeschriankten Trdger besitzt, nutzen wir einen Ansatz von Goldie
[14] und passen diesen an die gegebene Situation mit einer Markov-Kette (a,),cz an (siehe
Abschnitt 3.3).

3.1 Asymptotik der Funktion z

Es sei an dieser Stelle erwihnt, dass es fiir diesen Abschnitt ausreicht, dass b_(n+1) nur unab-
héngig von G, = o(ay,...,a_,) fur alle n > 0 ist.

Wir beginnen damit zu zeigen, dass F' und g, definiert in (2.5) und (2.3), die Voraussetzungen
des Matrix-Erneuerungstheorems I erfiillen und auBerdem Z = U * g gilt, denn dann folgt fiir
alle ] <i<pund (x,r) e {-1,1} xR

w 1 &
Zi(x,t) Iz, ﬁ Z miuj/gj(x,y)dy.
j=1

Weiter ergibt sich dann aus der Normierung Zle m; =1

1
xt;ﬁz /g]xy
]:

3.1.1 Anwendbarkeit des Matrix-Erneuerungstheorems |

Betreffend den Voraussetzungen von Matrix-Erneuerungstheorem I ldsst sich der Gittertyp von
F schnell erschlieBen. F ist nicht gitterverteilt, da die loge; keine ganzzahligen Vielfachen der-
selben Zahl sind und Fj; nur Masse in loge; tragt.

Weil F () = P, ist, gibt P die Eigenschaft der Irreduzibilitit an F(e) weiter. AuBerdem ist
p(F (o)) = p(P,) = 1 nach Voraussetzung, womit folgt, dass F (o) quasi-stochastisch ist.

Die anderen Voraussetzungen werden in den folgenden Unterabschnitten nachgerechnet.
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3 Beweis von Theorem I

3.1.1.1 g ist d.R.i.

Es sei vorab bemerkt, dass dieser Beweis fiir & C R*, £ NR. # 0 und & "R~ # 0, komplett
tibernommen werden kann.
Fiir den Beweis, dass g; d.R.i. ist, benotigen wir das folgende Lemma.

Lemma 3.1 Fiiralle 0 < a < A gilt E|Y|* < oo.

Beweis: Sei zunidchst o < min{l,A}. Dann erhélt man beispielsweise mit der Minkowski-
Ungleichung, dass die Abbildung (x,y) — |x + y|* konvex ist. Zusammen mit der Unabhén-
gigkeit von b_(,,; 1) von G, fiir n > 0 liefert nun die Jensensche Ungleichung

oo l o
El7 | < ZE(HIal_kI) Elb [

=0 k=1

Falls 1 < a0 < A, liefert die Minkowski-Ungleichung

(E¥i|*)* < i [E(kljl |“1—k’)a] l/OC(EVLzI“)I/O‘-

=0

l+3/(x

Durch Anwendung der Jensenschen Ungleichung mit der konvexen Funktion x — x erhal-

ten wir
E‘b,l‘a < (E‘b0|k+5)a/l+5 < oo,
wobei die Endlichkeit aus Voraussetzung (v) des Theorems I resultiert. Nach Lemma 2.8 ist

limy e [E(TT; a1 —4) ] e p(Pg) und nach Korollar 2.13 ist p(Pg) < 1. Daraus folgt fiir
€ > 0mit p(Py)+ € =:c < 1die Existenz eines N > 1, so dass fiir alle ] > N

()] <

gilt. Daher erhalten wir durch Abschitzung gegen eine geometrische Reihe die Beschrinktheit
von X5 o E(TT |ar—&|)“ bzw. 2o [E(TT; la1—&])“] Y% Insgesamt folgt somit die Behaup-
tung. 0

Wir konnen konstatieren, dass fiir alle 0 < o < A ein 0 < € < A — o existiert, so dass vermoge
der Markov-Ungleichung

" E‘Yl ’a—i—s . 0
to+e ’

t*P(| >1) <t
gilt. Um ein Potenzgesetz- Verhalten zu attestieren, muss deshalb zwingend E|Y; |* = oo gelten.

Widmen wir uns nun der direkten Riemann-Integrierbarkeit von g. Der folgende Beweis stammt
bis auf Korrekturen mancher Ungenauigkeiten aus [16].

Proposition 3.2 Fiir 1 <i < pundx € {—1,1} ist die Funktion t — g;(x,t) d.R.i. auf R.
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3.1 Asymptotik der Funktion z

Beweis: Da g; stetig in ¢ ist, reicht es, eine Minorante und eine Majorante fiir g; zu finden, die
d.R.i. sind. Wir betrachten die Funktion getrennt auf R> und R<.

Sei
exp(t)
gl (x,1) == exp(—1) / YMP(y — xby < xao¥y < y,ao = e;)dy
0
3.1
exp(t) 3.1
g,z(x,t) = exp(—t) / yA]P’(y < xapYy <y—xbg,ap = e;)dy.
0
Dann ist g;(x,7) = g} (x,t) — g?(x,t). Es gilt offenbar
exp(t)
exp(tA
O (i) [ vy < —ge0) < i) < gl (5
0
ep(t) " (3.2)
exp(t
< exp(— My = :
< exp(—1) 0/ yidy= ="+

Da die Funktion 7 — exp(tA) auf R< monoton fallend und integrierbar ist, haben wir in (3.2)
eine auf R< d.R.i. Majorante und Minorante fiir g; konstruiert. Bleibt also nur noch die direkte
Riemann-Integrierbarkeit auf R> zu zeigen.

Abermals ist unser Vorgehen die Konstruktion von d.R.i. Majoranten fiir g} und gl.2. Da beide
Funktionen vom selben Typ sind, untersuchen wir nur gil. Dazu wiéhlen wir 0 < € < 1, so dass

—1<A—(A+8)e<0. (3.3)

Aus
{xby <y} N{y —xby < xapYy <y} C {y —y® < xapYy <y}

ergibt sich

exp(r) exp(r)
0 < g} (x,1) < exp(—t) / Y P(xby > y°)dy + exp(—t) / YP(y —yF < xei¥y < y)dy.
0 0

Vermoge der Markov-Ungleichung schitzen wir den ersten Summanden ab durch

exp(r) exp(t)
0 < exp(—t) / YP(xbg > ¥ )dy <exp(—t1) / Yy AFOEE by [+ gy
0 0
E|b0|l+5
SA—(A+o)e+1
E|b0|l+5

e sery oA - (A 8)el)

exp(—t)exp ([A — (A + 8)e+1]r)
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3 Beweis von Theorem I

Nach Voraussetzung (v) aus Theorem I ist E|bo|l+5 < oo, Die dadurch definierbare Majorante
fiir den ersten Summanden ist nach (3.3) monoton fallend auf R> und integrierbar iiber R>.
Die Konstruktion einer d.R.i. Majorante des zweiten Summanden ist schwieriger und sehr tech-
nisch. Zur Vereinfachung werden wir konstante Terme in offensichtlicher Weise durch Konstan-
ten ersetzen. Sei a eine Losung der Gleichung y — y® = 2. Da der zweite Summand auf [0, loga]
beschrinkt ist, reicht es, eine integrierbare, monoton fallende Majorante fiir > loga > log?2 zu
finden:

exp(1)
0 <exp(—t) / YP(y — ¥ < xeiYp < y)dy
0
> exp(1)
<exp(—t) /yldy+exp(_l) / YB(y—F < xei¥y < y)dy
0 2
a exp(1)
=exp(—t)C) + exp(—t) / Y P(xeiYy >y —yF)dy + exp(—t) / Y P(xeYo >y —yF)dy
2 a
exp(t)—exp(et) exp(t)
—exp(—t) / Y P(xeYo > y)dy — exp(—t) / Y P(xeiYp > y)dy
2 exp(r)—exp(et)
exp(t) exp(t)—exp(et)
<exp(—1)Cotexp(—t) [ YRty >y—y)dy—exp(—r) [ yPledo > y)dy
a 2
exp(t)

<exp(—1)Cy + exp(—t) / " = =y (1 = &y* )] P(xei¥y > y — yF)dy.

a

Beim letzten Gleichheitszeichen haben wir y = y — y® substituiert. Wir wihlen nun ein @ € R
mit
O0<a<A und —-1<A-oa+e—-1<0. (3.4)

Wiederum nutzt uns die Markov-Ungleichung fiir
P(xeYo >y —»*) < (y—»°) “Elei¥o|* = (v =) *Cs
mit C3 := E|e;Yy|* < e nach Lemma 3.1. Damit schitzen wir weiter ab:

exp(t)
exp(—t)Cy +exp(—t) / [ — (=) (1 —ey* )| P(xeiYo >y —F)dy

a

exp(t)
<exp(—1)Cy +exp(—t)C3 / W = =) (1= )] (v =) *dv.

a

Setze h(y) := [y’l —(y—y) (1 —gy! )] (v —¥*) . Wir behaupten, dass es eine positive Kon-
stante C4 gibt mit h(y) < Cyy*~*+te=1 fiir y > a. Wegen der Stetigkeit und Positivitit beider
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3.1 Asymptotik der Funktion z

Funktionen auf dem betrachteten Intervall reicht es, i(y) € O(y*~%+€~1) fiir y — co nachzu-
vollziehen:

= (=) (1 —ey D] (y—»8) @

hgf:jp ylfochefl
; y/l—oc[(l_ys—l)—a_(l_ye—l)/l—a(l_gys—l)}
=limsup p— .
y—roo y y

Wir wollen die Bernoullische Ungleichung (1 +rs) > (1 +s)" fir 0 <r < 1 und s > —1 benut-
zen. Es gilt 0 < € < 1 und wegen 1 —& < 1 ist —y¢~! > —1 fiir y > a. Dann liefert die eben
genannte Ungleichung (1 —ey¢~!) > (1 —y*~1)€. Das ergibt

1— e—1\—a 1 — e—I\A—«a l—¢ e—1
limsup(y)(y)(y)

e—1
y—roo y

1 —yE )y~ _ (] _ye-1A-ate
< fim L7 6(,1 ¥
lim (e— 1)y 2a(1—ys ) % T4 (e — 1)y 2 (A —a+g)(1 —ys~h)A-ote]
y—poo (e Ty
= lim [a(l_yg_l)_“_1+(l—a+e)(l—ye‘l)’l—aﬁ—l}

y—roo

l‘Ho_spital

=A+¢€>0.
Diese obere Schranke fiir 4(y) wird genutzt fiir

exp(t)
exp(—1)Cy + exp(—1)Cs / " = =y (1 - ey )] (v =) %dy

a
exp()
<exp(—1)Cy +exp(—1)C3Cy / yrroerelay

a

=exp(—1)Cs + - eXP (A—a+e—1))

Ce
A—a—
<C7exp([A —a+e—1]r).

Die Funktion 7 — Cyexp([A — ot + € — 1]¢) ist nach (3.4) auf R> integrierbar und monoton
fallend. Zusammenfassend haben wir durch

8! (x.1) < Coexp([A — (A + 8)elt) + Crexp((2 — o+ & — 1]1)

eine d.R.i. Majorante fiir t — g/ (x,?) fiir # > loga gefunden. O

3.1.1.2 ©>0

Wir betrachten die Reihe Y77 (P} _)ij fir 1 <i,j < pund 0 < & < A. Aus der Konvergenz
dieser Reihe werden wir auf die Endlichkeit von U;;(¢) fiir alle # € R schlieen kénnen.
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3 Beweis von Theorem I

Korollar 2.13 ergibt p(Py_,) =: 64 < 1. Da P, _,, eine nicht-negative, irreduzible Matrix ist,
liefert das Perron-Frobenius Theorem A.5 einen positiven, rechtsseitigen Eigenvektor va von
P; _q zum Eigenwert 6. Dann ist vy auch ein rechtsseitiger Eigenvektor der Matrix }.,” (P} _

zum Eigenwert (1 — 04) . Wegen (vy); > O fiiralle 1 < j < p gilt

(o)

Z( Xfa%j < oo
n=0
firalle 1 <i<p.
Nun zeigen wir
o= / exp(—ay) F*" (dy) (3.5)

per Induktion iiber n > 0, wobei wie vorher

A
F(t) = (€ PiiLitoge=) (1)) 1< j<

Der Induktionsanfang n = 0 ist trivial, ebenso leicht sieht man die Behauptung fiir n = 1. Wir
entnehmen aus der Definition der Faltung fiir beliebiges A € B(R)

(F s F*() Z//]lA x+3)F " (dx)Fie(dy)

Per Funktionserweiterungsargument lésst sich dies auf nicht-negative Funktionen fortsetzen.
Damit und durch Verwendung der Identitét fiir » = 1 folgt unter Annahme der Geltung der
Identitit (3.5) fiir festes beliebiges n > 1

p
P )i =Y (Pa_a)i(P}_ o)k

LV. f / exp(—ay) Fy (dy) / exp(—ax)F, " (dx)

byl
—_

— Z//exp o(x+y))F, ()(dx) Fiy(dy)

exp(—ay)F. " (dy).

\ |

Wir kdnnen nun folgern, dass
)iz [ exp(-onF " (ay)
(_mvl}
>exp(-ar) [ F;"(dy) =exp(-anF" )
(—eot]

Damit ergibt sich fiiralle 1 <i,j < pundr e R

= Y ") < explar) ¥ (B )iy <o

n>0 n>0

was mittels Proposition 2.7 u > 0 liefert.
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3.1 Asymptotik der Funktion z

3.1.1.3 Z=Uxg

Wir bendtigen eine Voriiberlegung iiber den Triger von Fij-(n). Der Tréiger von F;(") enthélt nur
Elemente der Form Y}, log(xy), x; € & fiir 1 < k < n. Somit ist fiir n > 0 sowohl der Triger

als auch die Gesamtmasse von Fl.j-(") beschrinkt.
Da F xZ und g komponentenweise lokal beschrénkt sind, existieren nach Voriiberlegung F * (F
Z) und F * g. Unter Verwendung der Assoziativitit des Faltungsproduktes ergibt sich daraus

Fx(FxZ+g)=Fx(FxZ)+Fxg=F®%xZ4+Fxg.

Mit demselben Argument erhalten wir nach n-facher Iteration von (2.6) fiir beliebiges n > 1

n—1
z=Y (FWxg)+F sz
k=0

Wir wollen zuniichst zeigen, dass F*") x Z 2%, 0. Dazu dient:
Lemma 3.3 Fiirn > 0und (x,t) € {—1,1} xR gilt

exp(t)

(F*™) % Z)i(x,1) = exp(—1) / y’w@(x(

0

n
Ha1k) Yi_p>ya0= €i> dy.

k=1

Beweis: Wir beweisen die Behauptung per Induktion iiber n. Im Fall n = 0 ergibt sich die
Behauptung direkt aus ngl aj_p:=1.
Sei die Behauptung fiir beliebiges n > 0 wahr. Dann gilt

(F(n—H) *Z)i(X,t) _ (F* (F*(n) *Z))i(x,t) = ZP:E]* (F*(n) *Z)j(x,t)
=1

p
= Z e?pj,-(F*(”) *Z)j(x,t —loge;)
j=1

» exp(t—loge;) "
LV.
:eflexp(—(t —loge;)) Z Diji y’IIP’(x(Hal_k) Yi_n>y,a0 = ej) dy
j=1 0 k=1
exp(t—loge;) 1
bemae 2’36'?1@617(—0 —loge;)) / ylp (X ( H al—k) Y_p>ya0= ei) dy
0 k=2
=exp(—t) / leP’(x( Hal—k) Yo, > g,ao = e,-) dy
0 k=2 l
=exp(—t) / yk]P’(x( Hal—k) Y_,>ya0= ei) dy.
k=1
0
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3 Beweis von Theorem I

Dabei haben wir beim vorletzten Gleichheitszeichen y = el, =y-exp(—loge;) substituiert. [J

Dadurch erhalten wir

exp(1)

Y (s z)tsn) =epi—r) [ 2(x( Tars)ion i

0

Wie in (1.7) gesehen gilt [T;_, |a1—«||Y1-4] LN 0, daraus resultiert fiir alle y > 0

n n
P(X(Hal—k>Y1—n >y) < P(H a1 —k|[Y1-n] >y) 50,

k=1 k=1

dh. YP  (F* (") % Z)i(x,t) — 0. Da die Summanden nicht-negativ sind, folgt wie gewiinscht

F*MxZ 0.

Damit ist Z = lim;, e Zz;é (F*(®) x g) giiltig. Dass letzterer Term identisch mit U g ist, ist nicht
trivial, da g;(x, -) moglicherweise ein nicht konstantes Vorzeichen besitzt. Wir werden beweisen,
dass dies trotzdem gilt. Dazu zeigen wir die Existenz von U % g' und U * g, wobei g! und g2
die nicht-negativen Funktionen aus (3.1) sind.

Fiir beliebiges A € B(R) gilt

JgZ/nAd = lim /]1A <dZF;']‘.(">> _ IEEOZF*(k)<A>

(3.6)

Mit dem Funktionserweiterungsargument ldsst sich obige Identitit in gewohnter Weise auf
nicht-negative Funktionen erweitern.

Wir haben im Unterabschnitt 3.1.1.1 gesehen, dass es fiir g} Majoranten der Form ¢ —
C-exp(ta) gibt. Diese konnen wie folgt gewihlt werden:

gl (x,1) < Crexp(ayt) firr € R>und —1 < a; <0
und g} (x,1) < Cyexp(apt) fiirr € Rc und 0 < o < A.

Damit erhalten wir

/ gt —)F " (dy) < / Crexp(au (1 —y)F" (dy) + / Crexp(an(t — )" (dy)
(_°°7[) [[700)

—Cyexplayt) / exp(—ay)F; " (dy) (3.7)
(70071)

+Crexploar) [ exp(—any)F; " (@)
[t,0)
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3.2 Fall: b besitzt f.s. ein konstantes Vorzeichen

Das Ziel ist es beide Summanden jeweils gegen einen Summanden einer konvergierenden Reihe
abzuschitzen. Mittels (3.5) erhalten wir

/exP(—Otzy)F ") (dy) < (P o )i
[t,00)
AuBerdem gilt
[ exp(-onn)F " dy) < exp(~out) " ).
(7°°7t)

Nach Unterabschnitt 3.1.1.2 konvergieren sowohl 3.7 (P}, )i; als auch ¥ Fij(") (t). Das
liefert zusammen mit der Erweiterung von (3.6) fiir (x,7) € {—1,1} xR, 1 <i<p

(U*g i(x,1) Z/gj z;(dy)

Analog zeigt man (U g2);(x,t) < co. Diese beiden Existenzen erlauben uns

n—1 n—1

: *(k) 1 *(k) | )
tim & (70 <)) = im TP+ (=)

n—1
_,}1_{?02 k) 4 g! Xt_lgEoZ *) s g%) (x,1)
= (Uxgp)(x,1) — (Uxgp)(x,1)
= (Uxg)(x,1)

zu folgern.
Insgesamt ist nun Matrix-Erneuerungstheorem I anwendbar.

3.2 Fall: by besitzt f.s. ein konstantes Vorzeichen

Am Anfang des vorherigen Abschnittes haben wir mittels des Matrix-Erneuerungstheorems I
bewiesen, dass

z(x,1) Limda ! y (uj/gj(x,y)dy). (3.3)
H 5
Nun ist zu zeigen, dass die Summe der Grenzwerte fiir t — oo von z(+£1,7) positiv ist. Es gilt
exp(t)
gi(x,1) =exp(—t) / y’IIP(y—xbo < xapYy < y,ap = ¢;)dy
0 it (3.9)
—exp(—t) / YMP(y < xagYy < y — xby, ag = e;)dy.

0
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3 Beweis von Theorem I

b habe also f.s. ein konstantes Vorzeichen. Dann gilt fiir fixiertes x € {—1,1} entweder xby > 0
f.s., der Subtrahend auf der rechten Seite von (3.9) verschwindet und wir erhalten
exp(t)
gi(x,1) = exp(—1) / YP(y — xby < xag¥p < y,a0 = e;)dy > 0
0

oder es gilt xby < 0 f.s., der Minuend verschwindet und folglich

exp(r)

gi(x,t) = —exp(—t) / YVP(y < xagYy <y — xbg,ag = e;)dy < 0.
0

Die uns interessierende Konsequenz ist, dass mit xbg auch g;(x,?) fiir alle 1 <i < p ein konstan-
tes und zwar dasselbe Vorzeichen wie xbg besitzt.
Nehmen wir nun an, dass z(x,7) —— 0 fiir alle x € {—1,1}. Aus (3.8) ergibt sich

1L
— Z (uj/gj(x,y)a’y> =0.

H i3
Da u, u; und gj(x,y) konstantes Vorzeichen besitzen, muss g;(x,y) = 0 fiir alle (x,y) €
{—=1,1} x Rund 1 < j < p gelten. Dann ist auch schon Z; = (Ux g); = 0 und z = 0 als deren
Summe. Weiter resultiert aus der Definition von z, dass P(xY; >y) =0fliry >Oundx € {—1,1}.
Diese Aussage fiihren wir zum Widerspruch.
Falls by > 0, gilt wegen & C R+, dass Y| > 0 f.s. Da nach Voraussetzung b, nicht-degeneriert
in 0 ist, kann P(xY; > y) = 0 im Fall x = 1 nicht gelten. Das ergibt lim; ,.z(1,7) > 0 und
lim;_e0z(—1,¢) =0
Analog erhélt man einen Widerspruch fiir by < 0und x = —1. In diesem Fall gilt lim; . z(1,7) =
0 und lim; .o z(—1,7) > 0.

3.3 Fall: by besitzt einen einseitig unbeschrankten
Trager

Der Beweis dieses Falles beruht auf einer Methode von Goldie [14].

3.3.1 Abschadtzung der Tail-Wahrscheinlichkeit

Das Ziel ist es eine Konstante C > 0 zu finden mit t*P(|Y;| > ¢) > C fiir hinreichend groBes 7.
Offenbar hat die Giiltigkeit dieser Ungleichung ein Potenzgesetz-Verhalten zur Folge.
Die erste Etappe besteht aus der Verifizierung von:

Proposition 3.4 Es existiert ein € > 0 und eine Konstante C| > 0, so dass fiir t € R gilt:

L 2t
P(|Y]‘ > l‘) > C1IP’(supHa1_k > —)
n>1j=| €
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3.3 Fall: by besitzt einen einseitig unbeschriankten Tréager

Wir werden eine Ungleichung von Grincevicius, die im Falle einer unabhingigen Folge (ay,),cz
zum Potenzgesetz-Verhalten der Tail-Wahrscheinlichkeiten fiihrt, auf unsere Situation mit Mar-
kovschen Koeffizienten anpassen.

Wir definieren fiir n > 1

n—1 l n
Yln = Z <Ha1_k>b_l und Hn = Hal_k.
=0 k=1 k=1
Fiir eine Zufallsgroe X, j > 1 und 1 <i < p fiihren wir spezielle Mediane ein:

med(j)(X) ::inf{xe R‘]P)(X <xla_j=¢e;)> %}, med"/ (X) := min medl(j)(X)

1 min 1Sl§p

und medga)lx(X ) := max medl(j ) (X).
1<i<p

Lemma 3.5 Fiirt € Rundn > 1 gilt

1 : N (Yn—Y/
§P< max {Ylj—i—Hjmed,(éi)n (%)} > t) <PY{" >1)
J

1<j<n

Beweis: Wir definieren

. . n_vyJ
inf{l <j< n‘YIJ—i—HjmedI(I{i)n (Yln_,yl

> > t}, falls die Menge nicht leer ist

n+1, sonst.

Es gilt {T = j} € o(ao,...,a1—j,bo,...,b1_j) fir 1 < j <n.Fiir j > 1 sei

N o(Yr—ylN\  yr—y/
B~::{med(’.) ( 1 1>§ 1 1},
J min Hj Hj

welches in o(a_j,...,ai—,,b_j,...,b1_,) enthalten ist. Da die Riickwirtskette (a—,,b_,)n>0
eine stationire Markov-Kette bildet, sind (a_g,b_¢)o.j—1 und (a_,b_)r>; bedingt unter
(a—;,b_) stochastisch unabhingig. Zusammen mit der Unabhéngigkeit der b_,, n > 0, vonein-
ander als auch von (a,),c7 induziert dies die stochastische Unabhingigkeit von (a_x,b_k)o.j—1
und (a_g,b_g)k>; bedingt unter a_ ;. Demnach sind die Ereignisse {7 = j} und B; bedingt un-
ter a_ j unabhéngig.

Ferner gilt

J J
i) K

P(Bjla_; = e;) > P(med(j) (
J J k Hj Hj

1
)a_]- - ek> > 2. (3.10)

DaIl; > 0 ergibt sich B;N{T = j} C {¥{* >t} fiir 1 < j <n. Damit kdnnen wir abschitzen

Pa?>wzp(iuamueqb)

J=1
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3 Beweis von Theorem I

1 ; N Yn—y/
— J med) (LT
=5 (fg\;{n{Yl—kﬂjmedmm( . >}>t>

Unser vorgegebenes Ziel ist eine untere Abschitzung von P(|Y;| > ¢). Lemma 3.5 liefert eine

Abschitzung fiir P(Y]" > t). Es gilt Y| "%, ¥, f.s., also insbesondere in Verteilung, weswe-
gen P(Y' >t) — P(Y; > ¢) fiir alle t € C(Fy,) konvergiert. Wir werden zeigen, dass die linke

o .. . . . . Y'-Y] d ,n—j
Seite in Lemma 3.5 fiir 7 aus einer dichten Teilmenge von R konvergiert. Wegen - = Y’
J

O

folgt schon mal, dass diese ZufallsgroRe f.s. fiir festes j gegen ein Y ; mit Y 4 Y) konvergiert.
Weiteres ergibt sich mit dem anschliefenden Lemma.

Lemma 3.6 Sei (Q, A, 1) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X ,X1,X,, ... Zufallsgrifien auf Q
mit X, i> X. Dann gilt fiir m := med X und m,, := medX,

n—oo
m, —— m.

Beweis: Angenommen m,, / m. Dann existiert ein € > 0 und eine Teilfolge (m,, )¢> mit
lm,, —m| >¢ furallek > 1.

Ferner konnen wir eine weitere Teilfolge auswiéhlen, deren Folgenglieder entweder immer gro-

Ber als m oder immer kleiner als m sind. Wegen —X, 4, _X betrachten wir o.E. den Fall
My, —m >¢ firallel > 1.
Sei ¢ ein Stetigkeitskeitpunkt der Verteilungsfunktion von X im Intervall (m,m+ €). Es gilt
H(Xy, <m) <p Xy, <1) <p(Xy, <my).

Da My, das Infimum iiber alle x € R mit u (X”kz < x) > % ist, folgt fiiralle / > 1
1
,LL(Xnkl < f) < E
Damit ergibt sich ein Widerspruch:

1
SpX <m) <p(X <1) = limp(X,, <t) < 3"

[—o0

| =

32



3.3 Fall: by besitzt einen einseitig unbeschriankten Tréager

O]
Dieses Lemma angewendet auf die Zufallsvariablen Yl , Yj und das MaB P(-la_; = ¢;) er-
gibt medl(] ) <%JY1> — medl(] 'y j- Aufgrund der Stationaritit von (an,bp)nez gilt medl( Iy i=

medgo) Y;. Da & endlich ist, folgt schon

: Y —Y!
m,(,” = medl(m)n (11_[—]) — medfm)n Y =:m,.
Proposition 3.7 Fiirt € R gilt

1 ,
—P( sup{Y{ +1jm,} >1 ) <P(Y; >1).
2 \jz1

Beweis: Wir schreiben zur Abkiirzung und Vereinfachung von Notationen

Z := sup{Y; +TL;m.}.
j>1

Zuerst wird gezeigt, dass max;< jgn{Ylj +1I jm,gj )} — Z f.s., denn damit und mit Lemma 3.5
folgt

—P(sup{Ylj—i—Hjm*} > t) < P(Y1 > l‘) Vt € C(Fz)ﬂC(Fyl). (3.11)
jz1
Offenbar gilt
max {Y; +Tm.} — sup{¥{ +m,} fs. (3.12)
1<j<n >

AuBerdem stellen wir fest:

1111a§{Y +1Im,} + maxH( ()—m*)> maX{YJ+H ml }fs
<j<

:s‘ max {¥; + I;m{} - max x (V] +Tm.} | < max H,|mn “m| = 0fs.  (3.13)

1<j<n
Im letzten Schritt wurde neben Lemma 3.6 verwendet, dass aus IT; — 0 f.s. sup i>1 II; <oofs.
resultiert. Die gewlinschte Konvergenz ergibt sich nun mit (3.12), (3.13) und folgender Abschiit-
zung

‘max{Yj—l—H iy} } z
1<j<n

<‘ max {Y]+H my } maX {Y]+H i }
1<j<n

J ) —
+‘1r£?én{Y' +11m.} —Z|.

Damit ist (3.11) gezeigt.
Angenommen die Behauptung gilt nicht fiir alle r € R, so existiert ein #p € R mit

1 1
EI[D(Z >19) >P(Y; >1) und EIP>(Z >19) —P(Y >19) =:€ > 0.
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3 Beweis von Theorem I

P(Z > 1) ist positiv. Da die Funktion ¢t — IP(Z > ¢) rechtsseitig stetig und C(Fz) dicht in R ist,
existiert ein a € C(Fz) N (tp,0) mit

P(Z>1t)—P(Z>a)<e. (3.14)
Weiter folgt aufgrund von Monotonie

1 3.11) 1
5IED(Z >19) >P(Y) >19) >P(Y, >a) > 5IP’(Z > a).

Aus (3.14) ergibt sich dann jedoch ein Widerspruch in P(Z > ty) — P(Y; > ty) = €, wodurch

insgesamt die Behauptung folgt. U
Analog erhalten wir durch Ersetzen von Y] durch —Y/ und ‘ d rch — Rina wegen
J
) (“HY ") Yln_Ylj
medmm< I, ) = —medmax< I, >,
dass

P(sup{—Ylj—Hjm*} > t> <P(-Y; >1t), teR,
j>1

gilt, wobei m* := medl(fl)a)lX Y.
Die so erhaltene Abschitzung fiir P(|Y;| > ¢) wollen wir weiter verschirfen.

Lemma 3.8 Fiir alle € >0 undt € R gilt

IP’(sup{Ylj+Hjm*} > t) —HP(sup{—Ylj—Hjm*} > Z)
izl Jj=1

2t
>P (Eln > 1)Hn > - und max {b_n +a_,my—m*,—b_,—a_,m" —|—m*} > 8).

Beweis: Zunichst gilt

P(sup{Ylj+Hjm*} > t) +P(sup{—Y1j—Hjm*} > t)
j=1 j=1

EIP’(sup{YI" +1ILm,, —Y{' —I,m"} > t> :

n>1

Nun betrachten wir die Ungleichung
_(YlnH + 1L, ym*) + (Y] +1L,m,) > 2t.

Dann gibt es zwei Fille. Entweder ist Y{" + IT,m, > t, dann folgt sup,,~ | {¥{" +I1,m.} > t, oder
Y[' +1I,m, <t.Im letzteren Fall ergibt sich

Y T m® > 2t — (Y Tmy) >t
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3.3 Fall: by besitzt einen einseitig unbeschriankten Tréager

woraus sup,~{—Y{" —IT,m"} >t folgt. Analoge Schliisse zieht man aus (Y 4 T my) —
(Y]' +I1,m*) > 2¢t. Zur Abkiirzung definieren wir fiir n > 1

N, :=max { — (Y T m®) + (V] 4 Thmy), (Y 4+ T ms) — (V] +11,m")}.

Dann gilt

P(sup{YI” +IL,m., Y —II,m*} > t)

n>1
2P<3n > 1IN, > 2t>.
Ferner bemerken wir

_(Y]n—H + 10, m™) + ' +Mmy) = —I1,b_p — ya—,m™ +,m.

Damit und mit einem analogen Schluss aus der anderen Ungleichung folgt fiir alle € > 0

P<3n21

Ny >21)
2t * E3
>P (Eln > I‘Hn > . und max{b,,1 +a_,m,—m",—b_,—a_,m +m*} > 8)
und dadurch insgesamt die Behauptung. 0

Der néachste Schritt lautet:

Lemma 3.9 Fiirt € R und € > 0 gilt
zt * *
IP’(EIn > I‘Hn > - und max{b,,ﬁ—a,nm* —m,—b_,—a_,m +m*} > 8)

2t
> min P(max {bg+exm. —m*,—bo— exm* +m, } > E)IP’(supHn > —)
1<k<p n>1 €

Beweis: Wir definieren fiir n > 1 die Ereignisse
Ag:=0, A,:= {Hn > %}, By:=0
und B, := { max {b,n +a_,my—m*,—b_,—a_,m"+ m*} > 8}.
B,, ist offenbar bedingt unter a_, unabhingig von den Ereignissen Ay, . ..,A,. Deshalb folgt

2t
IP’(EIn > I‘Hn > - und max{b,,ﬁ—a,nm* -m*,—b_,—a_,m" +m*} > 8)

:IP’( UJ@nn Bn)>

n>1
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3 Beweis von Theorem I

n—1

= P (BerAj)Crh4nf\Bn)

3
Y%
—_
3 T.
Lé

v
~

ASNA4, ﬂBn>

3
%

0

J

n—1
P(Byla_, = ek)IP’< ﬂ A
j=0

I
M~

3

Y4
—_
-
Il
_

nl@—n = ek> m(ex)

n—1
P(By|la—n, = ex) (ﬂAﬁﬂAn,an:ek
=0

Il
IIr’jw

n>1k
Aus der Stationaritit von (by,),cz und der Unabhéngigkeit von a_, und b_, ergibt sich
P(Bya_, = ex) = P(max {bo +emy, —m*, —by — epm* + m*} > €).
Mit dieser Identitét folgt dann weiter

p n—1
Y ) P(Bua_n= ek)]P’( (NASNAa_, = ek>

n>1k=1 j=0

> min P( max{bo—f—ekm* m*, —by — exm” —|—m*} > £)P< U An>

<k<
Isksp n>1

SchlieBlich kommen wir zum Beweis von Proposition 3.4.

Beweis (Proposition 3.4): Nach Voraussetzung besitzt by einen einseitig unbeschriankten Tra-
ger. Aus diesem Grund existiert ein € > 0 mit
1
— min ]P’(max{bo +emy, —m*, —by — epm” +m*} > 8) =:C; > 0.
2 1<k<p
Die Lemmata 3.7, 3.8 und 3.9 ergeben zusammen fiir t € R
1 2t
P(|Y;| >t) > = min P(max {bo +epm, —m*, —by — epm”* +m*} > 8>P<supH > )

2 1<k<p >1

2t
= CllP’(supH,, > E)

n>1

3.3.2 Untersuchung von [];_ a1«

Im vorherigen Unterabschnitt haben wir P(|Y;| > t) > CﬂP’(suan] IL, > %) gezeigt, wobei
IT, = [T;_, a1« Wir definieren M := sup,,-.; log(I1,). Unser Ziel ist es die folgende Proposition
zu zeigen.
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3.3 Fall: by besitzt einen einseitig unbeschriankten Tréager

Proposition 3.10 Fiir hinreichend grofies t > 0 existiert eine Konstante C, > 0 mit

exp(At)P(M >t) > Cy.

Mit diesem Resultat ausgestattet ergibt sich das gewiinschte Potenzgesetz-Verhalten:

Theorem 3.11 Fiir hinreichend grofes t existiert eine Konstante C > 0 mit
P(1y| >1) > C.

Insbesondere ist dann L(—1)+ L(1) > 0.

Beweis: Nach Proposition 3.4 gilt

2t 2t
P(|Y1| >1) > CﬂP’(exp(M) > E) = CIIP(M > 10g;>.
Damit folgt

2t
lim A P(|Y;| > 1) > lim Clt)L]P’(M > log;)

t—o0

= lim Cy (exp(s)%)AP(M > s)

§—>00

Prop. 3.10 e\
cl<§> Cy=:C>0.

Der Beweis von Proposition 3.10 streckt sich iiber mehrere Seiten.
Wir beginnen mit der Konstruktion eines MRWs. Sei

n

So=0,  Syp=) log(aj_x) =log(Il,), n>1.
k=1

Die bivariate Folge (a1_y,Sy)n>0 bildet offensichtlich einen MRW mit Semi-Markov Matrix
0 = (gij)1<i,j<p» erklért durch

S

(e))

71'(6,'

q,-j(t) = P(a,n = ej,loga,n < t|a1_n = e,‘) = ]l[logej,oo)(t) Dji- (3.15)

~—

Es gilt M = sup,»| S,. Wir werden mittels dieser Charakterisierung P(M > ) abschitzen. Dazu
erledigen wir noch weitere Vorbereitungen.
Es bezeichne 7;” den ersten streng aufsteigenden Leiterindex von (S, ),>0, d.h.

70 = inf{k > 1|S; > 0} (3.16)
und induktiv fiirn > 2

> {inf{k > 1|Sg> >0}, falls ;| <o

>
oo, falls 0, | = oo,
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3 Beweis von Theorem I

wobei o5 :=0, 0,7 ;=Y 77 und S, 4 := Sy 4k — S
Fiir n > 0 setzen wir
.Fn = G(al,. .. ,al_n).

(T 0Se 7 ,a1_6>+1) héingt bedingt unter F> wegen der starken Markov-Eigenschaft (st.

M.E.) nur von a;_> ab. Fiir A € B(R) und 1 < j < p gilt daher
> _
P(Tn+1 < °°aSG,,>,Tn>H GAval—GfH - ej|]:6n>)
st. M.E. >
= P<Tn+1 < °°756,,>,rn>+1 EA?"I—G,?+1 - ej|alfo,,>)
:P(T1> < OO,ST1> GA,CZI_T1> = ej|a1).
Die Matrix H der Verteilungen H;;, definiert durch

H;i(t) := ]P)(Tl> < °°vS771> < t,a1711> = ej|a1 =e;),

bezeichnen wir als Semi-Markov Matrix des streng aufsteigenden Leiterprozesses von (S, ),>0.
Fiir H # 0 wird wegen S;>_| < 0 und S;> > 0 gefordert, dass log(al_rf) >0 a; > 1.
Die Existenz eines Zustandes groBer 1 ist a priori nicht klar. Wiren nun alle Zustinde kleiner
oder gleich 1, so liefert Lemma A.6 fiir alle oo > 0

p(Pe) <p (diag (lrgggXpe?‘)PT> = lrgfgpe?‘ <1.

Jedoch besagt Korollar 2.13, dass p(Py) > 1 fiir o > A. Deswegen seien nun o.E. ej,...,e, > 1
und e, 1,...,e, < 1. Dadurch ist

H;i(t) =0 firj>r (3.17)
Als néchstes definieren wir die zu H gehorige Matrix-Erneuerungsfunktion

V(t):= Y H ().

n>0
Uber H*(") lisst sich aussagen:

Proposition 3.12 Fiir die n-fache Faltung von H, n > 0, gilt
H;;(n)(l) = ]P)((Fn> < °°7Sc7n> < t,al_cn> = ej|a1 = e,-)

Beweis: Wir beweisen zuerst ein Hilfsmittel. Dazu setzen wir Z; := § o7 1=Tz>]l {07 <o} fiirl > 1.
Seien Ay,...,A, € B(R). Zur Abkiirzung fithren wir fir 1 <k <p

. >
Bi:={Z) €A1, 7] <e,a;_ o> =e,a1 =ei}

ein. Dann gilt

/]lA ... XA dIP’(Z‘""’Z'l)€'7"rz><°°v“1fan>:eja1=€i
1 X... n
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3.3 Fall: by besitzt einen einseitig unbeschriankten Tréager

= IP’((ZI,...,Zn) €A X ...XAn,Gn> <®,a1_g> = €j,a1 = e,')

ﬂ(e)

n) €Ax X . ><An,6n>—’cl> < ®,a1_g> =€’j,3k|~7'_c;1>)dIED
k 1
> > —
1) €A X X Ay, O — T < o0,a1_g> = ¢j| Fo )dP
) i= 13
st. > > _ —
/IF’ (Zy,...,Z,) €Ay X ... XAy, 0, —Tj <°°;alfcn>—ej‘al—61>_ek)d]?

p
2/ (Zy,...,Zy—1) EAy X XAn,Gnil < ,d|_g> = ej|a1 = ¢;)dP
k=g,

21yl R jlar=
=Z/ J R R SR ()
k=1

Z1 E-,Tl> <°°,Ll171_1> =ek|a1 =e;

dP (dy).

Da die Mengen der Form A X ... X A, einen schnittstabiler Erzeuger von B(IR") bilden, gilt

> —e:la—e:
/]lAdP(Zlv-~~,Zn)€~7O',, <o<>,a176n>—e]|a1—e,

p > (3.18)
ZiZn 1 )E-,G7 <o, =ejla= I

Z //]lAd]P( LerZn—1)€0, @ o> ejlar % JpZIE T <ooa1=eglar=e;

k=1

fiir beliebiges A € B(R").

Damit konnen wir die Behauptung per Induktion iiber n zeigen. Fiir n = 0 ist die Behauptung
klar.

Wir bezeichnen mit f;, : R" — R die Funktion f,((x1,...,%,) ") = Y4_, Xk Der Induktionsschritt
ergibt sich wie folgt:

P(Gn> < °°>S0n> <t,a_¢> :ej]al =¢;)
:P(O'> <°°,fn(Zl, .7, ) <t,aj_ o> :ej|a1 :e,-)

—/]l (. ])dIP)(Zla wZn) €0y <0y _5> = =ejlai=e;)
13

(3.18) Zn1)€0, L <0y _o> Zejlar=er 7 e o> conay=ey|ar =e;
Z / Jton) " dPAET :

S8 ,‘L'1> <°0,(l171_l> =ek\a1:e,-

:Z/P( 1 <0085 St—yap_ o> =ejlag =e)P S (dy)
k=1
P

LV. *(n—1

ZZ/Hk} Mt —y)Hy(dy).
k=1
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3 Beweis von Theorem I

Um die Proposition 3.10 zu zeigen, ersetzen wir

p
P(M >tla) =e)x Z P(M <tla) =e;)]|7(e;). (3.19)
=1

o~

PM>t)=
1

~
~.

Ferner gilt wegen M = sup,,~.; S, = sup,,>; Sg>*
IP)(M < t|a1 = e,') —f—]P)(G] =00,5) < t|a1 = e,—)

:]P’<supSGn> < t|a1 :ei) +P(0) = 00,80 <tla; =e¢;)

n>1
—ZPG < o0,85> < 1,0, +1—<>o]a1—e)
n>0
p
ZZ]P’G < oo § o> <1, n+1—°°,a1_6”> zej,alze,-)
n>0] 1
p
) / P(0, | = oo|Fs>)dP
n>0] 1{G’l><°°’san>Sl’al—cr,?:ej’alzei}
1 P >
s L X / (67, = ola)_o- = e;)dP
l nZOJ:l{G”><<>0,SGn>§l,alian>:ej,a1:e,'}
Lyy / P(67 = oola) = ¢;)dP
= 1 —>ld1=¢j
m(ei) 1= = /

{6n><°°aso-n> SHay_g>=ej.ai =e;}

4
= ZP(G; < °°>Son> < La_g> :ej|a| = e,')IP)(G]> 200’(1] = ej)

n>0 =1
_sz:lj{ (nZO]P(G <o0,85> <ta|_g> =ejlay =e )) [1 =P(0] <oola; = e;)]}
:j_zl [VU(;) (1 —éﬂ”(af <o0,a_g> = eklar = ej))]
_ ,il {v,-j@ (1 ¥ H,-k<oo)>] . (3.20)

Sei
H := (Hij)1<i j<r

mit B = H*0) und ¥ bezeichne die Matrix-Erneuerungsfunktion von H. Da V;; = 0 fiir
J>r, Hj=0filirk>rund V;; =V;; fiir 1 <j<r,reduziert sich (3.20) im Fall 1 <i<rzu

P(M <tlay =e;) +P(0] = 0,80 < t|la; = e;) Z (1 — ZHJk ) (3.21)

Aus Elogag < 0 folgt S, — —oo f.s. Letztere Aussage ergibt sich beispielsweise mit (2.16).
Demnach existiert ein n > 1 mit 0, = o f.s. Somit folgt dhnlich wie in der Herleitung von
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3.3 Fall: by besitzt einen einseitig unbeschriankten Tréager

(3.20) fiir 1 <i<r

1=Y P(o; <e,0,, | =|a; =e¢;)
n>0
1 r
= ZIP’G < 0,0, | =o0,a;_ o> = ej,a1 = e;)
Tiie j 1n>0
1 r
:nw>2 / P(0},, = 0| Fo )dP
Vj=1nz0p P p— (3.22)
) / (67 =wlar = ¢)
= P(o{ =oola; = ¢;)dP
m(e) =150 : ’

; (3.23)
> Y [1— (P(M <tla) = &) +P(0 = 0,5 < t]a; = ¢;))] m(e;)
i=1
Vermoge (3.21) und (3.22) schreiben wir
1— [P(M <tla) =¢;) +P(01 = 0,5 < tla; = ¢;)]
-x Tyt (1= L)) x 750 (1= L #ue))|
:i 1— Z_jk(w)> (V,'J(OO)—V,](Z‘))}
j=1 : k=1
= Z (1 - Z Ejk(“’)) / exp(—Ay)exp(Ay)Vi;(dy) (3.24)
j=1 k=1

- (1,0)

Wir stellen einen Zusammenhang der Abschitzung dieses Terms zu dem Matrix-
Erneuerungstheorem II her. Sei d > 0 und bezeichne V; die zu H; gehorige Matrix-
Erneuerungsfunktion mit (V, );;(dy) = exp(Ady)V;;(dy). Dann gilt

/ exp(—Ay)exp(Ay)V;;(dy)
(t,00)

= / exp(—Ay)(V2)ij(dy)
(1)

/ Y exp(—Alr +2(k+ 1)d) 1 (soka 206172 () (V)i (dy)
k>0
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3 Beweis von Theorem I

—exp(—At)exp(—24d) ¥ (exp(—22,d))k(v,1),~j<(t—l—2kd,t+2(k—|— 1)d}). (3.25)
k>0

Wire nun das Matrix-Erneuerungstheorem II auf H und A anwendbar, so konvergiert
(Vl)lj((l + 2kd,t + 2(k + 1)d}> fiir alle 1 < i,j < r gegen eine positive Konstante, falls
wir d passend wihlen. Niheres dazu gibt es im nichsten Unterabschnitt. Es wird sich her-

ausstellen, dass wir eine Teilmatrix von H finden, die die Voraussetzungen von Matrix-
Erneuerungstheorem II erfiillt.

3.3.3 Anwendbarkeit des Matrix-Erneuerungstheorems I

Zunichst sei an

H,(0):= [ exp(Ay)H(dy)

(0.1]
erinnert.
Wir haben die Intention zu zeigen, dass das Matrix-Erneuerungstheorem II auf H und A an-
wendbar ist. Der Triiger von H ist offenbar enthalten in R~.. AuBerdem bendtigen wir, dass H
irreduzibel ist. Dies ist im Allgemeinen nicht der Fall (siehe Kapitel Anmerkungen des Au-
tors). Deshalb suchen wir nach einer irreduziblen Teilmatrix von H und priifen fiir diese die
Voraussetzungen von Matrix-Erneuerungstheorem II nach, denn (3.23) und (3.24) kénnen ent-
sprechend angepasst werden.
Der Ansatz wird sein, dass wir einen neuen MRW konstruieren, der in gewisser Weise asso-
ziiert ist zu (a1, Sy)n>0. Des Weiteren werden wir sehen, dass die stationdre Drift des neuen
MRWs das gegenteilige Vorzeichen der Drift des alten MRWs besitzt, so dass die zu H (o) ana-
loge Matrix des neuen MRWs stochastisch ist. Aufgrund der noch zu zeigenden Assoziiertheit
werden wir Eigenschaften dieses MRWs mit positiver stationédrer Drift in Eigenschaften iiber
(@1—n,Sn)n>0 ibersetzen konnen.
Wir fithren die Matrixfunktion Q ein, deren Eintriage die momenterzeugenden Funktionen der
qij sind, d.h.

. (3.15) 4 7(e;)
gij(o) = / exp(ay)gij(y) = ¥ ——pji. (3.26)
m(e:)
Sei Dy := diag(e{*n(e;),1 <i < p), dann ist
O(ar) =Dy 'PoDy. (3.27)
Mit ein wenig linearer Algebra erhalten wir fiir O(ct) und Py, denselben Spektralradius:
det(XE — Pg) = (detD;) "' det(XE — Py) detD; = det(XE — O()). (3.28)

Insbesondere erfolgt 1 = p(P;) = p(Q(A)). Anhand von (3.26) erkennt man, dass Q(A) eine
nicht-negative, irreduzible Matrix ist, weswegen uns das Perron-Frobenius Theorem A.5 die
Existenz eines positiven rechtsseitigen Eigenvektors v = (vy,...,v,) zum Eigenwert 1 liefert.
Sei D, := diag(v;,1 <i < p). Dann erhalten wir durch

0™(e) := D3 ! ( / exp(wa(dy))Dz
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3.3 Fall: by besitzt einen einseitig unbeschriankten Tréager

eine stochastische Matrix. Dadurch ké}eren /lwir einen Markov-modulierten Prozess konstru-
ieren. Wir definieren einen Prozess (a,g ),X,E )) mit Zustandsraum (& x R, P(&) @ B(R))
vermoge des Satzes von lonescu Tulcea durch

n>0

) o) _ a0 ek
festgelegt durch
A = (A A) _
ai (1) =PB(a,, = e, X, <tla) = ei) = / exp(Ay)v; 'vjqij(dy) (3.29)

(700711

fir 1 <i,j < p, und eine Anfangsverteilung.
Die Matrixfunktion definiert durch

oM = (4 w) _ ::D21< / exp(zy>Q<dy>>D2
SLISPp (

7007[]

ist die zugehorige Semi-Markov Matrix. Nach Definition von ¢;; in (3.15) gilt offenbar X,S)“) =

log a,(l ) . Aufgrund der Gestalt von Q4 ( ) und (3.15) ist (aﬁ,}”))po positiv rekurrent, irreduzi-

bel und aperiodisch. Wir bezeichnen mit { die eindeutige stationire Verteilung der Steuerkette.

(2) ¢(A)

Ferner nennen wir (an S )n>0 den zu (aj_p, Sn)n>0 assoziierten MRW.
Nun kommen wir zu dem angekiindigten Resultat iiber die Drift des assoziierten MRWs.

Proposition 3.13 Die Ableitung der Funktion ¢ an der Stelle A betriigt EC log a(()l). Insbeson-

dere ist Eg log a(()l) >0.

Beweis: Proposition 2.12 angewendet auf (a,(fl))po liefert, dass die Ableitung an der Stelle O
der Funktion -

oM R SR, s log [P(dlag( I<i< p)(Q(M<°°))T)]

EC log a(()l) betrdgt. Ferner ist identisch:

p (diag(ef’,1 <i < p)(@M) ()T
—p (diag(ef’, 1 <i < p)D2(O(1)) 'D;")
“Z'p (diag(e?,1 < < p)DD/P{D;'D;")
(dlag 1<i<p)P])
diag(e?,1 <i < p)~'diag(e%, 1 < i < p)P; diag(e® 1<l<m)

=p(P1q) = P(Piia).
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3 Beweis von Theorem I

Daher gilt

oM (o) = (A + ). (3.30)
Da die Funktion ¢ konvex ist, eine negative Ableitung an der Stelle 0 besitzt und logp(Pg) =
1 =logp(P,) ist, folgt, dass die Ableitung der Funktion (D(M an der Stelle 0 positiv ist. Also ist
Eg loga(()l) > 0. 0

Das folgende Lemma wird uns Aufschluss iiber den Spektralradius der irreduziblen Teilmatrix
von H (o) geben.

Lemma 3.14 Sei (M,,X,)n,>0 eine Markov-modulierte Folge mit Zustandsraum (S X

R,P(S) ®IB%(R)>, S =1{1,2,...,p}. Die Steuerkette (My),>0 sei positiv rekurrent mit eindeu-
tiger stationdirer Verteilung &. Bezeichne T; den streng absteigenden Leiterindex von (Sy)n>o.
Seien H” und H* die Matrizen bestehend aus den Eintrigen H;; :=Pi(17" < oo, M> = j) bzw.
H =Pi(r] < oo, My = J)- Es gelte v :=E¢X; # 0. Dann gilt

(iy v>0= H" ist stochastisch und H< substochastisch,
insbesondere gilt p(H”) =1 > p(H®)

(ii) v < 0= H= ist stochastisch und H~ substochastisch,
insbesondere gilt p(H) =1 > p(H”).

Beweis: Wir beschrianken uns auf den Beweis von (i). Nach Korollar 9.6 aus [2] gilt unter den
gemachten Voraussetzungen

S
2 v Pifs.firalleieS.
n

Ferner folgt S, — oo P;-f.s. fiir alle i € S, d.h. Pi(7;7 < o) = 1 und es existiert ein iy € S mit
Pi, (7, < o) < 1. Demnach ist die Matrix H” stochastisch und H< substochastisch.
p(H”) = 1 ist trivial. Falls H< irreduzibel ist, folgt p(H<) < 1 aus Lemma A.7. Ansonsten sei

o.E.
A 0

Ay 0
x Ay *  Ap
H<=| : .. - oder H-=| . =~ | ;

wobei A; fiir 1 < j < n eine irreduzible und B eine reduzible Matrix, die keine irreduzible
Teilmatrix enthilt, darstellt. B ist substochastisch, denn ansonsten gébe es eine irreduzible Teil-
matrix von B.

Alle A; sind substochastisch, da sonst S, — —oo P;-f.s. fiir ein i € S. Mit Lemma A.7 folgt
p(Aj) <lfirallel <j<n.

B ist substochastisch, aber nicht irreduzibel. Wir definieren eine Matrix B’ dadurch, dass wir in
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3.3 Fall: by besitzt einen einseitig unbeschriankten Tréager

den Zeilen von B, deren Summe kleiner als 1 ist, die Null-Eintrige so auffiillen, dass in dieser
Zeile jeder Eintrag positiv und die Zeilensumme immer noch kleiner 1 ist. Man iiberlege sich,
dass damit B’ irreduzibel ist. Mit den Lemmata A.6 und A.7 folgt dann p(B) < p(B’) < 1, weil
B’ substochastisch ist.

Insgesamt erhalten wir

p(H<) :max{ max p(Aj),p(B’)} < 1bzw. p(H) = max p(A;) < 1.

1<j<n 1<j<n

O

Es bezeichne H) die Semi-Markov Matrix des streng aufsteigenden Leiterprozesses von
(S,SM )n>0. Nach den vorherigen beiden Lemmata wissen wir nun, dass H (M(oo) stochastisch
ist.

Die nachfolgende Proposition setzt H mit H*) in Verbindung.

Proposition 3.15 D, 'H 2D2 ist die Semi-Markov Matrix des streng aufsteigenden Leiterpro-
(4)

zesses von (S,)
Wir haben in (3.29) gesehen, dass
A _
q,(j (dy) = exp(Ay)v; 'viqij(dy) (3.31)

gilt. Die Beweisidee ist, dass sich aus der Aquivalenz dieser UbergangsmaRe, die gemeinsam
mit den Anfangsverteilungen die MRWs eindeutig bestimmen, schon die Aquivalenz der MaRe,
die durch H;;(-) bzw. HZ(JA)() induziert werden, folgen sollte, da diese unter demselben An-
fangszustand der Steuerkette bedingen.

Zuerst beweisen wir zwel Lemmata vermoge derer wir die Eintridge der Semi-Markov Matrix
des streng aufsteigenden Leiterprozesses eines beliebigen MRWs in anderer Form schreiben
konnen.

Lemma 3.16 Sei (M,,X,),>0 eine Markov-modulierte Folge mit diskreter Steuerkette auf ei-
nem abziihlbaren Zustandsraum S = {1,2,...} und Semi-Markov Matrix Q = (gij)i,jes. Fiir
A€B(R), i,j€Sundn>1 sei

(Wo)ij = Ei(;) (siehe Definition nach (2.2))
(Wa)ij(A) :=Pi($1 <0,...,8,-1 0,5, € AN (—o0,0], M, = j)
(q)n)ij(A) = P,‘(Sl < 0, . ,Snfl < O,Sn c€AN (O,W),Mn = ])

Dann gilt fiirn > 1
@) = ¥ [ [ Tan o0 (am)aldx)aes(dy)
keS

wnd (@2)ij(4) = ¥ [ [ Laio.m ) (Zamt)adx)au () (3:32)
keS
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3 Beweis von Theorem I

Beweis: Wir beweisen nur die Identitét (3.32), denn die andere ergibt sich analog. Sei o.E.
A €B((0,%)).

(®n)ij(A) =Y Pi($1<0,...,8,-1 <0,S, €A, M, = j,M,_ =k)
keS

= Z //]l(oom (xl) S ]l(,oo’o](xl —+... +xn_1)]lA(x1 +... +xn)]l{j}(mn)
keS
S (Mp— )PMn~,Xn|X1:nfl:xl:nflaMl:nflzl’”l:nfl (dxn, dmy,)
[P)l}.(lznflleznfl (dxl e ,dmn_])
= Z //]1(_0070} (xl) C ]1(_0070]()61 +... —I—xn_l)]lA(xl +... —|—xn)]1{j}(mn)
keS
. ]1{](} (mn,I)PM”’XﬂM”_l:m"_l (dxn,dmn)]}})i(l:nflleznfl (dxl o 7dmn71)
= Z //]l(oo,O} (xl) EI ﬂ(,w7o](x1 —+ ... —I—xn,l)ﬂA(xl 4+ ... +xn)
keS
IP)X11€-,Mn:j|Mn—1:k(dxn)]}ni(lzn—thfl:k(dxl, o 7dxn—l)

ZZ//]I(0070}()61)-...-]1(0070]()61—{—...—{—)6,11)ﬂA(XI+...+Xn1 +y)
keS

P?(I:nflan*IZk(dxl yeu ,d-xn—] )qk](dy)

= Z //]lA(x+y)PSn—lE‘aS1§07~-~7Sn—1Soan—lszO:i(dx)qk](dy)
keS

:ké//]lA(x-i-y)(‘Pnl)ik(dx)ij(dy)

O

Per Funktionserweiterungsargument ladsst sich aus Lemma 3.16 folgern, dass fiir bzgl. (¥,);;
bzw. (®,);; quasi-integrierbare Funktionen f gilt

[0 5@0 = ¥ [ [Fe+91 g0 (a0 ()
keS
[r@@idn) = ¥ [ [ fletn)tomErn(Du@dag@). (333

keS

Wir bezeichnen mit (W), (®n)ij, (‘ngl)),- ;und (be))i ; die entsprechenden Mafe aus Lemma
3.16 fiir (aj—n,Sy)n>0 und (a,(f), ,(f)),po. Dann konnen wir festhalten:

Lemma 3.17 Fiirn>0und 1 <i,j < p gilt

(@)ij(dy) = exp(Ay)vi v (@n)ij (dy).
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3.3 Fall: by besitzt einen einseitig unbeschriankten Tréager

Beweis: Die Behauptung folgt per Induktion iiber n. Der Induktionsanfang n = 0 ist trivial. Fiir
den Induktionsschritt nehmen wir 0.E. ein A € B((0,0)). Unter Verwendung von (3.33) ergibt
sich

/exp(ly)v,-lv]'(q)n)ij(dY)

A
P
=Y [ [ 1t ety (- itavian (@

p
= Z / / La(x+y) exp(Ax)v; 've(Wa1)ie(dx)vy 'viexp(Ay)gr;(dy)

=VZ / [ a8 uldxa @)

Lemr@s'm 1H(@)ij(dy).
A
0J
Mit diesen Werkzeugen ausgestattet beweisen wir Proposition 3.15.
Beweis (Proposition 3.15): Fiir A € B((0,)) gilt
Hij(A) = ]P(T]> < OO,STI> S A,a1711> = ej\al = ei)
=Y P($1<0,....85-1<0,S, €A,a1_p = ejla; = €;)
n>1 (3.34)
(3 33)
= Z 1] Z Z//]IA x+y W l)zk(dx>q1<](dy)
n>1 n>1k=1

Per Funktionserweiterungsargument folgt fiir bzgl. H;; quasi-integrierbare Funktionen f

[ 105 = B3 [ [ 5640100 3) (0 ileaistar)
n>1k=1
Damit ergibt sich

[exp) vstisdy) = 3 [ [ 14t 9)expa o0 o sy e (a)

N n>1k=1

3
I

) [ [ 1@ atanal @)
k=1
(4)

>
) (4

In dem letzten Schritt haben wir benutzt, dass (3.34) entsprechend angepasst fiir Hl-(jM (A) gilt.O
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3 Beweis von Theorem I

(a9>)n>0 bildet eine endliche Markov-Kette, da H*) (o) stochastisch ist. Deshalb existiert ein
posiltiv rekurrenter Zustand. Die mit diesem Zustand kommunizierende Klasse ist irreduzibel
und positiv rekurrent. O.E. sei {ey,...,e,} diese Klasse. Dann ist (D, 'Hj (o0)D3)1<; j<s eine
irreduzible Matrix. Da

(D Hy(=)D2); = [ exp(Ay)y; iy (dy)
ergibt sich, dass auch H (o),

A := (Hij)1<ij<s:

irreduzibel ist. Zur Veranschaulichung betrachte man

H:(H 0) und ﬁ:(H 0).
* 0 * ok

Sei Dy := (Dy) 1< j<5. Weil Dof; (e0)D5 ! stochastisch ist, gilt p (H) (<)) = 1. Insgesamt ist
damit gezeigt, dass H; (c0) quasi-stochastisch ist.

Wir haben jetzt alle Voraussetzungen fiir die Anwendbarkeit des Matrix-Erneuerungstheorems
I1 auf A und A verifiziert. Nun gilt mit Verweis auf (3.24) und (3.25) fir 1 <i<s

1— [P(M <tla; =¢;) +P(01 = 0,5y < tla; = ¢;)]
> Z {(1 - Z ) exp(—At)exp(—2A4d)

j=1

(exp(—2Ad)) (V;L),-j<(t+2ka’,t+2(k—l—l)d]ﬂ

Falls H, gitterverteilt ist, wihlen wir d als die zugehdrige Spanne, andernfalls als eine beliebige
positive Zahl. Wir haben die Linge des Intervalls als 24 fiir den moglichen gitterverteilten Fall
gewdhlt, da somit fiir alle ¢ € R stets ein 7; € dZ existiert, so dass

(tg+2kd,ty+2kd +d| C (t+2kd,t +2(k+ 1)d].

Daher liefert das Matrix-Erneuerungstheorem II

Jimn (72 (1 20200+ 1)) > 5= i) R ((0.4]) > 0

Somit existiert eine Konstante C;; > 0 mit
(%)U((szd 420k + l)dD Cij

fiir hinreichend grofes ¢. Fiir ein solches ¢ gilt ferner

Y (exp(—22d))* (%),-,-((r+2kd,t+2(k+ 1)d])
k=0 (3.35)

> Cij > 0.
~1—exp(—2Ad) "
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3.3 Fall: by besitzt einen einseitig unbeschriankten Tréager

Nun ist 7 so wihlbar, dass (3.35) fiir alle 1 < i, j < gilt. Deshalb existiert fiir hinreichend grof3es
t eine Konstante C* mit

1-— [P(M < t]al = €i) +P(Gl =o00,5) < t\al = €,‘)]
(3.36)

Es bleibt zu zeigen, dass ein 1 < j < s existiert mit (1 — Zizlﬁl jk(oo)) > 0. Der Schliissel
dazu liegt in einer erneuten Verwendung von Lemma 3.14, aber diesmal angewendet auf H (co).
Wegen Elogag < 0 gilt

1> p(H(x)) = p(H()) = p(F()).

Also ist H substochastisch, so dass die Positivitit eines Summanden aus (3.36) folgt. Dies liefert
eine Konstante C, > 0 mit

-

exp(Ar)P(M > 1) >exp(At) Y [1—P(M <tla; = ¢;)| 7(e;)

I
_

>exp(Ar)

M-

[1—[P(M <tla; = ¢;) +P(0] = 00,8 < t]a; = ;)] | 7 (e;)

I
_

>Cs.

Damit ist Proposition 3.10 bewiesen und Theorem 3.11 liefert die Behauptung.
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4 Beweis von T heorem 1|

Das Vorgehen ist dasselbe wie im ersten Teil des Beweis von Theorem I (siche Abschnitt 3.1):
Wir haben in Abschnitt 2.1

Z=7Z+F+§g
gezeigt und wollen mit dem Matrix-Erneuerungstheorem I eine explizite Gestalt der Limiten
von Z(t), 1 <i<2p, fiir t — oo herleiten und werden damit eine des Grenzwertes von z(x,?)
bzw. von t*P(xY; > t) fiirt — o und x € {—1, 1} konstruieren.
Als erstes miissen wir die Anwendbarkeit des erwdhnten Theorems priifen. Es folgt schon mal,
dass F nicht-gitterverteilt ist, da die log le;| keine ganzzahligen Vielfachen derselben Zahl sind.
AuBerdem benétigen wir die Irreduzibilitit von F. Wir wissen, dass

v

A
F(o0) = (leil™ PijLiog|e;] o) (f>)1§,js;:

irreduzibel ist. Daraus folgt jedoch 1.A. nicht, dass

(Fij(‘”))lgigl, 1<j<p 5 0
F(o0) = 0 (Fij(2))it1<i<p, 1<j<p
0 (Fij())1<i<t, 1<j<p

(Fij(°°))l+1§i§p, 1<j<p

irreduzibel ist.
Zum Beispiel ist

1 01

A=|10 1

010

irreduzibel und

101000
0007101
~ 000O0T1 0
A=l 00010 1
101000
010000

(I = 1) ist reduzibel mit Partition / = {1,3,5} und J = {2,4,6}.

Das Matrix-Erneuerungstheorem I werden wir in einer anderen Art bzw. auf andere Matrizen
anwenden, falls F (o) reduzibel ist.

Die folgende Definition dient dazu, die Irreduziblitit einer solchen Matrix A ineine Eigenschaft
der zugehorigen Matrix A zu iibersetzen.
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4 Beweis von Theorem II

Definition 4.1 Sei A = (a;j)1<; j<p eine nicht-negative Matrix und 0 <1 < p —1. A heifst [-
reduzibel, falls eine méglicherweise triviale Partition (I,J) von {1,...,p} existiert, so dass fiir
1<i<]

iGI:>a,~j:0 Vjied
i€J=aijj=0 Vjel

und fiirl+1<i<p

icl=a;;=0 Vjel
iGJ:>a,-j:O Vjeld.

gilt. Andernfalls heifst A l-irreduzibel.

Proposition 4.2 Sei A = (a;j)1<; j<p eine nicht-negative irreduzible Matrix und 0 <1 < p—1.
Dann ist die Matrix

(aijh<i<i, 1<j<p 0
0 (@ij)i<i<i, 1<j<p
(aij)l+l§i§p, 1<j<p 0

irreduzibel genau dann, wenn A [-irreduzibel ist.

Beweis: Fiir eine Menge M = {m;,...,m,} definieren wir M + p := {m; + p,...,m, + p} und
entsprechend M — p. Fiir ein besseres Verstindnis schreiben wir in manchen Fillen fiir Matri-
xeintrdge a;; auch a; ;.

"=" A sei [-reduzibel mit zugehoriger Partition (1,J). Aus (1,J) erhalten wir eine nicht-triviale
Partition von {1,...,2p} durch

[:=1U(J+p) und J:=JU(+p).

Wir behaupten, dass A = (aij)1<i j<2p mit der eben definierten Partition reduzibel ist. Dazu
ist zu zeigen, dass a;; = 0 fiir i € I, jE fgilt. Falls i € {1,...,1} und j € J, folgt dies aus der
[-Reduzibilitdt von A. Falls i € {1,...,/} und j€I+poderic {l+1,...,p} und j € J, ergibt
sich a;; = 0 aus der Struktur von A.Tstie{I+1,...,p} und j € I+ p, so folgt ajj=aij—p=0
aus der /-Reduzibilitit von A. Entsprechend lduft die Argumentation fiir i € (J+ p) ab.

"<" Angenommen A ist reduzibel, dann existiert eine nicht-triviale Partition (IN,JN) von
{1,...,2p} mit a; =0 firalle i € I, j € J. Wir setzen

L:=In{l,....p}, L:=In{p+1,....2p}
J] :fm{l,,p}, und J2:fﬂ{p+1,7219}

Zunichst zeigen wir Iy = J, — p und J; = I, — p. Dazu definieren wir

Z:=hn(h-p), JT=hnr—p) und K:={1,...,p}\(ZUT).
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4.1 P ist [-irreduzibel

Angenommen Z ist nicht leer. Dann bildet (Z,(J UK)) eine nicht-triviale Partition von
{1,...,p}

Wir wollen die Annahme zum Widerspruch zur vorausgesetzten Irreduzibilitit von A fiihren.
Sei (i, /) € (Z,J) C (I,J) beliebig. Dann ist (i, j+ p) € (I,J). Falls 1 <i <1, ista;; =a;; =0,
und aus [ +1 <i < pfolgta;; = aj j4+p =0.

Sei nun (i,k) € (Z,K) beliebig. Es gilt K = [(J» — p) N [1] U [(l — p) NJ1]. Zuerst sei k € I,
dann ist k+p € Jp. Falls 1 <i <[ gilt, ist aj; = dj4p s+p = 0, denn i + p € I, nach Definition
von 7. Ist andernfalls [ +1 < i < p erfiillt, so ist aj = a; x4, = 0.

Dieses Mal sei k € Jy. Fiir 1 <i<[istay =ay =0undfir/+1<i<pistayg=a;pr=0.
Damit haben wir insgesamt gezeigt, dass A reduzibel ist mit zugehdoriger nicht-trivialer Partition
(Z,(JUK)). A ist aber als irreduzibel vorausgesetzt, weswegen Z leer ist. Analog ergibt sich,
dass 7 leer ist.

Es bleibt zu zeigen, dass A mit der Partition (/;,J;) von {1,...,p} [-reduzibel ist. Sei nun
1 <i<Il Wennic¢€l ist, gilt a;; = C7ij =0 fiir alle j € Ji, da A reduzibel ist mit zugehoriger
Partition (T,JN) Andernfalls ist i € Ji, also i+ p € . Dann gilt a;; = a;1p j+p = O fiir alle j € I,
daj+pelh.

Nun gelte [ +1 <i < p. Wenn i € I; gilt, dann induziert dies a;; = a; j4+, = O fiir alle j € I;, da
Jj+p € J,gilt. Falls i € J; ist, folgt mit analoger Begriindung a;; = a;1,,; = 0 fiir j € J;. 0

4.1 P' ist I-irreduzibel

In diesem Fall ist auch F (c0) l-irreduzibel und deshalb liefert Lemma 4.2 die Irreduzibilitdt von
F (o0). Das folgende Lemma gibt uns Auskunft iiber den Spektralradius von F' (o).

Lemma 4.3 Sei A eine nicht-negative Matrix. Der Spektralradius der Matrix A aus (4.1) stimmt
mit dem von A iiberein.

Beweis: Wir berechnen das charakteristische Polynom der Matrix A. Addiert man die letzten P
Spalten der Matrix A — XE;), zu den ersten p hinzu und subtrahiert anschlieBend die ersten p
Zeilen von den letzten p Zeilen, so bleibt die Determinante unverdndert. Dadurch erhalten wir
eine obere Dreiecksmatrix. Deswegen gilt

det(A — XE,,) = det(A — XE,)det(A’ — XE,,),

wobei
A ( (aij)i<i<i, 1<j<p )
-\ (Faij)i<isp, 1<j<p
Weil |A'| = A, liefert Lemma A.6 p(A’) < p(A) und somit p(A) = p(A). O

v

Folglich ist p (F (e0)) = p(F(e0)) = 1 und F (eo) quasi-stochastisch. Weiter kénnen wir konstatie-
ren, dass wenn v ein Eigenvektor zu einem Eigenwert o der Matrix A ist, dann ist (vT , vT)T ein
Eigenvektor zum Eigenwert o der Matrix A. Bezeichnen i und 1 die analog zu (2.9) normierten
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4 Beweis von Theorem II

links- und rechtsseitigen Eigenvektoren zum Eigenwert 1 der Matrix F (co), soist z1:= (it ') "

ein linksseitiger und m := S (7", ") T ein rechtsseitiger Eigenvektor zum Eigenwert 1 der Ma-
trix F (oo (o0). Es gilt Zl ,m; =1 und ):?i’ , uim; = 1. Unter Beriicksichtigung der Gestalt von F

erhalten wir

=) m]”z/yE] dy) + Z ) "Nijﬁi/yfij(dy)

j=lie{l,... l,p+l+1, ) j=p+lie{l+1,... I4+p}
p P 1 .

= Z Zimll’v‘l/ij(dy)_l' Z Z m]ul/szj(dy)
j=1li=1 j=1li=1

= L.

Die Positivitét von [1 folgt komplett analog zu Unterabschnitt 3.1.1.2.
Die direkte Riemann-Integrierbarkeit von g folgt aus Unterabschnitt 3.1.1.1 und g;(r) =
(il t). Dabei bezeichnet wieder i := i mod p.

UmZ=0Ux g zu zeigen, benutzen wir

exp!(1)

N el e (U (lfllalk)n_,, > )y

0

wobel

(0 1, I1<i<loderp+I1+1<i<2p
i) =
£ —1, sonst.

Diese Aussage ist das Analogon zu Lemma 3.3 und wird genauso bewiesen. Weiter folgt mit
17—, la1_«| — O f.s. wie im Fall & C R, dass F*") xZ — 0.

Es gilt ﬁij(n) (1) < }%(") (1), denn fiir n = 1 ist die Behauptung offensichtlich und der allgemeine
Fall folgt per Induktion aus

/F "Vt —y)Fy(dy)

kzlkajn_l (t_y)ﬁ;k(dy), fallSlStSloderp+l+1§l§2p
- 2 ~x(n—1 ~
Z/<£p+1 IR kj(n )(t —Yy)Fi(dy), sonst.

Hiermit kann man Z = U g wie in bzw. unter Verwendung von Unterabschnitt 3.1.1.3 beweisen.
Damit sind alle Voraussetzungen des Matrix-Erneuerungstheorems I giiltig. Dessen Anwendung
liefert fiir 1 <i<2p

1& . [

Zi0) =% = Y iy [ g0)d.

Mo
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4.2 P ist [-reduzibel

Weiter ergeben vorige Uberlegungen und Summation der jeweiligen Komponenten von z

4
t%oo

[ i [eil)+gi(~1y)dy] furxe {~1,1},

Mit Proposition 2.1 gilt limy_sez(x,1) = lim; e t*P(x¥] > 1) = L(x) fiir x € {—1,1}. Daher
folgt L(—1) = L(1).

4.2 P' ist I-reduzibel

Die [-Reduzibilitit von P induziert -Reduzibilitit fiir F (o0). Seien I, J, I und J die Index-
mengen aus dem Beweis der Hinrichtung von Lemma 4.2 fiir die Matrizen F (c0) und F (oo).
Durch Vertauschung der Rollen von [ und J in dem genannten Beweis sehen wir, dass sogar
Fij=F;=0firallei €I, j € J. Das induziert

2p
i€l= Zi=Y FyxZi+g =Y FaxZi+g
k=1 kel
- -~
i€J= Zi=Y FuaxZi+g=)Y FyxZi+g
k=1 kel

Wir setzen

FO .= (Ef)i,jef’ FY) = (ﬁij)i,jef
und bezeichnen mit U bzw. UY) die zugehdrigen Matrix-Erneuerungsfunktionen. Wir erin-
nern uns, dass I =IU (J+p)und J =JU(I+p). Seiie {1,...,I}NI. Falls j € {1,.. LpynIl
ist, gilt Fls) = F,]. Ist andernfalls j € {p+1,...,2p} Nl = J+ p, so gilt FIS) =0= Fij. Letz-
tere Gleichheit gilt aufgrund der /-Reduzibilitit von F (o). Sei nun i € {I+1,....p} N 1. Fiir
j€ {1,...,p}ﬂ7ist F.(.I) :0:1‘7}7 und fiir j € {p+ 1,...,2p}ﬂ]~gilt Fig.l) :F}j. Analog erhilt

man Flg ) = F firie {p+1,....2p} NI, JE I und das ganze entsprechend fiir ' ), Folglich
gibt es Permutatlonsmatnzen P1 und P, mit

P/ FOP =F und PJFUIP,=F.

Damit ist klar, dass F () und FV) irreduzibel und nicht-gitterverteilt sind. Da fiir Permutations-
matrizen gilt, dass die transponierte Matrix identisch mit der Inversen ist, ergibt sich

Wir definieren links- und rechtsseitige Eigenvektoren der Matrizen F 0 (e0) und F 1) (00) zum

~und m® := (m(iv))i .7 gegeben durch

Eigenwert 1. Seien u(!) := (uw)le,

1
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4 Beweis von Theorem II

Analog definieren wir fiir u /) und m"). Die definierten Paare von Vektoren erfiillen jeweils
(2.9). Daraus ergibt sich [.L( I — =uV /) = =[n>0. N N

Aus dem vorigen Abschnitt wissen wir, dass g d.R.i. ist. Wir setzen g!) := (81) ;e gV = (8)ici
und entsprechend Z () und Z). Dann gilt

70 — p) . 7(I) +g(1) und zY) = ) 4 7z() +g(1).
UG RO : . . : .
Ferner ist F; ; = I/, wobei s und r dadurch bestimmt sind, dass die Funktion v — Pv,
v € R?, die s-te Komponente auf die i-te und die r-te auf die j-te schickt. Ein entsprechendes

. . (jj*(”)
Resultat gilt auch fiir F};

dass

. Damit kann man wie in Unterabschnitt 3.1.1.3 gefolgert werden,

20 D 4o ynd 20 — g 4 o).

Mittels der Definition der Eigenvektoren liefert Matrix-Erneuerungstheorem I

w 1 & . .
L—Zmi 15(i) Zu-/g] )dy
. L jel

:limi{n,(i) i"l]l;(j) (ﬁj/gj(l,y)dy> + % 13(j) (ﬁf/gf(_l’y)dy)]

o5 ]

jeJ

j=p+1

+1,(i) j;]lf(j) (ﬁj/gj(l,y)dy) +j_zz;r]]lf(j) (ﬁ;/gj(—hy)dy)] }
:éi {11 [Z]l, <uj/gj L,y) dy)—f—z]lj ( j/gj(_la)’)d)’>]
—l—h@[ih(i)( 1/81(1 y dy) +Z]11 ( j/gf(_l’y)dy>]}

j=1
P p
:_Zmi{nl(i)lz il

(1(j)g;(1,y) +1lf(j)gj(—1,y))dy]
j=1

+1,(i) [i ﬁj/ (Ls(7)g;(1,y) + ]lz(j)gj(—l,y))dy] }
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4.2 P ist [-reduzibel

=L(1)

und entsprechend
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A Anhang

A.1 Stationaritit und Ergodizitit

Lemma A.1 Seien (X,),>0 und (Y,)n,>0 stationdre Folgen von Zufallsgrifien. Dann ist auch
(X, Yn)n>0 stationdir.

Beweis: Zunichst sehen wir, dass fiir beliebiges A € B(R") gilt:
[Pt € AIY1)AP = P(Xi0 € ) = P(Xars1 € 4) = [Pt € AlYayri1)dP

Wir erhalten daraus
PXl:n‘Yl:n — PXZ:n+l |Y2:n+l I[D_f's.

Dies benutzen wir um die Stationaritit von (X,,,Y,),>0 zu zeigen. Es reicht, die Eigenschaft fiir
einen schnittstabilen Erzeuger nachzurechnen. Seien A, B € B(R"). Dann gilt

P(Xl;n c A,Y]:n - B) = /]leBd]P)(Xl:mYl:n)
://]lA(-x)]lB(y)PXl:nWl:n_y(dX)PYl:”(dy)

= //:[LA(x)]lB(y)]P)XZ:nJrl|Y2:n+1_y<dx)PY2:n+l(dy>
U

Theorem A.2 (Birkhoffscher Ergodensatz) Sei (X,),> eine stationdire, ergodische Folge von
Zufallsgrofien und E|X|| < oo. Dann gilt

1 n
- ZXk —EX] fs.
=1

Beweis: Siehe Theorem 6.28 aus [9]. O

Korollar A.3 Sei (X,,),>1 eine stationdire, ergodische Folge von Zufallsgrofien und E|X;| = oo.
Dann gilt

1 n
- Y X, —»EX; fs.
=1
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A Anhang

Beweis: Aus der Stationaritit und Ergodizitit von (X,),>; folgt auch selbige Eigenschaft fiir
die Folgen (X,),>1 und (X, ),>1. Deswegen sei 0.E. (X, ),>1 nicht-negativ und EX; = . Die
Folge (X,Ec)),,zl, X,S“) := Xn1x,<c}» ist stationdr und ergodisch. Ferner ergibt EX (¢) < oo und
Theorem A.2 -

hmmf ZXk>hm ZX EXI(C) f.s.

n—oo ]’l n—oo n

fiir alle ¢ > 0. EX T [EX| = oo liefert die Behauptung. U

A.2 Perron-Frobenius Theorie

Aus [4] entnehmen wir die folgende Defintion.

Definition A.4 Eine nicht-negative p x p Matrix A = (a;;)1<i j<p heift

(i) nicht degeneriert, wenn sie keine Nullzeile besitzt, wenn also a;y := Zi']:l

ajj > 0 fiir alle
1 <i< p. Setze in diesem Fall A* := (a,'j . a;zl)lgingp.

(ii) irreduzibel, wenn sie nicht degeneriert und A* irreduzibel ist.

(iii) aperiodisch, wenn sie irreduzibel und A* aperiodisch ist.

(iv) primitiv, wenn A" > 0 fiir ein n > 1 gilt.

Theorem A.5 (Perron Frobenius) Sei A eine nicht-negative, irreduzible p X p-Matrix. Dann
besitzt A einen einfachen, betrigsmdflig grofiten, reellen Eigenwert p(A) und es existieren bis
auf skalares Vielfaches eindeutige, positive, links- und rechtsseitige Eigenvektoren u und m zum
Eigenwert p(A).

Beweis: Theorem 8.4.4 aus [15] beweist die Aussage bis auf die Existenz von u, die folgt aber
wegen p(AT) = p(A) aus Anwendung des Theorems auf A . O

Lemma A.6 Seien A und B p x p Matrizen. Falls A <B, d.h. a;; < bj; fiir alle 1 <1, j < p, gilt
p(A) <p(|A]) <p(B).

Beweis: Siehe Theorem 8.1.18 aus [15]. Ol

Lemma A.7 Seien A, B irreduzible, nicht-negative p x p Matrizen mit A < B. Dann gilt
p(A) = p(B) genau dann, wenn A = B gilt.

Beweis: Siehe Korollar 15.7 aus [4]. O

Lemma A.8 Sei A cine aperiodische, nicht-negative p X p Matrix. Dann existiert eine positive

Matrix C, so dass
Al
lim— =C

= (p(A))
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A.2 Perron-Frobenius Theorie

Beweis: Theorem 8.5.1 aus [15] beinhaltet die Aussage fiir eine primitive, nicht-negative Ma-
trix. Lemma 15.3 aus [4] zeigt die Aquivalenz von primitiv und aperiodisch fiir nicht-negative
Matrizen. 0
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Anmerkungen des Autors

Diese Arbeit basiert hauptsdchlich auf dem Artikel [12] von Benoite de Saporta, der Teile aus
ihrer Dissertation [11] prisentiert. Bei dem Studium der Beweise sind mir neben kleineren Un-
genauigkeiten auch solche aufgefallen, die mich gezwungen haben, die Hauptresultate abzu-
schwiichen oder in Teilen komplett wegzulassen. Dieses Kapitel dient dazu, letztere aufzuzei-
gen.

Nach Erledigung des Falles, dass b f.s. ein konstantes Vorzeichen besitzt, widmet sie sich dem
Fall eines by mit f.s. wechselndem Vorzeichen. Ihr Beweis dazu entspricht bis auf Anpassungen
dem Abschnitt 3.3 dieser Arbeit. Sie folgert aus der Ungleichung 3.7 und aus entsprechender
Ungleichung im Beweis ihres Theorems 2, dass diese Ungleichung beim Vertauschen der Vor-
zeichen richtig bleibt. Es gilt jedoch im Allgemeinen

vy S (—Yi+Y] ) (Y=Y
~ s med? (1) = i med? () £ i med? ()
SISp Jj ISP j SISp J

Da die Limiten

— ) Yn _Yj -
m* = lim | max medl(]) < 1 1 )
n—oo _1§i§p Hj i

und

_ . yn_ YJ -
m, = lim | min medl(J) <¥>
n—oo _lgigp Hj i

ggfs. nicht identisch sind, erhélt man somit keine Abschédtzung mit Faktor

lrgr}ggpPUbw (ex — Dm.| > €),
der sonst bei hinreichend klein gewihlten € > 0 positiv wire fiir nicht konstantes b.
Man erhilt stattdessen den Faktor

min P(max{bo+ekm*—m*,—bo—ekm*—i—m*} > €). (D
1<k<p
Fiir m* # m, nimmt by moglicherweise f.s. nur Werte in einem Intervall der Form [m, —
exm”* ,m* —epmy], 1 <k < p, an. Dieses Intervall kann ggfs. sowohl negative als auch positi-
ve Zahlen enthalten, so dass der Fall eines by mit f.s. konstantem Vorzeichen nicht anwendbar
ist. In dieser Situation kann man € > 0 nicht so wiéhlen, dass der Faktor aus (1) positiv ist. Daher
kommt die unbefriedigende, neu gesetzte Voraussetzung, dass b einen einseitig unbeschriank-
ten Tréger besitzt.
De Saporta erwihnt nach der Formulierung ihrer Hauptresultate, dass diese giiltig bleiben, wenn
man bzgl. der Korrelation von (ay)nez und (bn)nez nur fordert, dass b_, ) unabhéngig von
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Anmerkungen des Autors

o(ao,...,a_,) ist und eine zusitzliche Bedingung fiir die Positivitit eines Faktors bei der Ab-
schitzung von P(|Y;| > ¢) gilt, die hier nicht weiter relevant ist. Diese Unabhéngigkeitsbedin-
gung reicht zwar aus fiir die Giiltigkeit der Resultate der Abschnitte 3.1 und 3.2, jedoch nicht
mehr fiir die des Abschnittes 3.3. Der Beweis der Ungleichung 3.5 ist dann nicht mehr richtig.
Dort wird bendtigt, dass (@, b_x) (0. j—1) und (a_g,b_)i>; bedingt unter a_ ; unabhéngig sind.
Das ist unter der schwicheren Unabhingigkeitsbedingung nicht mehr gegeben, da nicht folgt,
dass (b_x)(0:j—1) und (a—g)x>; bedingt unter a_ ; unabhingig voneinander sind.

Zur Tustrierung dieses Fehlschlusses sei (ay,),>0 eine Folge unabhingiger, identisch verteilter,
nicht-degenerierter ZufallsgroBBen. Definiere b,, := a,, 1, fiir alle n > 0. Dann ist b, | unabhéngig
von ay, . .. ,ay, fiir alle n > 0. Jedoch gilt fiir geeignete Mengen A und B

P(by € A,a; € Blay)*=P(by € A, a3 € B) £ P(by € A)P(ay € B)*2P(by € Ala,)P(as € Blay).

Im Beweis ihres Theorems 2 bemerkt de Saporta in [12], dass der Fall eines by mit einem f.s.
konstanten Vorzeichen analog zu Theorem 1 folgt (vgl. Abschnitt 3.2). In der Dissertation [11],
die ein Jahr eher erschienen ist, hingegen erwihnt sie, dass dieser Fall auf dem aufzeigten Weg
zumindest nicht folgt, womit ich tibereinstimme.

Leider konnte ich im Fall & C R*, £ "R # 0 und & N R~ # 0, kein Potenzgesetz-Verhalten
attestieren, da ein Fehler dies verhinderte. Sie versucht abermals die Ungleichung von Grince-
vicius anzupassen. Dort benutzt sie gewisse Stoppzeiten 7., 7 und Ereignisse B;“, B (siehe
Definition aus [12]). Analog zu Proposition 3.5 schitzt sie ab

0 >0 20( U (7 = pns)odr - s )
j=1
U {n—]}mm)+P(U<{T_:j}m3;>)

i=1 j=1

~.

v
=
M= —

~
I
—_

j=1 j=
n

Y BTy = jla =)+ 2 (T = jla-=e0) | m(er)

n n
VP = Bl = e+ Y BT = 1B o )| 7
1
2| &

vV
M~

~
I
—_

(P(Ty < n)+P(T- <n)).

| =

Da T’y = n nicht ausschlieft, dass es ein 1 < j <n—1 gibt mit 7_ = j sind die Ereignisse nicht
disjunkt und die zweite Abschétzung stimmt so nicht.

Eine Verbesserung ihrer Arbeit besteht darin, dass die Matrix-Erneuerungstheoreme allgemei-
ner gehalten werden. Zunichst ist die Voraussetzung U() < oo fiir alle # € R durch die allge-
meinere Voraussetzung u > 0 ersetzt worden. AuBlerdem sind die Voraussetzungen fiir die An-
wendbarkeit zum anderen dahingehend abgeschwicht, dass die Folge ||F (e0)"||, fiir p € [1,00]
nicht mehr beschrénkt sein muss, was sie mit einer Aperiodizititsforderung an die Matrix F(oo)
induziert. Jedoch gilt wegen

IF()"p 22 p(F(eo)) =1, pe [L,od],
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Gegenbeispiel

dass diese Folge sowieso beschrinkt ist. Zugegebenermallen hat sie irrefithrenderweise im Be-
weis ihres ersten Matrix-Erneuerungstheorems in der zwei Jahre eher erschienenen Arbeit [10]
die obere Schlussfolgerung erkannt und keine Aperiodizitdt gefordert. In dem Artikel [12] hin-
gegen fehlt dieser Gedanke und fiihrt spéter zu einem Problem bei einer Anwendung des Matrix-
Erneuerungstheorems II. Niheres dazu erwihne ich gleich.

Ich komme nun explizit zu weiteren Fehlern im Beweis des Hauptresultats fiir & C R+, die ich
anschlieBend durch ein Gegenbeispiel illustriere. De Saporta folgert, dass die Matrix H () aus
Unterabschnitt 3.3.2 irreduzibel und aperiodisch ist. Mit der von ihr gezeigten Abschidtzung

Hij(w) > pjim(e;)(nle;)) !, 1<i,j<n

lassen sich Irreduzibilitdt und Aperiodizitit nicht folgern. Zwar ist P als irreduzibel vorausge-
setzt, jedoch nicht, dass pj; > O fiiralle 1 <i, j <r. Gliicklicherweise ist nach obiger Bemerkung
die Aperiodizitit fiir die Anwendung des Matrix-Erneuerungstheorems irrelevant und aulerdem
reicht es, eine irreduzible Teilmatrix von H (o) zu finden.

Ferner folgert sie ohne weitere Kommentare, dass die Voraussetzung, dass die loge; keine ganz-
zahligen Vielfachen derselben Zahl sind, induzieren wiirde, dass H nicht-gitterverteilt ist. Diese
Aussage ist nicht richtig. Da jede rekurrente Markov-Kette eine Harris-Kette ist, kann man zwar
mit Theorem 1 (ii) aus [3] ableiten, dass H nicht-gitterverteilt ist, jedoch ldsst sich davon nicht
auf den Gittertyp einer Teilmatrix schlieBen. Wir werden sehen, dass es unter den Voraussetzun-
gen moglich ist, dass H gitterverteilt ist. Da ich nicht von einer nicht-gitterverteilten Teilmatrix
von H ausgehen konnte, habe ich die Matrix-Erneuerungstheoreme fiir gitterverteilte Matrizen
von Verteilungsfunktionen zusitzlich bewiesen und komme damit zum gewiinschten Schluss.

Gegenbeispiel

Sei (Mp,),>0 eine Markov-Kette auf dem endlichen Zustandsraum & := {ey,...,e;11—1} C R>
mit Ubergangsmatrix

m+ 1-te Spalte

0 p 1—p
0 1
1
m-te Zeile | 1 0
P:= 0 |
0 1

1
1 0

mit p € (0,1). (My),>0 ist also irreduzibel. Wir veranschaulichen den Ubergangsmechanismus

durch den Ubergangsgraphen in Abbildung A.1. Nach Konstruktion gilt pgrf) > 0 und pgkl) > 0.
Es gelte ggT(m,k) = 1. Dann ist die Markov-Kette nach Konstruktion aperiodisch und wegen
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1 l—p
e
1 14
Cm+k—1 €m e €m+1
A A : :
1 .......

Abbildung A.1: Ubergangsmechanismus der Markov-Kette (M,,),>0

der Endlichkeit des Zustandsraumes ergodisch. Sei S, := Y | logM; fiirn > 1 und Sy := 0. Des
Weiteren seien loge; +Y." ,loge; und loge; + Z?’;;i:ll loge; bedingt unter dem Anfangszustand
e streng aufsteigende Leiterhohen (LH) der Folge (S, ),>0, insbesondere gilt also [T, e; > 1.
Definere v € R~ durchvi =1, v, = ... =v,, = p und Vimtl = -+ = Viptk—1 = 1 — p. Man
kann als stationédre Verteilung

identifizieren. Nach Konstruktion gilt

m+k—1
E¢logMy = H H Zloge, p)(loge1+ Z logeiﬂ > 0.
1 i=m+1

i=1
Wir haben also eine irreduzible, ergodische Markov-Kette mit positiver Drift konstruiert. Diese

(4)

besitzt insofern dieselben Eigenschaften wie die Markov-Kette (a5 ’),>0 aus Unterabschnitt
3.3.3. Als néchstes zeigen wir, dass ein o < 0 existiert, so dass

Py :=diag(e?, 1 <i<m+k—1)P"

quasi-stochastisch ist. Dann folgt ndmlich mit Korollar 2.9, Proposition 2.12 und (3.30), dass
die Drift des dadurch konstruierbaren, sogenannten assozierten MRW negativ ist und nun exakt
die Situation aus Unterabschnitt 3.3.3 vorliegt (vgl. Abb. A.2).

Man rechnet nach, dass

m+k—1
det(XE —Py) = x"=1 _ (He )Xkl (1—p)e’ ( I e;x)xm—l.

i=m+1

Wenn man o < O und ey,...,e, -1 so wihlen kann, dass 1 eine Nullstelle dieses Polynoms
ist, so ist fiir dieses o der Spektralradius von Py groBer als 1 und man gelangt aufgrund der
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Gegenbeispiel

0= E log My>0

Abbildung A.2: Beispielhafter Graph von ¢

Konvexitit von ¢ und einer positiven Ableitung in 0 zu der Existenz eines o < 0 mit p(Py) = 1.
Es soll also gelten:

m m+k—1
L= p[ef+(1-p)ef [] .
i=1 i=m+1
Dazu sei
m+k—1 m
H eiZT]'Hei
i=m+1 i=1

fiir ein n > 0, welches noch spezifiziert werden kann. Dann ist obige Gleichung dquivalent zu

1= (p+(1—p)n°‘)ﬁ€?‘

1_le 1€ /a_ l le 1%
-n= ((1—p> 1) ‘e"p[al"g<<1—p> ,-le,ﬂ‘

n ist eine stetige Funktion in o < 0. Fiir festes [/ | e; kann o < 0 so gewéhlt werden, dass
N € Q. Man wihle die Zustéinde ey, ..., e, so, dass Y1 | loge; € Z.

Bevor ich einzeln die Ungenauigkeiten mancher vor diesem Abschnitt behandelten Aussagen
aufzeige, werden noch die dafiir nétigen Matrixfunktionen definiert. Seien e; ,...,e; diejeni-
gen Zustinde aus & grofer als 1. H' = (H, )ijelir,...iy bezeichne die Matrixfunktion mit den
Eintrdagen /

H(t) = P(logM> <t,M.> = ejlag = e;).

Ferner sei erwihnt, dass es nach Proposition 3.15 ausreicht zu zeigen, dass die Semi-Markov
Matrix des streng aufsteigenden Leiterprozesses des MRWs, d.h. ﬁ/, gitterverteilt ist bzw. dass
17/(00) irreduzibel oder aperiodisch ist, um diese Eigenschaften fiir die assoziierte Semi-Markov
Matrix zu zeigen.

Wir konstruieren aus dem nun gegebenen Rahmen Beispiele, die die oben genannten Ungenau-
igkeiten aufzeigen.
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e Die loge; sind keine ganzzahligen Vielfachen derselben Zahl und H ist gitterverteilt.

Wir konnen die Markov-Kette so wihlen, dass beim Durchlaufen der Kette jedes Mal
in den Zustidnden e; ,...,e; bedingt unter einem Anfangszustand aus dieser Menge ei-
ne Leiterhohe erreicht wird. Ausgehend vom Anfangszustand e; kann man dies offenbar
sukzessiv machen. Sei 1 := % mit N,M € Nund d := Ai/l Wihle die Zustidnde ey, ..., e,
und €,,41,...,eu1k—1 SO, dass bedingt unter dem Anfangszustand e; alle LH auf dem
Pfad iiber e, zuriick zu e in Z und alle LH auf dem Pfad von e iiber e,,4| zuriick zu
e1 in dZ liegen. Auf dem zuletzt genannten Pfad soll die letzte LH nach Voraussetzung
Ny’ loge; € dZ betragen. Wir haben d gerade so definiert, dass Z C dZ gilt.
Somit liegen nach Konstruktion alle LH in dZ. Also ist H gitterverteilt mit Spanne groBer
gleich d (vgl. Definition 2.6). Die Voraussetzung, dass die loge; keine ganzzahligen Viel-
fachen derselben Zahl sind, hat keinen Einfluss. Beispielsweise wihlt man e; := exp(—7),
e3 := exp(2+ m) und den Rest so, dass obige Annahmen erfiillt sind. Man kann zeigen,
dass loge, und loges die genannte Voraussetzung erfiillen, da es ist nicht mdglich, dass
eine irrationale und eine ganzzahlige Zahl ganzzahlige Vielfache derselben Zahl sind.

e H'(c) ist nicht irreduzibel.
Nach Wabhl ist ¢;;, > 1. Dieser Zustand sei nur von e, erreichbar. Es gelte e, < 1 und
logej, +1loge;, <O0.Es gilt demnach ﬁ/(oo)i,-l =0firallei € {if,...,i\}.

e H'(o) ist periodisch.
Wir konnen die Zustinde ey,...,e,x—1 bzw. m und k offenbar so wihlen, dass auf
dem einen Pfad von e; nach e; m und auf dem anderen £ LH angenommen werden mit
ggT(m,¢) = 1. Daher ist Hl(oo) periodisch. Dies widerspricht auch der Aussage aus [6],
wo - mit den Bezeichnungen dieses Beispiels formuliert - gefolgert wird, dass sich aus
der Ergodizitit der Markov-Kette (M,,),>o die Ergodizitit des streng aufsteigenden Lei-
terprozesses ergibt.
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