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Einleitung

In dieser Arbeit ist das Untersuchungsobjekt eine stochastische Rekursionsgleichung der Form

Yn+1 = anYn +bn, n≥ 0.

Man nennt diese auch eine zufällige Differenzengleichung.
Goldie hat in [14] im Falle einer Folge von unabhängigen, identisch verteilten Zufallsvekto-
ren (an,bn)n≥0 gezeigt, dass eine stationäre Lösung der obigen Gleichung unter bestimmten
Voraussetzungen existiert und das Tail-Verhalten dieser Lösung untersucht. Ist die Bedingung

P(|b0− c(1−a0)|> ε)> 0 für alle c ∈ R und ein ε > 0,

erfüllt, kann ein Potenzgesetz-Verhalten konstatiert werden, d.h. es existiert eine positive Kon-
stante C und λ > 0 mit

tλP(|Y |> t) t→∞−−−→C,

wobei Y die stationäre Lösung bezeichnet.
In dem von uns behandelten Fall ist (an,bn)n≥0 ebenfalls stationär und ergodisch. Anders als
bei Goldie wird vorausgesetzt, dass (an)n≥0 eine stationäre, aperiodische, positiv rekurrente
Markov-Kette bildet. Ferner sind (an)n≥0 und (bn)n≥0 unabhängig voneinander. Für Teilresul-
tate reicht uns diesbezüglich auch eine schwächere Bedingung. Weiter setzen wir voraus, dass
die Markov-Kette (an)n≥0 nur einen endlichen Zustandsraum E besitzt und ein λ > 0 existiert,
so dass 1 der größte Eigenwert der Matrix diag(|ei|λ , i ∈ E )P> beträgt. P bezeichne dabei die
Übergangsmatrix der Markov-Kette. Wir werden zwei verschiedene Zustandsräume studieren.
Einmal ist E ⊂ R> und das andere Mal ist E ⊂ R∗, E ∩R< 6= /0 und E ∩R> 6= /0.
Zuerst suchen wir nach Bedingungen, die uns die Existenz einer stationären Lösung der zufäl-
ligen Differenzengleichung sichern und formulieren die Hauptresultate über das Tail-Verhalten
der Lösung.
In Kapitel 2 leiten wir je nach Art des Zustandsraumes eine Matrix-Erneuerungsgleichung her,
die von einer Funktion gelöst wird, von deren asymptotischem Verhalten, welches uns die
Anwendung eines zu beweisenden Matrix-Erneuerungstheorems liefert, wir auf das der Tail-
Wahrscheinlichkeit der stationären Lösung obiger Rekursionsgleichung schließen können.
Kapitel 3 behandelt den Fall E ⊂ R>. Wir werden zum einen mit Hilfe von Matrix-
Erneuerungstheoremen eine explizite Gestalt der Grenzwerte herleiten und zum anderen ein
auf die veränderte Ausgangssituation angepasstes Vorgehen von Goldie verwenden. Unter den
von uns gemachten Voraussetzungen ergibt sich dann ein Potenzgesetz-Verhalten, falls b0 fast
sicher konstantes Vorzeichen oder einen einseitig unbeschränkten Träger besitzt.
Dem Fall E ⊂ R∗, E ∩R< 6= /0 und E ∩R> 6= /0, wird das Kapitel 4 gewidmet.
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Einleitung

Notation

In diesem Abschnitt werden nicht übliche Notationen eingeführt und erklärt, von denen an-
schließend Gebrauch gemacht wird.
Die Menge R≥ bezeichnet alle reellen, nicht-negativen Zahlen und entsprechend sind die Men-
gen R≤, R> und R< definiert. R∗ bezeichnet die Mengen der reellen Zahlen ausschließlich der
0.
Zur Abkürzung werden wir oftmals für k ≤ n die Schreibweisen Xk:n := (Xk, . . . ,Xn) für Zu-
fallsvariablen und xk:n := (xk, . . . ,xn) für reelle Zahlen benutzen. Für k > n nehmen die Indizes
innerhalb des Tupels jeweils um 1 ab statt zu.
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1 Stationäre Lösung und
Hauptresultate

Gegeben ist die zufällige Differenzengleichung

Yn+1 = anYn +bn, n≥ 0, (1.1)

dabei beschreibt (an,bn)n≥0 eine Folge von Zufallsvektoren auf einem beliebigen Wahrschein-
lichkeitsraum, dessen Wahrscheinlichkeitsmaß wir mit P bezeichnen. (an)n≥0 bildet eine positiv
rekurrente, aperiodische, stationäre Markov-Kette auf einem endlichen reellen Zustandsraum
und (bn)n≥0 eine Folge unabhängiger, identisch verteilter Zufallsgrößen. Wir nehmen o.E. an,
dass (an)n≥0 irreduzibel ist, da transiente Zustände unter der stationären Anfangsverteilung kei-
ne Masse tragen.
Wir interessieren uns für das asymptotische Verhalten der Tail-Wahrscheinlichkeit P(|Y1| > t),
wobei Y1 eine stationäre Lösung von (1.1) bezeichne.
Den Anfang bildet die Suche nach Bedingungen, die die Existenz einer stationären Lösung von
(1.1) liefern. Dabei können wir o.E. die Gleichung

Yn+1 = anYn +bn, n ∈ Z, (1.2)

untersuchen. Denn offenbar lässt sich aus einer stationären Lösung von (1.2) eine stationäre
Lösung von (1.1) finden. Für die Umkehrung sei (Yn)n≥0 eine stationäre Lösung von (1.1). Mit
Lemma A.1 folgt, dass (Yn,an,bn)n≥0 stationär ist. Vermöge des Konsistenzsatzes von Kolmo-
gorov lässt sich deshalb ein Maß P(Y ′n,b

′
n,a
′
n)n∈Z

1 konstruieren, so dass für alle k ∈ Z, n≥ 0

P(Y ′k:k+n,b
′
k:k+n,a

′
k:k+n)

1 = P(Y0:n,b0:n,a0:n).

Damit gilt insbesondere für alle n ∈ Z

P1(Y ′n+1 = a′nY ′n +b′n) = P(Y1 = a0Y0 +b0) = 1.

Somit haben wir eine stationäre Lösung (Y ′n)n∈Z von (1.2) konstruiert.
Im Folgenden bezeichnen wir mit P das Maß unter dem (an,bn)n∈Z stationär ist.

Es bleibt die Frage zu klären, wann eine stationäre Lösung von (1.2) existiert. Unter der Annah-
me, dass

E log |a0|< 0 und E log+ |b0|< ∞,

(log0 :=−∞) erfüllt ist, können wir diese beantworten.
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1 Stationäre Lösung und Hauptresultate

Theorem 1.1 Unter den gemachten Voraussetzungen existiert eine fast sicher (f.s.) eindeutige
stationäre Lösung der Gleichung (1.2) gegeben durch

Yn :=
∞

∑
l=0

( l

∏
k=1

an−k

)
bn−l−1, n ∈ Z, (1.3)

und diese ist f.s. reellwertig.

Beweis: Zuerst zeigen wir, dass die Reihe auf der rechten Seite von (1.3) f.s. absolut konvergiert.
Damit ist dann Yn wohldefiniert und f.s. reellwertig. Da mit (an)n∈Z auch (log |an|)n∈Z ergodisch
ist, ergibt Anwendung des Birkhoffschen Ergodensatzes (siehe Korollar A.3), dass

lim
l→∞

1
l

l

∑
k=1

log |an−k|= E log |a0|< 0 f.s. (1.4)

Mittels der Markov-Ungleichung gilt für beliebiges ε > 0

P
(

log |bl|
l
≥ ε

)
= P

(
log+ |bl|

l
≥ ε

)
≤ E log+ |b0|

lε
l→∞−−−→ 0.

Daraus erhalten wir

0 = lim
l→∞

sup
n≥l

P
(

log |bn|
n

≥ ε

)
= lim

l→∞
P
(

sup
n≥l

log |bn|
n

≥ ε

)
= P

(
limsup

l→∞

log |bl|
l
≥ ε

)
,

insbesondere limsupl→∞
1
l log |bn−l−1| ≤ 0 f.s. Zusammen mit (1.4) folgt

limsup
l→∞

[
log
( l

∏
k=1
|an−k| · |bn−l−1|

)1/l]
= limsup

l→∞

1
l

( l

∑
k=1

log |an−k|+ log |bn−l−1|
)
< 0 f.s.

Daraus ergibt sich wiederum

limsup
l→∞

( l

∏
k=1
|an−k| · |bn−l−1|

)1/l

< 1 f.s.

Anschließend folgt die Konvergenz der Reihe aus (1.3) mit dem Wurzelkriterium für Reihen.
Als nächstes vollziehen wir nach, dass (Yn)n∈Z stationär ist. Yn ist eine messbare Funktion von
(an,bn)n∈Z. Setzen wir stattdessen (an+1,bn+1)n∈Z ein, so erhalten wir

∞

∑
l=0

( l

∏
k=1

an+1−k

)
bn−l = Yn+1.

Da (an,bn)n∈Z stationär ist, leitet man daraus (Yk, . . . ,Yk+n)
d
=(Yk+1, . . . ,Yk+n+1) für n≥ 1, k∈Z

und damit die Stationarität von (Yn)n∈Z ab.
(Yn)n∈Z bildet eine Lösung von (1.2), denn (das leere Produkt setzen wir als 1)

anYn +bn = an

(
∞

∑
l=0

( l

∏
k=1

an−k

)
bn−l−1

)
+bn

2



1 Stationäre Lösung und Hauptresultate

=
∞

∑
l=0

( l+1

∏
k=1

an+1−k

)
bn−l−1 +bn

=
∞

∑
l=1

( l

∏
k=1

an+1−k

)
bn−l +bn

= Yn+1.

Angenommen es gibt eine weitere stationäre Lösung (yn)n∈Z. Dann gilt

|Yn− yn|= |an−1| · |Yn−1− yn−1|= . . .

=
l

∏
k=1
|an−k| · |Yn−l− yn−l|

≤
l

∏
k=1
|an−k| · |Yn−l|+

l

∏
k=1
|an−k| · |yn−l|. (1.5)

Aus (1.4) leiten wir

l

∏
k=1
|an−k|=

[
exp
(

1
l

l

∑
k=1

log |an−k|
)]l

l→∞−−−→ 0 f.s. (1.6)

ab. Mit dem Satz von Slutsky folgt aus der Stationarität von (Yn)n∈Z bzw. (yn)n∈Z und (1.6)

l

∏
k=1
|an−k| · |Yn−l|

P−→ 0 und
l

∏
k=1
|an−k| · |yn−l|

P−→ 0 für l→ ∞. (1.7)

Zusammen mit (1.5) ergibt sich nun für beliebiges ε > 0

P(|Yn− yn|> ε)≤ P
( l

∏
k=1
|an−k| · |Yn−l|> ε

)
+P
( l

∏
k=1
|an−k| · |yn−l|> ε

)
l→∞−−−→ 0,

und daraus die fast sichere Gleichheit von Yn und yn für n ∈ Z. �

Fortan bezeichnet (Yn)n∈Z die f.s. eindeutige, stationäre Lösung. Wie bereits erwähnt interes-
sieren wir uns für das asymptotische Verhalten der Tail-Wahrscheinlichkeit dieser Lösung, d.h.
P(|Y1|> t) für t→ ∞. Wir beschränken uns auf den Fall P(a0 = 0) = 0 und P(b0 6= 0)> 0. Der
Fall b0 = 0 f.s. ist trivial, denn nach (1.1) gilt dann Y1 = 0 f.s.
Des Weiteren werden wir zwei mögliche Arten von endlichen Zustandsräumen der Markov-
Kette (an)n∈Z untersuchen. Wir bezeichnen den Zustandsraum mit E := {e1, . . . ,ep}.
Für eine p× p Matrix A bezeichne ρ(A) deren betraglich größten Eigenwert auch Spektralra-
dius genannt. Ferner definieren wir

Pα := diag(|ei|α ,1≤ i≤ p)P>,

wobei P die Übergangsmatrix von (an)n∈Z ist. Wir werden in Proposition 2.9 sehen, dass wegen
E log |a0| < 0 und Konvexitätsargumenten entweder ein λ > 0 mit ρ(Pλ ) = 1 existiert oder

3



1 Stationäre Lösung und Hauptresultate

ρ(Pα)< 1 für alle α > 0. Zum letzteren Fall sei nur erwähnt, dass unter Annahme der Existenz
von E|b0|α < ∞ für ein α > 0 mit Lemma 3.1 folgt, dass E|Y1|α < ∞ gilt. Weiter liefert dann
die Markov-Ungleichung

P(|Y1|> t)≤ E|Y1|α

tα

und somit können wir aussagen
tβP(|Y1|> t) t→∞−−−→ 0.

für alle β < α .
Von nun an beschäftigen wir uns mit dem Fall, dass ein λ > 0 existiert mit ρ(Pλ ) = 1. Die
folgenden zwei Theoreme gilt es in dieser Arbeit zu beweisen.

Theorem I Sei (an)n∈Z eine irreduzible, aperiodische, stationäre Markov-Kette mit Zustands-
raum E = {e1, . . . ,ep} ⊂ R>, p≥ 2, Übergangsmatrix P und stationärer Verteilung π . (bn)n∈Z
sei eine Folge unabhängiger, identisch verteilter Zufallsgrößen, die nicht degeneriert in 0 sind.
Falls erfüllt ist, dass
(i) (bn)n∈Z und (an)n∈Z voneinander unabhängig sind,
(ii) E log |a0|< 0 und E log+ |b0|< ∞,
(iii) die Zahlen log |e1|, . . . , log |ep| keine ganzzahligen Vielfachen derselben Zahl sind,
(iv) ein λ > 0 existiert, so dass ρ(Pλ ) = 1,
(v) ein δ > 0 existiert, so dass E|b0|λ+δ < ∞,
(vi) b0 f.s. konstantes Vorzeichen oder einen einseitig unbeschränkten Träger besitzt,
dann gilt für x ∈ {−1,1}

tλP(xY1 > t) t→∞−−−→ L(x),

wobei L(−1)+L(1)> 0.
Falls b0 ≥ 0 f.s. ist, so folgt L(1) > 0 und L(1) = 0. Ist b0 ≤ 0 f.s., ergibt sich L(−1) > 0 und
L(1) = 0.

Wir definieren
Gn := σ(a0, . . . ,a−n), n≥ 0.

Falls b0 f.s. konstantes Vorzeichen besitzt, reicht es in obigem Theorem aus, statt die Gültigkeit
von (i) zu fordern, dass b−(n+1) unabhängig von Gn für alle n ≥ 0 ist. Wegen der Stationarität
ist dies äquivalent dazu, dass bn−1 unabhängig von (ak)k≥n für alle n ∈ Z ist.

Theorem II Seien (an)n∈Z und (bn)n∈Z vorausgesetzt wie in Theorem I, bis auf dass E ⊂ R∗,
wobei ein 1 ≤ l ≤ p−1 existiere mit e1, . . . ,el > 0 und el+1, . . . ,ep < 0. Weiter sei b−(n+1) sei
unabhängig von Gn für alle n≥ 0. Falls neben den Bedingungen (ii) bis (v) aus Theorem I erfüllt
ist, dass P> l-irreduzibel ist (siehe Defintion 4.1), so gilt L(−1) = L(1).

Des Weiteren leiten wir sowohl für den Fall einer l-irreduziblen als auch für den einer l-
reduziblen Matrix P> eine Gestalt von L(−1) und L(1) her.

4



2 Grundlagen

Wir werden eine explizite Gestalt der Limiten von tλP(xY1 > t) für t → ∞ und x ∈ {−1,1}
herleiten. Der Ansatz basiert auf der folgenden Proposition.

Proposition 2.1 Falls t−1 ∫ t
0 yλP(xY1 > y)dy∼C für t→∞ und eine positive Konstante C, dann

gilt
tλP(xY1 > t)∼C.

Beweis: Sei b > 1 und t > 0. Es gilt

bλ+1−1
λ +1

tλP(xY1 > t) = t−1
bt∫

t

yλP(xY1 > t)dy≥ t−1
bt∫

t

yλP(xY1 > y)dy

∼C(b−1).

Daraus ersehen wir
liminf

t→∞
tλP(xY1 > t)≥C

b−1
bλ+1−1

(λ +1)

für b > 1. Weiter folgt

lim
b↓1

C
b−1

bλ+1−1
(λ +1)

l´Hospital
= lim

b↓1
C

1
(λ +1)bλ

(λ +1) =C.

Resultierend ist gültig
liminf

t→∞
tλP(xY1 > t)≥C.

Analog erhalten wir die gewünschte Abschätzung für den Limes superior durch Betrachtung
von

1−bλ+1

λ +1
tλ+1P(xY1 > t)

für 0 < b < 1 und damit die Behauptung. �

2.1 Matrix-Erneuerungsgleichung

Die Grenzwerte von tλP(xY1 > t) und exp(−t)
∫ exp(t)

0 yλP(xY1 > y)dy für t→ ∞ stimmen nach
Proposition 2.1 überein. Letztere Gestalt, d.h. t und t−1 ersetzt durch exp(t) und exp(−t), wird
den Nutzen haben, dass eine mit diesem Term in Verbindung stehende Funktion eine Lösung

5



2 Grundlagen

einer Matrix-Erneuerungsgleichung bildet.
Wir definieren für (x, t) ∈ {−1,1}×R

z(x, t) := exp(−t)

exp(t)∫
0

yλP(xY1 > y)dy =
p

∑
i=1

Zi(x, t)

mit Zi(x, t) := exp(−t)

exp(t)∫
0

yλP(xY1 > y,a0 = ei)dy.

(2.1)

Aus den Zi werden wir eine Funktion definieren, die eine Matrix-Erneuerungsgleichung erfüllt
und mit Hilfe der Matrix-Erneuerungstheoreme aus dem nächsten Abschnitt erhalten wir den
Grenzwert von z(x, t) für t→∞. Der Begriff einer Matrix-Erneuerungsgleichung erklärt sich im
Laufe der nächsten Seiten.
F = (Fi j)1≤i, j≤p bezeichne eine Matrix, deren Einträge Verteilungsfunktionen sind, d.h. die Ein-
träge sind monoton wachsende, rechtsseitig stetige Abbildungen von R nach R≥ mit Grenzwert
0 in −∞.
Wir führen ein verallgemeinertes Faltungsprodukt ein.

Definition 2.2 Sei r ≥ 1 und H eine p× r Matrix, deren Einträge Borel-messbare Funktionen
sind. Dann definieren wir das Faltungsprodukt F ∗H durch

(F ∗H)i j(t) =
p

∑
k=1

∫
Hk j(t− y)Fik(dy)

für 1≤ i≤ p, 1≤ j ≤ r und t ∈ R, sofern die Integrale existieren.

Das Faltungsprodukt von zwei p× p Matrizen muss für p ≥ 2 nicht mehr kommutativ sein.
Außerdem ist das Faltungsprodukt assoziativ, d.h. für F und H wie aus obiger Definition sowie
einer weiteren Matrix von Verteilungsfunktionen G gilt

(G∗F)∗H = G∗ (F ∗H),

sofern definierbar. Wir rechnen nach:

[(G∗F)∗H]i j(t) =
p

∑
k=1

∫
Hk j(t− y)(G∗F)ik(dy)

=
p

∑
k=1

p

∑
l=1

Hk j(t− x− y)Flk(dx)Gil(dy)

=
p

∑
l=1

(F ∗H)l j(t− y)Gil(dy)

= [G∗ (F ∗H)]i j(t).

Die n-fache Faltung von F definieren wir durch

F∗(n)(t) := (F ∗F∗(n−1))(t)

6



2.1 Matrix-Erneuerungsgleichung

und

F∗(0)(t) :=

{
E, t ≥ 0
0, t < 0.

(2.2)

Letztere Matrix bildet das neutrale Element bzgl. der definierten Verknüpfung, deswegen be-
zeichnen wir dieses im Anschluss als E(∗).
Für Borel-messbare Funktionen f werden wir von der Schreibweise∫

f (y)F(dy) :=
(∫

f (y)Fi j(dy)
)

1≤i, j≤p

Gebrauch machen.
Nun kommen wir zur Herleitung einer Matrix-Erneuerungsgleichung. Aus Y1 = a0Y0+b0 ergibt
sich

P(xY1 > y,a0 = ei) =P(xa0Y0 + xb0 > y,xa0Y0 > y,a0 = ei)

+P(xa0Y0 + xb0 > y,xa0Y0 ≤ y,a0 = ei)

=P(xa0Y0 > y,a0 = ei)−P(xa0Y0 + xb0 ≤ y,xa0Y0 > y,a0 = ei)

+P(xa0Y0 + xb0 > y,xa0Y0 ≤ y,a0 = ei)

=P(xa0Y0 > y,a0 = ei)+ψi(x,y).

Dabei bezeichne für 1≤ i≤ p

ψi(x,y) := P(y− xb0 < xa0Y0 ≤ y,a0 = ei)−P(y < xa0Y0 ≤ y− xb0,a0 = ei).

Durch die Definition von

gi(x, t) := exp(−t)

exp(t)∫
0

yλ
ψi(x,y)dy (2.3)

lässt sich notieren

Zi(x, t) = exp(−t)

exp(t)∫
0

yλP(xa0Y0 > y,a0 = ei)dy+gi(x, t) für (x, t) ∈ {−1,1}×R.

Mit der Substitution y̆ = y
|ei| = y · exp(− log |ei|) erhalten wir

exp(−t)

exp(t)∫
0

yλP(xa0Y0 > y,a0 = ei)dy

=|ei|λ exp(−(t− log |ei|))
exp(t−log |ei|)∫

0

yλP(sgn(xei)Y0 > y,a0 = ei)dy

Anschließend benötigen wir den Fall n = 0 des folgenden Lemmas. Die Aussage für beliebiges
n wird später noch verwendet.
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2 Grundlagen

Lemma 2.3 Für alle n≥ 0 gilt

P
(

sgn(xei)

(n+1

∏
k=2

a1−k

)
Y−n > y,a0 = ei

)
=

p

∑
j=1

p jiP
(

sgn(xei)

( n

∏
k=1

a1−k

)
Y1−n > y,a0 = e j

)

Beweis: Es gilt

P
(

sgn(xei)

(n+1

∏
k=2

a1−k

)
Y−n > y,a0 = ei

)
=

p

∑
j=1

P
(

sgn(xei)

(n+1

∏
k=2

a1−k

)
Y−n > y,a0 = ei,a−1 = e j

)

=
p

∑
j=1

P
(

a0 = ei

∣∣∣sgn(xei)
(n+1

∏
k=2

a1−k

)
Y−n > y,a−1 = e j

)

·P
(

sgn(xei)

(n+1

∏
k=2

a1−k

)
Y−n > y

∣∣∣a−1 = e j

)
π(e j)

=
p

∑
j=1

p jiP
(

sgn(xei)

(n+1

∏
k=2

a1−k

)
Y−n > y

∣∣∣a−1 = e j

)
π(e j)

=
p

∑
j=1

p jiP
(

sgn(xei)

( n

∏
k=1

a1−k

)
Y1−n > y

∣∣∣a0 = e j

)
π(e j)

=
p

∑
j=1

p jiP
(

sgn(xei)

( n

∏
k=1

a1−k

)
Y1−n > y,a0 = e j

)
.

Beim dritten Gleichheitszeichen haben wir die Markov-Eigenschaft von (an)n∈Z benutzt und
dass σ(Y−n)⊂ σ(a−k,b−k,k≥ n) gilt. Beim 4. Gleichheitszeichen geht ein, dass Y−n eine mess-
bare Funktion von (a−k,b−k)k≥n ist und dass

P(an,bn)n∈Z|a−1 = P(an+1,bn+1)n∈Z|a0 Pa0-f.s.

wegen (an,bn)n∈Z
d
= (an+1,bn+1)n∈Z gilt. �

Wir betrachten nun erst den Fall E ⊂ R>. Mit der Aussage des obigen Lemmas im Fall n = 0
ergibt sich

Zi(x, t) = eλ
i exp(−(t− logei))

p

∑
j=1

p ji

exp(t−logei)∫
0

yλP(xY1 > y,a0 = e j)dy+gi(x, t)

= eλ
i

p

∑
j=1

p jiZ j(x, t− logei)+gi(x, t)

=
p

∑
j=1

Fi j ∗Z j(x, t)+gi(x, t)

= (F ∗Z)i(x, t)+gi(x, t),

(2.4)
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2.1 Matrix-Erneuerungsgleichung

wobei
F(t) := (Fi j(t))1≤i, j≤p :=

(
eλ

i p ji1[logei,∞)(t)
)

1≤i, j≤p. (2.5)

Schreiben wir Z := (Z1, . . . ,Zp)
> und g := (g1, . . . ,gp)

>, so lässt sich das Gleichungssystem
aufgestellt durch (2.4) für 1≤ i≤ p in der folgenden Matrix-Erneuerungsgleichung zusammen-
fassen

Z(x, t) = F ∗Z(x, t)+g(x, t). (2.6)

Im Fall E ⊂ R∗ sind e1, . . . ,el > 0 und el+1, . . . ,ep < 0. Um wieder auf eine Matrix-
Erneuerungsgleichung zu stoßen, definieren wir für 1≤ i≤ p

+Zi(t) := Zi(1, t) = exp(−t)

exp(t)∫
0

yλP(Y1 > y,a0 = ei)dy

und −Zi(t) := Zi(−1, t) = exp(−t)

exp(t)∫
0

yλP(−Y1 > y,a0 = ei)dy.

Damit ergibt sich analog zum positiven Fall

+Zi(t) =exp(−t)

exp(t)∫
0

yλP(a0Y0 > y,a0 = ei)dy+gi(1, t)

=|ei|λ exp(−(t− log |ei|))
exp(t−log |ei|)∫

0

yλP(sgn(ei)Y0 > y,a0 = ei)dy+gi(1, t)

=|ei|λ exp(−(t− log |ei|))
p

∑
j=1

p ji

exp(t−log |ei|)∫
0

yλP(sgn(ei)Y1 > y,a0 = e j)dy+gi(1, t)

=

{
|ei|λ ∑

p
j=1 p ji

+Z j(t− log |ei|)+gi(1, t), für 1≤ i≤ l
|ei|λ ∑

p
j=1 p ji

−Z j(t− log |ei|)+gi(1, t), für l +1≤ i≤ p.
(2.7)

Entsprechend erhalten wir

−Zi(t) =

{
|ei|λ ∑

p
j=1 p ji

−Z j(t− log |ei|)+gi(−1, t), für 1≤ i≤ l
|ei|λ ∑

p
j=1 p ji

+Z j(t− log |ei|)+gi(−1, t), für l +1≤ i≤ p.
(2.8)

Sei Ii := [log |ei|,∞) für 1 ≤ i ≤ 2p, wobei i := i mod p. Dann definieren wir eine 2p× 2p
Matrix von Verteilungsfunktionen F̃ durch

F̃i j(t) :=


|ei|λ p ji1Ii(t), falls 1≤ i≤ l und 1≤ j ≤ p,

oder l +1≤ i≤ p+ l und p+1≤ j ≤ 2p,
oder p+ l +1≤ i≤ 2p und 1≤ j ≤ p,

0, sonst.
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2 Grundlagen

Ferner bezeichne F̌ die p× p Matrix von Verteilungsfunktionen mit Einträgen

F̌i j(t) = |ei|λ p ji1[log |ei|,∞)(t).

Zur Veranschaulichung von F̃ betrachte man:

F̃ =


(F̌i j)1≤i≤l, 1≤ j≤p 0

0 (F̌i j)l+1≤i≤p, 1≤ j≤p
0 (F̌i j)1≤i≤l, 1≤ j≤p

(F̌i j)l+1≤i≤p, 1≤ j≤p 0

 .

Weiter setzen wir +gi(t) := gi(1, t), −gi(t) := gi(−1, t),

Z̃ := (+Z1, . . . ,
+Zp,

−Z1, . . . ,
−Zp)

>

und
g̃ := (+g1, . . . ,

+gp,
−g1, . . . ,

−gp)
>.

Nun lassen sich die Gleichungssysteme (2.7) und (2.8) zusammenfassen in

Z̃(t) = F̃ ∗ Z̃(t)+ g̃(t).

2.2 Matrix-Erneuerungstheoreme

Im vorherigen Abschnitt haben wir gezeigt, dass es reicht, das asymptotische Verhalten der
Funktion z(x, t) = exp(−t)

∫ exp(t)
0 yλP(xY1 > y)dy zu studieren. z(x, t) ist die Summe von Kom-

ponenten der Funktion Z bzw. Z̃. Letztere Funktionen sind wiederum Lösung einer Matrix-
Erneuerungsgleichung. Dieser Abschnitt ist der Herleitung und Formulierung von Matrix-
Erneuerungstheoremen gewidmet, die uns später das asymptotische Verhalten der Komponenten
von Z bzw. Z̃ liefern wird.
F bezeichne eine Matrix von Verteilungsfunktionen. Wir definieren die zu F gehörige Matrix-
Erneuerungsfunktion durch

U(t) := ∑
n≥0

F∗(n)(t).

Wir werden die folgende Eigenschaft für F(∞) benötigen.

Definition 2.4 Eine reelle, nicht-negative, irreduzible Matrix A mit ρ(A)= 1 nennen wir quasi-
stochastisch.

Sei F(∞) also quasi-stochastisch. Nach dem Theorem von Perron-Frobenius A.5 existieren bis
auf skalares Vielfaches eindeutige positive, links- und rechtsseitige Eigenvektoren u und m zum
Eigenwert 1, d.h.

u>F(∞) = u> und F(∞)m = m.
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2.2 Matrix-Erneuerungstheoreme

Wir normieren u und m, so dass
p

∑
i=1

mi = 1 und
p

∑
i=1

uimi = 1. (2.9)

Zur Herleitung erneuerungstheoretischer Resultate benötigen wir Theorie über Markov-
Random-Walks, da wir beim Studium einer Matrix-Erneuerungsfunktion einen Bezug zu
Markov-Erneuerungsfunktionen herstellen werden. Wir beschränken uns auf den Fall diskre-
ter Modulation.

Definition 2.5 Sei (S,P(S)) ein diskreter messbarer Raum mit S = {1,2, . . .} und (Mn,Xn)n≥0
eine zeitlich homogene Markov-Kette mit Zustandsraum (S × R,P(S) ⊗ B(R)), so dass
(Mn+1,Xn+1) bedingt unter (Mn,Xn) nur von Mn abhängt. Die Matrix Q mit Einträgen qi j ,de-
finiert durch

qi j(t) = P(Mn+1 = j,Xn+1 ≤ t|Mn = i), t ∈ R,
heißt Semi-Markov Matrix. Wir bezeichnen die bivariate Folge (Mn,Xn)n≥0 als Markov-
modulierte Folge und (Mn)n≥0 als deren Steuerkette.
Sei Sn := ∑

n
k=0 Xk für n≥ 0. Dann heißt (Mn,Sn)n≥0 Markov-Random-Walk (MRW).

Bei einer solchen Konstruktion eines stochastischen Prozesses bleibt neben dem Übergangskern
die Anfangsverteilung zu spezifizieren. Das Maß definiert durch den Übergangskern und einer
Anfangsverteilung ν schreiben wir als Pν . Des Weiteren bezeichne

Pi(·) := P(·|M0 = i).

Gegeben einen MRW mit positiv rekurrenter Steuerkette bezeichne ξ deren eindeutige statio-
näre Verteilung. Wir nennen Eξ X1 die stationäre Drift des MRWs.
Wie auch in der üblichen Erneuerungstheorie müssen wir nach einem Gittertyp unterscheiden.

Definition 2.6 Wir nennen eine p× p Matrix von Verteilungsfunktionen F gitterverteilt mit
Spanne d > 0, falls d die größte Zahl ist mit:
(i) Für alle i 6= j ist der Träger von Fi j enthalten in einer Menge der Form di j +dZ, di j ∈ R.
(ii) Für alle 1≤ i≤ p ist der Träger von Fii enthalten in der Menge dZ.
(iii) Seien ti j, t jk und tik Trägerpunkte von Fi j, Fjk bzw. Fik, so gilt ti j + t jk− tik ∈ dZ.
Andernfalls nennen wir F nicht-gitterverteilt und 0 die Spanne des Gitters von F.

Um diese auf den ersten Blick nicht besonders einsichtige Definition nicht unmotiviert zu ge-
ben, sei erwähnt, dass im Fall p = 1 und einer Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion F für
eine Lösung Z der Gleichung Z = F ∗Z eine Dichotomie im Verhalten von Z zwischen F git-
terverteilt und F nicht-gitterverteilt gilt. Diese Dichotomie bleibt im Fall p > 1 für eine Matrix
von Verteilungsfunktionen F mit ρ(F(∞)) = 1 mit der obigen Defintion erhalten (siehe Theo-
rem 2.1 aus [7]).
Zur Verkürzung der Formulierung asymptotischer Resultate bei Unterscheidung zwischen t ∈
dZ und t ∈ R führen wir die Schreibweise

d- lim
t→∞

f (t) :=

{
limt→∞ f (t), falls d = 0
limn→∞ f (nd), falls d > 0

11



2 Grundlagen

ein. Aus [1] formulieren wir unter Vereinfachungen für unsere Situation - aber unter Berück-
sichtung des gitterverteilten Falls - folgendes Theorem:

Matrix-Erneuerungstheorem I Sei F eine p× p Matrix von Verteilungsfunktionen, F(∞)
quasi-stochastisch und

µ :=
p

∑
j=1

p

∑
i=1

m jui

∫
yFi j(dy)> 0. (2.10)

Die Spanne des Gitters von F betrage d. Dann gilt

d- lim
t→∞

(U∗g)i(t) =
1
µ

p

∑
j=1

miu j

∫
g j(y)λλd(dy)

und d-lim
t→−∞

(U∗g)i(t) = 0

für jede Funktion g : {1, . . . , p} ×R → R, so dass g(i, ·) =: gi(·) für alle 1 ≤ i ≤ p direkt
Riemann-integrierbar (d.R.i.) ist. In diesem Fall nennen wir auch g d.R.i.

Beweis: Wir setzen D := diag(mi,1≤ i≤ p). Durch

Λ(t) := D−1F(t)D

wird dann eine Markov-modulierte Folge (Mn,Xn)n≥0 mit Zustandsraum

({1, . . . , p}×R,P({1, . . . , p})⊗B(R))

definiert, d.h.
P(Mn+1 = j,Xn+1 ≤ t|Mn = i) :=

m j

mi
Fi j(t) = Λi j(t)

für alle n ≥ 0, 1 ≤ i, j ≤ p und t ∈ R. Sei (Mn,Sn)n≥0 der zugehörige MRW. Weiter definieren
wir für 1≤ i, j ≤ p die Erneuerungsfunktionen

Vi j(t) := Ei

(
∑
n≥0

1{Mn= j,Sn≤t}

)
= ∑

n≥0
Pi(Mn = j,Sn ≤ t).

Es sei bemerkt, dass das Maß definiert durch

Vi(A) := Ei

(
∑
n≥0

1A(Mn,Sn)

)
, A ∈ P({1, . . . , p})⊗B(R),

ein sogenanntes Markov-Erneuerungsmaß ist.
Die Matrixfunktion V := (Vi j)1≤i, j≤p wollen wir in Verbindung mit der Matrix-
Erneuerungsfunktion U setzen. Wegen der speziellen Markov-Eigenschaft von (Mn,Xn)n≥0
gilt für A1, . . . ,An ∈ B(R):

Pi(Mn = j,(X1, . . . ,Xn) ∈ A1× . . .×An)

=
p

∑
k=1

∫
P(Mn = j,M1 = k,(X1, . . . ,Xn) ∈ A1× . . .×An|M0,M1,X0,X1)dPi

12



2.2 Matrix-Erneuerungstheoreme

=
p

∑
k=1

∫
{X1∈A1,M1=k}

P(Mn = j,(X2, . . . ,Xn) ∈ A2× . . .×An|M1 = k)dPi

=
p

∑
k=1

∫
{X1∈A1,M1=k}

P(Mn−1 = j,(X1, . . . ,Xn−1) ∈ A2× . . .×An|M0 = k)dPi

=
p

∑
k=1

∫
1A1×...×An(y,x)P

Mn−1= j,(X1,...,Xn−1)∈·
k (dx)PM1=k,X1∈·

i (dy).

Als leichte Anwendung erhalten wir

Pi(Mn = j,Sn ≤ t) =
p

∑
k=1

∫
Pk(Mn−1 = j,Sn−1 ≤ t− y)PM1=k,X1∈·

i (dy)

und dies liefert induktiv
Pi(Mn = j,Sn ≤ t) = Λ

∗(n)
i j (t).

Somit gilt
Ui j(t) = ∑

n≥0
F∗(n)i j = ∑

n≥0

mi

m j
Λ
∗(n)
i j =

mi

m j
Vi j(t).

Die Folge (σn(i))n≥0, σ0 := 0, bezeichne die sukzessiven Eintrittszeiten der Markov-Kette
(Mn)n≥0 in den Zustand i. (Mn)n≥0 besitzt als Übergangsmatrix D−1F(∞)D. Da F(∞) eine ir-
reduzible endliche Matrix ist, bildet (Mn)n≥0 eine irreduzible, positiv rekurrente Markov-Kette
mit eindeutiger stationärer Verteilung ξ = (uimi)1≤i≤p, wie man leicht nachrechnet. Die Rekur-
renz induziert fast sichere Endlichkeit der σn(i). Wir können schreiben:

Vi j(t) = Ei

(
∑
n≥0

1{Mn= j,Sn≤t}

)
=

{
Ei
(

∑n≥01{Sσn( j)≤t}
)
, falls i = j

Ei
(

∑n≥11{Sσn( j)≤t}
)
, sonst.

(2.11)

Nun bilden (Sσn(i))n≥0 und (Sσn( j))n≥1, j 6= i, gewöhnliche Random Walks unter dem Maß Pi

mit positiver Drift µ

uimi
bzw. µ

u jm j
(siehe Korollar 9.6 aus [2]). Deswegen können wir Vi j als

gewöhnliches Erneuerungsmaß ansehen. Es sei kurz angemerkt, dass unsere Definition von git-
terverteilt mit der etwas anderen Definition aus [2] übereinstimmt. Lemma 9.9 und Satz 9.10
aus [2] ergeben, dass (Sσn(i))n≥0 und (Sσn( j))n≥1 dieselbe Gitterspanne wie Λ besitzen. Da Λ

denselben Träger wie F besitzt, reicht es also den Gittertyp von F zu kennen. Das "key renewal
theorem“ liefert dann

d- lim
t→∞

Vi j ∗g j(t) =
u jm j

µ

∫
g j(y)λλd(dy)

und d-lim
t→−∞

Vi j ∗g j(t) = 0.
(2.12)

Dies liefert die Behauptung:

d- lim
t→∞

(U∗g)i(t) =
p

∑
j=1

d- lim
t→∞

mi

m j
Vi j ∗g j(t)
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2 Grundlagen

=
p

∑
j=1

mi

m j

u jm j

µ

∫
g j(y)λλd(dy)

=
1
µ

p

∑
j=1

miu j

∫
g j(y)λλd(dy).

�

Wie wir in Unterabschnitt 3.1.1.3 sehen werden, gilt Z =U∗g und für Z̃ erfahren wir Ähnliches
in Kapitel 4. Daher kommt die Nützlichkeit des gerade bewiesenen Theorems für die Untersu-
chung der Asymptotik von z.
Für α ∈ R definieren wir

(Fα)(t) :=
∫

(−∞,t]

exp(αy)F(dy)

und µα als den (2.10) entsprechenden Wert für Fα . uα und mα bezeichnen die analog zu (2.9)
normierten links- und rechtsseitigen Eigenvektoren zum Eigenwert 1 der Matrix Fα(∞), falls
ρ(Fα(∞)) = 1. Um den Leser im restlichen Teil dieser Arbeit nicht stets mit dieser Art intuitiv
verständlichen Variablendefinition für verschiedene Matrizenfunktionen zu langweilen, wird
dies in adäquaten Maßen fortan ausgelassen.
Als Folgerung aus dem vorherigen Theorem können wir konstatieren:

Matrix-Erneuerungstheorem II Sei F eine p× p Matrix von Verteilungsfunktionen mit Trä-
ger enthalten in R> und F(∞) eine reelle, irreduzible Matrix. Existiert ein α ∈ R mit
ρ(Fα(∞)) = 1, dann gilt für alle 1≤ i, j ≤ p, h > 0

d- lim
t→∞

(Uα)i j
(
(t, t +h]

)
=

1
µα

(mα)i(uα) jλλd
(
(0,h]

)
und d-lim

t→−∞
(Uα)i j

(
(t, t +h]

)
= 0.

Beweis: Fα ist quasi-stochastisch. Wir definieren die Funktion g : R→ R, t 7→ 1[−h,0)(t). Of-
fensichtlich ist g d.R.i. Aufgrund der Bedingung an den Träger von Fα ist µα > 0. Die Voraus-
setzungen von Matrix-Erneuerungstheorem I sind somit erfüllt. Es folgt

(Uα)i j ∗g(t) =
∫

g(t− y)(Uα)i j(dy) =
∫
1[−h,0)(t− y)(Uα)i j(dy)

=
∫
1(t,t+h](y)(Uα)i j(dy) = (Uα)i j

(
(t, t +h]

)
Aus

(Uα)i j ∗g(t) =
(mα)i

(mα) j
(Vα)i j ∗g(t)

erhalten wir mit (2.12) die Behauptung. �

Als nützliches Kriterium, um die Positivität von µ zu zeigen, wird sich folgende Proposition
herausstellen.
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2.3 Untersuchung der Funktion φ

Proposition 2.7 Sei F definiert wie in Matrix-Erneuerungstheorem I. Aus Ui j(t) < ∞ ∀t ∈ R
für ein Paar (i, j) ∈ {1, . . . , p}2 folgt µ > 0.

Beweis: Im Beweis des Matrix-Erneuerungstheorems I haben wir gezeigt, dass

Ui j(t) =
mi

m j
Vi j(t). (2.13)

(Sσn( j))n≥1 bildet unter Pi einen verschobenen Random Walk mit Zuwachsverteilung P
Sσ1( j)
j und

Drift E jSσ1( j) =
µ

u jm j
(siehe Korollar 9.6 aus [2]). Falls

Pi
(
Sσ2( j)−Sσ1( j) = 0

)
= 1,

gilt offenbar Ui j(t) = ∞ für t > 0 und alle 1≤ j ≤ p. Diesen Fall können wir also ausschließen.
Deshalb können wir aus der Theorie über Random Walks bei Existenz von µ folgern

µ = 0⇒ liminf
n→∞

Sσn( j) =−∞ und limsup
n→∞

Sσn( j) = ∞ Pi-f.s.

µ < 0⇒ lim
n→∞

Sσn( j) =−∞ Pi-f.s.

µ > 0⇒ lim
n→∞

Sσn( j) = ∞ Pi-f.s.

Da E nur endlich viele Elemente enthält, ist die Existenz von µ trivial. Zusammen mit (2.13)
und (2.11) ergibt sich, dass die Fälle µ = 0 und µ < 0 jeweils Ui j(t) = ∞ ∀t ∈ R implizieren.
Nach Voraussetzung bleibt lediglich µ > 0 übrig. �

2.3 Untersuchung der Funktion φ

Sei (an)n∈Z wie aus Theorem I und erfülle die dortigen Eigenschaften (ii) und (iv). Jedoch sei
der Zustandsraum E = {e1, . . . ,ep} ⊂ R∗.
Von großer Relevanz wird die Funktion

φ : R→ R,α 7→ logρ(Pα)

sein, wobei an
Pα = diag(|ei|α ,1≤ i≤ p)P>.

erinnert sei. Speziell interessiert uns die Ableitung der Funktion φ an der Stelle 0, denn wie wir
sehen werden, beträgt diese E log |a0|.
Hilfreich beim Studium der Funktion φ wird sein:

Lemma 2.8 Für α ∈ R gilt

ρ(Pα) = lim
l→∞

[
E
( l

∏
k=1
|a1−k|

)α]1/l
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Beweis: Wegen (Pα)i j = |ei|α p ji folgt

E
( l

∏
k=1
|a1−k|

)α

= ∑
(e j0 ,...,e jl−1)∈E

l

P(a0 = e j0, . . . ,a1−l = e jl−1)

( l

∏
k=1
|e jk−1|

)α

= ∑
(e j0 ,...,e jl−1)∈E

l

p j1 j0 · . . . · p jl−1 jl−2π(e jl−1)

( l

∏
k=1
|e jk−1|

)α

= ∑
(e j0 ,...,e jl−1)∈E

l

|e j0|
α p j1 j0 · . . . · |e jl−2 |

α p jl−1 jl−2π(e jl−1)|e jl−1|
α

= ∑
1≤i, j≤p

(Pl−1
α )i jπ(e j)|e j|α = 1>Pl−1

α vα ,

dabei sei 1 := (1, . . . ,1)> und vα := (π(e1)|e1|α , . . . ,π(ep)|ep|α)>. Da P aperiodisch und |ei|>
0 ist, besitzt Pα ebenso die Eigenschaft der Aperiodizität. Lemma A.8 aus dem Anhang liefert

Pl−1
α

(ρ(Pα))l−1
l→∞−−−→ Cα ,

wobei Cα eine positive konstante Matrix darstellt. Damit ergibt sich

lim
l→∞

[
E
( l

∏
k=1
|a1−k|

)α]1/l

= lim
l→∞

(1>Pl−1
α vα)

1/l = lim
l→∞

[
(ρ(Pα))

l−1/l(1>Cαvα)
1/l

]
= ρ(Pα).

�

Mit diesem Resultat lässt sich eine wichtige Eigenschaft von φ erkennen.

Korollar 2.9 Die Funktion φ ist konvex.

Beweis: Zu zeigen ist, dass für alle 0 < ϑ < 1 und α1,α2 ∈ R gilt

φ(ϑα1 +(1−ϑ)α2)≤ ϑφ(α1)+(1−ϑ)φ(α2).

Mit Lemma 2.8 und der Hölder-Ungleichung für p = 1
ϑ
> 1 und q = 1

1−ϑ
> 1 erhalten wir

φ
(
ϑα1 +(1−ϑ)α2

)
= log

[
lim
l→∞

(
E
( l

∏
k=1
|a1−k|

)ϑα1+(1−ϑ)α2
)1/l
]

= lim
l→∞

log
(
E
( l

∏
k=1
|a1−k|

)ϑα1+(1−ϑ)α2
)1/l

≤ lim
l→∞

log

[(
E
( l

∏
k=1
|a1−k|

)ϑα1/ϑ
)ϑ/l

·
(
E
( l

∏
k=1
|a1−k|

)(1−ϑ)α2/1−ϑ
)1−ϑ/l

]

=ϑ lim
l→∞

log
(
E
( l

∏
k=1
|a1−k|

)α1
)1/l

+(1−ϑ) lim
l→∞

log
(
E
( l

∏
k=1
|a1−k|

)α2
)1/l
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2.3 Untersuchung der Funktion φ

=ϑφ(α1)+(1−ϑ)φ(α2).

�

Für e ∈ E bezeichnen wir Ee(·) := E(·|a0 = e) und Pe(·) := P(·|a0 = e). Im weiteren Verlauf
benötigen wir die Funktion

hl : R→ R,α 7→max
e∈E

Ee

( l

∏
k=2
|a1−k|

)α

, l ≥ 2.

Lemma 2.10 Die Folge (hl)l≥2 ist submultiplikativ, d.h. hl+m ≤ hlhm für l,m≥ 2.

Beweis: Sei e(α)
l+m ∈ E so gewählt, dass hl+m(α) =E

e
(α)
l+m

(
∏

l+m
k=2 |a1−k|

)α . Da (an)n∈Z eine statio-

näre Markov-Kette ist, bildet die Rückwärtskette (a−n,b−n)n≥1 ebenfalls einen solchen Prozess.
Dann ergibt sich unter Verwendung der Markov-Eigenschaft der zuletzt genannten Kette

E
e
(α)
l+m

( l+m

∏
k=2
|a1−k|

)α

= ∑
(x1,...,xl+m−1)∈E l+m−1

( l+m−1

∏
k=1
|xk|
)α

P
e
(α)
l+m

(
a−1:−(l+m−1) = x1:l+m−1

)
M.E.
= ∑

(x1,...,xl+m−1)∈E l+m−1

( l−1

∏
k=1
|xk|
)α

P
e
(α)
l+m

(
a−1:−(l−1) = x1:l−1

)
·
( l+m−1

∏
k=l
|xk|
)α

P
(
a−l:−(l+m−1) = xl:l+m−1|a−(l−1) = xl−1

)
= ∑

(x1,...,xl−1)∈E l−1

( l−1

∏
k=1
|xk|
)α

P
e
(α)
l+m

(
a−1:−(l−1) = x1:l−1

)
· ∑
(xl ,...,xl+m−1)∈E m

[( l+m−1

∏
k=l
|xk|
)α

·P
(
a−l:−(l+m−1) = xl:l+m−1|a−(l−1) = xl−1

)]
≤E

e
(α)
l+m

[( l

∏
k=2
|a1−k|

)α

max
e∈E

E
(( l+m

∏
k=l+1

|a1−k|
)α ∣∣∣a1−l = e

)]
≤hl(α)hm(α).

�

Wir benötigen noch eine weitere Identität für ρ(Pα).

Lemma 2.11 Es gilt ρ(Pα) = infl≥2(hl(α))1/l = liml→∞(hl(α))1/l

Beweis: Seien l ≥ 2, m ≥ 1 beliebig und n ∈ {0, . . . , l−1}. Aufgrund des vorherigen Lemmas
gilt

(hn+lm(α))
1

n+lm ≤
[
hn(α)(hm(α))l] 1

n+lm = (hn(α))
1

n+lm (hm(α))
1

n
l +m .
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2 Grundlagen

Damit ergibt sich
limsup

l→∞

(hn+lm(α))
1

n+lm ≤ (hm(α))
1
m .

Da die Aussage für alle n ∈ {0, . . . , l−1} wahr ist, gilt schon

limsup
l→∞

(hl(α))
1/l ≤ (hm(α))

1
m .

Weil außerdem m≥ 1 beliebig war, erhalten wir die Ungleichung

limsup
l→∞

(hl(α))
1/l ≤ inf

l≥2
(hl(α))

1/l.

Die triviale Ungleichung
inf
l≥2

(hl(α))
1/l ≤ liminf

l→∞
(hl(α))

1/l

induziert dann liml→∞(hl(α))1/l = infl≥2(hl(α))1/l.
Wegen

E
( l

∏
k=1
|a1−k|

)α

= ∑
e∈E

Ee

( l

∏
k=2
|a1−k|

)α

|e|απ(e)

≤ hl(α) ∑
e∈E
|e|απ(e),

(2.14)

∑e∈E |e|απ(e)> 0 und Proposition 2.8 ergibt sich

ρ(Pα)≤ lim
l→∞

(hl(α))
1/l.

Die andere Ungleichung erschließt sich ähnlich:

E
( l

∏
k=1
|a1−k|

)α

= ∑
e∈E

Ee

( l

∏
k=2
|a1−k|

)α

|e|απ(e)

≥ hl(α)
∣∣e(α)

l

∣∣απ
(
e
(α)
l

)
.

Dabei bezeichnet e(α)
l dasjenige Element aus E mit hl(α) = E

e
(α)
l

(
∏

l
k=2 |a1−k|

)α . Weiter leiten

wir ab
ρ(Pα)≥ lim

l→∞
(hl(α))

1/l.

�

Nun haben wir genug Vorarbeit geleistet und können uns dem angekündigten Resultat über die
Ableitung von φ widmen.

Proposition 2.12 Die Ableitung der Funktion φ an der Stelle 0 beträgt E log |a0|.
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2.3 Untersuchung der Funktion φ

Beweis: Wir werden über die einseitigen Ableitungen von loghl an der Stelle 0 auf die Be-
hauptung schließen. Da ∏

l
k=2 |a1−k| positiv ist, existieren Elemente e+l , e−l ∈ E , so dass der

Erwartungswert von ∏
l
k=2 |a1−k| bedingt unter a0 = e+l bzw. a0 = e−l mit hl(α) für α ∈ R≥

bzw. für α ∈ R≤ übereinstimmt. Außerdem ist ∏
l
k=2 |a1−k| für festes l beschränkt, weswegen

beim folgenden Term die Reihenfolge von Differentation und Integration vertauscht werden
kann. Für α > 0 ist

∂

∂α
hl(α) = Ee+l

[( l

∏
k=2
|a1−k|

)α

log
( l

∏
k=2
|a1−k|

)]
.

Ferner ergibt die Stetigkeit der Ableitung für α > 0

lim
α↓0

1
l

∂

∂α
loghl(α) = lim

α↓0

1
l

∂

∂α
hl(α)

hl(α)

=
1
l
Ee+l

[
log
( l

∏
k=2
|a1−k|

)]
.

(2.15)

Mit Lemma 2.11 sehen wir

limsup
h↓0

logρ(Ph)− logρ(P0)

h
= limsup

h↓0

log
(

infl≥2(hl(h))
1/l
)

h

≤ limsup
h↓0

1
l loghl(h)

h

= lim
h↓0

1
l

∂

∂α
loghl(α)


α=h

(2.15)
=

1
l
Ee+l

[
log
( l

∏
k=2
|a1−k|

)]
.

Diese Ungleichung ist für beliebiges l ≥ 2 gültig. Der Ergodensatz für aperiodische, positiv
rekurrente, irreduzible Markov-Ketten angewendet auf die auf E beschränkte Funktion x 7→
log |x| liefert für beliebiges e ∈ E :

lim
l→∞

1
l
Ee log

( l

∏
k=2
|a1−k|

)
= lim

l→∞

1
l
Ee

( l

∑
k=2

log |a1−k|
)
= E log |a0|< 0.

Die Endlichkeit des Zustandsraumes E impliziert, dass diese Konvergenz sogar gleichmäßig in
E ist und daher gilt

lim
l→∞

1
l
Ee+l

log
( l

∏
k=2
|a1−k|

)
= E log |a0|. (2.16)

Damit erhalten wir

limsup
h↓0

logρ(Ph)− logρ(P0)

h
≤ lim

l→∞
Ee+l

log
( l

∏
k=2
|a1−k|

)
= E log |a0|.
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2 Grundlagen

Ebenfalls mit dem Ergodensatz jedoch mit Anfangsverteilung π erschließt sich die andere Un-
gleichung. Unter zusätzlicher Verwendung der Jensenschen Ungleichung (h hinreichend klein)
und Lemma 2.8 ergibt sich

liminf
h↓0

logρ(Ph)− logρ(P0)

h
= liminf

h↓0

liml→∞

[
1
l log

(
E
(

∏
l
k=1 |a1−k|

)h)]
h

≥ liminf
h↓0

liml→∞

[
1
l h ·E log

(
∏

l
k=1 |a1−k|

)]
h

= lim
l→∞

1
l
E log

( l

∏
k=1
|a1−k|

)
= E log |a0|.

Wir erhalten damit insgesamt

lim
h↓0

logρ(Ph)− logρ(P0)

h
= E log |a0|< 0.

All diese Schritte laufen analog für die linksseitige Ableitung ab, so dass sich die Behauptung
ergibt. �

Aufgrund der Konvexität von φ , ρ(P0) = 1= ρ(Pλ ) und der eben bewiesenen Proposition folgt:

Korollar 2.13 Für 0 < α < λ ist ρ(Pα)< 1 und für α > λ ist ρ(Pα)> 1.
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3 Beweis von Theorem I

Zunächst leiten wir in Abschnitt 3.1 eine explizite Gestalt der Grenzwerte der Funktionswerte
Zi(x, t), 1≤ i≤ p, und z(x, t), die wir in (2.1) definiert haben, für t→ ∞ her. In Proposition 2.1
haben wir gezeigt, dass die Grenzwerte von z(x, t) und tλP(xY1 > t) für t→∞ übereinstimmen.
Durch das Resultat aus Abschnitt 3.1 wird sich der Fall eines b0 mit konstantem Vorzeichen in
Kürze erledigen (siehe Abschnitt 3.2).
Falls b0 einen einseitig unbeschränkten Träger besitzt, nutzen wir einen Ansatz von Goldie
[14] und passen diesen an die gegebene Situation mit einer Markov-Kette (an)n∈Z an (siehe
Abschnitt 3.3).

3.1 Asymptotik der Funktion z

Es sei an dieser Stelle erwähnt, dass es für diesen Abschnitt ausreicht, dass b−(n+1) nur unab-
hängig von Gn = σ(a0, . . . ,a−n) für alle n≥ 0 ist.
Wir beginnen damit zu zeigen, dass F und g, definiert in (2.5) und (2.3), die Voraussetzungen
des Matrix-Erneuerungstheorems I erfüllen und außerdem Z = U ∗ g gilt, denn dann folgt für
alle 1≤ i≤ p und (x, t) ∈ {−1,1}×R

Zi(x, t)
t→∞−−−→ 1

µ

p

∑
j=1

miu j

∫
g j(x,y)dy.

Weiter ergibt sich dann aus der Normierung ∑
p
i=1 mi = 1

z(x, t) t→∞−−−→ 1
µ

p

∑
j=1

u j

∫
g j(x,y)dy.

3.1.1 Anwendbarkeit des Matrix-Erneuerungstheorems I

Betreffend den Voraussetzungen von Matrix-Erneuerungstheorem I lässt sich der Gittertyp von
F schnell erschließen. F ist nicht gitterverteilt, da die logei keine ganzzahligen Vielfachen der-
selben Zahl sind und Fii nur Masse in logei trägt.
Weil F(∞) = Pλ ist, gibt P die Eigenschaft der Irreduzibilität an F(∞) weiter. Außerdem ist
ρ(F(∞)) = ρ(Pλ ) = 1 nach Voraussetzung, womit folgt, dass F(∞) quasi-stochastisch ist.
Die anderen Voraussetzungen werden in den folgenden Unterabschnitten nachgerechnet.
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3 Beweis von Theorem I

3.1.1.1 g ist d.R.i.

Es sei vorab bemerkt, dass dieser Beweis für E ⊂ R∗, E ∩R< 6= /0 und E ∩R> 6= /0, komplett
übernommen werden kann.
Für den Beweis, dass gi d.R.i. ist, benötigen wir das folgende Lemma.

Lemma 3.1 Für alle 0≤ α < λ gilt E|Y1|α < ∞.

Beweis: Sei zunächst α < min{1,λ}. Dann erhält man beispielsweise mit der Minkowski-
Ungleichung, dass die Abbildung (x,y) 7→ |x+ y|α konvex ist. Zusammen mit der Unabhän-
gigkeit von b−(n+1) von Gn für n≥ 0 liefert nun die Jensensche Ungleichung

E|Y1|α ≤
∞

∑
l=0

E
( l

∏
k=1
|a1−k|

)α

E|b−l|α .

Falls 1≤ α < λ , liefert die Minkowski-Ungleichung

(E|Y1|α)1/α ≤
∞

∑
l=0

[
E
( l

∏
k=1
|a1−k|

)α]1/α

(E|b−l|α)
1/α .

Durch Anwendung der Jensenschen Ungleichung mit der konvexen Funktion x 7→ xλ+δ/α erhal-
ten wir

E|b−l|α ≤ (E|b0|λ+δ )
α/λ+δ < ∞,

wobei die Endlichkeit aus Voraussetzung (v) des Theorems I resultiert. Nach Lemma 2.8 ist
liml→∞

[
E
(

∏
l
k=1 |a1−k|

)α]1/l
= ρ(Pα) und nach Korollar 2.13 ist ρ(Pα) < 1. Daraus folgt für

ε > 0 mit ρ(Pα)+ ε =: c < 1 die Existenz eines N ≥ 1, so dass für alle l ≥ N[
E
( l

∏
k=1
|a1−k|

)α]1/l

< c

gilt. Daher erhalten wir durch Abschätzung gegen eine geometrische Reihe die Beschränktheit
von ∑

∞
l=0E

(
∏

l
k=1 |a1−k|

)α bzw. ∑
∞
l=0
[
E
(

∏
l
k=1 |a1−k|

)α]1/α . Insgesamt folgt somit die Behaup-
tung. �

Wir können konstatieren, dass für alle 0≤ α < λ ein 0 < ε < λ −α existiert, so dass vermöge
der Markov-Ungleichung

tαP(|Y1|> t)≤ tα E|Y1|α+ε

tα+ε

t→∞−−−→ 0

gilt. Um ein Potenzgesetz-Verhalten zu attestieren, muss deshalb zwingend E|Y1|λ = ∞ gelten.
Widmen wir uns nun der direkten Riemann-Integrierbarkeit von g. Der folgende Beweis stammt
bis auf Korrekturen mancher Ungenauigkeiten aus [16].

Proposition 3.2 Für 1≤ i≤ p und x ∈ {−1,1} ist die Funktion t 7→ gi(x, t) d.R.i. auf R.
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3.1 Asymptotik der Funktion z

Beweis: Da gi stetig in t ist, reicht es, eine Minorante und eine Majorante für gi zu finden, die
d.R.i. sind. Wir betrachten die Funktion getrennt auf R≥ und R≤.
Sei

g1
i (x, t) := exp(−t)

exp(t)∫
0

yλP(y− xb0 < xa0Y0 ≤ y,a0 = ei)dy

g2
i (x, t) := exp(−t)

exp(t)∫
0

yλP(y < xa0Y0 ≤ y− xb0,a0 = ei)dy.

(3.1)

Dann ist gi(x, t) = g1
i (x, t)−g2

i (x, t). Es gilt offenbar

−exp(tλ )
λ +1

=−exp(−t)

exp(t)∫
0

yλ dy≤−g2
i (x, t)≤ gi(x, t)≤ g1

i (x, t)

≤ exp(−t)

exp(t)∫
0

yλ dy =
exp(tλ )
λ +1

.

(3.2)

Da die Funktion t 7→ exp(tλ ) auf R≤ monoton fallend und integrierbar ist, haben wir in (3.2)
eine auf R≤ d.R.i. Majorante und Minorante für gi konstruiert. Bleibt also nur noch die direkte
Riemann-Integrierbarkeit auf R≥ zu zeigen.
Abermals ist unser Vorgehen die Konstruktion von d.R.i. Majoranten für g1

i und g2
i . Da beide

Funktionen vom selben Typ sind, untersuchen wir nur g1
i . Dazu wählen wir 0 < ε < 1, so dass

−1 < λ − (λ +δ )ε < 0. (3.3)

Aus
{xb0 ≤ yε}∩{y− xb0 < xa0Y0 ≤ y} ⊂ {y− yε < xa0Y0 ≤ y}

ergibt sich

0≤ g1
i (x, t)≤ exp(−t)

exp(t)∫
0

yλP(xb0 > yε)dy+ exp(−t)

exp(t)∫
0

yλP(y− yε < xeiY0 ≤ y)dy.

Vermöge der Markov-Ungleichung schätzen wir den ersten Summanden ab durch

0≤ exp(−t)

exp(t)∫
0

yλP(xb0 > yε)dy≤exp(−t)

exp(t)∫
0

yλ y−(λ+δ )εE|b0|λ+δ dy

≤ E|b0|λ+δ

λ − (λ +δ )ε +1
exp(−t)exp

(
[λ − (λ +δ )ε +1]t

)
=

E|b0|λ+δ

λ − (λ +δ )ε +1
exp([λ − (λ +δ )ε]t)
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3 Beweis von Theorem I

Nach Voraussetzung (v) aus Theorem I ist E|b0|λ+δ < ∞. Die dadurch definierbare Majorante
für den ersten Summanden ist nach (3.3) monoton fallend auf R≥ und integrierbar über R≥.
Die Konstruktion einer d.R.i. Majorante des zweiten Summanden ist schwieriger und sehr tech-
nisch. Zur Vereinfachung werden wir konstante Terme in offensichtlicher Weise durch Konstan-
ten ersetzen. Sei a eine Lösung der Gleichung y−yε = 2. Da der zweite Summand auf [0, loga]
beschränkt ist, reicht es, eine integrierbare, monoton fallende Majorante für t ≥ loga > log2 zu
finden:

0≤exp(−t)

exp(t)∫
0

yλP(y− yε < xeiY0 ≤ y)dy

≤exp(−t)
2∫

0

yλ dy+ exp(−t)

exp(t)∫
2

yλP(y− yε < xeiY0 ≤ y)dy

=exp(−t)C1 + exp(−t)
a∫

2

yλP(xeiY0 > y− yε)dy+ exp(−t)

exp(t)∫
a

yλP(xeiY0 > y− yε)dy

− exp(−t)

exp(t)−exp(εt)∫
2

yλP(xeiY0 > y)dy− exp(−t)

exp(t)∫
exp(t)−exp(εt)

yλP(xeiY0 > y)dy

≤exp(−t)C2 + exp(−t)

exp(t)∫
a

yλP(xeiY0 > y− yε)dy− exp(−t)

exp(t)−exp(εt)∫
2

yλP(xeiY0 > y)dy

≤exp(−t)C2 + exp(−t)

exp(t)∫
a

[
yλ − (y− yε)λ (1− εyε−1)

]
P(xeiY0 > y− yε)dy.

Beim letzten Gleichheitszeichen haben wir y̆ = y− yε substituiert. Wir wählen nun ein α ∈ R
mit

0 < α < λ und −1 < λ −α + ε−1 < 0. (3.4)

Wiederum nutzt uns die Markov-Ungleichung für

P(xeiY0 > y− yε)≤ (y− yε)−αE|eiY0|α = (y− yε)−αC3

mit C3 := E|eiY0|α < ∞ nach Lemma 3.1. Damit schätzen wir weiter ab:

exp(−t)C2 + exp(−t)

exp(t)∫
a

[
yλ − (y− yε)λ (1− εyε−1)

]
P(xeiY0 > y− yε)dy

≤exp(−t)C2 + exp(−t)C3

exp(t)∫
a

[
yλ − (y− yε)λ (1− εyε−1)

]
(y− yε)−αdy.

Setze h(y) :=
[
yλ −(y−yε)λ (1−εyε−1)

]
(y−yε)−α . Wir behaupten, dass es eine positive Kon-

stante C4 gibt mit h(y) ≤ C4yλ−α+ε−1 für y ≥ a. Wegen der Stetigkeit und Positivität beider
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3.1 Asymptotik der Funktion z

Funktionen auf dem betrachteten Intervall reicht es, h(y) ∈ O(yλ−α+ε−1) für y→ ∞ nachzu-
vollziehen:

limsup
y→∞

[
yλ − (y− yε)λ (1− εyε−1)

]
(y− yε)−α

yλ−α+ε−1

= limsup
y→∞

yλ−α
[
(1− yε−1)−α − (1− yε−1)λ−α(1− εyε−1)

]
yλ−αyε−1 .

Wir wollen die Bernoullische Ungleichung (1+ rs)≥ (1+ s)r für 0≤ r ≤ 1 und s >−1 benut-
zen. Es gilt 0 < ε < 1 und wegen 1− ε < 1 ist −yε−1 > −1 für y ≥ a. Dann liefert die eben
genannte Ungleichung (1− εyε−1)≥ (1− yε−1)ε . Das ergibt

limsup
y→∞

(1− yε−1)−α − (1− yε−1)λ−α(1− εyε−1)

yε−1

≤ lim
y→∞

(1− yε−1)−α − (1− yε−1)λ−α+ε

yε−1

l‘Hospital
= lim

y→∞

(ε−1)yε−2α(1− yε−1)−α−1 +(ε−1)yε−2(λ −α + ε)(1− yε−1)λ−α+ε−1

(ε−1)yε−2

= lim
y→∞

[
α(1− yε−1)−α−1 +(λ −α + ε)(1− yε−1)λ−α+ε−1]

=λ + ε > 0.

Diese obere Schranke für h(y) wird genutzt für

exp(−t)C2 + exp(−t)C3

exp(t)∫
a

[
yλ − (y− yε)λ (1− εyε−1)

]
(y− yε)−αdy

≤exp(−t)C2 + exp(−t)C3C4

exp(t)∫
a

yλ−α+ε−1dy

=exp(−t)C5 +
C6

λ −α− ε
exp
(
(λ −α + ε−1)t

)
≤C7 exp([λ −α + ε−1]t).

Die Funktion t 7→ C7 exp([λ −α + ε − 1]t) ist nach (3.4) auf R≥ integrierbar und monoton
fallend. Zusammenfassend haben wir durch

g1
i (x, t)≤C0 exp([λ − (λ +δ )ε]t)+C7 exp([λ −α + ε−1]t)

eine d.R.i. Majorante für t 7→ g1
i (x, t) für t ≥ loga gefunden. �

3.1.1.2 µ > 0

Wir betrachten die Reihe ∑
∞
n=0(Pn

λ−α
)i j für 1 ≤ i, j ≤ p und 0 < α < λ . Aus der Konvergenz

dieser Reihe werden wir auf die Endlichkeit von Ui j(t) für alle t ∈ R schließen können.
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3 Beweis von Theorem I

Korollar 2.13 ergibt ρ(Pλ−α) =: θα < 1. Da Pλ−α eine nicht-negative, irreduzible Matrix ist,
liefert das Perron-Frobenius Theorem A.5 einen positiven, rechtsseitigen Eigenvektor vα von
Pλ−α zum Eigenwert θα . Dann ist vα auch ein rechtsseitiger Eigenvektor der Matrix ∑

∞
n=0 Pn

λ−α

zum Eigenwert (1−θα)
−1. Wegen (vα) j > 0 für alle 1≤ j ≤ p gilt

∞

∑
n=0

(Pn
λ−α

)i j < ∞

für alle 1≤ i≤ p.
Nun zeigen wir

Pn
λ−α

=
∫

exp(−αy)F∗(n)(dy) (3.5)

per Induktion über n≥ 0, wobei wie vorher

F(t) =
(
eλ

i p ji1[logei,∞)(t)
)

1≤i, j≤p.

Der Induktionsanfang n = 0 ist trivial, ebenso leicht sieht man die Behauptung für n = 1. Wir
entnehmen aus der Definition der Faltung für beliebiges A ∈ B(R)

(F ∗F∗(n))i j(A) =
p

∑
k=1

∫ ∫
1A(x+ y)F∗(n)k j (dx)Fik(dy)

Per Funktionserweiterungsargument lässt sich dies auf nicht-negative Funktionen fortsetzen.
Damit und durch Verwendung der Identität für n = 1 folgt unter Annahme der Geltung der
Identität (3.5) für festes beliebiges n≥ 1

(Pn+1
λ−α

)i j =
p

∑
k=1

(Pλ−α)ik(Pn
λ−α

)k j

I.V.
=

p

∑
k=1

∫
exp(−αy)Fik(dy)

∫
exp(−αx)F∗(n)k j (dx)

=
p

∑
k=1

∫ ∫
exp(−α(x+ y))F∗(n)k j (dx)Fik(dy)

=
∫

exp(−αy)F∗(n+1)
i j (dy).

Wir können nun folgern, dass

(Pn
λ−α

)i j ≥
∫

(−∞,t]

exp(−αy)F∗(n)i j (dy)

≥ exp(−αt)
∫

(−∞,t]

F∗(n)i j (dy) = exp(−αt)F∗(n)i j (t).

Damit ergibt sich für alle 1≤ i, j ≤ p und t ∈ R

Ui j(t) = ∑
n≥0

F∗(n)i j (t)≤ exp(αt) ∑
n≥0

(Pn
λ−α

)i j < ∞,

was mittels Proposition 2.7 µ > 0 liefert.
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3.1 Asymptotik der Funktion z

3.1.1.3 Z = U∗g

Wir benötigen eine Vorüberlegung über den Träger von F∗(n)i j . Der Träger von F∗(n)i j enthält nur
Elemente der Form ∑

n
k=1 log(xk), xk ∈ E für 1 ≤ k ≤ n. Somit ist für n ≥ 0 sowohl der Träger

als auch die Gesamtmasse von F∗(n)i j beschränkt.
Da F ∗Z und g komponentenweise lokal beschränkt sind, existieren nach Vorüberlegung F ∗(F ∗
Z) und F ∗g. Unter Verwendung der Assoziativität des Faltungsproduktes ergibt sich daraus

F ∗ (F ∗Z +g) = F ∗ (F ∗Z)+F ∗g = F∗(2) ∗Z +F ∗g.

Mit demselben Argument erhalten wir nach n-facher Iteration von (2.6) für beliebiges n≥ 1

Z =
n−1

∑
k=0

(F∗(k) ∗g)+F∗(n) ∗Z.

Wir wollen zunächst zeigen, dass F∗(n) ∗Z n→∞−−−→ 0. Dazu dient:

Lemma 3.3 Für n≥ 0 und (x, t) ∈ {−1,1}×R gilt

(F∗(n) ∗Z)i(x, t) = exp(−t)

exp(t)∫
0

yλP
(

x
( n

∏
k=1

a1−k

)
Y1−n > y,a0 = ei

)
dy.

Beweis: Wir beweisen die Behauptung per Induktion über n. Im Fall n = 0 ergibt sich die
Behauptung direkt aus ∏

0
k=1 a1−k := 1.

Sei die Behauptung für beliebiges n≥ 0 wahr. Dann gilt

(F(n+1) ∗Z)i(x, t) = (F ∗ (F∗(n) ∗Z))i(x, t) =
p

∑
j=1

Fi j ∗ (F∗(n) ∗Z) j(x, t)

=
p

∑
j=1

eλ
i p ji(F∗(n) ∗Z) j(x, t− logei)

I.V.
=eλ

i exp(−(t− logei))
p

∑
j=1

p ji

exp(t−logei)∫
0

yλP
(

x
( n

∏
k=1

a1−k

)
Y1−n > y,a0 = e j

)
dy

Lemma 2.3
= eλ

i exp(−(t− logei))

exp(t−logei)∫
0

yλP
(

x
(n+1

∏
k=2

a1−k

)
Y−n > y,a0 = ei

)
dy

=exp(−t)

exp(t)∫
0

yλP
(

x
(n+1

∏
k=2

a1−k

)
Y−n >

y
ei
,a0 = ei

)
dy

=exp(−t)

exp(t)∫
0

yλP
(

x
(n+1

∏
k=1

a1−k

)
Y−n > y,a0 = ei

)
dy.
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3 Beweis von Theorem I

Dabei haben wir beim vorletzten Gleichheitszeichen y̆ = y
ei
= y · exp(− logei) substituiert. �

Dadurch erhalten wir

p

∑
i=1

(F∗(n) ∗Z)i(x, t) = exp(−t)

exp(t)∫
0

yλP
(

x
( n

∏
k=1

a1−k

)
Y1−n > y

)
dy.

Wie in (1.7) gesehen gilt ∏
n
k=1 |a1−k||Y1−n|

P−→ 0, daraus resultiert für alle y > 0

P
(

x
( n

∏
k=1

a1−k

)
Y1−n > y

)
≤ P

( n

∏
k=1
|a1−k||Y1−n|> y

)
n→∞−−−→ 0,

d.h. ∑
p
i=1(F

∗(n) ∗ Z)i(x, t) → 0. Da die Summanden nicht-negativ sind, folgt wie gewünscht
F∗(n) ∗Z→ 0.
Damit ist Z = limn→∞ ∑

n−1
k=0(F

∗(k)∗g) gültig. Dass letzterer Term identisch mit U∗g ist, ist nicht
trivial, da gi(x, ·) möglicherweise ein nicht konstantes Vorzeichen besitzt. Wir werden beweisen,
dass dies trotzdem gilt. Dazu zeigen wir die Existenz von U ∗ g1 und U ∗ g2, wobei g1 und g2

die nicht-negativen Funktionen aus (3.1) sind.
Für beliebiges A ∈ B(R) gilt

lim
n→∞

n

∑
k=0

∫
1AdF∗(k)i j = lim

n→∞

∫
1A

(
d

n

∑
k=0

F∗(k)i j

)
= lim

n→∞

n

∑
k=0

F∗(k)(A)

=
∞

∑
k=0

F∗(k)(A) =
∫
1AdU.

(3.6)

Mit dem Funktionserweiterungsargument lässt sich obige Identität in gewohnter Weise auf
nicht-negative Funktionen erweitern.
Wir haben im Unterabschnitt 3.1.1.1 gesehen, dass es für g1

i Majoranten der Form t 7→
C · exp(tα) gibt. Diese können wie folgt gewählt werden:

g1
i (x, t)≤C1 exp(α1t) für t ∈ R≥ und −1 < α1 < 0

und g1
i (x, t)≤C2 exp(α2t) für t ∈ R≤ und 0 < α2 < λ .

Damit erhalten wir∫
g1

j(x, t− y)F∗(n)i j (dy)≤
∫

(−∞,t)

C1 exp(α1(t− y))F∗(n)i j (dy)+
∫

[t,∞)

C2 exp(α2(t− y))F∗(n)i j (dy)

=C1 exp(α1t)
∫

(−∞,t)

exp(−α1y)F∗(n)i j (dy) (3.7)

+C2 exp(α2t)
∫

[t,∞)

exp(−α2y)F∗(n)i j (dy)
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3.2 Fall: b0 besitzt f.s. ein konstantes Vorzeichen

Das Ziel ist es beide Summanden jeweils gegen einen Summanden einer konvergierenden Reihe
abzuschätzen. Mittels (3.5) erhalten wir∫

[t,∞)

exp(−α2y)F∗(n)i j (dy)≤ (Pn
λ−α2

)i j.

Außerdem gilt ∫
(−∞,t)

exp(−α1y)F∗(n)i j (dy)≤ exp(−α1t)F∗(n)i j (t).

Nach Unterabschnitt 3.1.1.2 konvergieren sowohl ∑
∞
n=0(Pn

λ−α2
)i j als auch ∑

∞
n=0 F∗(n)i j (t). Das

liefert zusammen mit der Erweiterung von (3.6) für (x, t) ∈ {−1,1}×R, 1≤ i≤ p

(U∗g1)i(x, t) =
p

∑
j=1

∫
g1

j(x, t− y)Ui j(dy)< ∞.

Analog zeigt man (U∗g2)i(x, t)< ∞. Diese beiden Existenzen erlauben uns

lim
n→∞

n−1

∑
k=0

(F∗(k) ∗g)(x, t) = lim
n→∞

n−1

∑
k=0

[F∗(k) ∗ (g1−g2)](x, t)

= lim
n→∞

n−1

∑
k=0

(F∗(k) ∗g1)(x, t)− lim
n→∞

n−1

∑
k=0

(F∗(k) ∗g2)(x, t)

= (U∗g1)(x, t)− (U∗g2)(x, t)
= (U∗g)(x, t)

zu folgern.
Insgesamt ist nun Matrix-Erneuerungstheorem I anwendbar.

3.2 Fall: b0 besitzt f.s. ein konstantes Vorzeichen

Am Anfang des vorherigen Abschnittes haben wir mittels des Matrix-Erneuerungstheorems I
bewiesen, dass

z(x, t) t→∞−−−→ 1
µ

p

∑
j=1

(
u j

∫
g j(x,y)dy

)
. (3.8)

Nun ist zu zeigen, dass die Summe der Grenzwerte für t→ ∞ von z(±1, t) positiv ist. Es gilt

gi(x, t) =exp(−t)

exp(t)∫
0

yλP(y− xb0 < xa0Y0 ≤ y,a0 = ei)dy

− exp(−t)

exp(t)∫
0

yλP(y < xa0Y0 ≤ y− xb0,a0 = ei)dy.

(3.9)

29



3 Beweis von Theorem I

b0 habe also f.s. ein konstantes Vorzeichen. Dann gilt für fixiertes x ∈ {−1,1} entweder xb0 ≥ 0
f.s., der Subtrahend auf der rechten Seite von (3.9) verschwindet und wir erhalten

gi(x, t) = exp(−t)

exp(t)∫
0

yλP(y− xb0 < xa0Y0 ≤ y,a0 = ei)dy≥ 0

oder es gilt xb0 ≤ 0 f.s., der Minuend verschwindet und folglich

gi(x, t) =−exp(−t)

exp(t)∫
0

yλP(y < xa0Y0 ≤ y− xb0,a0 = ei)dy≤ 0.

Die uns interessierende Konsequenz ist, dass mit xb0 auch gi(x, t) für alle 1≤ i≤ p ein konstan-
tes und zwar dasselbe Vorzeichen wie xb0 besitzt.
Nehmen wir nun an, dass z(x, t) t→∞−−−→ 0 für alle x ∈ {−1,1}. Aus (3.8) ergibt sich

1
µ

p

∑
j=1

(
u j

∫
g j(x,y)dy

)
= 0.

Da µ , u j und g j(x,y) konstantes Vorzeichen besitzen, muss g j(x,y) = 0 für alle (x,y) ∈
{−1,1}×R und 1 ≤ j ≤ p gelten. Dann ist auch schon Zi = (U ∗ g)i = 0 und z = 0 als deren
Summe. Weiter resultiert aus der Definition von z, dass P(xY1 > y)= 0 für y> 0 und x∈{−1,1}.
Diese Aussage führen wir zum Widerspruch.
Falls b0 ≥ 0, gilt wegen E ⊂ R>, dass Y1 ≥ 0 f.s. Da nach Voraussetzung b0 nicht-degeneriert
in 0 ist, kann P(xY1 > y) = 0 im Fall x = 1 nicht gelten. Das ergibt limt→∞ z(1, t) > 0 und
limt→∞ z(−1, t) = 0
Analog erhält man einen Widerspruch für b0≤ 0 und x=−1. In diesem Fall gilt limt→∞ z(1, t)=
0 und limt→∞ z(−1, t)> 0.

3.3 Fall: b0 besitzt einen einseitig unbeschränkten

Träger

Der Beweis dieses Falles beruht auf einer Methode von Goldie [14].

3.3.1 Abschätzung der Tail-Wahrscheinlichkeit

Das Ziel ist es eine Konstante C > 0 zu finden mit tλP(|Y1| > t) ≥C für hinreichend großes t.
Offenbar hat die Gültigkeit dieser Ungleichung ein Potenzgesetz-Verhalten zur Folge.
Die erste Etappe besteht aus der Verifizierung von:

Proposition 3.4 Es existiert ein ε > 0 und eine Konstante C1 > 0, so dass für t ∈ R gilt:

P(|Y1|> t)≥C1P
(

sup
n≥1

n

∏
k=1

a1−k >
2t
ε

)
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3.3 Fall: b0 besitzt einen einseitig unbeschränkten Träger

Wir werden eine Ungleichung von Grincevičius, die im Falle einer unabhängigen Folge (an)n∈Z
zum Potenzgesetz-Verhalten der Tail-Wahrscheinlichkeiten führt, auf unsere Situation mit Mar-
kovschen Koeffizienten anpassen.
Wir definieren für n≥ 1

Y n
1 :=

n−1

∑
l=0

( l

∏
k=1

a1−k

)
b−l und Πn :=

n

∏
k=1

a1−k.

Für eine Zufallsgröße X , j ≥ 1 und 1≤ i≤ p führen wir spezielle Mediane ein:

med( j)
i (X) := inf

{
x ∈ R

∣∣∣P(X ≤ x|a− j = ei)≥
1
2

}
, med( j)

min(X) := min
1≤i≤p

med( j)
i (X)

und med( j)
max(X) := max

1≤i≤p
med( j)

i (X).

Lemma 3.5 Für t ∈ R und n≥ 1 gilt

1
2
P
(

max
1≤ j≤n

{
Y j

1 +Π j med( j)
min

(
Y n

1 −Y j
1

Π j

)}
> t
)
≤ P(Y n

1 > t)

Beweis: Wir definieren

T :=

inf
{

1≤ j ≤ n
∣∣Y j

1 +Π j med( j)
min

(
Y n

1−Y j
1

Π j

)
> t
}
, falls die Menge nicht leer ist

n+1, sonst.

Es gilt {T = j} ∈ σ(a0, . . . ,a1− j,b0, . . . ,b1− j) für 1≤ j ≤ n. Für j ≥ 1 sei

B j :=
{

med( j)
min

(
Y n

1 −Y j
1

Π j

)
≤

Y n
1 −Y j

1
Π j

}
,

welches in σ(a− j, . . . ,a1−n,b− j, . . . ,b1−n) enthalten ist. Da die Rückwärtskette (a−n,b−n)n≥0
eine stationäre Markov-Kette bildet, sind (a−k,b−k)0: j−1 und (a−k,b−k)k≥ j bedingt unter
(a− j,b− j) stochastisch unabhängig. Zusammen mit der Unabhängigkeit der b−n, n≥ 0, vonein-
ander als auch von (an)n∈Z induziert dies die stochastische Unabhängigkeit von (a−k,b−k)0: j−1
und (a−k,b−k)k≥ j bedingt unter a− j. Demnach sind die Ereignisse {T = j} und B j bedingt un-
ter a− j unabhängig.
Ferner gilt

P(B j|a− j = ek)≥ P
(

med( j)
k

(
Y n

1 −Y j
1

Π j

)
≤

Y n
1 −Y j

1
Π j

∣∣∣a− j = ek

)
≥ 1

2
. (3.10)

Da Π j > 0 ergibt sich B j∩{T = j} ⊂ {Y n
1 > t} für 1≤ j ≤ n. Damit können wir abschätzen

P(Y n
1 > t)≥P

( n

∑
j=1

(B j∩{T = j})
)
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3 Beweis von Theorem I

=
n

∑
j=1

p

∑
k=1

P(B j,T = j|a− j = ek)π(ek)

=
n

∑
j=1

p

∑
k=1

P(B j|a− j = ek)P(T = j|a− j = ek)π(ek)

(3.10)
≥ 1

2
P(T ≤ n)

=
1
2
P
(

max
1≤ j≤n

{
Y j

1 +Π j med( j)
min

(
Y n

1 −Y j
1

Π j

)}
> t
)

�

Unser vorgegebenes Ziel ist eine untere Abschätzung von P(|Y1| > t). Lemma 3.5 liefert eine
Abschätzung für P(Y n

1 > t). Es gilt Y n
1

n→∞−−−→ Y1 f.s., also insbesondere in Verteilung, weswe-
gen P(Y n

1 > t)→ P(Y1 > t) für alle t ∈ C(FY1) konvergiert. Wir werden zeigen, dass die linke

Seite in Lemma 3.5 für t aus einer dichten Teilmenge von R konvergiert. Wegen Y n
1−Y j

1
Π j

d
= Y n− j

1

folgt schon mal, dass diese Zufallsgröße f.s. für festes j gegen ein Y j mit Y j
d
= Y1 konvergiert.

Weiteres ergibt sich mit dem anschließenden Lemma.

Lemma 3.6 Sei (Ω,A,µ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X ,X1,X2, . . . Zufallsgrößen auf Ω

mit Xn
d−→ X. Dann gilt für m := medX und mn := medXn

mn
n→∞−−−→m.

Beweis: Angenommen mn 6→m. Dann existiert ein ε > 0 und eine Teilfolge (mnk)k≥1 mit

|mnk−m| ≥ ε für alle k ≥ 1.

Ferner können wir eine weitere Teilfolge auswählen, deren Folgenglieder entweder immer grö-
ßer als m oder immer kleiner als m sind. Wegen −Xn

d−→−X betrachten wir o.E. den Fall

mnkl
−m≥ ε für alle l ≥ 1.

Sei t ein Stetigkeitskeitpunkt der Verteilungsfunktion von X im Intervall (m,m+ ε). Es gilt

µ
(
Xnkl
≤m

)
≤ µ

(
Xnkl
≤ t
)
≤ µ

(
Xnkl
≤mnkl

)
.

Da mnkl
das Infimum über alle x ∈ R mit µ

(
Xnkl
≤ x
)
≥ 1

2 ist, folgt für alle l ≥ 1

µ
(
Xnkl
≤ t
)
<

1
2
.

Damit ergibt sich ein Widerspruch:

1
2
≤ µ(X ≤m)≤ µ(X ≤ t) = lim

l→∞
µ(Xnkl

≤ t)<
1
2
.
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3.3 Fall: b0 besitzt einen einseitig unbeschränkten Träger

�

Dieses Lemma angewendet auf die Zufallsvariablen Y n
1−Y j

1
Π j

, Y j und das Maß P(·|a− j = ei) er-

gibt med( j)
i

(
Y n

1−Y j
1

Π j

)
→ med( j)

i Y j. Aufgrund der Stationarität von (an,bn)n∈Z gilt med( j)
i Y j =

med(0)i Y1. Da E endlich ist, folgt schon

m( j)
n := med( j)

min

(Y n
1 −Y j

1
Π j

)
→med(0)minY1 =: m∗.

Proposition 3.7 Für t ∈ R gilt

1
2
P
(

sup
j≥1
{Y j

1 +Π jm∗}> t
)
≤ P(Y1 > t).

Beweis: Wir schreiben zur Abkürzung und Vereinfachung von Notationen

Z := sup
j≥1
{Y j

1 +Π jm∗}.

Zuerst wird gezeigt, dass max1≤ j≤n{Y j
1 +Π jm

( j)
n } → Z f.s., denn damit und mit Lemma 3.5

folgt
1
2
P
(

sup
j≥1
{Y j

1 +Π jm∗}> t
)
≤ P(Y1 > t) ∀t ∈ C(FZ)∩C(FY1). (3.11)

Offenbar gilt
max

1≤ j≤n
{Y j

1 +Π jm∗}→ sup
j≥1
{Y j

1 +Π jm∗} f.s. (3.12)

Außerdem stellen wir fest:

max
1≤ j≤n

{Y j
1 +Π jm∗}+ max

1≤ j≤n
Π j(m

( j)
n −m∗)≥ max

1≤ j≤n
{Y j

1 +Π jm
( j)
n } f.s.

⇒
∣∣∣ max

1≤ j≤n
{Y j

1 +Π jm
( j)
n }− max

1≤ j≤n
{Y j

1 +Π jm∗}
∣∣∣≤ max

1≤ j≤n
Π j|m( j)

n −m∗| → 0 f.s. (3.13)

Im letzten Schritt wurde neben Lemma 3.6 verwendet, dass aus Π j→ 0 f.s. sup j≥1 Π j < ∞ f.s.
resultiert. Die gewünschte Konvergenz ergibt sich nun mit (3.12), (3.13) und folgender Abschät-
zung ∣∣∣ max

1≤ j≤n
{Y j

1 +Π jm
( j)
n }−Z

∣∣∣
≤
∣∣∣ max

1≤ j≤n
{Y j

1 +Π jm
( j)
n }− max

1≤ j≤n
{Y j

1 +Π jm∗}
∣∣∣+ ∣∣∣ max

1≤ j≤n
{Y j

1 +Π jm∗}−Z
∣∣∣.

Damit ist (3.11) gezeigt.
Angenommen die Behauptung gilt nicht für alle t ∈ R, so existiert ein t0 ∈ R mit

1
2
P(Z > t0)> P(Y1 > t0) und

1
2
P(Z > t0)−P(Y > t0) =: ε > 0.
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3 Beweis von Theorem I

P(Z > t0) ist positiv. Da die Funktion t 7→ P(Z > t) rechtsseitig stetig und C(FZ) dicht in R ist,
existiert ein a ∈ C(FZ)∩ (t0,∞) mit

P(Z > t0)−P(Z > a)< ε. (3.14)

Weiter folgt aufgrund von Monotonie

1
2
P(Z > t0)> P(Y1 > t0)≥ P(Y1 > a)

(3.11)
≥ 1

2
P(Z > a).

Aus (3.14) ergibt sich dann jedoch ein Widerspruch in P(Z > t0)−P(Y1 > t0) = ε , wodurch
insgesamt die Behauptung folgt. �

Analog erhalten wir durch Ersetzen von Y j
1 durch −Y j

1 und Y n
1−Y j

1
Π j

durch −Y n
1 +Y j

1
Π j

wegen

med( j)
min

(−Y n
1 +Y j

1
Π j

)
=−med( j)

max

(Y n
1 −Y j

1
Π j

)
,

dass

P
(

sup
j≥1
{−Y j

1 −Π jm∗}> t
)
≤ P(−Y1 > t), t ∈ R,

gilt, wobei m∗ := med(0)maxY1.
Die so erhaltene Abschätzung für P(|Y1|> t) wollen wir weiter verschärfen.

Lemma 3.8 Für alle ε > 0 und t ∈ R gilt

P
(

sup
j≥1
{Y j

1 +Π jm∗}> t
)
+P
(

sup
j≥1
{−Y j

1 −Π jm∗}> t
)

≥P
(
∃n≥ 1

∣∣∣Πn >
2t
ε

und max
{

b−n +a−nm∗−m∗,−b−n−a−nm∗+m∗
}
> ε

)
.

Beweis: Zunächst gilt

P
(

sup
j≥1
{Y j

1 +Π jm∗}> t
)
+P
(

sup
j≥1
{−Y j

1 −Π jm∗}> t
)

≥P
(

sup
n≥1
{Y n

1 +Πnm∗,−Y n
1 −Πnm∗}> t

)
.

Nun betrachten wir die Ungleichung

−(Y n+1
1 +Πn+1m∗)+(Y n

1 +Πnm∗)> 2t.

Dann gibt es zwei Fälle. Entweder ist Y n
1 +Πnm∗ > t, dann folgt supn≥1{Y n

1 +Πnm∗}> t, oder
Y n

1 +Πnm∗ ≤ t. Im letzteren Fall ergibt sich

−Y n+1
1 −Πn+1m∗ > 2t− (Y n

1 +Πnm∗)≥ t,
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3.3 Fall: b0 besitzt einen einseitig unbeschränkten Träger

woraus supn≥1{−Y n
1 −Πnm∗} > t folgt. Analoge Schlüsse zieht man aus (Y n+1

1 +Πn+1m∗)−
(Y n

1 +Πnm∗)> 2t. Zur Abkürzung definieren wir für n≥ 1

Nn := max
{
− (Y n+1

1 +Πn+1m∗)+(Y n
1 +Πnm∗),(Y n+1

1 +Πn+1m∗)− (Y n
1 +Πnm∗)

}
.

Dann gilt

P
(

sup
n≥1
{Y n

1 +Πnm∗,−Y n
1 −Πnm∗}> t

)
≥P
(
∃n≥ 1|Nn > 2t

)
.

Ferner bemerken wir

−(Y n+1
1 +Πn+1m∗)+(Y n

1 +Πnm∗) =−Πnb−n−Πna−nm∗+Πnm∗
= Πn(−b−n−a−nm∗+m∗).

Damit und mit einem analogen Schluss aus der anderen Ungleichung folgt für alle ε > 0

P
(
∃n≥ 1

∣∣∣Nn > 2t
)

≥P
(
∃n≥ 1

∣∣∣Πn >
2t
ε

und max
{

b−n +a−nm∗−m∗,−b−n−a−nm∗+m∗
}
> ε

)
und dadurch insgesamt die Behauptung. �

Der nächste Schritt lautet:

Lemma 3.9 Für t ∈ R und ε > 0 gilt

P
(
∃n≥ 1

∣∣∣Πn >
2t
ε

und max
{

b−n +a−nm∗−m∗,−b−n−a−nm∗+m∗
}
> ε

)
≥ min

1≤k≤p
P
(

max
{

b0 + ekm∗−m∗,−b0− ekm∗+m∗
}
> ε
)
P
(

sup
n≥1

Πn >
2t
ε

)

Beweis: Wir definieren für n≥ 1 die Ereignisse

A0 := /0, An :=
{

Πn >
2t
ε

}
, B0 := /0

und Bn :=
{

max
{

b−n +a−nm∗−m∗,−b−n−a−nm∗+m∗
}
> ε

}
.

Bn ist offenbar bedingt unter a−n unabhängig von den Ereignissen A0, . . . ,An. Deshalb folgt

P
(
∃n≥ 1

∣∣∣Πn >
2t
ε

und max
{

b−n +a−nm∗−m∗,−b−n−a−nm∗+m∗
}
> ε

)
=P
(⋃

n≥1

(An∩Bn)

)
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3 Beweis von Theorem I

= ∑
n≥1

P

(
n−1⋂
j=0

(B j∩A j)
c∩An∩Bn

)

≥∑
n≥1

P

(
n−1⋂
j=0

Ac
j∩An∩Bn

)

= ∑
n≥1

p

∑
k=1

P(Bn|a−n = ek)P

(
n−1⋂
j=0

Ac
j∩An

∣∣∣a−n = ek

)
π(ek)

= ∑
n≥1

p

∑
k=1

P(Bn|a−n = ek)P

(
n−1⋂
j=0

Ac
j∩An,a−n = ek

)
.

Aus der Stationarität von (bn)n∈Z und der Unabhängigkeit von a−n und b−n ergibt sich

P(Bn|a−n = ek) = P(max
{

b0 + ekm∗−m∗,−b0− ekm∗+m∗
}
> ε).

Mit dieser Identität folgt dann weiter

∑
n≥1

p

∑
k=1

P(Bn|a−n = ek)P
(n−1⋂

j=0

Ac
j∩An,a−n = ek

)
≥ min

1≤k≤p
P(max

{
b0 + ekm∗−m∗,−b0− ekm∗+m∗

}
> ε)P

(⋃
n≥1

An

)
�

Schließlich kommen wir zum Beweis von Proposition 3.4.

Beweis (Proposition 3.4): Nach Voraussetzung besitzt b0 einen einseitig unbeschränkten Trä-
ger. Aus diesem Grund existiert ein ε > 0 mit

1
2

min
1≤k≤p

P
(

max
{

b0 + ekm∗−m∗,−b0− ekm∗+m∗
}
> ε

)
=: C1 > 0.

Die Lemmata 3.7, 3.8 und 3.9 ergeben zusammen für t ∈ R

P(|Y1|> t)≥ 1
2

min
1≤k≤p

P
(

max
{

b0 + ekm∗−m∗,−b0− ekm∗+m∗
}
> ε

)
P
(

sup
n≥1

Πn >
2t
ε

)
=C1P

(
sup
n≥1

Πn >
2t
ε

)
.

�

3.3.2 Untersuchung von ∏
n
k=1 a1−k

Im vorherigen Unterabschnitt haben wir P(|Y1| > t) ≥ C1P
(

supn≥1 Πn > 2t
ε

)
gezeigt, wobei

Πn =∏
n
k=1 a1−k. Wir definieren M := supn≥1 log(Πn). Unser Ziel ist es die folgende Proposition

zu zeigen.
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3.3 Fall: b0 besitzt einen einseitig unbeschränkten Träger

Proposition 3.10 Für hinreichend großes t > 0 existiert eine Konstante C2 > 0 mit

exp(λ t)P(M > t)≥C2.

Mit diesem Resultat ausgestattet ergibt sich das gewünschte Potenzgesetz-Verhalten:

Theorem 3.11 Für hinreichend großes t existiert eine Konstante C > 0 mit

tλP(|Y1|> t)≥C.

Insbesondere ist dann L(−1)+L(1)> 0.

Beweis: Nach Proposition 3.4 gilt

P(|Y1|> t)≥C1P
(

exp(M)>
2t
ε

)
=C1P

(
M > log

2t
ε

)
.

Damit folgt

lim
t→∞

tλP(|Y1|> t)≥ lim
t→∞

C1tλP
(

M > log
2t
ε

)
= lim

s→∞
C1

(
exp(s)

ε

2

)λ

P(M > s)

Prop. 3.10
≥ C1

(
ε

2

)λ

C2 =: C > 0.

�

Der Beweis von Proposition 3.10 streckt sich über mehrere Seiten.
Wir beginnen mit der Konstruktion eines MRWs. Sei

S0 = 0, Sn =
n

∑
k=1

log(a1−k) = log(Πn), n≥ 1.

Die bivariate Folge (a1−n,Sn)n≥0 bildet offensichtlich einen MRW mit Semi-Markov Matrix
Q = (qi j)1≤i, j≤p, erklärt durch

qi j(t) = P(a−n = e j, loga−n ≤ t|a1−n = ei) = 1[loge j,∞)(t)
π(e j)

π(ei)
p ji. (3.15)

Es gilt M = supn≥1 Sn. Wir werden mittels dieser Charakterisierung P(M > t) abschätzen. Dazu
erledigen wir noch weitere Vorbereitungen.
Es bezeichne τ

>
1 den ersten streng aufsteigenden Leiterindex von (Sn)n≥0, d.h.

τ
>
1 := inf{k ≥ 1|Sk > 0} (3.16)

und induktiv für n≥ 2

τ
>
n :=

{
inf{k ≥ 1|Sσ

>
n−1,k

> 0}, falls σ
>
n−1 < ∞

∞, falls σ
>
n−1 = ∞,
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3 Beweis von Theorem I

wobei σ
>
0 := 0, σ>

n := ∑
n
k=1 τ

>
k und Sn,k := Sn+k−Sn.

Für n≥ 0 setzen wir
Fn := σ(a1, . . . ,a1−n).

(τ>n+1,Sσ>
n ,τ>n+1

,a1−σ
>
n+1

) hängt bedingt unter Fσ>
n

wegen der starken Markov-Eigenschaft (st.
M.E.) nur von a1−σ>

n
ab. Für A ∈ B(R) und 1≤ j ≤ p gilt daher

P(τ>n+1 < ∞,Sσ>
n ,τ>n+1

∈ A,a1−σ
>
n+1

= e j|Fσ>
n
)

st. M.E.
= P(τ>n+1 < ∞,Sσ>

n ,τ>n+1
∈ A,a1−σ

>
n+1

= e j|a1−σ>
n
)

=P(τ>1 < ∞,Sτ
>
1
∈ A,a1−τ

>
1
= e j|a1).

Die Matrix H der Verteilungen Hi j, definiert durch

Hi j(t) := P(τ>1 < ∞,Sτ
>
1
≤ t,a1−τ

>
1
= e j|a1 = ei),

bezeichnen wir als Semi-Markov Matrix des streng aufsteigenden Leiterprozesses von (Sn)n≥0.
Für H 6= 0 wird wegen Sτ

>
1 −1 ≤ 0 und Sτ

>
1
> 0 gefordert, dass log(a1−τ

>
1
) > 0⇔ a1−τ

>
1
> 1.

Die Existenz eines Zustandes größer 1 ist a priori nicht klar. Wären nun alle Zustände kleiner
oder gleich 1, so liefert Lemma A.6 für alle α > 0

ρ(Pα)≤ ρ

(
diag

(
max

1≤i≤p
eα

i

)
P>
)
= max

1≤i≤p
eα

i ≤ 1.

Jedoch besagt Korollar 2.13, dass ρ(Pα)> 1 für α > λ . Deswegen seien nun o.E. e1, . . . ,er > 1
und er+1, . . . ,ep ≤ 1. Dadurch ist

Hi j(t) = 0 für j > r. (3.17)

Als nächstes definieren wir die zu H gehörige Matrix-Erneuerungsfunktion

V(t) := ∑
n≥0

H∗(n)(t).

Über H∗(n) lässt sich aussagen:

Proposition 3.12 Für die n-fache Faltung von H, n≥ 0, gilt

H∗(n)i j (t) = P(σ>
n < ∞,Sσ>

n
≤ t,a1−σ>

n
= e j|a1 = ei)

Beweis: Wir beweisen zuerst ein Hilfsmittel. Dazu setzen wir Zl := Sσ
>
l−1,τ

>
l
1{σ>

l−1<∞} für l ≥ 1.
Seien A1, . . . ,An ∈ B(R). Zur Abkürzung führen wir für 1≤ k ≤ p

Bk := {Z1 ∈ A1,τ
>
1 < ∞,a1−τ

>
1
= ek,a1 = ei}

ein. Dann gilt∫
1A1×...×AndP(Z1,...,Zn)∈·,σ>

n <∞,a1−σ
>
n
=e j|a1=ei
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3.3 Fall: b0 besitzt einen einseitig unbeschränkten Träger

=
1

π(ei)
P((Z1, . . . ,Zn) ∈ A1× . . .×An,σ

>
n < ∞,a1−σ>

n
= e j,a1 = ei)

=
1

π(ei)

p

∑
k=1

∫
P((Z2, . . . ,Zn) ∈ A2× . . .×An,σ

>
n − τ

>
1 < ∞,a1−σ>

n
= e j,Bk|Fσ

>
1
)dP

=
1

π(ei)

p

∑
k=1

∫
Bk

P((Z2, . . . ,Zn) ∈ A2× . . .×An,σ
>
n − τ

>
1 < ∞,a1−σ>

n
= e j|Fσ

>
1
)dP

st. M.E.
=

1
π(ei)

p

∑
k=1

∫
Bk

P((Z2, . . . ,Zn) ∈ A2× . . .×An,σ
>
n − τ

>
1 < ∞,a1−σ>

n
= e j|a1−σ

>
1
= ek)dP

=
1

π(ei)

p

∑
k=1

∫
Bk

P((Z1, . . . ,Zn−1) ∈ A2× . . .×An,σ
>
n−1 < ∞,a1−σ

>
n−1

= e j|a1 = ek)dP

=
p

∑
k=1

∫ ∫
1A1×...×An(y,x)dP

(Z1,...,Zn−1)∈·,σ>
n−1<∞,a1−σ

>
n−1

=e j|a1=ek
(dx)

dP
Z1∈·,τ>1 <∞,a1−τ

>
1
=ek|a1=ei

(dy).

Da die Mengen der Form A1× . . .×An einen schnittstabiler Erzeuger von B(Rn) bilden, gilt∫
1AdP(Z1,...,Zn)∈·,σ>

n <∞,a1−σ
>
n
=e j|a1=ei

=
p

∑
k=1

∫ ∫
1AdP

(Z1,...,Zn−1)∈·,σ>
n−1<∞,a1−σ

>
n−1

=e j|a1=ekdPZ1∈·,τ>1 <∞,a1=ek|a1=ei
(3.18)

für beliebiges A ∈ B(Rn).
Damit können wir die Behauptung per Induktion über n zeigen. Für n = 0 ist die Behauptung
klar.
Wir bezeichnen mit fn :Rn→R die Funktion fn((x1, . . . ,xn)

>) =∑
n
k=1 xk. Der Induktionsschritt

ergibt sich wie folgt:

P(σ>
n < ∞,Sσ>

n
≤ t,a1−σ>

n
= e j|a1 = ei)

=P(σ>
n < ∞, fn(Z1, . . . ,Zn)≤ t,a1−σ>

n
= e j|a1 = ei)

=
∫
1 f−1

n ((0,t])dP
(Z1,...,Zn)∈·,σ>

n <∞,a1−σ
>
n
=e j|a1=ei)

(3.18)
=

p

∑
k=1

∫ ∫
1 f−1

n ((0,t])dP
(Z1,...,Zn−1)∈·,σ>

n−1<∞,a1−σ
>
n−1

=e j|a1=ekdPZ1∈·,τ>1 <∞,a1=ek|a1=ei

=
p

∑
k=1

∫
P(σ>

n−1 < ∞,Sσ
>
n−1
≤ t− y,a1−σ

>
n−1

= e j|a1 = ek)P
S

τ
>
1
∈·,τ>1 <∞,a1−τ

>
1
=ek|a1=ei

(dy)

I.V.
=

p

∑
k=1

∫
H∗(n−1)

k j (t− y)Hik(dy).

�
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3 Beweis von Theorem I

Um die Proposition 3.10 zu zeigen, ersetzen wir

P(M > t) =
p

∑
i=1

P(M > t|a1 = ei)π(ei) =
p

∑
i=1

[
1−P(M ≤ t|a1 = ei)

]
π(ei). (3.19)

Ferner gilt wegen M = supn≥1 Sn = supn≥1 Sσ>
n

:

P(M ≤ t|a1 = ei)+P(σ1 = ∞,S0 ≤ t|a1 = ei)

=P
(

sup
n≥1

Sσ>
n
≤ t
∣∣a1 = ei

)
+P(σ1 = ∞,S0 ≤ t|a1 = ei)

= ∑
n≥0

P(σ>
n < ∞,Sσ>

n
≤ t,σ>

n+1 = ∞|a1 = ei)

=
1

π(ei)
∑
n≥0

p

∑
j=1

P(σ>
n < ∞,Sσ>

n
≤ t,σ>

n+1 = ∞,a1−σ>
n
= e j,a1 = ei)

=
1

π(ei)
∑
n≥0

p

∑
j=1

∫
{σ>

n <∞,S
σ
>
n
≤t,a1−σ

>
n
=e j,a1=ei}

P(σ>
n+1 = ∞|Fσ>

n
)dP

=
1

π(ei)
∑
n≥0

p

∑
j=1

∫
{σ>

n <∞,S
σ
>
n
≤t,a1−σ

>
n
=e j,a1=ei}

P(σ>
n+1 = ∞|a1−σ>

n
= e j)dP

=
1

π(ei)
∑
n≥0

p

∑
j=1

∫
{σ>

n <∞,S
σ
>
n
≤t,a1−σ

>
n
=e j,a1=ei}

P(σ>
1 = ∞|a1 = e j)dP

= ∑
n≥0

p

∑
j=1

P(σ>
n < ∞,Sσ>

n
≤ t,a1−σ>

n
= e j|a1 = ei)P(σ>

1 = ∞|a1 = e j)

=
p

∑
j=1

{(
∑
n≥0

P(σ>
n < ∞,Sσ>

n
≤ t,a1−σ>

n
= e j|a1 = ei)

)
· [1−P(σ>

1 < ∞|a1 = e j)]

}
=

p

∑
j=1

[
Vi j(t)

(
1−

p

∑
k=1

P(σ>
1 < ∞,a1−σ

>
1
= ek|a1 = e j)

)]
=

p

∑
j=1

[
Vi j(t)

(
1−

p

∑
k=1

H jk(∞)

)]
. (3.20)

Sei
H := (Hi j)1≤i, j≤r

mit H∗(n) = H∗(n) und V bezeichne die Matrix-Erneuerungsfunktion von H. Da Vi j = 0 für
j > r, H jk = 0 für k > r und Vi j = Vi j für 1≤ j ≤ r, reduziert sich (3.20) im Fall 1≤ i≤ r zu

P(M ≤ t|a1 = ei)+P(σ1 = ∞,S0 ≤ t|a1 = ei) =
r

∑
j=1

Vi j(t)
(

1−
r

∑
k=1

H jk(∞)

)
. (3.21)

Aus E loga0 < 0 folgt Sn → −∞ f.s. Letztere Aussage ergibt sich beispielsweise mit (2.16).
Demnach existiert ein n ≥ 1 mit σ>

n = ∞ f.s. Somit folgt ähnlich wie in der Herleitung von
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3.3 Fall: b0 besitzt einen einseitig unbeschränkten Träger

(3.20) für 1≤ i≤ r

1 = ∑
n≥0

P(σ>
n < ∞,σ>

n+1 = ∞|a1 = ei)

=
1

π(ei)

r

∑
j=1

∑
n≥0

P(σ>
n < ∞,σ>

n+1 = ∞,a1−σ>
n
= e j,a1 = ei)

=
1

π(ei)

r

∑
j=1

∑
n≥0

∫
{σ>

n <∞,a1−σ
>
n
=e j,a1=ei}

P(σ>
n+1 = ∞|Fσ>

n
)dP

=
1

π(ei)

r

∑
j=1

∑
n≥0

∫
{σ>

n <∞,a1−σ
>
n
=e j,a1=ei}

P(σ>
1 = ∞|a1 = e j)dP

=
r

∑
j=1

[
Vi j(∞)

(
1−

r

∑
k=1

H jk(∞)

)]
.

(3.22)

Wir schätzen ab

P(M > t)≥
r

∑
i=1

[
1−P(M ≤ t|a1 = ei)

]
π(ei)

≥
r

∑
i=1

[
1−
(
P(M ≤ t|a1 = ei)+P(σ1 = ∞,S0 ≤ t|a1 = ei)

)]
π(ei).

(3.23)

Vermöge (3.21) und (3.22) schreiben wir

1−
[
P(M ≤ t|a1 = ei)+P(σ1 = ∞,S0 ≤ t|a1 = ei)

]
=

r

∑
j=1

[
Vi j(∞)

(
1−

r

∑
k=1

H jk(∞)

)]
−

r

∑
j=1

[
Vi j(t)

(
1−

r

∑
k=1

H jk(∞)

)]
=

r

∑
j=1

[(
1−

r

∑
k=1

H jk(∞)

)(
Vi j(∞)−Vi j(t)

)]

=
r

∑
j=1

[(
1−

r

∑
k=1

H jk(∞)

) ∫
(t,∞)

exp(−λy)exp(λy)Vi j(dy)

]
(3.24)

Wir stellen einen Zusammenhang der Abschätzung dieses Terms zu dem Matrix-
Erneuerungstheorem II her. Sei d > 0 und bezeichne Vλ die zu Hλ gehörige Matrix-
Erneuerungsfunktion mit (Vλ )i j(dy) = exp(λy)Vi j(dy). Dann gilt∫

(t,∞)

exp(−λy)exp(λy)Vi j(dy)

=
∫

(t,∞)

exp(−λy)(Vλ )i j(dy)

≥
∫

∑
k≥0

exp(−λ [t +2(k+1)d])1(t+2kd,t+2(k+1)d](y)(Vλ )i j(dy)
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3 Beweis von Theorem I

=exp(−λ t)exp(−2λd) ∑
k≥0

(
exp(−2λd)

)k
(Vλ )i j

((
t +2kd, t +2(k+1)d

])
. (3.25)

Wäre nun das Matrix-Erneuerungstheorem II auf H und λ anwendbar, so konvergiert
(Vλ )i j

((
t + 2kd, t + 2(k + 1)d

])
für alle 1 ≤ i, j ≤ r gegen eine positive Konstante, falls

wir d passend wählen. Näheres dazu gibt es im nächsten Unterabschnitt. Es wird sich her-
ausstellen, dass wir eine Teilmatrix von H finden, die die Voraussetzungen von Matrix-
Erneuerungstheorem II erfüllt.

3.3.3 Anwendbarkeit des Matrix-Erneuerungstheorems II

Zunächst sei an
Hλ (t) :=

∫
(0,t]

exp(λy)H(dy)

erinnert.
Wir haben die Intention zu zeigen, dass das Matrix-Erneuerungstheorem II auf H und λ an-
wendbar ist. Der Träger von H ist offenbar enthalten in R>. Außerdem benötigen wir, dass Hλ

irreduzibel ist. Dies ist im Allgemeinen nicht der Fall (siehe Kapitel Anmerkungen des Au-
tors). Deshalb suchen wir nach einer irreduziblen Teilmatrix von Hλ und prüfen für diese die
Voraussetzungen von Matrix-Erneuerungstheorem II nach, denn (3.23) und (3.24) können ent-
sprechend angepasst werden.
Der Ansatz wird sein, dass wir einen neuen MRW konstruieren, der in gewisser Weise asso-
ziiert ist zu (a1−n,Sn)n≥0. Des Weiteren werden wir sehen, dass die stationäre Drift des neuen
MRWs das gegenteilige Vorzeichen der Drift des alten MRWs besitzt, so dass die zu H(∞) ana-
loge Matrix des neuen MRWs stochastisch ist. Aufgrund der noch zu zeigenden Assoziiertheit
werden wir Eigenschaften dieses MRWs mit positiver stationärer Drift in Eigenschaften über
(a1−n,Sn)n≥0 übersetzen können.
Wir führen die Matrixfunktion Q̂ ein, deren Einträge die momenterzeugenden Funktionen der
qi j sind, d.h.

q̂i j(α) =
∫

exp(αy)qi j(y)
(3.15)
= eα

j
π(e j)

π(ei)
p ji. (3.26)

Sei D1 := diag(eα
i π(ei),1≤ i≤ p), dann ist

Q̂(α) = D−1
1 PαD1. (3.27)

Mit ein wenig linearer Algebra erhalten wir für Q̂(α) und Pα denselben Spektralradius:

det(XE−Pα) = (detD1)
−1 det(XE−Pα)detD1 = det(XE− Q̂(α)). (3.28)

Insbesondere erfolgt 1 = ρ(Pλ ) = ρ(Q̂(λ )). Anhand von (3.26) erkennt man, dass Q̂(λ ) eine
nicht-negative, irreduzible Matrix ist, weswegen uns das Perron-Frobenius Theorem A.5 die
Existenz eines positiven rechtsseitigen Eigenvektors v = (v1, . . . ,vp) zum Eigenwert 1 liefert.
Sei D2 := diag(vi,1≤ i≤ p). Dann erhalten wir durch

Q(λ )(∞) := D−1
2

(∫
exp(λy)Q(dy)

)
D2
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3.3 Fall: b0 besitzt einen einseitig unbeschränkten Träger

eine stochastische Matrix. Dadurch können wir einen Markov-modulierten Prozess konstru-
ieren. Wir definieren einen Prozess

(
a(λ )n ,X (λ )

n
)

n≥0 mit Zustandsraum (E ×R,P(E )⊗B(R))
vermöge des Satzes von Ionescu Tulcea durch

P
(

a(λ )n+1,X
(λ )
n+1

)∣∣a(λ )0:n ,X
(λ )
0:n := P

(
a(λ )n+1,X

(λ )
n+1

)∣∣a(λ )n ,

festgelegt durch

q(λ )i j (t) := P
(
a(λ )n+1 = e j,X

(λ )
n+1 ≤ t|a(λ )n = ei

)
:=

∫
(−∞,t]

exp(λy)v−1
i v jqi j(dy) (3.29)

für 1≤ i, j ≤ p, und eine Anfangsverteilung.
Die Matrixfunktion definiert durch

Q(λ )(t) =
(

q(λ )i j (t)
)

1≤i, j≤p
:= D−1

2

( ∫
(−∞,t]

exp(λy)Q(dy)

)
D2

ist die zugehörige Semi-Markov Matrix. Nach Definition von qi j in (3.15) gilt offenbar X (λ )
n =

loga(λ )n . Aufgrund der Gestalt von Q(λ )(∞) und (3.15) ist
(
a(λ )n

)
n≥0 positiv rekurrent, irreduzi-

bel und aperiodisch. Wir bezeichnen mit ζ die eindeutige stationäre Verteilung der Steuerkette.
Ferner nennen wir

(
a(λ )n ,S(λ )n

)
n≥0 den zu (a1−n,Sn)n≥0 assoziierten MRW.

Nun kommen wir zu dem angekündigten Resultat über die Drift des assoziierten MRWs.

Proposition 3.13 Die Ableitung der Funktion φ an der Stelle λ beträgt Eζ loga(λ )0 . Insbeson-

dere ist Eζ loga(λ )0 >0.

Beweis: Proposition 2.12 angewendet auf
(
a(λ )n

)
n≥0 liefert, dass die Ableitung an der Stelle 0

der Funktion

φ
(λ ) : R→ R,α 7→ log

[
ρ

(
diag(eα

i ,1≤ i≤ p)(Q(λ )(∞))>
)]

Eζ loga(λ )0 beträgt. Ferner ist identisch:

ρ

(
diag(eα

i ,1≤ i≤ p)(Q(λ )(∞))>
)

=ρ

(
diag(eα

i ,1≤ i≤ p)D2(Q̂(λ ))>D−1
2

)
(3.27)
= ρ

(
diag(eα

i ,1≤ i≤ p)D2D1P>
λ

D−1
1 D−1

2

)
=ρ

(
diag(eα

i ,1≤ i≤ p)P>
λ

)
=ρ

(
diag(eα

i ,1≤ i≤ p)−1 diag(eα
i ,1≤ i≤ p)P>

λ
diag(eα

i ,1≤ i≤ p)
)

=ρ(P>
λ+α

) = ρ(Pλ+α).
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3 Beweis von Theorem I

Daher gilt
φ
(λ )(α) = φ(λ +α). (3.30)

Da die Funktion φ konvex ist, eine negative Ableitung an der Stelle 0 besitzt und logρ(P0) =
1 = logρ(Pλ ) ist, folgt, dass die Ableitung der Funktion φ (λ ) an der Stelle 0 positiv ist. Also ist
Eζ loga(λ )0 > 0. �

Das folgende Lemma wird uns Aufschluss über den Spektralradius der irreduziblen Teilmatrix
von H(∞) geben.

Lemma 3.14 Sei (Mn,Xn)n≥0 eine Markov-modulierte Folge mit Zustandsraum
(
S ×

R,P(S)⊗B(R)
)

, S = {1,2, . . . , p}. Die Steuerkette (Mn)n≥0 sei positiv rekurrent mit eindeu-

tiger stationärer Verteilung ξ . Bezeichne τ
<
1 den streng absteigenden Leiterindex von (Sn)n≥0.

Seien H> und H< die Matrizen bestehend aus den Einträgen H>
i j := Pi(τ

>
1 < ∞,Mτ

>
1
= j) bzw.

H<
i j := Pi(τ

<
1 < ∞,Mτ

<
1
= j). Es gelte ν := Eξ X1 6= 0. Dann gilt

(i) ν > 0⇒ H> ist stochastisch und H< substochastisch,
insbesondere gilt ρ(H>) = 1 > ρ(H<)

(ii) ν < 0⇒ H< ist stochastisch und H> substochastisch,
insbesondere gilt ρ(H<) = 1 > ρ(H>).

Beweis: Wir beschränken uns auf den Beweis von (i). Nach Korollar 9.6 aus [2] gilt unter den
gemachten Voraussetzungen

Sn

n
→ ν Pi-f.s. für alle i ∈ S.

Ferner folgt Sn→ ∞ Pi-f.s. für alle i ∈ S , d.h. Pi(τ
>
1 < ∞) = 1 und es existiert ein i0 ∈ S mit

Pi0(τ
<
1 < ∞)< 1. Demnach ist die Matrix H> stochastisch und H< substochastisch.

ρ(H>) = 1 ist trivial. Falls H< irreduzibel ist, folgt ρ(H<)< 1 aus Lemma A.7. Ansonsten sei
o.E.

H< =


A1 0
∗ A2
... . . . . . .

An
∗ . . . ∗ B

 oder H< =


A1 0
∗ A2
... . . . . . .
∗ . . . ∗ An

 ,

wobei A j für 1 ≤ j ≤ n eine irreduzible und B eine reduzible Matrix, die keine irreduzible
Teilmatrix enthält, darstellt. B ist substochastisch, denn ansonsten gäbe es eine irreduzible Teil-
matrix von B.
Alle A j sind substochastisch, da sonst Sn → −∞ Pi-f.s. für ein i ∈ S . Mit Lemma A.7 folgt
ρ(A j)< 1 für alle 1≤ j ≤ n.
B ist substochastisch, aber nicht irreduzibel. Wir definieren eine Matrix B′ dadurch, dass wir in

44



3.3 Fall: b0 besitzt einen einseitig unbeschränkten Träger

den Zeilen von B, deren Summe kleiner als 1 ist, die Null-Einträge so auffüllen, dass in dieser
Zeile jeder Eintrag positiv und die Zeilensumme immer noch kleiner 1 ist. Man überlege sich,
dass damit B′ irreduzibel ist. Mit den Lemmata A.6 und A.7 folgt dann ρ(B)≤ ρ(B′)< 1, weil
B′ substochastisch ist.
Insgesamt erhalten wir

ρ(H<) = max
{

max
1≤ j≤n

ρ(A j),ρ(B′)
}
< 1 bzw. ρ(H<) = max

1≤ j≤n
ρ(A j)< 1.

�

Es bezeichne H(λ ) die Semi-Markov Matrix des streng aufsteigenden Leiterprozesses von(
S(λ )n

)
n≥0. Nach den vorherigen beiden Lemmata wissen wir nun, dass H(λ )(∞) stochastisch

ist.
Die nachfolgende Proposition setzt H mit H(λ ) in Verbindung.

Proposition 3.15 D−1
2 Hλ D2 ist die Semi-Markov Matrix des streng aufsteigenden Leiterpro-

zesses von
(
S(λ )n

)
n≥0.

Wir haben in (3.29) gesehen, dass

q(λ )i j (dy) = exp(λy)v−1
i v jqi j(dy) (3.31)

gilt. Die Beweisidee ist, dass sich aus der Äquivalenz dieser Übergangsmaße, die gemeinsam
mit den Anfangsverteilungen die MRWs eindeutig bestimmen, schon die Äquivalenz der Maße,
die durch Hi j(·) bzw. H(λ )

i j (·) induziert werden, folgen sollte, da diese unter demselben An-
fangszustand der Steuerkette bedingen.
Zuerst beweisen wir zwei Lemmata vermöge derer wir die Einträge der Semi-Markov Matrix
des streng aufsteigenden Leiterprozesses eines beliebigen MRWs in anderer Form schreiben
können.

Lemma 3.16 Sei (Mn,Xn)n≥0 eine Markov-modulierte Folge mit diskreter Steuerkette auf ei-
nem abzählbaren Zustandsraum S = {1,2, . . .} und Semi-Markov Matrix Q = (qi j)i, j∈S . Für
A ∈ B(R), i, j ∈ S und n≥ 1 sei

(Ψ0)i j := E(∗)
i j (siehe Definition nach (2.2))

(Ψn)i j(A) := Pi(S1 ≤ 0, . . . ,Sn−1 ≤ 0,Sn ∈ A∩ (−∞,0],Mn = j)
(Φn)i j(A) := Pi(S1 ≤ 0, . . . ,Sn−1 ≤ 0,Sn ∈ A∩ (0,∞),Mn = j).

Dann gilt für n≥ 1

(Ψn)i j(A) = ∑
k∈S

∫ ∫
1A∩(−∞,0](x+ y)(Ψn−1)ik(dx)qk j(dy)

und (Φn)i j(A) = ∑
k∈S

∫ ∫
1A∩(0,∞)(x+ y)(Ψn−1)ik(dx)qk j(dy) (3.32)
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3 Beweis von Theorem I

Beweis: Wir beweisen nur die Identität (3.32), denn die andere ergibt sich analog. Sei o.E.
A ∈ B((0,∞)).

(Φn)i j(A) = ∑
k∈S

Pi(S1 ≤ 0, . . . ,Sn−1 ≤ 0,Sn ∈ A,Mn = j,Mn−1 = k)

= ∑
k∈S

∫ ∫
1(−∞,0](x1) · . . . ·1(−∞,0](x1 + . . .+ xn−1)1A(x1 + . . .+ xn)1{ j}(mn)

·1{k}(mn−1)PMn,Xn|X1:n−1=x1:n−1,M1:n−1=m1:n−1(dxn,dmn)

PX1:n−1,M1:n−1
i (dx1, . . . ,dmn−1)

= ∑
k∈S

∫ ∫
1(−∞,0](x1) · . . . ·1(−∞,0](x1 + . . .+ xn−1)1A(x1 + . . .+ xn)1{ j}(mn)

·1{k}(mn−1)PMn,Xn|Mn−1=mn−1(dxn,dmn)P
X1:n−1,M1:n−1
i (dx1, . . . ,dmn−1)

= ∑
k∈S

∫ ∫
1(−∞,0](x1) · . . . ·1(−∞,0](x1 + . . .+ xn−1)1A(x1 + . . .+ xn)

PXn∈·,Mn= j|Mn−1=k(dxn)P
X1:n−1,Mn−1=k
i (dx1, . . . ,dxn−1)

= ∑
k∈S

∫ ∫
1(−∞,0](x1) · . . . ·1(−∞,0](x1 + . . .+ xn−1)1A(x1 + . . .+ xn−1 + y)

PX1:n−1,Mn−1=k
i (dx1, . . . ,dxn−1)qk j(dy)

= ∑
k∈S

∫ ∫
1A(x+ y)PSn−1∈·,S1≤0,...,Sn−1≤0,Mn−1=k|M0=i(dx)qk j(dy)

= ∑
k∈S

∫ ∫
1A(x+ y)(Ψn−1)ik(dx)qk j(dy)

�

Per Funktionserweiterungsargument lässt sich aus Lemma 3.16 folgern, dass für bzgl. (Ψn)i j
bzw. (Φn)i j quasi-integrierbare Funktionen f gilt∫

f (x)(Ψn)i j(dx) = ∑
k∈S

∫ ∫
f (x+ y)1(−∞,0](x+ y)(Ψn−1)ik(dx)qk j(dy)∫

f (x)(Φn)i j(dx) = ∑
k∈S

∫ ∫
f (x+ y)1(0,∞)(x+ y)(Ψn−1)ik(dx)qk j(dy). (3.33)

Wir bezeichnen mit (Ψn)i j, (Φn)i j, (Ψ
(λ )
n )i j und (Φ

(λ )
n )i j die entsprechenden Maße aus Lemma

3.16 für (a1−n,Sn)n≥0 und
(
a(λ )n ,S(λ )n

)
n≥0. Dann können wir festhalten:

Lemma 3.17 Für n≥ 0 und 1≤ i, j ≤ p gilt

(Φ
(λ )
n )i j(dy) = exp(λy)v−1

i v j(Φn)i j(dy).
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Beweis: Die Behauptung folgt per Induktion über n. Der Induktionsanfang n = 0 ist trivial. Für
den Induktionsschritt nehmen wir o.E. ein A ∈ B((0,∞)). Unter Verwendung von (3.33) ergibt
sich ∫

A

exp(λy)v−1
i v j(Φn)i j(dy)

=
p

∑
k=1

∫ ∫
1A(x+ y)exp(λ (x+ y))v−1

i (Ψn−1)ik(dx)v jqk j(dy)

=
p

∑
k=1

∫ ∫
1A(x+ y)exp(λx)v−1

i vk(Ψn−1)ik(dx)v−1
k v j exp(λy)qk j(dy)

I.V.
=

p

∑
k=1

∫ ∫
1A(x+ y)(Ψ(λ )

n−1)ik(dx)q(λ )k j (dy)

Lemma 3.16
=

∫
A

1(Φ(λ )
n )i j(dy).

�

Mit diesen Werkzeugen ausgestattet beweisen wir Proposition 3.15.

Beweis (Proposition 3.15): Für A ∈ B((0,∞)) gilt

Hi j(A) = P(τ>1 < ∞,Sτ
>
1
∈ A,a1−τ

>
1
= e j|a1 = ei)

= ∑
n≥1

P(S1 ≤ 0, . . . ,Sn−1 ≤ 0,Sn ∈ A,a1−n = e j|a1 = ei)

= ∑
n≥1

(Φn)i j(A)
(3.33)
= ∑

n≥1

p

∑
k=1

∫ ∫
1A(x+ y)(Ψn−1)ik(dx)qk j(dy).

(3.34)

Per Funktionserweiterungsargument folgt für bzgl. Hi j quasi-integrierbare Funktionen f

∫
f (y)Hi j(dy) = ∑

n≥1

p

∑
k=1

∫ ∫
f (x+ y)1(0,∞)(x+ y)(Ψn−1)ik(dx)qk j(dy).

Damit ergibt sich

∫
A

exp(λy)v−1
i v jHi j(dy) = ∑

n≥1

p

∑
k=1

∫ ∫
1A(x+ y)exp(λ (x+ y))v−1

i vk(Ψn−1)ik(dx)v−1
k v jqk j(dy)

= ∑
n≥1

p

∑
k=1

∫ ∫
1A(x+ y)(Ψ(λ )

n−1)ik(dx)q(λ )k j (dy)

= H(λ )
i j (A).

In dem letzten Schritt haben wir benutzt, dass (3.34) entsprechend angepasst für H(λ )
i j (A) gilt.�
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(
a(λ

σ>
n

)
n≥0 bildet eine endliche Markov-Kette, da H(λ )(∞) stochastisch ist. Deshalb existiert ein

positiv rekurrenter Zustand. Die mit diesem Zustand kommunizierende Klasse ist irreduzibel
und positiv rekurrent. O.E. sei {e1, . . . ,es} diese Klasse. Dann ist (D−1

2 Hλ (∞)D2)1≤i, j≤s eine
irreduzible Matrix. Da

(D−1
2 Hλ (∞)D2)i j =

∫
exp(λy)v−1

i v jHi j(dy)

ergibt sich, dass auch Ĥ(∞),
Ĥ := (Hi j)1≤i, j≤s,

irreduzibel ist. Zur Veranschaulichung betrachte man

H =

(
H 0
∗ 0

)
und H =

(
Ĥ 0
∗ ∗

)
.

Sei D̂2 := (D2)1≤i, j≤s. Weil D̂2Ĥλ (∞)D̂−1
2 stochastisch ist, gilt ρ

(
Ĥλ (∞)

)
= 1. Insgesamt ist

damit gezeigt, dass Ĥλ (∞) quasi-stochastisch ist.
Wir haben jetzt alle Voraussetzungen für die Anwendbarkeit des Matrix-Erneuerungstheorems
II auf Ĥ und λ verifiziert. Nun gilt mit Verweis auf (3.24) und (3.25) für 1≤ i≤ s

1−
[
P(M ≤ t|a1 = ei)+P(σ1 = ∞,S0 ≤ t|a1 = ei)

]
≥

s

∑
j=1

[(
1−

s

∑
k=1

Ĥ jk(∞)

)
exp(−λ t)exp(−2λd)

·∑
k≥0

(
exp(−2λd)

)k
(V̂λ )i j

((
t +2kd, t +2(k+1)d

])]
Falls Ĥλ gitterverteilt ist, wählen wir d als die zugehörige Spanne, andernfalls als eine beliebige
positive Zahl. Wir haben die Länge des Intervalls als 2d für den möglichen gitterverteilten Fall
gewählt, da somit für alle t ∈ R stets ein td ∈ dZ existiert, so dass

(td +2kd, td +2kd +d]⊂ (t +2kd, t +2(k+1)d].

Daher liefert das Matrix-Erneuerungstheorem II

lim
t→∞

(V̂λ )i j

((
t +2kd, t +2(k+1)d

])
≥ 1

µ̂λ

(m̂λ )i(ûλ ) jλλd
(
(0,d]

)
> 0.

Somit existiert eine Konstante Ci j > 0 mit

(V̂λ )i j

((
t +2kd, t +2(k+1)d

])
≥Ci j

für hinreichend großes t. Für ein solches t gilt ferner

∑
k≥0

(
exp(−2λd)

)k
(V̂λ )i j

((
t +2kd, t +2(k+1)d

])
≥ 1

1− exp(−2λd)
Ci j > 0.

(3.35)
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Nun ist t so wählbar, dass (3.35) für alle 1≤ i, j≤ s gilt. Deshalb existiert für hinreichend großes
t eine Konstante C∗ mit

1−
[
P(M ≤ t|a1 = ei)+P(σ1 = ∞,S0 ≤ t|a1 = ei)

]
≥exp(−λ t)

s

∑
j=1

(
1−

s

∑
k=1

Ĥ jk(∞)

)
C∗.

(3.36)

Es bleibt zu zeigen, dass ein 1 ≤ j ≤ s existiert mit
(
1−∑

s
k=1 Ĥ jk(∞)

)
> 0. Der Schlüssel

dazu liegt in einer erneuten Verwendung von Lemma 3.14, aber diesmal angewendet auf H(∞).
Wegen E loga0 < 0 gilt

1 > ρ(H(∞)) = ρ
(
H(∞)

)
≥ ρ

(
Ĥ(∞)

)
.

Also ist Ĥ substochastisch, so dass die Positivität eines Summanden aus (3.36) folgt. Dies liefert
eine Konstante C2 > 0 mit

exp(λ t)P(M > t)≥exp(λ t)
s

∑
i=1

[
1−P(M ≤ t|a1 = ei)

]
π(ei)

≥exp(λ t)
s

∑
i=1

[
1−
[
P(M ≤ t|a1 = ei)+P(σ1 = ∞,S0 ≤ t|a1 = ei)

]]
π(ei)

≥C2.

Damit ist Proposition 3.10 bewiesen und Theorem 3.11 liefert die Behauptung.
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4 Beweis von Theorem II

Das Vorgehen ist dasselbe wie im ersten Teil des Beweis von Theorem I (siehe Abschnitt 3.1):
Wir haben in Abschnitt 2.1

Z̃ = Z̃ ∗ F̃ + g̃

gezeigt und wollen mit dem Matrix-Erneuerungstheorem I eine explizite Gestalt der Limiten
von Z̃i(t), 1 ≤ i ≤ 2p, für t → ∞ herleiten und werden damit eine des Grenzwertes von z(x, t)
bzw. von tλP(xY1 > t) für t→ ∞ und x ∈ {−1,1} konstruieren.
Als erstes müssen wir die Anwendbarkeit des erwähnten Theorems prüfen. Es folgt schon mal,
dass F̃ nicht-gitterverteilt ist, da die log |ei| keine ganzzahligen Vielfachen derselben Zahl sind.
Außerdem benötigen wir die Irreduzibilität von F̃ . Wir wissen, dass

F̌(∞) =
(
|ei|λ pi j1[log |ei|,∞)(t)

)
1≤i, j≤p

irreduzibel ist. Daraus folgt jedoch i.A. nicht, dass

F̃(∞) =


(F̌i j(∞))1≤i≤l, 1≤ j≤p 0

0 (F̌i j(∞))l+1≤i≤p, 1≤ j≤p
0 (F̌i j(∞))1≤i≤l, 1≤ j≤p

(F̌i j(∞))l+1≤i≤p, 1≤ j≤p 0


irreduzibel ist.
Zum Beispiel ist

A =

 1 0 1
1 0 1
0 1 0


irreduzibel und

Ã =


1 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 1
1 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0


(l = 1) ist reduzibel mit Partition I = {1,3,5} und J = {2,4,6}.
Das Matrix-Erneuerungstheorem I werden wir in einer anderen Art bzw. auf andere Matrizen
anwenden, falls F̃(∞) reduzibel ist.
Die folgende Definition dient dazu, die Irreduziblität einer solchen Matrix Ã in eine Eigenschaft
der zugehörigen Matrix A zu übersetzen.
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Definition 4.1 Sei A = (ai j)1≤i, j≤p eine nicht-negative Matrix und 0 ≤ l ≤ p− 1. A heißt l-
reduzibel, falls eine möglicherweise triviale Partition (I,J) von {1, . . . , p} existiert, so dass für
1≤ i≤ l

i ∈ I⇒ ai j = 0 ∀ j ∈ J
i ∈ J⇒ ai j = 0 ∀ j ∈ I

und für l +1≤ i≤ p

i ∈ I⇒ ai j = 0 ∀ j ∈ I
i ∈ J⇒ ai j = 0 ∀ j ∈ J.

gilt. Andernfalls heißt A l-irreduzibel.

Proposition 4.2 Sei A = (ai j)1≤i, j≤p eine nicht-negative irreduzible Matrix und 0≤ l ≤ p−1.
Dann ist die Matrix

Ã =


(ai j)1≤i≤l, 1≤ j≤p 0

0 (ai j)l+1≤i≤p, 1≤ j≤p
0 (ai j)1≤i≤l, 1≤ j≤p

(ai j)l+1≤i≤p, 1≤ j≤p 0

 (4.1)

irreduzibel genau dann, wenn A l-irreduzibel ist.

Beweis: Für eine Menge M = {m1, . . . ,mn} definieren wir M+ p := {m1 + p, . . . ,mn + p} und
entsprechend M− p. Für ein besseres Verständnis schreiben wir in manchen Fällen für Matri-
xeinträge ai j auch ai, j.
"⇒" A sei l-reduzibel mit zugehöriger Partition (I,J). Aus (I,J) erhalten wir eine nicht-triviale
Partition von {1, . . . ,2p} durch

Ĩ := I∪ (J+ p) und J̃ := J∪ (I + p).

Wir behaupten, dass Ã =: (ãi j)1≤i, j≤2p mit der eben definierten Partition reduzibel ist. Dazu
ist zu zeigen, dass ãi j = 0 für i ∈ Ĩ, j ∈ J̃ gilt. Falls i ∈ {1, . . . , l} und j ∈ J, folgt dies aus der
l-Reduzibilität von A. Falls i ∈ {1, . . . , l} und j ∈ I + p oder i ∈ {l +1, . . . , p} und j ∈ J, ergibt
sich ãi j = 0 aus der Struktur von Ã. Ist i ∈ {l+1, . . . , p} und j ∈ I+ p, so folgt ãi j = ai, j−p = 0
aus der l-Reduzibilität von A. Entsprechend läuft die Argumentation für i ∈ (J+ p) ab.
"⇐" Angenommen Ã ist reduzibel, dann existiert eine nicht-triviale Partition (Ĩ, J̃) von
{1, . . . ,2p} mit ãi j = 0 für alle i ∈ Ĩ, j ∈ J̃. Wir setzen

I1 := Ĩ∩{1, . . . , p}, I2 := Ĩ∩{p+1, . . . ,2p}
J1 := J̃∩{1, . . . , p}, und J2 := J̃∩{p+1, . . . ,2p}.

Zunächst zeigen wir I1 = J2− p und J1 = I2− p. Dazu definieren wir

I := I1∩ (I2− p), J := J1∩ (J2− p) und K := {1, . . . , p}\ (I ∪J ).
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4.1 P> ist l-irreduzibel

Angenommen I ist nicht leer. Dann bildet (I,(J ∪ K)) eine nicht-triviale Partition von
{1, . . . , p}.
Wir wollen die Annahme zum Widerspruch zur vorausgesetzten Irreduzibilität von A führen.
Sei (i, j) ∈ (I,J )⊂ (Ĩ, J̃) beliebig. Dann ist (i, j+ p) ∈ (Ĩ, J̃). Falls 1≤ i≤ l, ist ai j = ãi j = 0,
und aus l +1≤ i≤ p folgt ai j = ãi, j+p = 0.
Sei nun (i,k) ∈ (I,K) beliebig. Es gilt K = [(J2− p)∩ I1]∪ [(I2− p)∩ J1]. Zuerst sei k ∈ I1,
dann ist k+ p ∈ J2. Falls 1 ≤ i ≤ l gilt, ist aik = ãi+p,k+p = 0, denn i+ p ∈ I2 nach Definition
von I. Ist andernfalls l +1≤ i≤ p erfüllt, so ist aik = ãi,k+p = 0.
Dieses Mal sei k ∈ J1. Für 1 ≤ i ≤ l ist aik = ãik = 0 und für l +1 ≤ i ≤ p ist aik = ãi+p,k = 0.
Damit haben wir insgesamt gezeigt, dass A reduzibel ist mit zugehöriger nicht-trivialer Partition
(I,(J ∪K)). A ist aber als irreduzibel vorausgesetzt, weswegen I leer ist. Analog ergibt sich,
dass J leer ist.
Es bleibt zu zeigen, dass A mit der Partition (I1,J1) von {1, . . . , p} l-reduzibel ist. Sei nun
1 ≤ i ≤ l. Wenn i ∈ I1 ist, gilt ai j = ãi j = 0 für alle j ∈ J1, da Ã reduzibel ist mit zugehöriger
Partition (Ĩ, J̃). Andernfalls ist i ∈ J1, also i+ p ∈ I2. Dann gilt ai j = ãi+p, j+p = 0 für alle j ∈ I1,
da j+ p ∈ J2.
Nun gelte l +1≤ i≤ p. Wenn i ∈ I1 gilt, dann induziert dies ai j = ãi, j+p = 0 für alle j ∈ I1, da
j+ p ∈ J2 gilt. Falls i ∈ J1 ist, folgt mit analoger Begründung ai j = ãi+p, j = 0 für j ∈ J1. �

4.1 P> ist l-irreduzibel

In diesem Fall ist auch F̌(∞) l-irreduzibel und deshalb liefert Lemma 4.2 die Irreduzibilität von
F̃(∞). Das folgende Lemma gibt uns Auskunft über den Spektralradius von F̃(∞).

Lemma 4.3 Sei A eine nicht-negative Matrix. Der Spektralradius der Matrix Ã aus (4.1) stimmt
mit dem von A überein.

Beweis: Wir berechnen das charakteristische Polynom der Matrix Ã. Addiert man die letzten p
Spalten der Matrix Ã−XE2p zu den ersten p hinzu und subtrahiert anschließend die ersten p
Zeilen von den letzten p Zeilen, so bleibt die Determinante unverändert. Dadurch erhalten wir
eine obere Dreiecksmatrix. Deswegen gilt

det(Ã−XE2p) = det(A−XEp)det(A′−XEp),

wobei

A′ :=
(

(ai j)1≤i≤l, 1≤ j≤p
(−ai j)l+1≤i≤p, 1≤ j≤p

)
.

Weil |A′|= A, liefert Lemma A.6 ρ(A′)≤ ρ(A) und somit ρ(Ã) = ρ(A). �

Folglich ist ρ(F̃(∞))= ρ(F̌(∞))= 1 und F̃(∞) quasi-stochastisch. Weiter können wir konstatie-
ren, dass wenn v ein Eigenvektor zu einem Eigenwert α der Matrix A ist, dann ist (v>,v>)> ein
Eigenvektor zum Eigenwert α der Matrix Ã. Bezeichnen ǔ und m̌ die analog zu (2.9) normierten
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4 Beweis von Theorem II

links- und rechtsseitigen Eigenvektoren zum Eigenwert 1 der Matrix F̌(∞), so ist ũ :=(ǔ>, ǔ>)>

ein linksseitiger und m̃ := 1
2(m̌

>, m̌>)> ein rechtsseitiger Eigenvektor zum Eigenwert 1 der Ma-
trix F̃(∞). Es gilt ∑

2p
i=1 m̃i = 1 und ∑

2p
i=1 ũim̃i = 1. Unter Berücksichtigung der Gestalt von F̃

erhalten wir

µ̃ :=
2p

∑
j=1

2p

∑
i=1

m̃ jũi

∫
yF̃i j(dy)

=
p

∑
j=1

∑
i∈{1,...,l,p+l+1,...,2p}

m̃ jũi

∫
yF̃i j(dy)+

2p

∑
j=p+1

∑
i∈{l+1,...,l+p}

m̃ jũi

∫
yF̃i j(dy)

=
p

∑
j=1

p

∑
i=1

1
2

m̌ jǔi

∫
yF̌i j(dy)+

p

∑
j=1

p

∑
i=1

1
2

m̌ jǔi

∫
yF̌i j(dy)

= µ̌.

Die Positivität von µ̌ folgt komplett analog zu Unterabschnitt 3.1.1.2.
Die direkte Riemann-Integrierbarkeit von g̃ folgt aus Unterabschnitt 3.1.1.1 und g̃i(t) =
gi(±1, t). Dabei bezeichnet wieder i := i mod p.
Um Z̃ = Ũ∗ g̃ zu zeigen, benutzen wir

(F̃∗(n) ∗ Z̃)i(t) = exp(−t)

exp(t)∫
0

yλP
(
x(i)
( n

∏
k=1

a1−k

)
Y1−n > y

)
dy,

wobei

x(i) :=

{
1, 1≤ i≤ l oder p+ l +1≤ i≤ 2p
−1, sonst.

Diese Aussage ist das Analogon zu Lemma 3.3 und wird genauso bewiesen. Weiter folgt mit
∏

n
k=1 |a1−k| → 0 f.s. wie im Fall E ⊂ R>, dass F̃∗(n) ∗ Z̃→ 0.

Es gilt F̃∗(n)i j (t)≤ F̌∗(n)
i j

(t), denn für n = 1 ist die Behauptung offensichtlich und der allgemeine
Fall folgt per Induktion aus

F̃∗(n)i j (t) =
2p

∑
k=1

∫
F̃∗(n−1)

k j (t− y)F̃ik(dy)

=

{
∑

p
k=1

∫
F̃∗(n−1)

k j (t− y)F̃ik(dy), falls 1≤ i≤ l oder p+ l +1≤ i≤ 2p

∑
2p
k=p+1

∫
F̃∗(n−1)

k j (t− y)F̃ik(dy), sonst.

Hiermit kann man Z̃ = Ũ∗ g̃ wie in bzw. unter Verwendung von Unterabschnitt 3.1.1.3 beweisen.
Damit sind alle Voraussetzungen des Matrix-Erneuerungstheorems I gültig. Dessen Anwendung
liefert für 1≤ i≤ 2p

Z̃i(t)
t→∞−−−→ 1

µ̃

2p

∑
j=1

m̃iũ j

∫
g̃ j(y)dy.
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4.2 P> ist l-reduzibel

Weiter ergeben vorige Überlegungen und Summation der jeweiligen Komponenten von Z̃

z(x, t) t→∞−−−→ 1
2µ̌

p

∑
j=1

[
ǔ j

∫
g j(1,y)+g j(−1,y)dy

]
für x ∈ {−1,1}.

Mit Proposition 2.1 gilt limt→∞ z(x, t) = limt→∞ tλP(xY1 > t) = L(x) für x ∈ {−1,1}. Daher
folgt L(−1) = L(1).

4.2 P> ist l-reduzibel

Die l-Reduzibilität von P> induziert l-Reduzibilität für F̌(∞). Seien I, J, Ĩ und J̃ die Index-
mengen aus dem Beweis der Hinrichtung von Lemma 4.2 für die Matrizen F̌(∞) und F̃(∞).
Durch Vertauschung der Rollen von Ĩ und J̃ in dem genannten Beweis sehen wir, dass sogar
F̃i j = F̃ji = 0 für alle i ∈ Ĩ, j ∈ J̃. Das induziert

i ∈ Ĩ⇒ Z̃i =
2p

∑
k=1

F̃ik ∗ Z̃i + g̃i = ∑
k∈Ĩ

F̃ik ∗ Z̃i + g̃i

i ∈ J̃⇒ Z̃i =
2p

∑
k=1

F̃ik ∗ Z̃i + g̃i = ∑
k∈J̃

F̃ik ∗ Z̃i + g̃i

Wir setzen
F(Ĩ) := (F̃i j)i, j∈Ĩ, F(J̃) := (F̃i j)i, j∈J̃

und bezeichnen mit U(Ĩ) bzw. U(J̃) die zugehörigen Matrix-Erneuerungsfunktionen. Wir erin-
nern uns, dass Ĩ = I∪ (J + p) und J̃ = J∪ (I + p). Sei i ∈ {1, . . . , l}∩ Ĩ. Falls j ∈ {1, . . . , p}∩ Ĩ

ist, gilt F(Ĩ)
i j = F̌i j. Ist andernfalls j ∈ {p+ 1, . . . ,2p}∩ Ĩ = J + p, so gilt F(Ĩ)

i j = 0 = F̌i j. Letz-
tere Gleichheit gilt aufgrund der l-Reduzibilität von F̌(∞). Sei nun i ∈ {l + 1, . . . , p}∩ Ĩ. Für

j ∈ {1, . . . , p}∩ Ĩ ist F(Ĩ)
i j = 0 = F̌i j und für j ∈ {p+1, . . . ,2p}∩ Ĩ gilt F(Ĩ)

i j = F̌i j. Analog erhält

man F(Ĩ)
i j = F̌i j für i ∈ {p+1, . . . ,2p}∩ Ĩ, j ∈ Ĩ und das ganze entsprechend für F(J̃). Folglich

gibt es Permutationsmatrizen P1 und P2 mit

P>1 F(Ĩ)P1 = F̌ und P>2 F(J̃)P2 = F̌ .

Damit ist klar, dass F(Ĩ) und F(J̃) irreduzibel und nicht-gitterverteilt sind. Da für Permutations-
matrizen gilt, dass die transponierte Matrix identisch mit der Inversen ist, ergibt sich

ρ
(
F(Ĩ)(∞)

)
= ρ

(
F(J̃)(∞)

)
= 1.

Wir definieren links- und rechtsseitige Eigenvektoren der Matrizen F(Ĩ)(∞) und F(Ĩ)(∞) zum

Eigenwert 1. Seien u(Ĩ) := (u(Ĩ)i )i∈Ĩ und m(Ĩ) := (m(Ĩ))i∈Ĩ gegeben durch

u(Ĩ)i = ǔī und m(Ĩ)
i = m̌ī.
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4 Beweis von Theorem II

Analog definieren wir für u(J̃) und m(J̃). Die definierten Paare von Vektoren erfüllen jeweils
(2.9). Daraus ergibt sich µ(Ĩ) = µ(J̃) = µ̌ > 0.
Aus dem vorigen Abschnitt wissen wir, dass g̃ d.R.i. ist. Wir setzen g(Ĩ) := (g̃i)i∈Ĩ , g(J̃) := (g̃i)i∈J̃

und entsprechend Z(Ĩ) und Z(J̃). Dann gilt

Z(Ĩ) = F(Ĩ) ∗Z(Ĩ)+g(Ĩ) und Z(J̃) = F(J̃) ∗Z(J̃)+g(J̃).

Ferner ist F(Ĩ)
i j

∗(n)
= F̌∗(n)sr , wobei s und r dadurch bestimmt sind, dass die Funktion v 7→ P1v,

v ∈ Rp, die s-te Komponente auf die i-te und die r-te auf die j-te schickt. Ein entsprechendes

Resultat gilt auch für F(J̃)
i j

∗(n)
. Damit kann man wie in Unterabschnitt 3.1.1.3 gefolgert werden,

dass
Z(Ĩ) = U(Ĩ) ∗g(Ĩ) und Z(J̃) = U(J̃) ∗g(J̃).

Mittels der Definition der Eigenvektoren liefert Matrix-Erneuerungstheorem I

i ∈ Ĩ t→∞−−−→ Z̃i(t)→
1
µ̌

∑
j∈Ĩ

m̌īǔ j̄

∫
g̃ j(y)dy

i ∈ J̃ t→∞−−−→ Z̃i(t)→
1
µ̌

∑
j∈J̃

m̌īǔ j̄

∫
g̃ j(y)dy

Unter Verwendung der Gestalt von Ĩ und J̃ induziert dies

z(1, t) =
p

∑
i=1

+Zi(t) =
p

∑
i=1

Z̃i(t)

t→∞−−−→ 1
µ̌

p

∑
i=1

m̌i

{
1Ĩ(i)

[
∑
j∈Ĩ

ǔ j̄

∫
g̃ j(y)dy

]
+1J̃(i)

[
∑
j∈J̃

ǔ j̄

∫
g̃ j(y)dy

]}

=
1
µ̌

p

∑
i=1

m̌i

{
1I(i)

[
p

∑
j=1

1Ĩ( j)
(

ǔ j

∫
g j(1,y)dy

)
+

2p

∑
j=p+1

1Ĩ( j)
(

ǔ j̄

∫
g j(−1,y)dy

)]

+1J(i)

[
p

∑
j=1

1J̃( j)
(

ǔ j

∫
g j(1,y)dy

)
+

2p

∑
j=p+1

1J̃( j)
(

ǔ j̄

∫
g j(−1,y)dy

)]}

=
1
µ̌

p

∑
i=1

m̌i

{
1I(i)

[
p

∑
j=1

1I( j)
(

ǔ j

∫
g j(1,y)dy

)
+

p

∑
j=1

1J( j)
(

ǔ j

∫
g j(−1,y)dy

)]

+1J(i)

[
p

∑
j=1

1J( j)
(

ǔ j

∫
g j(1,y)dy

)
+

p

∑
j=1

1I( j)
(

ǔ j

∫
g j(−1,y)dy

)]}

=
1
µ̌

p

∑
i=1

m̌i

{
1I(i)

[
p

∑
j=1

ǔ j

∫ (
1I( j)g j(1,y)+1J( j)g j(−1,y)

)
dy

]

+1J(i)

[
p

∑
j=1

ǔ j

∫ (
1J( j)g j(1,y)+1I( j)g j(−1,y)

)
dy

]}
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=L(1)

und entsprechend

z(−1, t) t→∞−−−→ 1
µ̌

p

∑
i=1

m̌i

{
1J(i)

[
p

∑
j=1

ǔ j

∫ (
1I( j)g j(1,y)+1J( j)g j(−1,y)

)
dy

]

+1I(i)

[
p

∑
j=1

ǔ j

∫ (
1J( j)g j(1,y)+1I( j)g j(−1,y)

)
dy

]}
=L(−1).
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A Anhang

A.1 Stationarität und Ergodizität

Lemma A.1 Seien (Xn)n≥0 und (Yn)n≥0 stationäre Folgen von Zufallsgrößen. Dann ist auch
(Xn,Yn)n≥0 stationär.

Beweis: Zunächst sehen wir, dass für beliebiges A ∈ B(Rn) gilt:∫
P(X1:n ∈ A|Y1:n)dP= P(X1:n ∈ A) = P(X2:n+1 ∈ A) =

∫
P(X2:n+1 ∈ A|Y2:n+1)dP

Wir erhalten daraus
PX1:n|Y1:n = PX2:n+1|Y2:n+1 P-f.s.

Dies benutzen wir um die Stationarität von (Xn,Yn)n≥0 zu zeigen. Es reicht, die Eigenschaft für
einen schnittstabilen Erzeuger nachzurechnen. Seien A, B ∈ B(Rn). Dann gilt

P(X1:n ∈ A,Y1:n ∈ B) =
∫
1A×BdP(X1:n,Y1:n)

=
∫ ∫

1A(x)1B(y)PX1:n|Y1:n=y(dx)PY1:n(dy)

=
∫ ∫

1A(x)1B(y)PX2:n+1|Y2:n+1=y(dx)PY2:n+1(dy)

= P(X2:n+1 ∈ A,Y2:n+1 ∈ B).

�

Theorem A.2 (Birkhoffscher Ergodensatz) Sei (Xn)n≥1 eine stationäre, ergodische Folge von
Zufallsgrößen und E|X1|< ∞. Dann gilt

1
n

n

∑
k=1

Xk→ EX1 f.s.

Beweis: Siehe Theorem 6.28 aus [9]. �

Korollar A.3 Sei (Xn)n≥1 eine stationäre, ergodische Folge von Zufallsgrößen und E|X1|= ∞.
Dann gilt

1
n

n

∑
k=1

Xk→ EX1 f.s.
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A Anhang

Beweis: Aus der Stationarität und Ergodizität von (Xn)n≥1 folgt auch selbige Eigenschaft für
die Folgen (X+

n )n≥1 und (X−n )n≥1. Deswegen sei o.E. (Xn)n≥1 nicht-negativ und EX1 = ∞. Die
Folge (X (c)

n )n≥1, X (c)
n := Xn1{Xn≤c}, ist stationär und ergodisch. Ferner ergibt EX (c) < ∞ und

Theorem A.2

liminf
n→∞

1
n

n

∑
k=1

Xk ≥ lim
n→∞

1
n

n

∑
k=1

X (c)
k = EX (c)

1 f.s.

für alle c > 0. EX (c)
1 ↑ EX1 = ∞ liefert die Behauptung. �

A.2 Perron-Frobenius Theorie

Aus [4] entnehmen wir die folgende Defintion.

Definition A.4 Eine nicht-negative p× p Matrix A = (ai j)1≤i, j≤p heißt
(i) nicht degeneriert, wenn sie keine Nullzeile besitzt, wenn also ai,Σ := ∑

p
j=1 ai j > 0 für alle

1≤ i≤ p. Setze in diesem Fall A∗ := (ai j ·a−1
i,Σ )1≤i, j≤p.

(ii) irreduzibel, wenn sie nicht degeneriert und A∗ irreduzibel ist.
(iii) aperiodisch, wenn sie irreduzibel und A∗ aperiodisch ist.
(iv) primitiv, wenn An > 0 für ein n≥ 1 gilt.

Theorem A.5 (Perron Frobenius) Sei A eine nicht-negative, irreduzible p× p-Matrix. Dann
besitzt A einen einfachen, beträgsmäßig größten, reellen Eigenwert ρ(A) und es existieren bis
auf skalares Vielfaches eindeutige, positive, links- und rechtsseitige Eigenvektoren u und m zum
Eigenwert ρ(A).

Beweis: Theorem 8.4.4 aus [15] beweist die Aussage bis auf die Existenz von u, die folgt aber
wegen ρ(A>) = ρ(A) aus Anwendung des Theorems auf A>. �

Lemma A.6 Seien A und B p× p Matrizen. Falls A≤ B, d.h. ai j ≤ bi j für alle 1≤ i, j≤ p, gilt
ρ(A)≤ ρ(|A|)≤ ρ(B).

Beweis: Siehe Theorem 8.1.18 aus [15]. �

Lemma A.7 Seien A, B irreduzible, nicht-negative p× p Matrizen mit A ≤ B. Dann gilt
ρ(A) = ρ(B) genau dann, wenn A = B gilt.

Beweis: Siehe Korollar 15.7 aus [4]. �

Lemma A.8 Sei A eine aperiodische, nicht-negative p× p Matrix. Dann existiert eine positive
Matrix C, so dass

lim
l→∞

Al

(ρ(A))l = C.
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A.2 Perron-Frobenius Theorie

Beweis: Theorem 8.5.1 aus [15] beinhaltet die Aussage für eine primitive, nicht-negative Ma-
trix. Lemma 15.3 aus [4] zeigt die Äquivalenz von primitiv und aperiodisch für nicht-negative
Matrizen. �
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Anmerkungen des Autors

Diese Arbeit basiert hauptsächlich auf dem Artikel [12] von Benoîte de Saporta, der Teile aus
ihrer Dissertation [11] präsentiert. Bei dem Studium der Beweise sind mir neben kleineren Un-
genauigkeiten auch solche aufgefallen, die mich gezwungen haben, die Hauptresultate abzu-
schwächen oder in Teilen komplett wegzulassen. Dieses Kapitel dient dazu, letztere aufzuzei-
gen.
Nach Erledigung des Falles, dass b0 f.s. ein konstantes Vorzeichen besitzt, widmet sie sich dem
Fall eines b0 mit f.s. wechselndem Vorzeichen. Ihr Beweis dazu entspricht bis auf Anpassungen
dem Abschnitt 3.3 dieser Arbeit. Sie folgert aus der Ungleichung 3.7 und aus entsprechender
Ungleichung im Beweis ihres Theorems 2, dass diese Ungleichung beim Vertauschen der Vor-
zeichen richtig bleibt. Es gilt jedoch im Allgemeinen

− max
1≤i≤p

med( j)
i

(
Y n

1 −Y j
1

Π j

)
= min

1≤i≤p
med( j)

i

(
−Y n

1 +Y j
1

Π j

)
6=− min

1≤i≤p
med( j)

i

(
Y n

1 −Y j
1

Π j

)
.

Da die Limiten

m∗ = lim
n→∞

[
max

1≤i≤p
med( j)

i

(
Y n

1 −Y j
1

Π j

)]
und

m∗ = lim
n→∞

[
min

1≤i≤p
med( j)

i

(
Y n

1 −Y j
1

Π j

)]
ggfs. nicht identisch sind, erhält man somit keine Abschätzung mit Faktor

min
1≤k≤p

P(|b0 +(ek−1)m∗|> ε),

der sonst bei hinreichend klein gewählten ε > 0 positiv wäre für nicht konstantes b0.
Man erhält stattdessen den Faktor

min
1≤k≤p

P(max
{

b0 + ekm∗−m∗,−b0− ekm∗+m∗
}
> ε). (1)

Für m∗ 6= m∗ nimmt b0 möglicherweise f.s. nur Werte in einem Intervall der Form [m∗ −
ekm∗,m∗− ekm∗], 1 ≤ k ≤ p, an. Dieses Intervall kann ggfs. sowohl negative als auch positi-
ve Zahlen enthalten, so dass der Fall eines b0 mit f.s. konstantem Vorzeichen nicht anwendbar
ist. In dieser Situation kann man ε > 0 nicht so wählen, dass der Faktor aus (1) positiv ist. Daher
kommt die unbefriedigende, neu gesetzte Voraussetzung, dass b0 einen einseitig unbeschränk-
ten Träger besitzt.
De Saporta erwähnt nach der Formulierung ihrer Hauptresultate, dass diese gültig bleiben, wenn
man bzgl. der Korrelation von (an)n∈Z und (bn)n∈Z nur fordert, dass b−(n+1) unabhängig von
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σ(a0, . . . ,a−n) ist und eine zusätzliche Bedingung für die Positivität eines Faktors bei der Ab-
schätzung von P(|Y1| > t) gilt, die hier nicht weiter relevant ist. Diese Unabhängigkeitsbedin-
gung reicht zwar aus für die Gültigkeit der Resultate der Abschnitte 3.1 und 3.2, jedoch nicht
mehr für die des Abschnittes 3.3. Der Beweis der Ungleichung 3.5 ist dann nicht mehr richtig.
Dort wird benötigt, dass (a−k,b−k)(0: j−1) und (a−k,b−k)k≥ j bedingt unter a− j unabhängig sind.
Das ist unter der schwächeren Unabhängigkeitsbedingung nicht mehr gegeben, da nicht folgt,
dass (b−k)(0: j−1) und (a−k)k≥ j bedingt unter a− j unabhängig voneinander sind.
Zur Illustrierung dieses Fehlschlusses sei (an)n≥0 eine Folge unabhängiger, identisch verteilter,
nicht-degenerierter Zufallsgrößen. Definiere bn := an+2 für alle n≥ 0. Dann ist bn+1 unabhängig
von a0, . . . ,an für alle n≥ 0. Jedoch gilt für geeignete Mengen A und B

P(b0 ∈ A,a2 ∈ B|a1)
st.u.
= P(b0 ∈ A,a2 ∈ B) 6= P(b0 ∈ A)P(a2 ∈ B)st.u.

= P(b0 ∈ A|a1)P(a2 ∈ B|a1).

Im Beweis ihres Theorems 2 bemerkt de Saporta in [12], dass der Fall eines b0 mit einem f.s.
konstanten Vorzeichen analog zu Theorem 1 folgt (vgl. Abschnitt 3.2). In der Dissertation [11],
die ein Jahr eher erschienen ist, hingegen erwähnt sie, dass dieser Fall auf dem aufzeigten Weg
zumindest nicht folgt, womit ich übereinstimme.
Leider konnte ich im Fall E ⊂ R∗, E ∩R< 6= /0 und E ∩R> 6= /0, kein Potenzgesetz-Verhalten
attestieren, da ein Fehler dies verhinderte. Sie versucht abermals die Ungleichung von Grince-
vičius anzupassen. Dort benutzt sie gewisse Stoppzeiten T+, T− und Ereignisse B+

j , B−j (siehe
Definition aus [12]). Analog zu Proposition 3.5 schätzt sie ab

P(Y n
1 > t)≥P

( n⋃
j=1

[
({T+ = j}∩B+

j )∪ ({T− = j}∩B−j )
])

≥P
( n⋃

j=1

({T+ = j}∩B+
j )

)
+P
( n⋃

j=1

({T− = j}∩B−j )
)

=
p

∑
k=1

[ n

∑
j=1

P(T+ = j,B+
j |a− j = ek)+

n

∑
j=1

P(T− = j,B−j |a− j = ek)

]
π(ek)

≥
p

∑
k=1

1
2

[ n

∑
j=1

P(T+ = j|a− j = ek)+
n

∑
j=1

P(T− = j|a− j = ek)

]
π(ek)

=
1
2
(
P(T+ ≤ n)+P(T− ≤ n)

)
.

Da T+ = n nicht ausschließt, dass es ein 1≤ j ≤ n−1 gibt mit T− = j sind die Ereignisse nicht
disjunkt und die zweite Abschätzung stimmt so nicht.
Eine Verbesserung ihrer Arbeit besteht darin, dass die Matrix-Erneuerungstheoreme allgemei-
ner gehalten werden. Zunächst ist die Voraussetzung U(t) < ∞ für alle t ∈ R durch die allge-
meinere Voraussetzung µ > 0 ersetzt worden. Außerdem sind die Voraussetzungen für die An-
wendbarkeit zum anderen dahingehend abgeschwächt, dass die Folge ||F(∞)n||p für p ∈ [1,∞]
nicht mehr beschränkt sein muss, was sie mit einer Aperiodizitätsforderung an die Matrix F(∞)
induziert. Jedoch gilt wegen

||F(∞)n||
1
n
p

n→∞−−−→ ρ(F(∞)) = 1, p ∈ [1,∞],
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dass diese Folge sowieso beschränkt ist. Zugegebenermaßen hat sie irreführenderweise im Be-
weis ihres ersten Matrix-Erneuerungstheorems in der zwei Jahre eher erschienenen Arbeit [10]
die obere Schlussfolgerung erkannt und keine Aperiodizität gefordert. In dem Artikel [12] hin-
gegen fehlt dieser Gedanke und führt später zu einem Problem bei einer Anwendung des Matrix-
Erneuerungstheorems II. Näheres dazu erwähne ich gleich.
Ich komme nun explizit zu weiteren Fehlern im Beweis des Hauptresultats für E ⊂ R>, die ich
anschließend durch ein Gegenbeispiel illustriere. De Saporta folgert, dass die Matrix H(∞) aus
Unterabschnitt 3.3.2 irreduzibel und aperiodisch ist. Mit der von ihr gezeigten Abschätzung

H i j(∞)≥ p jiπ(e j)(π(ei))
−1, 1≤ i, j ≤ r,

lassen sich Irreduzibilität und Aperiodizität nicht folgern. Zwar ist P als irreduzibel vorausge-
setzt, jedoch nicht, dass p ji > 0 für alle 1≤ i, j≤ r. Glücklicherweise ist nach obiger Bemerkung
die Aperiodizität für die Anwendung des Matrix-Erneuerungstheorems irrelevant und außerdem
reicht es, eine irreduzible Teilmatrix von H(∞) zu finden.
Ferner folgert sie ohne weitere Kommentare, dass die Voraussetzung, dass die logei keine ganz-
zahligen Vielfachen derselben Zahl sind, induzieren würde, dass H nicht-gitterverteilt ist. Diese
Aussage ist nicht richtig. Da jede rekurrente Markov-Kette eine Harris-Kette ist, kann man zwar
mit Theorem 1 (ii) aus [3] ableiten, dass H nicht-gitterverteilt ist, jedoch lässt sich davon nicht
auf den Gittertyp einer Teilmatrix schließen. Wir werden sehen, dass es unter den Voraussetzun-
gen möglich ist, dass H gitterverteilt ist. Da ich nicht von einer nicht-gitterverteilten Teilmatrix
von H ausgehen konnte, habe ich die Matrix-Erneuerungstheoreme für gitterverteilte Matrizen
von Verteilungsfunktionen zusätzlich bewiesen und komme damit zum gewünschten Schluss.

Gegenbeispiel

Sei (Mn)n≥0 eine Markov-Kette auf dem endlichen Zustandsraum E := {e1, . . . ,em+k−1} ⊂ R>

mit Übergangsmatrix

P :=



m+1-te Spalte
0 p 1− p

0 1
. . . . . .

1
m-te Zeile 1 0

0 1
0 1

. . . . . .
1

1 0


mit p ∈ (0,1). (Mn)n≥0 ist also irreduzibel. Wir veranschaulichen den Übergangsmechanismus
durch den Übergangsgraphen in Abbildung A.1. Nach Konstruktion gilt p(m)

11 > 0 und p(k)11 > 0.
Es gelte ggT(m,k) = 1. Dann ist die Markov-Kette nach Konstruktion aperiodisch und wegen
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e1

e2em em+1em+k−1

p

1− p

1

1

1

1

Abbildung A.1: Übergangsmechanismus der Markov-Kette (Mn)n≥0

der Endlichkeit des Zustandsraumes ergodisch. Sei Sn := ∑
n
i=1 logMi für n≥ 1 und S0 := 0. Des

Weiteren seien loge1+∑
m
i=2 logei und loge1+∑

m+k−1
i=m+1 logei bedingt unter dem Anfangszustand

e1 streng aufsteigende Leiterhöhen (LH) der Folge (Sn)n≥0, insbesondere gilt also ∏
m
i=1 ei > 1.

Definere v ∈ Rm+k−1 durch v1 = 1, v2 = . . . = vm = p und vm+1 = . . . = vm+k−1 = 1− p. Man
kann als stationäre Verteilung

ζ :=
1
||v||1

· v

identifizieren. Nach Konstruktion gilt

Eζ logM0 =
1
||v||1

[
p

m

∑
i=1

logei +(1− p)
(

loge1 +
m+k−1

∑
i=m+1

logei

)]
> 0.

Wir haben also eine irreduzible, ergodische Markov-Kette mit positiver Drift konstruiert. Diese
besitzt insofern dieselben Eigenschaften wie die Markov-Kette (a(λ )n )n≥0 aus Unterabschnitt
3.3.3. Als nächstes zeigen wir, dass ein α < 0 existiert, so dass

Pα := diag(eα
i ,1≤ i≤ m+ k−1)P>

quasi-stochastisch ist. Dann folgt nämlich mit Korollar 2.9, Proposition 2.12 und (3.30), dass
die Drift des dadurch konstruierbaren, sogenannten assozierten MRW negativ ist und nun exakt
die Situation aus Unterabschnitt 3.3.3 vorliegt (vgl. Abb. A.2).
Man rechnet nach, dass

det(XE−Pα) = Xm+k−1− p
( m

∏
i=1

eα
i

)
Xk−1− (1− p)eα

1

(m+k−1

∏
i=m+1

eα
i

)
Xm−1.

Wenn man α < 0 und e1, . . . ,em+k−1 so wählen kann, dass 1 eine Nullstelle dieses Polynoms
ist, so ist für dieses α der Spektralradius von Pα größer als 1 und man gelangt aufgrund der
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Abbildung A.2: Beispielhafter Graph von φ

Konvexität von φ und einer positiven Ableitung in 0 zu der Existenz eines α < 0 mit ρ(Pα) = 1.
Es soll also gelten:

1 = p
m

∏
i=1

eα
i +(1− p)eα

1

m+k−1

∏
i=m+1

eα
i .

Dazu sei

e1

m+k−1

∏
i=m+1

ei = η ·
m

∏
i=1

ei

für ein η > 0, welches noch spezifiziert werden kann. Dann ist obige Gleichung äquivalent zu

1 = (p+(1− p)ηα)
m

∏
i=1

eα
i

⇒ η =

(
1− p∏

m
i=1 eα

i
(1− p)∏

m
i=1 eα

i

)1/α

= exp
[

1
α

log
(

1− p∏
m
i=1 eα

i
(1− p)∏

m
i=1 eα

i

)]
.

η ist eine stetige Funktion in α < 0. Für festes ∏
m
i=1 ei kann α < 0 so gewählt werden, dass

η ∈Q. Man wähle die Zustände e1, . . . ,em so, dass ∑
m
i=1 logei ∈ Z.

Bevor ich einzeln die Ungenauigkeiten mancher vor diesem Abschnitt behandelten Aussagen
aufzeige, werden noch die dafür nötigen Matrixfunktionen definiert. Seien ei1 , . . . ,eir diejeni-
gen Zustände aus E größer als 1. H ′ := (H ′i j)i, j∈{i1,...,ir} bezeichne die Matrixfunktion mit den
Einträgen

H ′i j(t) = P(logMτ
>
1
≤ t,Mτ

>
1
= e j|a0 = ei).

Ferner sei erwähnt, dass es nach Proposition 3.15 ausreicht zu zeigen, dass die Semi-Markov
Matrix des streng aufsteigenden Leiterprozesses des MRWs, d.h. H ′, gitterverteilt ist bzw. dass
H ′(∞) irreduzibel oder aperiodisch ist, um diese Eigenschaften für die assoziierte Semi-Markov
Matrix zu zeigen.
Wir konstruieren aus dem nun gegebenen Rahmen Beispiele, die die oben genannten Ungenau-
igkeiten aufzeigen.
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• Die logei sind keine ganzzahligen Vielfachen derselben Zahl und H ′ ist gitterverteilt.
Wir können die Markov-Kette so wählen, dass beim Durchlaufen der Kette jedes Mal
in den Zuständen ei1, . . . ,eir bedingt unter einem Anfangszustand aus dieser Menge ei-
ne Leiterhöhe erreicht wird. Ausgehend vom Anfangszustand e1 kann man dies offenbar
sukzessiv machen. Sei η := N

M mit N, M ∈ N und d := 1
M . Wähle die Zustände e1, . . . ,em

und em+1, . . . ,em+k−1 so, dass bedingt unter dem Anfangszustand e1 alle LH auf dem
Pfad über e2 zurück zu e1 in Z und alle LH auf dem Pfad von e1 über em+1 zurück zu
e1 in dZ liegen. Auf dem zuletzt genannten Pfad soll die letzte LH nach Voraussetzung
η ∑

m
i=1 logei ∈ dZ betragen. Wir haben d gerade so definiert, dass Z⊂ dZ gilt.

Somit liegen nach Konstruktion alle LH in dZ. Also ist H ′ gitterverteilt mit Spanne größer
gleich d (vgl. Definition 2.6). Die Voraussetzung, dass die logei keine ganzzahligen Viel-
fachen derselben Zahl sind, hat keinen Einfluss. Beispielsweise wählt man e2 := exp(−π),
e3 := exp(2+π) und den Rest so, dass obige Annahmen erfüllt sind. Man kann zeigen,
dass loge2 und loge3 die genannte Voraussetzung erfüllen, da es ist nicht möglich, dass
eine irrationale und eine ganzzahlige Zahl ganzzahlige Vielfache derselben Zahl sind.

• H ′(∞) ist nicht irreduzibel.
Nach Wahl ist ei1 > 1. Dieser Zustand sei nur von e j0 erreichbar. Es gelte e j0 < 1 und
loge j0 + logei1 ≤ 0. Es gilt demnach H ′(∞)ii1 = 0 für alle i ∈ {i1, . . . , ir}.

• H ′(∞) ist periodisch.
Wir können die Zustände e1, . . . ,em+k−1 bzw. m und k offenbar so wählen, dass auf
dem einen Pfad von e1 nach e1 m und auf dem anderen k LH angenommen werden mit
ggT(m,k) = 1. Daher ist H ′(∞) periodisch. Dies widerspricht auch der Aussage aus [6],
wo - mit den Bezeichnungen dieses Beispiels formuliert - gefolgert wird, dass sich aus
der Ergodizität der Markov-Kette (Mn)n≥0 die Ergodizität des streng aufsteigenden Lei-
terprozesses ergibt.
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