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Einleitung

Am 17. Juli 2006 befand sich eine Meldung folgenden Wortlautes in der Frankfurter All-
gemeinen Zeitung:

COSWIG, 16. Juli (dpa). In Sachsen hat am Wochenende ein Massengentest zur Er-
mittlung eines Sexualstraftdters begonnen. Das Landeskriminalamt bezeichnete den
Beginn der Aktion als Erfolg. Mehr als 1000 Ménner zwischen 25 und 45 Jahren hatten
in Coswig bei Dresden freiwillig eine Speichelprobe abgegeben. Das entspricht etwa
einem Drittel der dort fiir den Test in Frage kommenden Méanner. Die Untersuchung
wird am nachsten Wochenende fortgesetzt werden. Die Behorden haben sich auf bis
zu 100 000 Teilnehmer im Raum Dresden eingerichtet. Das wiére der bislang grofite
derartige Test in Deutschland. Mit der Massenuntersuchung soll der Vergewaltiger von
zwei Madchen ausfindig gemacht werden. An beiden Tatorten wurde eine iibereinstim-
mende DNA-Spur gefunden. Bei den bisherigen Ermittlungen wurden die Alibis von
rund 3500 Personen {iberpriift und mehr als 1000 Ménner durch einen DNA-Vergleich
als Tater ausgeschlossen.

Bei der Untersuchung der DNA-Proben der Testpersonen kommt eine biochemische Me-
thode zum Einsatz, die seit ihrer Entdeckung in den 1980ern aus biochemischen Laboren
nicht mehr wegzudenken ist: die Polymerase-Kettenreaktion. Diese Reaktion erméglicht es,
eine kleine Menge an DNA-Sequenzen so zu vervielfaltigen, dass eine analysierbare Menge
entsteht. Zur Erstellung eines genetischen Fingerabdrucks als Mittel zur Aufklarung der
oben beschriebenen Straftat werden nur eine Speichelprobe der in Frage kommenden po-
tentiellen Téater und ein paar Haare, Fingernégel oder sonstige Korperzellen des Téters
benotigt. Mit Hilfe chemischer Verfahren wird die sich in diesen Zellen befindende DNA
extrahiert, mit der Polymerase-Kettenreaktion vervielfaltigt und die entstandenen Pro-
dukte analysiert. Durch einen Vergleich der so gewonnen Daten kann dann der Téter einer
Straftat tiberfiihrt werden, oder wenn dies nicht mdéglich ist, zumindest potentielle Téter
ausgeschlossen werden - wie dies im oben beschriebenen Delikt der Fall war.

Doch nicht nur in der Gerichtsmedizin findet die Polymerase-Kettenreaktion Anwendung.
Mit ihrer Hilfe kénnen Krankheiten noch vor der Bildung von Antikérpern entdeckt wer-
den. Geschichtswissenschaftler konnen Erbfolgen und Verwandtschaftsverhéltnisse klaren.
Paldontologen und Paldozoologen erforschen mit ihrer Hilfe die urzeitliche Pflanzen- und
Tierwelt. Besonders zu erwdhnen sind natiirlich auch die Biochemiker, die mit Hilfe der
Polymerase-Kettenreaktion den Aufbau und die Funktion der DNA untersuchen.

Die nachfolgende Arbeit widmet sich dieser essentiellen Reaktion. Im Mittelpunkt steht
dabei ihre mathematische Modellierung, mit deren Hilfe die Reaktion besser verstanden
und die Genauigkeit der Analysemethoden verbessert werden kann. Kapitel 1 fiihrt kurz
in die biochemischen Grundlagen der Reaktion ein. Fiir den dariiber hinaus interessierten
Leser stellt Anhang B weitere Informationen zur Verfiigung, die fiir das Verstédndnis des
mathematischen Teils aber nicht vonnoten sind. Mittels Modellierung der Reaktion als
Galton-Watson-Prozess kann die Verteilung der Anzahl an Mutationen eines Reaktions-
produktes bestimmt und die Mutationsrate, d.h. die Wahrscheinlichkeit mit der eine Base
fehlerhaft iibertragen wird, geschitzt werden (= Kapitel 2).

III



v EINLEITUNG

Der zweite Teil der Arbeit fiithrt kurz in die Theorie der gréfsenabhéngigen Verzweigungs-
prozesse ein. Wir studieren das asymptotische Verhalten des Prozesses und schéitzen die
fiir den Prozess wichtigen Parameter (1= Kapitel 3).

Mit Hilfe dieser Theorie wird dann das Modell der Polymerase-Kettenreaktion verfeinert,
die Asymptotik des Prozesses betrachtet und die Effizienz, d.h. die Wahrscheinlichkeit, mit
der eine Sequenz in einem Reaktionsschritt vervielfaltigt wird, geschétzt (== Kapitel 4).
Somit erlaubt die mathematische Modellierung alle die Reaktion charakterisierenden Gro-
flen anhand von Messdaten zu schitzen. Eine Anwendung dieser Theorie bestiinde darin,
die Sicherheit von DNA-Tests zu untersuchen. Die obige Meldung betreffend, kénnte also
die Frage geklart werden, wie wahrscheinlich die irrtiimliche Verurteilung eines unschul-
digen Mannes, bei Verwendung des genetischen Fingerabdrucks und der zur Analyse der
DNA-Proben eingesetzten Polymerase-Kettenreaktion als Beweismittel, ist.

Zum Abschluss dieser Einleitung mochte ich mich bei allen Menschen bedanken, auf deren
Hilfe und Unterstiitzung ich immer zdhlen konnte. Ganz besonderer Dank gilt meinen
Eltern, die mich in all den zuriickliegenden Jahren liebevoll und liebend begleitet haben.
Ohne sie wire diese Arbeit niemals zu Stande gekommen.

Herrn Prof. Dr. Alsmeyer danke ich fiir die Vergabe dieses interessanten Themas und fiir
die teils durch einige Kilometer Land und Wasser erschwerte Betreuung wahrend der An-
fertigung der Diplomarbeit.



1. Die Polymerase-Kettenreaktion aus
biochemischer Sicht

Die Polymerase-Kettenreaktion (engl. polymerase chain reaction, kurz: PCR) dient zur
Vervielfaltigung von DNA-Abschnitten (DNA von engl. deozyribonucleic acid, im deut-
schen Sprachraum auch DNS von Desozyribonukleinsiure).

Die DNA besteht aus drei verschiedenen Bausteinen: Zucker, Phosphatgruppen und vier
verschiedenen Basen. Die Zuckermolekiile, genauer die Desoxyribosemolekiile, sind tiber
Phosphatgruppen miteinander verkniipft und bilden das Grundgeriist der DNA. An jedem
Zuckermolekiil héngt eine der Basen Thymin, Cytosin, Adenin oder Guanin, die in der
Biologie der Einfachheit halber mit ihren Anfangsbuchstaben abgekiirzt werden. Alle in
der DNA kodierten Informationen werden allein durch die Abfolge dieser Basen bestimmt.
Je zwei Stringe sind im Inneren des DNA-Molekiils iiber die Basen miteinander verkniipft.
Dabei liegen sich nur die Basen Guanin und Cytosin sowie Adenin und Thymin gegen-
iiber, da die Verkniipfung {iber Wasserstoffbriicken unter diesen Basen zu Stande kommt.
Das heiftt, dass die Einzelstrange verschieden sind, aber iiber die Adenin/Thymin- bzw.
Guanin/ Cytosin-Aquivalenz miteinander identifiziert werden kénnen. Man spricht hier
auch von der komplementdren Anordnung der Basen.

Bei der PCR wird der allen Zellen eigene Mechanismus zur Duplizierung von DNA mit
Hilfe eines Enzyms, der Polymerase, ausgenutzt. Neben dem Begriff Duplizierung verwen-
den die Biologen haufig die Begriffe Amplifikation und Replikation fiir die komplementére,
exakte Vervielfdltigung von DNA-Sequenzen. Zu Anfang der Reaktion miissen die dop-
pelstriangig vorliegenden DNA-Molekiile getrennt werden (Denaturierung). Die gesuchte
Sequenz (auch Target genannt) wird mit Startmolekiilen (den sogenannten Primern) mar-
kiert, von denen dann in einer dritten Phase die Polymerase die urspriingliche Sequenz
beginnend bei den Primern komplementér vervielfaltigt. Das Maximum der Reaktionsge-
schwindigkeit der drei Phasen liegt bei verschiedenen Temperaturen. Die Denaturierung
erfolgt bei einer Temperatur von ca. 90°C, die Primeranlagerung bei ca. 50°C und die fiir
die PCR verwendete Polymerase arbeitet bei ca. 70°C optimal. Abbildung 1.1 zeigt die
Phasen eines kompletten Zyklus.

Durch die verschiedenen Reaktionstemperaturen lésst sich ein PCR-Zyklus genau abgren-
zen. Ist die Phase der Amplifikation abgeschlossen und wird das Gemisch wieder auf 90°C
erhitzt, so beginnt ein neuer Zyklus. Jede neu gebildete Sequenz dient im néchsten Zy-
klus wieder als Matrize. Pro Zyklus konnen die vorhandenen Sequenzen also maximal
verdoppelt werden. Die Reaktion findet in wassrigem Milieu statt und die Reaktanden
sind im Uberschuss hinzugefiigt; das bedeutet, dass sich eine weit grofere Anzahl an Nu-
kleotiden und Polymerasen, als fiir eine komplette Umsetzung theoretisch bendtigt wird,
in der Reaktionslosung befindet. Doch auch bei diesen optimalen Reaktionsbedingungen
dient nicht jedes DNA-Molekiil als Replikationsmatrize. Es kann passieren, dass nicht
alle DNA-Striange im ersten Schritt denaturiert werden. Die Anlagerung der Primer kann
fehlerhaft sein oder gar nicht erfolgen, so dass eine Vervielfiltigung dieser Strénge nicht
moglich ist. Im folgenden Schritt muss die Polymerase am Primer andocken, um dann mit
der Amplifikation beginnen zu kénnen. Diese beiden Schritte kénnen durch nicht nédher
bestimmbare Faktoren gestort werden, so dass auch hier eine Vervielfaltigung nicht erfolg-
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Abbildung 1.1.: Die Schritte eines PCR-Zyklus

reich ist. Die Reaktion ist stark vom Zufall abhéngig. Die Wahrscheinlichkeit, mit der sich
eine Sequenz vervielfaltigt, wird Effizienz der Reaktion genannt und mit A bezeichnet.
Doch nicht nur bei der Vervielfiltigung als solche kénnen Probleme auftreten. Wahrend
des Duplizierungsvorganges kann es passieren, dass die Polymerase an einer Stelle eine
falsche, keine oder eine zusétzliche Base einbaut. Dieser Vorgang wird Mutation genannt
und die Wahrscheinlichkeit mit der eine Base mutiert heifst Mutationsrate p.

In den nachfolgenden Kapiteln wird diese Reaktion in ein mathematisches Modell gebettet,
das hilft, die PCR besser zu verstehen. Eine ausfiihrlichere Beschreibung des Aufbaus der
DNA, der Polymerase-Kettenreaktion und weitere biochemische Hintergriinde zur PCR
sind im Anhang Teil B zu finden.



2. Die Polymerase-Kettenreaktion als
Galton-Watson-Prozess

Dieses Kapitel beschreibt ein erstes einfaches mathematisches Modell der Polymerase-
Kettenreaktion. Es orientiert sich an einer Arbeit von Fengzhu Sun [27|. Die ausfiihr-
liche Beschreibung des Modells in Kapitel 2.1 ist jedoch an die des in [4] vorgestellten
Standardmodells der Galton-Watson-Prozess-Theorie angelehnt. Durch die Einbettung
der PCR in einen Verzweigungsprozess lasst sich die Mutationsverteilung genauer studie-
ren (== Kapitel 2.2), ein geeigneter Schitzer fiir die Mutationsrate finden (== Kapitel 2.3)
und die Verteilung der Anzahl unterschiedlicher Basen zweier Sequenzen, des sogenannten
Hamming-Abstandes, bestimmen (= Kapitel 2.4).

2.1. Ein erstes mathematisches Modell

1. Der Prozess

Zu Beginn der Polymerase-Kettenreaktion befindet sich eine gewisse Anzahl an DNA-
Stréangen, die das Target enthalten, in der Reaktionslosung. Die Denaturierung trennt die
Stringe in zwei Einzelstrange auf, die sich nur durch die komplementére Anordnung der Ba-
sen unterscheiden, aber auf Grund der Adenin/Thymin- bzw. Guanin/Cytosin-Aquivalenz
miteinander identifiziert werden kénnen. Im mathematischen Modell seien daher alle DNA-
Einzelstringe identisch und die Anzahl der Startsequenzen sei mit Zy bezeichnet. Diese
Sequenzen werden auch Urahnen genannt. Nach dem Ablauf der Phasen Denaturierung,
Primeranlagerung und Replikation ist ein Reaktionszyklus vollendet. Die Anzahl aller Se-
quenzen nach n PCR-Zyklen sei Z,.

Zur mathematischen Prézisierung sei ein messbarer Raum (€2, .A4) und darauf Wahrschein-
lichkeitsmafe P;, fiir j € INg gegeben, unter denen Zy = j f.s. gelte. Wahrend des Re-
aktionszyklus kann sich jede Sequenz mit der Wahrscheinlichkeit A € [0, 1], der Effizienz,
vervielféltigen und verbleibt anschlieffend in der Losung. Die Anzahl der Sequenzen nach
n Zyklen kann fiir alle n > 1 durch folgende rekursive Formel beschrieben werden:

anl anl
p= =1

wobei die I, ; fiir alle j,n € IN stochastisch unabhéngige, identisch B(1, \)-verteilte Zu-
fallsgrofen seien. Diese Zufallsgrofien geben an, ob sich das j-te Molekiil im n-ten Schritt
erfolgreich dupliziert oder nicht. In diesem Kapitel sei die Effizienz konstant, der Prozess
(Zn),>o entpuppt sich dann unter jedem P; als Galton-Watson-Prozess (GWP), dessen
Definition lautet (niiheres zur Theorie der Verzweigungsprozesse siehe z.B. [4] und [5]):



4 2. DIE POLYMERASE-KETTENREAKTION ALS GALTON-WATSON-PROZESS

Definition 2.1 Ein Galton- Watson-Prozess mit Reproduktionsverteilung (p)i~, ist eine
diskrete Markov-Kette (Z,),,~, mit Zustandsraum Ny und Ubergangswahrscheinlichkeiten
der Form: '

p far i>1,5>0

o . (2.2)
50j fUT ZZO, J >0

pijZP(Zn+1=j|Zn=i):{

wobei p;(i) fiir ¢ > 1 die i-fache Faltung von (pj)j>0 und dp; das Kronecker-Delta bezeichne,
d.h. dp; =1 fiir j = 0 und sonst dp; = 0. a

Satz 2.2 Der durch Gleichung (2.1) definierte Prozess (Z,),,~ ist unter jedem Pj, j € INg
ein Galton- Watson-Prozess. -

BEWEIS: Die Markov-Eigenschaft ergibt sich sofort aus der rekursiven Darstellung der
Zy, in (2.1). Die Reproduktionsverteilung (0, (1 — A), A,0,0,...) liefert die genaue Gestalt
der Ubergangswahrscheinlichkeiten

GIINTH =N fiir i < j < 2

2.3
0 sonst ( )

pz’j:P(Zn+1:j|Zn:’i):{

Diese erfiillen (2.2). O

Fiir Galton-Watson-Prozesse gilt folgendes

Lemma 2.3 Jeder GWP (Zy,),,~, mit Reproduktionsverteilung (py) i~ und j Urahnen ist
die Summe von j unabhingigen GWP (Zy(i)),0, 1 < @ < j, mit derselben Reproduk-
tionsverteilung und einem Urahnen. Ist (Zy),~, in einem Standardmodell gegeben, folgt
insbesondere -

B ((Zn)nZO € ) —p ((Z")nzo . .>*<j>

fiir alle j € INy.

BEWEIS: Dieses Lemma ist [4] entnommen; dort ist auch der Beweis zu finden. O

Dieses Lemma besagt, dass die Reaktion mit j Startsequenzen als j unabhingige Reaktio-
nen mit einer Startsequenz aufgefasst werden kann.

2. Mutationen und Markierungen

Es sei G die Linge des Targets, also der zu amplifizierenden Sequenz. Wiahrend des Re-
plikationsvorgangs konnen fehlerhafte Basen eingebaut werden, eine Mutation tritt auf.
Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Base fehlerhaft durch die Polymerase tibertragen wird,
heife Mutationsrate p. Fiir jede Base entscheidet eine B(1, u)-verteilte Zufallsgrofe M, ;,
1 <j < G,n > 1, ob die j-te Base der Sequenz im n-ten PCR-Zyklus mutiert oder
nicht. Diese Zufallsgrofsen sind stochastisch unabhéngig, die Anzahl der Mutationen nach
einem PCR-Zyklus einer Sequenz ist somit B(G, u)-verteilt. Da die Mutationsrate sehr
klein und die Lange des Targets sehr grof ist, ersetzt man diese Verteilung durch eine
Poisson-Verteilung mit dem Parameter uG. Der Poissonsche Grenzwertsatz (siehe [3] Satz
29.4) rechtfertigt dieses Vorgehen. Bei diesem Ubergang wird streng genommen die Se-
quenz bestehend aus einer endlichen Anzahl an Basen durch eine Sequenz unendlicher
Lénge ersetzt. Mir positiver Wahrscheinlichkeit kénnen ndmlich unter der Annahme einer
Poisson-verteilten Anzahl an Mutationen einer Sequenz mehr Mutationen auftreten, als
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Basen in der Sequenz vorhanden sind. Da diese Wahrscheinlichkeit aber dufserst klein ist,
gehen wir im Folgenden nicht weiter darauf ein.

Je haufiger eine Sequenz im Laufe der PCR repliziert wurde, desto wahrscheinlicher tritt
eine hohe Anzahl an Mutationen auf. Es ist wichtig zu wissen, welche Sequenzen wie oft
repliziert wurden, und wie viele Sequenzen es von einer Generation gibt. Die folgende
Definition stellt wichtige Begriffe zur Beschreibung dieser Tatsachen bereit.

Definition 2.4 Zj bezeichne die Anzahl der Startmolekiile, die auch Urahnen oder Se-
quenzen der O-ten Generation genannt werden. Die in einer PCR daraus hervorgehenden
Sequenzen heifsen Sequenzen der ersten Generation und diejenigen, die im (k + 1)-ten
Schritt aus der k-ten Generation hervorgehen, Sequenzen der (k + 1)-ten Generation.

X7 sei die Gesamtanzahl aller Sequenzen der k-ten Generation nach n PCR-Zyklen.
X7 (i) sei die Anzahl der vom i-ten Startmolekil, 1 < i < Zy, erzeugten Sequenzen der
k-ten Generation nach n PCR-Zyklen, also X' = ZZ-Z:OI X3 (i).

Fir alle 1 < i < Zjy sei Z,(i) die Gesamtanzahl aller vom i-ten Startmolekil erzeugten
Sequenzen nach n PCR-Zyklen.

Anders als im Standardmodell der GWP-Theorie stirbt ein Individuum nach einem Schritt
nicht aus, d.h. jede Sequenz verbleibt in der Losung und kann zusétzlich als Matrize zur
Herstellung einer Kopie dienen. Das Markierungssystem der GWP-Theorie kann zur Be-
schreibung der PCR nicht iibernommen werden. Vielmehr wird ein System bendtigt, in
dem deutlich wird, welcher Generation eine Sequenz entstammt, und wie viele Sequenzen
einer Generation existieren. Die folgende Definition basiert auf diesen Forderungen.

Definition 2.5 Jeder in einer PCR entstandenen Sequenz wird genau ein Vektor
o= (Z,j) € Ng xIN

zugeordnet. Dabei bedeutet o = (i, j), dass es sich bei der Sequenz o um die j-te Sequenz
der i-ten Generation handelt. Die Menge aller nach dem n-ten PCR Zyklus vorhandenen
Sequenzen sei mit Z,, bezeichnet.

Gibt es Zy € IN Startsequenzen, so tragen diese in Ubereinstimmung mit Definition 2.5
die Markierungen (0,1),(0,2),...,(0,Zy). Die Abbildung 2.1 zeigt ein Beispiel fiir eine
3-stufige PCR mit einem Startmolekiil. Man erkennt, dass ein Molekiil der ersten Genera-
tion nicht unbedingt im ersten PCR-Zyklus entstanden sein muss, ein Beispiel hierfiir ist
die im dritten Zyklus gebildete Sequenz (1, 3).

Welche Sequenzen sind in der Menge aller nach dem n-ten PCR-Zyklus vorhandenen Se-
quenzen enthalten? Zu Beginn der Reaktion liegen nur die Anfangssequenzen vor, d.h.

Zo=1{(0,1),...,(0, Zy)} .

Fiir n > 1 besteht Z,, aus zwei disjunkten Teilmengen, ndmlich der Menge Z,_; aller
schon im (n — 1)-ten Schritt vorhandenen Sequenzen und der Menge aller im n-ten Schritt
entstandenen Sequenzen, die mit Z/, bezeichnet sei.

Nach dem (n—1)-ten Zyklus gibt es X! Sequenzen der ersten Generation. Also entstehen
im n-ten Zyklus die Sequenzen

(LXP 1), (L X 4 2) o (LXT 4 (X = X))
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7 (0, 2

(1.1 (1, 1)
(21— (1,11—(1,2)—(1,3)—— (0.1}

Abbildung 2.1.: Beispiel einer 3-stufigen PCR mit einem Urahn

3

Genauso werden im n-ten Zyklus folgende Sequenzen der zweiten Generation gebildet
(2 X5 1), (2, X5 4 2) o, (X5 4 (X - X5Y)

Da im n-ten Schritt nur Sequenzen entstehen kénnen, deren Generationsnummer maximal
n betragt, hat Z!, die Gestalt

n n

2z, = Uk Xy 1) (b X (- X)) = UL 0))
k=1 k=1

Die Menge |J;_,{(k,0)} muss abgezogen werden, da die Zufallsgrofen X,:“l und X}! beide
gleichzeitig den Wert 0 annehmen konnen. Dies ist der Fall, wenn im (n — 1)-ten Schritt
noch keine Sequenz der k-ten Generation gebildet wurde und im n-ten Schritt auch keine
solche entsteht. Dann wére aber der Vektor (k,0) in der Menge enthalten, der keine
sinnvolle Markierung darstellt. Insgesamt erhalten wir fiir n > 1

n

Zy=Zo U J{(e Xy + 1) (B X+ (X = X Y) = J{R 0} (24)
k=1 k=1

Desweiteren lassen sich die Zufallsgrofen X;' fiir k,n > 0 iiber die Mengen Z,, definieren
als:

X = (k%%én{o’ [} fiir alle k > 0. (2.5)

In Abbildung 2.1 stammt die Sequenz (2,1) von der Sequenz (1,1) ab, diese ist also ein
Vorfahr von (2,1). Eine exakte Definition dieses Begriffes liefert:
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Definition 2.6 Gegeben sei eine Sequenz o = (iq, jo), die aus einer n-stufige PCR mit
Zy Urahnen hervorgeht.

Falls eine Kette von Sequenzen o = oy, a1, ..., 00 = (0,¢) mit ¢ € {1,...,Zp} und t € N
existiert, so dass fiir alle 1 < ¢ < t die o; durch Amplifikation aus «;_1 hervorgehen, heifsen
die Sequenzen a; mit 1 < j <t —1 Vorfahren von «.

Zur Beschreibung von Mutationen werden zusétzlich folgende Begriffe benétigt (zur ge-
nauen Bedeutung des Begriffes ,zufillig ziehen“ siehe die Erlduterungen im Abschnitt 3):

Definition 2.7 Gegeben sei eine n-stufige PCR.

(i) M(«) sei die Anzahl der Mutationen der Sequenz o € Z,,.
(ii) M sei die Anzahl an Mutationen einer zufdllig gezogenen Sequenz nach n PCR-Zyklen.
(iii) Die Generationsnummer der Sequenz « = (iq, jo) € 2y wird definiert als g(a) = i,.
(

iv) K sei die (zufillige) Generationsnummer einer zufillig gezogenen Sequenz.

Jetzt lisst sich auch die eingangs formulierte Auferung prizisieren: Je mehr Vorfahren
eine Sequenz o € Z, besitzt, desto grofer ist die Anzahl der Mutationen M («). Genauer:

Lemma 2.8 FEs sei a eine in einer PCR erzeugte Sequenz. Dann gilt fiir die Verteilung
der Anzahl der Mutationen
PM@) — Poi (g(a)u@) . (2.6)

BEWEIS: Diese Aussage ergibt sich aus der Tatsache, dass die Anzahl der Mutatio-
nen nach einem PCR-Zyklus Poi(uG)-verteilt sind und der Faltungsformel fiir Poisson-
Verteilungen Poi(0) x Poi(n) = Poi(0 + n) (siehe [3| Satz 29.3). O

Damit kann M («) fir a € Z,, als Summe stochastisch unabhéngiger, identisch Poi(uG)-
verteilter Zufallsgrofen X, ..., Xy, dargestellt werden.

Ganz dhnlich lasst sich auch die Anzahl der Mutationen einer zufillig gezogenen Sequenz
als Summe

von stochastisch unabhéngigen, identisch Poi(uG)-verteilten Zufallsgrofen X; schreiben.

3. Die zufillige Auswahl einer Sequenz und die n-stufige PCR
Am Ende einer n-stufigen PCR liegt ein Gemisch aus Z, Sequenzen der verschiedensten
Generationen vor. Die Extraktion einer Sequenz kann man sich als Urnenziehung mit Z,
Kugeln vorstellen. Dabei ist jede Kugeln mit einem anderen o € Z,, beschriftet. Bei
der Extraktion handelt es sich also um ein Laplace-Experiment. Im folgenden werden
zufillig gezogene Sequenzen mit grofken griechischen Buchstaben bezeichnet; A, B, T, ...
sind demnach Laplace-verteilte Zufallsgrofen auf Z,,. Die Anzahl an Mutationen M einer
zuféllig gezogenen Sequenz nach n PCR Zyklen ist in dieser Schreibweise also M = M (A)
und die Generationsnummer K einer zuféllig gezogenen Sequenz K = g(A).
Da es fiir alle 0 < k < n genau X' Kugeln mit der Generationsnummer k gibt, gilt fiir die
unter X7y, X7, ..., X)” bedingte Verteilung von K

Xy

P(K = k| X, X7,..., X1 =~ (2.7)
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und damit

Xy
7.
Zur Beschreibung des Zugmechanismus ist die Anzahl der Sequenzen der k-ten Generation
nach n PCR-Zyklen X}’ ausreichend. Deshalb enthalt das in der nachfolgenden Defini-
tion eingefiihrte mathematische Modell alle fiir die Beschreibung und Untersuchung einer
Polymerase-Kettenreaktion erforderlichen Grofen.

P(K=k)=EP(K=Fk| X}, XP,..., X" )=E (2.8)

Definition 2.9 Gegeben sei ein messbarer Raum (€2,.4), auf dem eine Familie von Wahr-
scheinlichkeitsmafien (Pj)j>0, eine Zufallsgrofse Zy, fiir die unter P; f.s. Zp = j gilt, und
stochastisch unabhéngige, identisch B(1, A)-verteilte Zufallsgrofen I,, j, n,j > 1 existieren.
Fiir alle £ > 0, n > 1 seien Z,, Z, und X' durch die Gleichungen (2.1), (2.4) bzw. (2.5)
definiert. Dann heift das Modell

((Qv A), (P)j>0, (In,j)jn>15 (Zn)n>05 (Zn)n>0, (X/?)k,nzo>

Polymerase-Kettenreaktion, kurz PCR. Werden nur die ersten n Schritte betrachtet, heifst
das Modell n-stufige PCR oder PCR mit n Zyklen. Ist Zy konstant vorgegeben, so wird
das Modell (n-stufige) PCR mit Zy Startsequenzen genannt.

Wie Lemma 2.3 beweist, ist es in vielen Féllen ausreichend, den Prozess unter der Vertei-
lung P; zu betrachten. Fiir den Erwartungswert, die Varianz und die Kovarianz unter der
Verteilung P; schreiben wir E;, Var; bzw. Covj, falls die Angabe der Anfangsverteilung
notwendig erscheint. Ist die Spezifizierung nicht nétig, notieren wir diese Gréfen weiterhin
mit E, Var sowie Cov, insbesondere dann, wenn der Prozess nur einen Urahn besitzt.
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2.2. Die Mutationsverteilung

Wie schon in Lemma 2.8 festgestellt, ist die Anzahl an Mutationen einer Sequenz « einer
n-stufigen PCR Poi(g(a)uG)-verteilt. Anhand dieser Verteilung lasst sich aber nicht die
Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine zuféllig gezogene Sequenz genau m € INg Mutationen
aufweist, berechnen. Unter einer speziellen Voraussetzung kann diese explizit angegeben
werden und ist das Hauptresultat dieses Kapitels. Doch vorerst miissen die erwartete
Anzahl von Sequenzen der k-ten Generation nach n PCR-Zyklen X' und die erwartete
Gesamtzahl aller Sequenzen Z, berechnet werden. In diesem Kapitel wird der Ubersicht
halber auf die Trennung zwischen den Anfangsverteilungen P; verzichtet.

Lemma 2.10 Gegeben sei eine n-stufige PCR mit der Effizienz A € [0,1] und Zy Startse-
quenzen. Dann gilt
EZ, = Zy(1+\)". (2.9)

BEWEIS: Da Z, als Summe Zfil Z, (k) mit stochastisch unabhéngigen, identisch
verteilten Z,(k), 1 < k < Zp, darstellbar ist, gilt

Zo
EZ,=EY_ Zn(k) = ZyEZ,(1).
k=1
Aus EZ, (1) = (1 + )™ (siehe [5] Kapitel 1, Abschnitt 2) folgt die Behauptung. 0

Lemma 2.11 FEs seien A € (0,1) die Effizienz einer PCR mit einer Startsequenz, X} die
Anzahl der Sequenzen der k-ten Generation nach n PCR-Zyklen. Dann gilt

EX] = <Z> M fir alle k> 0 und n > 1. (2.10)

BEWEIS: Diese Aussage wird durch Induktion bewiesen.
Zuerst sei n = 1. Dann gibt es drei Moglichkeiten:

1. Fir k=0ist EX} =1= (;)\°.
2. Fiir k= 1List EX{ =\ = ()AL
3. Fir k> 1list EX! =0= (,lg) M\¢ wegen der Definition der Binomialkoeffizienten.

Die Behauptung gelte nun fiir ein festes n und beliebiges k. Auf Grund des PCR-Mechanis-
mus lésst sich die Anzahl der Sequenzen der k-ten Generation nach (n 4+ 1) PCR-Zyklen
XZ'H schreiben als

Xk—l
Xptt =X+ ) I
j=1

mit von X;' | und untereinander stochastisch unabhéngigen, identisch B(1, \)-verteilten
Zufallsgrofen I;, j > 1, die angeben, ob sich das j-te Individum im n-ten PCR-Schritt
vervielfaltigt (I; = 1) oder nicht (I; = 0). Nach der ersten Waldschen Gleichung (siehe [2]
Lemma 10.3 (a)) gilt

Xp

E Y I;=ELEX} ,=AEX} ;.
j=1
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Dies impliziert:

n
kal

EXpt' = EXp+E DY I
j=1

LV. (M) g n k—1
= AT+ A A
() ()
n+1\ ;.
= A
(")
Insgesamt folgt die Behauptung. O

Gleichung (2.8) liefert eine Formel zur Berechnung der Verteilung der Generationsnummer
K einer zufillig gezogenen Sequenz nach n PCR-Zyklen, namlich P(K = k) = E% Der
Erwartungswert lisst sich nicht ad hoc errechnen, er lasst sich aber fiir eine grofe Anzahl
an Startsequenzen aus dem starken Gesetz der grofsen Zahlen ableiten:

Die Gesamtanzahl aller Sequenzen nach n PCR-Zyklen Z,, ist gleich der Summe aller
Gesamtanzahlen der vom i-ten Startmolekiil erzeugten Molekiile, d.h. Z,, = ZiZ:OI Zn (1),
mit stochastisch unabhéngigen, identisch verteilten Z, (7). Zusétzlich folgt aus Lemma
2.10, dass EZ,(1) = (1 + A\)™. Vermoge des Satzes von Etemadi (siehe [3] Satz 35.4) gilt
dann

Zo :
lim 221200 g gy C s ts,
Zy—00 Z(]

Auch die Anzahlen der Sequenzen der k-ten Generation nach n PCR-Zyklen, die vom i-ten
Startmolekiil abstammen, (X}'()),-, sind stochastisch unabhéngig, identisch verteilt mit
EX(1) = (})A* (siehe Lemma 2.11). Dies impliziert

lim 2=k pyen() = fs.
Jomee  Zo p) =1, )A" fs

n Z n(; Z, n: n
Mo gy e XEO) o 2 FRXRE) WY
Zo—oo Zy  Zo—oo 20 7(i)  Zo—oo 20 7 (i) Zy 1+ar

Dies bedeutet mit dem Verweis auf (2.8), dass bei einer hinreichend grofsen Anzahl von
Startmolekiilen Zy die Verteilung der Generationsnummer K einer zuféllig gezogenen Se-
quenz nach n PCR-Zyklen durch eine Binomialverteilung mit Parametern n und 1%\ ap-
proximiert werden kann. Dies rechtfertigt die folgende

Voraussetzung (V.1) Die Verteilung der Generationsnummer einer zufillig gezogenen
Sequenz nach n PCR-Zyklen sei binomialverteilt, genauer

A
KwB(n,1+>\>.

Bemerkung 2.12 Nach F. Sun [27] haben Simulationen ergeben, dass diese Approxima-
tion auch dann fiir jede beliebige Anzahl von Startmolekiilen 7y gut ist, wenn A > 0,85
gilt.

Im PCR-Alltag ist die Anzahl der Startsequenzen im Allgemeinen sehr hoch. Selbst bei kri-
minalistischen Methoden, wie der eingangs vorgestellten DNA-Analyse in der Gerichtsme-
dizin, stehen ausreichend viele Sequenzen zur Verfiigung, um Voraussetzung V.1 anwenden
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zu konnen. Zum Beispiel konnen aus einem Haar von lcm Lénge mehrere tausend DNA-
Sequenzen extrahiert werden. Fiir den Biochemiker reicht diese Menge fiir eine Analyse
nicht aus, der Mathematiker sieht jedoch eine Rechtfertigung fiir Voraussetzung V.1.

Der nachfolgende Satz gibt nun unter V.1 die Mutationsverteilung, den Erwartungswert
sowie die Varianz fiir die Anzahl an Mutationen einer zufillig gezogenen Sequenz nach
n PCR-Zyklen an und beschreibt, wie die Mutationsverteilung durch eine Standardnor-
malverteilung bzw. eine Poisson-Verteilung angenahert werden kann. Dieses Ergebnis ist
wegen V.1 unabhéngig von der Anzahl der Startsequenzen.

Satz 2.13 Unter V.1 gilt fiir die Anzahl an Mutationen M einer zufillig gezogenen Sequenz
nach n PCR-Schritten:

()
(LG)™ (1+ AerG)"
m!(14+ \)»

P(M =m) = ES™ fir alle m € INg

, lii;iic ) -verteilte Zufallsgréfie sei.

(ii) Die erzeugende Funktion von M ist

wobei S eine B (n

fu(s) = (

1+ Nexp (uG(s — 1)))"
L+ '

Der Erwartungswert sowie die Varianz von M existieren und sind

nA VarM — nAuG

EM =
MO 1+ V)2

(LG +1+N).
(i13) Fir alle z € R gilt:

— z 2
lim P (1 4+ V)M = nhpG <z|= / ! e 2ds
n—00 VRAUG (UG + 1+ A) —oo V2T

(iv) Die Mutationsrate und die Linge des Targets seien von n abhdngig, bezeichnet mit
bzw. Gy, und zwar derart, dass limy,_,o nu, Gy, = v fiir ein v € R. Dann gilt

lim P(M =m) = Poi <1)\_:)\> ({m}) fir alle m € No.

n—oo

BEWEIS:
(i) Da die Anzahl der Mutationen M von Sequenzen der k-ten Generation Poi(kuG)-
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verteilt und K nach Voraussetzung B <n, ﬁ)—verteﬂt ist, gilt fiir jedes m € Ny

P(M=m) = f:P(M:m,K:k‘)
k=0

= Zn:P(M:m]KZk)P(K:k)

k=0
_ Zn e—imc(kMG)m <”> AR
| n
— m! k) (1+ M)
(HO)™ = (1Y (yonGyk g (L ATHE)"
= 7 Ne HG\Fpm AT )
m!(1+ A)» kZ:O k (Ae™) (1 + NeHG)™
n _ k n—k
(uG)™ —uC\T n e HG 1
s R A— 1 1% m
m!(1+ A)" (1+2e7) Zk k) \1+ Xe HG 1+ \e HG
k=0 N———
—1— Ae—HG
1+ Ae—1G
(nG)™ —puG\™ -
= ————— (1+Xe™# kK"P(S =k
ml(14+ )" (1+2e7%) kzzo (§=F)
_ (IU’G)m —uG\™ m
oml(1+ M) (1+)\6 ) ES

wobei S ~ B (n, %) sei. Dies ist die Behauptung.

(ii) Wie in Kapitel 2.1 bemerkt, lasst sich M als Summe Zfil X; mit untereinander und
von K stochastisch unabhéngigen, identisch Poi(uG)-verteilten Zufallsgrofen X; fiir alle
it =1,2,... darstellen. Seien fys, fx und fx, die zu M, K bzw. X; gehorenden erzeugen-
den Funktionen, dann gilt

fu(s) = EsM = Eszfilxi = EZ (]I{K:H}) s2i=1Xi
k=0

n
— EH{K:H} ES i=1 X
z : S
rx=0 —EsX1Es¥X2.. EsXn=(Es%1)" da X; iid

= Jr (fx:(9))
Da K ~ B (n, 1%\) und X ~ Poi(uG), folgen (nach Satz 26.3 und Satz 29.2 in |3])

1+ As
1+ A

fr(s) = <

Daraus ergibt sich

)” und fx, (s) = exp (uG(s — 1))

Farls) = <1+Aex;1):/ff(s— 1))> .

Nach dem Eindeutigkeitssatz und dem Multiplikationssatz fiir erzeugende Funktionen (z.B.
zu finden in [12], Chapter 4, Theorem 7.1 und Theorem 7.2) ist M genauso verteilt wie die

Summe stochastisch unabhéngiger, identisch verteilter Zufallsgrofen Y7, Ys, ..., Y,. Diese
Yi,i=1,...,n, besitzen die erzeugende Funktion fy,(s) = % und damit die
gemischte Verteilung PY' = 1%\50 + li‘/\Poi(uG). Da

G
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und
2 MG (pG +1+X)

VarY, = f{%(l) + f{/l(l) - (f)lfl(l» (14 A)2 ’

ergeben sich mit der Unabhéngigkeit, also insbesondere der Unkorreliertheit, sowie der
identischen Verteilung der Y7,Ys,..., Y,

n

EM = uG
HET0N

und

VarM = nAG

m(uG—i—l—i-/\).

Damit ist (ii) bewiesen .

(iii) M lasst sich, wie im Beweis zu (ii) beschrieben, als Summe stochastisch unabhéngiger,
identisch verteilter Zufallsgrofen Y7, Ys, ..., Y, schreiben, deren Erwartungswert und Va-
rianz, wie oben errechnet, existieren. Dies impliziert nach dem Satz von Lindeberg (siehe
[3] Satz 37.5)
n
MZEM 2o Wi BV a4 gy (2.12)
Warll — \/Var (5 Vi — BY))

da eine unabhéngige Folge identisch verteilter Zufallsgrofsen mit Erwartungswert O und po-
sitiver, endlicher Varianz die Lindebergbedingung erfiillt und somit dem zentralen Grenz-
wertsatz gentigt. Die Aussage (2.12) entspricht der Behauptung.

(iv) Auf Grund des Stetigkeitssatzes fiir erzeugende Funktionen (siehe |3| Kapitel 45) ist
zum Beweis dieser Aussage der Grenzwert der erzeugenden Funktion fjs(s) zu bestimmen.

_ 1+)\exp(lu,nGn(S_1)) n

fu(s) = ( a6 )
) (1 | T (e (unGn(s — 1)) = 1>>n

e &P (1 n )\I/(S — 1)) (2.13)

Der Grenziibergang ist richtig, denn wegen der Voraussetzung lim,, o, nu,G, = v folgt:

00 Nk
n(exp (unGn(s—1))—=1) = n (Z (’M"Gngj Dl 1>

k=0
0 nGn -1 k—1
= nupGp(s —1) + nunGp(s — 1) Z (s (Sk‘ )
k=2 '
— 7 0

n—oo

— v(s—1)
n—oo

Die Grenzfunktion in Gleichung (2.13) ist die erzeugende Funktion einer Poi (1%\”>_

Verteilung und daraus folgt die Behauptung. O
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Bemerkung 2.14
(a) Die erwartete Anzahl an Mutationen M einer zufillig gezogenen Sequenz entspricht der
intuitiven Vermutung. EM ist ndmlich das Produkt des Erwartungswertes einer Poi(uG)-

verteilten Zufallsgrofse und des Erwartungswertes einer B <n, ﬁ)—verteilten Zufallsgrofe.

(b) Obgleich die Voraussetzungen an p und G in Satz 2.13 (iv) chemisch nicht sinnvoll sind,
kann diese Aussage zur approximativen Berechnung der Wahrscheinlichkeit von m Mutatio-
nen in einer zufillig gezogenen Sequenz herangezogen werden. Wie bei der Approximation
einer Binomialverteilung durch eine Normalverteilung bzw. durch eine Poisson-Verteilung,
liefert die Verwendung der Normalapproximation in Satz 2.13 (iii) bessere Resultate, wenn
nuG grof ist und die Verwendung der Poisson-Approximation in (iv), wenn nuG klein
ist. Sun zeigt in einem Vergleich der exakten und der angendherten Wahrscheinlichkeiten
fiir das Vorkommen von 0,1,2 sowie mehr als 2 Mutationen in einer zuféillig ausgewahlten
Sequenz nach 20 bzw. 50 Zyklen, dass in diesen Féllen die Poisson-Approximation deutlich
bessere Werte liefert als die Normalapproximation (siche [27]).

(c) Unter Zuhilfenahme der Verteilungen P; kénnen die Aussagen in Satz 2.13 ohne Vor-
aussetzung V.1 als Grenzwertsitze formuliert werden. Dann lautet z.B. Aussage (i):

im Py(M = m) = (G)™ (14 Ae~rG)"

RES\E ES™ fir alle m € INg
j—00 m:

Dies gilt, da die Generationsnummer K einer zuféllig gezogenen Sequenz asymptotisch

B (n, ﬁ)—verteilt ist.
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2.3. Ein Schatzer der Mutationsrate

Wird eine n-stufige Polymerase-Kettenreaktion durchgefiihrt, ist vor dieser Reaktion im
Allgemeinen nicht bekannt, wie hoch die Mutationsrate ist. Es ist aber von aufierordent-
lichem Interesse, diese anndhernd genau zu bestimmen. In der Aufklarung der in der Ein-
leitung beschriebenen Straftat sollte kein Unschuldiger verurteilt werden, nur weil zufallig
wahrend der PCR Mutationen aufgetreten sind. Das Schétzen der Mutationsrate wird
jedoch dadurch erschwert, dass bei einer zuféllig ausgewahlten Sequenz nicht bekannt ist,
welcher Generation sie entstammt, d.h. wie oft die Ursprungssequenz amplifiziert wurde,
um zu der vorliegenden Sequenz zu gelangen. Mit Blick auf Lemma 2.8 ist die Wahr-
scheinlichkeit einer hohen Anzahl an Mutationen in einer Sequenz umso gréfer, je mehr
Vorfahren sie hat. Das nachfolgende Kapitel entwickelt einen geeigneten Schétzer fiir die
Mutationsrate p und analysiert dessen Varianz, um ein Giitekriterium fiir den Schétzer zu
erhalten.

In diesem Kapitel wird streng zwischen Erwartungswert, Varianz und Kovarianz unter den
verschiedenen Verteilungen P; unterschieden und diese werden mit E;, Var; bzw. Cov;
notiert.

Nach n PCR-Zyklen werden zufillig s Sequenzen Ay,..., As € Z, mit Zuriicklegen gezo-
gen. Es handelt sich also um Z,-wertige, Laplace-verteilte Zufallsvektoren. Dann sind die
Zufallsgrofen M(Aq),..., M(Ay), die die Anzahl an Mutationen der Sequenzen Aq, ..., A
angeben, identisch verteilt. Die erwartete Anzahl aller Mutationen ist unter Voraussetzung
V.1 mit Satz 2.13 (ii)

n

E (Z M(Ai)> = sEM (A1) = suG Y
=1

Wie man leicht nachrechnet, ist dann

o ~ (1"‘)\) Zf: m;
fi: Ny — [0,00), A ((ma,...,ms)) = v

(2.14)

ein erwartungstreuer Schétzer fiir . Es handelt sich um den Momentenmethode-Schétzer
(siche dazu auch [1] Definition 6.1).

Fiir die Berechnung der Varianz von p betrachtet man zuerst die Varianz der Summe
der M(A;) und erhélt auf Grund ihrer identischen Verteilung fiir jede Anfangsverteilung
P;:

VCL?“J' (Z M(A») = Z V(L’I"jM(Ai) + 2 Z CO’Uj (M(Az)7 M(Ak:))
=1 =1

1<i<k<s

= sVarjM(Al) +2(;>CO’UJ' (M(Al),M(AQ)) (215)

Die in (2.15) vorkommenden Terme Var;M (A1) und Cov; (M (A1), M(Az)) werden nun ge-
trennt voneinander untersucht. Den Anfang macht die Kovarianz von M (A1) und M (As).
Doch zuvor muss noch ein wichtiges Hilfsmittel bereitgestellt werden. Definition 2.6 klart
den Begriff der Vorfahren einer Sequenz. Im Laufe der PCR dient jede Sequenz als Matrize
fiir weitere Kopien, so dass sich am FEnde der Reaktion Sequenzen in der Reaktionslésung
befinden, die von einer Sequenz hoherer Generationsnummer abstammen. Dies fiithrt zu
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Definition 2.15 Die Sequenzen o und (8 entstammen einer n-stufigen PCR mit Zy Start-
molekiilen, d.h. a, 8 € Z,. Ist v € Z, eine weitere Sequenz, die sowohl Vorfahr von « als
auch von (3 ist, heilkt v gemeinsamer Vorfahr von o und 3.

Gibt es keinen weiteren gemeinsamen Vorfahren vor «y, so heifit dieser letzter gemeinsamer
Vorfahr von o und (8, kurz MRCA vom englischen ,most recent common ancestor®. Man
schreibt dann

MRCA(a, B) = 7.

Stammen « und (8 von verschiedenen Urahnen ab, so wird ihr MRCA definiert als

MRCA(a, 8) := (0,0).
Nun kann die Varianz zweier zuféllig gezogener Sequenzen berechnet werden:

Lemma 2.16 Gegeben seien eine n-stufige PCR, zwei Z,-wertige, Laplace-verteilte Zu-
fallsvektoren A, B und I' := MRCA(A, B). Dann gilt fir jede Anfangsverteilung Pj:

Cov;(M(A), M(B)) = nGE;g(T) + (nG)*Covj(g(A), g(B))

BEWEIS: Betrachtet wird nur der Fall eines Urahns, also j = 1 (siehe Lemma 2.3).
Nach A.1 (ii) gilt:

Cov(M(A),M(B)) = E(Cov(M(A),M(B)|A,B,T))
+Cov(E[M(A)|A, B,T), E[M(B)|A, B,T))

Wir berechnen nun die Terme auf der rechten Seite. Dazu seien M(I'A), M(T'B) die
Anzahl von Mutationen, die sich zwischen I"' und A bzw. B ereignet haben. Nach den
zur PCR gemachten Voraussetzungen sind M ('), M(I'A), M(I'B) bedingt unter A, B,T’
stochastisch unabhéngig und es gilt fir X € {A, B,I'}

E(M(X) | A, B,T) = (X)uG. (2.16)
Daraus folgt

COU(E[M(A)\A,B,F],E[M(B)]A,B,F]) = Cov(g(A)uG, g(B)uQ)
= (pG)*Cov(g(A),g(B)).  (2.17)

Wegen der bedingten stochastischen Unabhéngigkeit von M (I'A), M (I'B) und M (I") sowie
Gleichung (2.16) gilt weiter:

ECov(M(A), M(B)|A,B,T) = ECou[M(T)+ M(TA), M(T)+ M(T'B)|A, B,T]
ECov[M(T'), M(T')|A, B,T]
EVar[M(T)|A, B,T]
) —
) —

VarM(T) — Var(E[M(T]|A, B,T))
= VarM(T) — (uG)*Var g(T) (2.18)

Die vorletzte Gleichheit gilt wegen der bedingten Varianz-Formel in A.1 (i). Um den
letzten Term weiter umformen zu kénnen, muss die Varianz von M (I') untersucht werden.
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Wegen Lemma 2.8 und der sich daran anschliefenden Bemerkung ist M (") ~ ffl) X; mit
stochastisch unabhéngigen, identisch Poi(uG)-verteilten Zufallsgrofen X;. Daraus folgt:

9
VarM(T') = Var ZXi
i=1

g\ ? g\ 2
= F ZX — EZXi
=1
g(T) 2 )
- E X;| - (EgMEX
Z (Eg(T)EX1)

=:(

n K 2
= Ezﬂ{gm—n}(ZXi) - ¢
r=1 i=1
n K 2
= ) E ﬂ{gmn}(ZXi) -¢
k=1 =1
n K 2
- ZEIL{Q(F),{}E(Z)Q) -
k=1 =1
— ZEn{g V=) E ZX2+2 Y oxx; | -¢

1<i<j<k

= ZE]I{Q(F)=H} (REX% + 2(;) EX1X2> — Cz
k=1

= EX{Y kP(g(T) = k) + (EX1)* Y k(k—1)P(9(T) = k) = ¢*

k=1 k=1
= EX{Eg(T)+ (EX))’ Eg(T)* — (EX1)* Eg(T) — (Eg(T)EX,)?
= Eg(T) (BEXT — (EX1)*) + (BEX1)? (Eg(T)* — (Eg(I))?)
= Eg(T)VarX, + (EX1)*Var g(I)
= pGEg(T) + (uG)*Var g(T) (2.19)

Aus den Gleichungen (2.17), (2.18) und (2.19) ergibt sich mit der Formel fiir die bedingte
Kovarianz:

Cov(M(A),M(B)) = ECov[M(A),M(B)|A,B,T)|
+Cov(E[M(A)|A, B,T], E[]M(B)|A, B,T)
nGEg(T) + (uG)*Cov(g(A), g(B))

Dies ist die Behauptung. O

Der Weg zur Kovarianz von M(A) und M (B) fiithrt also iiber den Erwartungswert von
g(I") und die Kovarianz von g(A) und g(B). Diese werden in den nachfolgenden Lemmata
bestimmt. Doch vorerst muss geklédrt werden, wie groft die erwartete Anzahl von Paaren
mit einem MRCA der Generation k nach n PCR-Zyklen ist.
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o o 3 & fi+

X
A
X
A

Abbildung 2.2.: Mogliche Nachkommen der Sequenzen o und (3

Lemma 2.17 Gegeben sei eine n-stufige PCR, n > 1, mit einem Urahn und fir k € Ny
set

Cn(k) .= El{{e, B} : a,B € Zy, a # 3, g(MRCA(a, B)) = Kk} .

Cn(k) ist also die erwartete Anzahl von Paaren mit einem MRCA der Generation k nach n
PCR-Zyklen, wobei die Sequenzen des Paares unterschiedlich sind und die Zugreihenfolge
nicht beriicksichtigt wird. Dann gilt:

()
Cn+1(k’) = (1 + A)an(k‘) + <Z> )\k+1

wobei Cy (k) =0 fir alle k > n.
(ii) Die erzeugende Funktion von (Cn(k))sq, definiert durch pc, (s) = Z;(l) Cp(k)s® ist

n 2n
oo () = /\(1 + As)" — (1 + /\)2 .
(14 As) —(1+ )
BEWEIS:

(i) Fiir ein Sequenzpaar mit einem MRCA der k-ten Generation nach (n+ 1) PCR-Zyklen
gibt es zwei Moglichkeiten, wie dieses Paar im (n + 1)-ten Schritt entstanden ist:

1. Fall: Bei dem Paar handelt es sich um eine Sequenz der k-ten Generation und ihre
im (n+1)-ten Schritt entstandene Kopie. Es gibt X}' Sequenzen aus denen ein solches

Paar entstehen kann. Die (zufillige) Anzahl solcher Paare ist also eine Summe ZJX:’ZLI I;
mit (auch von X}') stochastisch unabhéngigen, identisch B(1, A)-verteilten I;, j > 1. Die
erwartete Anzahl dieser Paare ist dann

X}
BES 1, = BExpEL 2 (Z) AR ) = <Z> A1

J=1

2. Fall: Die beiden Sequenzen haben im n-ten PCR-Zyklus verschiedene Vorfahren o und
(3. Abbildung 2.2 zeigt diese Situation, wobei o und 3’ die Nachkommen von a bzw. 3
seien, die jeweils mit der Wahrscheinlichkeit A\ entstehen. Es gibt dann vier mogliche Paare
im (n + 1)-ten Zyklus.

Bei dem Paar handelt es sich um «, 8. Die erwartete Anzahl solcher Paare ist C, (k).

Das Paar ist o, 3, die erwartete Anzahl dieser Paare ist A\Cy, (k).
e Das Paar besteht aus «, ', fiir diese Kombination werden \C),(k) Paare erwartet.

Es liegt das Paar o/, 8/ vor; die erwartete Anzahl hiervon ist A\2C,, (k).
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Zahlt man alle Mo6glichkeiten zusammen, erhalt man

n

Cn1(k) = (k> AL (142X + X)) C (k) = <

Z) AR (14 N)2C, (k)

also (i).

(ii) Es sei ¢c, (s) die wie oben definierte erzeugende Funktion von C,(k), k € INg. Da
im n-ten PCR-Schritt héchstens eine Sequenz der Generation n entstehen kann, gibt es
nach n Zyklen kein Paar mit einem MRCA der Generation n, d.h. C,(n) = 0. Dann gilt
mit (i):

n

POuin(s) = D Copa(k)s*
k=0

-y <(1 )20, (k) + <Z> )\k“) sk

k=0

= (14?2 i C(k)s® + ) (Z) (As)*

k=0 k=0
= (1+ )\)2@(;”(8) + A1+ As)"

In die letzte Gleichung gehen die Definition der erzeugenden Funktion und der binomische
Lehrsatz ein. Nun folgt eine Induktion iiber n. Der Fall n = 1 ist schnell erledigt. Die
erwartete Anzahl an Paaren mit einem MRCA der O-ten Generation ist dann gleich A, d.h.
wcy (s) = C1(0) = A. Gleichzeitig ist )\% = A. Gelte nun die Behauptung fiir
beliebiges aber festes n. Dann folgt:

o (8) = (1+XN)20c,(s) + A1+ As)"
LV. o (14 As)" — (14 N)2" .
(14 X)X ESSEESE + A(1+ As)
_ A ENPA 29T = (AP0 4 (14 As)" ((L+As) — (14 4)°)
N (14 Xs) — (14 X)2
)\(1 + As)" L — (14 )2+l
(I+As)— (14+X)?
Dies impliziert die Behauptung (ii). O

Das néchste Lemma erldutert das Verhalten der erwarteten Generation des MRCA eines
zuféllig gezogenen Paares fiir eine grofse Anzahl an Startmolekiilen j = Zy. Danach stammt
der MRCA zweier zufillig gezogener PCR-Produkte fiir j — oo aus der 0-ten Generation.

Lemma 2.18 Gegeben sei eine PCR und fir n > 1 sei A, := g(MRCA(A, B)), wo-
bei A, B zwei Z,-wertige, Laplace-verteilte Zufallsgrofen seien. A, bezeichnet also die

Generationsnummer des MRCA eines zufdillig mit Zuricklegen gezogenen Paares nach n
PCR-Zyklen. Dann gilt fir alle n € IN:

L 2 2+nA1—-N)
lim jE;A, = -
P 1+M02 (1t



20 2. DIE POLYMERASE-KETTENREAKTION ALS GALTON-WATSON-PROZESS

BEWEIS: Zuerst betrachten wir die PCR mit einem Urahn. C} (k) sei die Anzahl
der erwarteten Paare mit einem MRCA der k-ten Generation, wobei die Zugreihenfolge
berticksichtigt und mit Zuriicklegen gezogen wird, also

Cu(k) == El{(e, B) € Zn x 25 : g(MRCA(a, 3)) = k}| .

Nach Lemma 2.11 gibt es (Z) ¥ erwartete gleiche Paare mit einem MRCA der Generation
k, daher folgt

C* (k) = 20, (k) + (Z) AR (2.20)

Nun sei die Anzahl an Startmolekiilen Zy = j € IN beliebig. Y;*(i), 1 <1 < j, bezeichne
die Anzahl aller Paare aus Z,, x Z,, mit einem MRCA der k-ten Generation und demsel-
ben Urahn (0,7). Wie immer sei Z, (i) die Anzahl der Sequenzen mit dem Urahn (0,7)
nach n PCR-Schritten. Fiir die bedingte Verteilung der Generationsnummer A,, gegeben
(Yk"(z'))KKj , (Zn(i))1<i<; erhélt man fiir alle 1 <k < n:

P; (f_ln =k [ (YV'(1)1<i<j (Zn(i))1§i§j> = M fs.
i=14nl\l

Also gilt fiir alle 1 < k < n:

fs. (2.21)

Da die Y}*(i), 1 < i < j stochastisch unabhéngig und identisch verteilt sind mit EY;*(1) =
Cr (k) (siehe oben), gilt das starke Gesetz der grofien Zahlen fiir die Summenfolge der Y, ()
vermoge des Satzes von Etemadi (siehe [3] Satz 35.4). Somit erhélt man:

< Iy 2
lim jPj(A, =k) "2V lim B, | 2=tk (1) j

(i i (Tl z0)
Yy (1)

(EZ,(1))?
Calk)

(14 A)2m

(2.22)

Da > p_ k()M = nA St (".H)AF~! und die erste Ableitung der in Lemma 2.17 (i)
eingefiihrten erzeugenden Funktion die Gestalt ¢f (s) = WL RC, (k)P fir no> 1



2.3. EIN SCHATZER DER MUTATIONSRATE 21

sowie g, (s) = 0 besitzt, gilt:

lim jE;A, = hm]ZkP A, =k)

J—00 Jj—0o0

= Zk:hij(An_k:)
k=1 7T

(2.22) C (k)
B kzl g (1+X)2

= ml/\)zn (206, (1) + nA(L+XN)")

2 24 nA(1-X)
1+M2  (1+A)n+2

Die letzte Gleichheit ergibt sich durch

e, (1) = (=D + 0" =n(l+ )"+ 1+ 1)
Einsetzen und Auflosen liefert die gewiinschte Gleichung. O

Die gemeinsame Verteilung der Generationsnummer g(A) und g(B) der Z,-wertigen und
Laplace-verteilten Zufallsvektoren A, B ldsst sich dhnlich wie Gleichung (2.21) tiber die
bedingte Verteilung bestimmen und man erhélt:

X X[

P(g(4) =k, g(B) =1)= B~

Da g(A) und g(B) identisch verteilt sind, ergibt sich fiir die Kovarianz von g(A) und g(B)
unter jeder Anfangsverteilung P;:

Cov; (a(A), 9(B)) = ]Zz’“leXl - Jz’“XkE leﬁ
=0

k=0 =0
2
k:lX X kX
s (Ejz )
k=0 =0 k=0 ~"
kXD " xp )
k=0 " k=0 "
" kXD
= Varj< Zk> (2.23)
k=0 "
Weiter seien fiir 1 <14 < j
n
T, ::Zk‘X,? und T, ( Zk?Xk:
k=0

also T,, = Zgzl T, (i). Somit ldsst sich (2.23) schreiben als

§N|‘:’ﬂ|

Cou; (9(A), ¢(B)) = Var, (?) = Var; <

n

) (2.24)
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mit T}, := 1. f \T,(i) und Z,, = l le n(7). Also lasst sich das Grenzverhalten von

Cov; (g(A), g(B)) auf dasjenige von Var; (Z") zuriickfithren. Zu dessen Bestimmung ist

folgendes technische Hilfslemma vonnéten.

Lemma 2.19 FEs sei ((Xi,Yi)t)Dl eine Folge von stochastisch unabhdngigen, identisch

2
verteilten Zufallsvektoren mit Erwartungswert (£,v)t und Kovarianzmatriz (p:ll@ P 001202) .
2

Ferner seien_fu'r alle 1 > 1 die Y;_z c > 0, damit v # 0, und die X; beschrinkt durch
a€R. Mit X =157 X; undY := LYY, gilt dann
(i)

: X &) _ €&, 1
™ (Ey ) U> T3 Ehne
(i)
X 1, 2 e,
n}l_r}réo mVar? 201~ 3P0102 + 102

BEWEIS:
(i) Mit dem Satz von Taylor (siehe [14] Satz 61.1) ergibt sich:

X 1 1 - _ 2 _ _ 3
EyzEX<EY (E?)Z(Y—EYHW(Y—EY)? 'T4(Y EY))

wobei T zwischen Y und EY liegt. Da EX = L3 EX; =¢und EY = L 3" EY; =
v, gilt weiter

Y Y (Y _ \/ Y (V v\ 2 Y (\V _ v \3
. (E)_( - 5) _ EX(Y-EY)  EX(Y-EY) _mEX(E;T4EY)

Y w V2 v3

Die in dieser Gleichung auftauchenden Terme werden nun ndher betrachtet:

mEX(Y —EY) = m(EXY — EXEY)
= mCov (X', 37)

1 — R
= mCov EZ Ez::

_ ;(ZCOU(XZ',YZ‘))
=1
= Cov (X1, Y1)

= po102

wobei die Unabhéngigkeit und somit die Unkorreliertheit der X;, Y; fiir ¢ # j ausge-
nutzt wurde. Fir die Untersuchung des nachsten Terms ist zu bemerken, dass durch die
Beschranktheit der X; fiir alle ¢ > 1 auch X durch a beschrinkt ist. AuRerdem gilt
E(Y —EY)? =Vary = %VarYl. Damit lasst sich der Satz von der majorisierten Kon-
vergenz (siche [3] Satz 9.9 (c)) anwenden. Desweiteren impliziert der Satz von Etemadi
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(siehe [3] Satz 35.4), dass lim,, .o, X = EX; f.s. Also folgt

lim mEX(Y — EY)? E lim Xm(Y — EY)?
m—00 m—00

= EX|F lim m(Y — EY)?

m—00

= EX; lim mE(Y — EY)?
m—0o0

== EX1VCL7“Y1

= &o3

Die gleiche Vorgehensweise liefert lim,,, oo mEY (Y —EY)? = vVarY;. Day; fiir allei > 1
nach unten durch ¢ beschrankt ist, gilt dies auch fiir Y. Man erhélt also

EX(Y - EY)3
el S <
271 =
- %mE(Y _EY)(Y - EY)?
C

a Y. o\ 3

= o (EY(Y - BV~ E(EY(Y - EY)?)

C

= % (mEY (Y — EY)? — vVarYy)
c

Insgesamt folgt ~
X ¢ & 5 1
m E?—E m 50'2 _EPUIUQ

(ii) Auch diesen Teil erledigt eine Taylor-Entwicklung. Es gilt

3

1 _ 2 _ _ _
W(Y —EY)? - W(Y - EY)3> ,

Var£ =VarX L ——= Y —EY) +
% EY ~ (EY)?

mit einer Zwischenstelle T € (Y A EY,Y V EY). Man erhilt also
X X X(Y — EY)

X(Y — EY)?
mVar? = mVarﬁ + mVarW g

+mVar (EY)3
mit
I'n = Cov
I's, = Cov
I's = Cov

I'y = Cov

- X(Y —EY) X(V-EV)

s = Cool=" e~ o )

X(Y -EY)? X(Y-EY)?
(EY)3 7 274 > '
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Das Grenzverhalten der auftretenden Terme wird nun getrennt voneinander untersucht.

Fiir die Berechnung des Grenzwertes des nichsten Terms benotigt man &hnlich wie in (i)
den Satz von der monotonen Konvergenz.

nm7mmf“h£§?7 = i m (BXAY - BYY — (BX(Y — EV))°)
= i<§2 lim mVarY — lim m( COU(X 17) )2)
’U4 m—00 m—oo N ) ,
=Varyy :%COU(XLYM
62

Da X nach oben durch a beschriinkt ist, verschwindet auch der dritte Term, wie folgende
Abschétzung zeigt.
X(Y - BEV)? o N o

<

mVaTW S U6

m—00

Wobei fiir den letzten Grenziibergang der Satz von der monotonen Konvergenz und die
Tatsache, dass mE(Y — EY)? = %VarYl gilt, benutzt werden. Ganz &hnlich lasst sich

auch der vierte Term abschétzen:

mVaTW < z;mVar(Y — EY)?
2
- %ﬂwEW_EﬂwwE&_Ewﬂﬁ
CL2 — — _ _ _ _
- 408( E(Y —EY)(Y —EY)' - %(mE(Y — EY)? )2>

— 0
m— oo

Nun muss nur noch m Z?:l I'; genauer betrachtet werden. In den Kovarianztermen I's, I's
und I'g taucht die Zwischenstelle T auf. Sie lassen sich dhnlich wie die Varianz abschétzen
und verschwinden durch den Grenziibergang m — oo. Fiir die anderen drei Terme ergibt
sich mit dem Satz von der monotonen Konvergenz:

3 7 o2 o
m(L+T2+Ty) =  “3VarX — —2Cov (X, XY) + —7Cov (X, XV?)

2m e o m o
+— 7 Cov (XY, XY) — = Cov (XY, XY?)

2 2 1
7 + > — ?EchOQ}(Xl,Yl)
v

m—oo V2 V2 L2 L2

— VarXy ( 3

= —3pP0102
v
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Insgesamt folgt die Behauptung. O

Um dieses Lemma anwenden zu konnen, miissen nun die geforderten Grofen berechnet
werden. Dies erledigt das folgende Lemma.

Lemma 2.20 Gegeben sei eine n-stufige PCR, n > 1, mit einem Startmolekiil (Zy = 1).
Unter den iblichen Bezeichnungen und Ry, ==Y }_, kQX,? gelten:

i) VarZ, = (1 - M) ) )

i) Cov(Zn, Tp) = (1= N)(1+ A" 2(nA+1)((1+/\) 1)

iii) VarT, = (1 = N)(1+N)"3[(1+X)" ((nA)? + 2nX + 2) — nA(nA + 3) — 2]
iv) Cov(Ry, Zy) = (1= A1+ X" ((nA)? + (Bn — DA+ 1) (1 +A)" — 1)

1+ L1+ A" - 1)

BEWEIS:
(i) Diese Formel ist ein Standardergebnis der Verzweigungsprozesstheorie und anwendbar,
da (Zn),,>( ein Galton-Watson-Prozess mit £Z; = 1+ A und VarZ; = A(1 — A) ist (siehe
[5] Kapitel 1, Abschnitt 2).

(ii) Zum Beweis dieses Ergebnisses miissen wir zuerst den Erwartungswert EZ, 17,41
errechnen, indem wir unter dem Verhalten des Startmolekiils bedingen. Dabei gibt es zwei
Fille:

1. Fall: Mit der Wahrscheinlichkeit 1 — A wird das Startmolekiil nicht reproduziert. Dann
gibt es nach einem PCR-Zyklus nur das eine Startmolekiil, so dass man den zweiten Zyklus
als Startpunkt ansehen kann. Die diesem Zyklus korrespondierenden Zufallsgrofen fiir die
Gesamtanzahl aller Sequenzen und 7T,, nach n Zyklen - gezdhlt vom neuen Startpunkt -
bezeichne man mit Z und T)¢. Offensichtlich sind (Z,,,T},) und (Z;,T) identisch verteilt.
2. Fall: Das Startmolekiil wird im ersten Zyklus dupliziert. Dies geschieht mit einer Wahr-
scheinlichkeit von A. Nach dem ersten Zyklus existieren dann eine Sequenz der ersten und
eine der nullten Generation. Die Sequenz der nullten Generation lasst sich wie im ersten
Fall als Ausgangspunkt einer neuen PCR ansehen, deren korrespondierende Zufallsgréfen
mit Z7(10) bzw. TT(LO) gekennzeichnet werden. Auch die Sequenz der ersten Generation bildet
den Ausgangspunkt einer neuen PCR. Es sei X,? die Anzahl der Sequenzen der k-ten Gene-
ration nach n PCR-Zyklen, mit der im ersten Schritt entstandene Sequenz als ,,Urahnen®,

S k&P wnd 200 =3 X
k=0 k=0

Um die tatsdchliche Generationsnummer zu erhalten, muss in diesem Fall aber noch 1
hinzuaddiert werden und man erhélt fiir die korrespondierende Zufallsgrofe

En:ksﬂxk_ZkaJrZXn TV + z.
k=0 k=0 k=0

Also gilt fiir den zweiten Fall:

sowie

Tpi1 =T +TW + 20 und Z,py = 20 + ZzO

n

In dem beschriebenen Modell sind (Z. ,(1),T (0)) und (Z, ﬁ),T(l)) stochastisch unabhéngig
und genauso verteilt wie (Z,,T},).
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Der Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit (siehe 25| Satz 4.4) liefert unter Berticksich-
tigung der vorangegangenen Uberlegungen:

EZniiTosr = (1— NEZ'T: +\E (Z,@ + Z,€}>> (T,Sf’) + T 4 Z}H)
—_——

1. Fall

2. Fall
— (1= NEZ.Ty + )\(EZ,SO)T,SLO) + EZOTW 4+ BZO Z(

+EZMWTO + EZ(OTV + EZS>Z§LI)>
= (1+NEZ,T,, + 2\EZ,ET, + A\ (EZ,)? + \EZ? (2.25)

Nach Lemma 2.10 gilt EZ,, = (14 X\)". Weiter errechnet man:

ET, = EY kX}
k=0
= Y EEX}
k=0
2.10) ~— [N
= k k
>k
k=0
" /n—1
= n\ Aet
" ; (k - 1)

= nA(1+AN)"! (2.26)

Und fiir den Erwartungswert des Quadrates der Gesamtzahl nach n PCR-Zyklen ergibt
sich:

EZ} = VarZ,+ (EZ,)*

PV e (R VeV RN

= @T+N"H@A=-NA+N" = (1=N)+ (1+1"
= A+ +N"=(1-N)

So erhélt man dann in Gleichung (2.25):

EZpiTh1 = (14+NEZ,Ty+2\EZ,ET, + \(EZ,)* + \EZ?2
= (1+NEZ,T,
F2nA2 1+ NP AL+ NP AN AN = (1 =)
= (1+\NEZ,T,
FAL+ A" (20AL + A"+ (1 + AT 21+ A)" = (1 - )
= (1+NEZ, T, + X1+ N)" A2 +1) +3)(1+1)" = (1-))]
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Damit lasst sich eine Rekursionsformel fiir die Kovarianz von Z,,;1 und T,, 41 errechnen:

Cov(Zni1,Tny1) = EZni1Tpy1 — EZp 1 BTy

= (14+NEZ, T, + X1+XN" 1 A2n+1)+3) 1+ 1" = (1 -]
—(1+ X"+ DXL+ A"

= (14+NEZ, T, + X1+ N1 2n 4+ 1) + 301 + 1) !
A+ = A) = (TN 4+ 1)A

= (14+NEZ, T, + X1+ N 12n+1) = A1 +N)" 11 =N\
FAL+ ) (3= (1+ A2 (n+1))

= (14+NEZ, T, + X1+ N1 2n4+1) = XA +N)"H1 =)\
FAL+ )P (2= n—2nA — nA? =24 — A?)

= (14+NEZ, T, + X1+ N1 2n+1) = A1+ N1 =N
FAL+ NP2 = A = A2 =20 = A?) — (1 + )]

= (1+NEZ, T, —n(14+ A1+ N> A1+ X" 11 - N)

=(14+\)EZ,ETy,
FAL+ NI ACR + 1) + 2 —nd —nA? =23 =A%)
—(1=A)((n+1)A+2)
= (1+NCov(Zy,T,) + (1= NA1+ N L
T+ DA +2) (1 + 1" —1] (2.27)

Den Rest erledigt man induktiv. Sei dazu zuerst n = 1. Da 71 = X{, also nur die Werte 0
und 1 mit den Wahrscheinlichkeiten P(T} = 1) = A = 1 — P(T} = 0) annehmen kann, und
P(Z1=2)=X=1-P(Z, =1) gilt, folgt fiir die Kovarianz von Z; und T}

Cov(Zy,Ty) = EZ\Ty — EZ\ETy =2\ — (1 + M)A =X — )%
Die in (ii) auftauchende Formel fiir die Kovarianz liefert
T=NA+N)'"2A+DA+A =D =1 -NA=X1-\°
also Ubereinstimmung. Gegeben sei nun die Behauptung fiir beliebiges aber festes n, dann
gilt:

Cov(Zps1, Tos1) 27 (14 NCo(Zn, T) + (1 — MA(L + A1

J((n+DA+2) (1 + A" —1]
(T=XN1+ 02X+ 1) (L+A)" = 1)
1 =DAT+N)" T (n+ 1) +A+2) (1 + )" —1]
Q=N+ [+ 1) (1 + )"~ 1)
FA(RA+A+2) (1 + )" = A]
= 1=+ 2[@A+ 1)1+ A" — (nA+1)
FAMA+ 1) (1 +A)™" + A1+ )" = A]
= A=A+ 2[EA 1) (T+ )1 +N) - 1)
A (140 —1)]
= A=A+ DA+1) (A + N 1)

1=

Daraus folgt die Behauptung.
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(iii) Mit derselben Idee wie in (i) ldsst sich fir die Varianz der Zufallsgrofe T, eine Rekur-
sionsformel angeben:

VarTper = (14+NVarT, + (1 — A1+ A)" 2
(41X (40 +3)A+4) (10" = (20 + 1A +3)]

Uber eine Induktion beweist man die angegebene Formel.

(iv) Das Bedingen unter dem Anfangsverhalten des Startmolekiils liefert die Rekursions-
formel:

Cov(Rps1,Znt1) = (1+X)Cov(Rn, Zyn)+ (1 — A1+ X)"2
T+ 122+ B5n+3)A+4) 1+ A" — ((2n+ 1)A +3)]

Eine Induktion liefert die Behauptung. O

Jetzt lasst sich das Grenzverhalten der Kovarianz der Generationsnummern zweier zufallig
gezogener Sequenzen fiir eine gegen oo strebende Anzahl von Startmolekiilen bestimmen.

Lemma 2.21 Gegeben seien eine n-stufige PCR und zwei Z,-wertige, Laplace-verteilte
Zufallsvektoren A, B. Dann gilt:

lim jCou; (9(A), 9(B)) = (11+_,\)\):3 (2 B m>

BeEwEIs: Die Folge ((T5(4), Zn(i))t)KKj
identisch verteilter Zufallsvektoren mit Erwartungswert (§,v)f = (nA(1+ X)"~1, (1 + )\)”)t
nach (2.9) und (2.26). Die Eintrége der Kovarianzmatrix (p:l%m P ‘;120 ?) sind in Lemma 2.20

2
(1), (ii), (iii) zu finden. Des Weiteren sind fiir alle ¢ > 1 die Z,,(¢) > 1, die T},(7) beschrankt
und EZ,(1) = (1 4+ A\)™ > 0. Das Hilfslemma 2.19 (ii) ldsst sich demnach anwenden und
man erhalt:

ist eine Folge stochastisch unabhéngiger,

o T, ‘7% 28 252
jlirgojVaer—n = 2 3Pooe + O3 d
(L= 1+ X" [(1+N)"((n\)? + 2nA +2) — nA(nA + 3) — 2]

(14 N)2n
n n—1
—m(l SN+ A2 (mA 4+ 1) (1+ A" — 1)

(nA1 + X" 1)?

+1 =N+ @+ =1)

(1+ A)in
= (11)\)}7\1% [((T+X0)"(n*A* +2pA + 2) — nA(RA + 3) — 2)
=2nA(nA+ 1) (1 +N)" —1)
+((L+ )" = 1)n?\?]
- (1‘1F>\))7\H3 [(1 +A)" (n2)\2 + 20\ 42 — 202 X2 — 2\ + n2)\2)

1222 — 3\ — 24 2n%)\% + 20\ — n2)\2]

= Gy (2 - gl&fn)
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Nach Gleichung (2.24) ist Cov; (g(A), g(B)) gleich Var] , also gilt die Behauptung. O

Dieses Ergebnis liefert zusammen mit den Lemmata 2.16 und 2.18 das Grenzverhalten der
Kovarianz der Mutationen zweier zufillig gezogener Sequenzen nach n PCR-Zyklen.

Um in Gleichung (2.15) die Varianz der Summe der Mutationen von s zufillig gezoge-
nen Sequenzen abschéitzen zu kénnen, muss nun die Varianz der Mutation einer Sequenz
betrachtet werden. Da M ~ Zfil X; mit - auch von K - stochastisch unabhéngigen,
identisch Poi(uG)-verteilten Zufallsgrofen X, folgt fiir die Varianz unter jeder Anfangs-
verteilung P;j:

K
Var;M = Var; Y X; = E;KVar;X, + Var;K(E;X1)?
=1
= uGE;K + (uG)*Var; K (2.28)

Das néchste Lemma gibt an, wie stark der Erwartungswert von K bzw. dessen Varianz
von der in der Voraussetzung V.1 geforderten B( n, 1 +>\> -Verteilung fiir eine gegen oo

strebende Anzahl an Urahnen abweicht.

Lemma 2.22 Gegeben sei eine n-stufige PCR. K bezeichne die Generationsnummer einer
zufillig gezogenen Sequenz. Dann gilt:
v A 1—A
n [e—

limjlEK———)=————= (1-(1+X\)™"

jilgoj<] 1+>\) o - aFNT)
(1)

A 1—)\)?

lim j (Vaij — n) = —% (1—14+x2"")

j—00 (1 + A)2 (1 + )\)
BEWEIS:
(i) Es sei Zy :j f.s. und j € IN beliebig. Gleichung (2.8) liefert:
Xy T kXD T, _Th j T,
k=0 Z Zn Z J Zi:o Zn (1) Z

Die T, (i) sowie die Z,(i), 1 < i < j, sind jeweils stochastisch unabhéngig und iden-
tisch verteilt. Auferdem sind fiir alle ¢ > 1 die Z,(i) > 1 die T,,(¢) beschriankt und
EZ,(1) = (1+X\" > 0. Mit £ = ET,(1), v = EZ,(1), 03 = VarZ,(1) und poioy =
Cov (T,,(1), Z,(1)), liefert das Lemma 2.19 (i) unter Verwendung der in Lemma 2.20 (i)
bis (iii) bewiesenen Formeln und Gleichung (2.26):

1 Bt S) = 1 Jo
j3&3<le v) jE&J<JZ1 1+A>

= L3 oy

= ”ﬁ:3¥5%1—nu+AW1«1+M"—n
u+&ﬁ”1Mﬂ+Aw4mA+U«1+Mn”

_ (11;;)2 A (1= (1+2)7) — (nA+1) (1— (1+A)~")]

1—A

—HIKF(L—Q+Arﬂ
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(ii) Wieder sei Zyp = j f.s. und j € N beliebig. Da Var;K = E;K? — (E;K)? muss der
Erwartungswert von K? berechnet werden. Dabei ist R,(i) = > p_ok*X(i) fiir alle

1<i<j,und Ry, =137 R, (i):

E;K*=) K Pj(K =k) = E, iz 2o KX () - J gl
k=0 ™ i=1 Zn(i) Zn

(2.8) , X!

= Lz,

Wieder soll zur Abschitzung des Grenzverhaltens des Erwartungswertes Lemma 2.19 (i)
benutzt werden. Fir alle 1 <4 < j sind die Z,(i) > 1, EZ,(1) = (1 + A)" > 0 sowie
die R, (i) stochastisch unabhéngig, identisch verteilt und beschrankt. v = EZ,, pojos =
Cov (Rp, Z,) und 03 = VarZ, sind in den Lemmata 2.10 und 2.20 zu finden. Nur der
Erwartungswert von R, muss an dieser Stelle noch berechnet werden. Dies geschieht mit
Hilfe von Lemma 2.11:

¢ = ER,

= Ezn:kQX}j
k=0

S

_ Zk(k—l)(Z))\k+Zk(Z>)\k
k=0 k=0

= nn—DN1+N)"2+n\1+ )"
= nA(nA+1)(1+N)"2

Nun lésst sich Lemma 2.19 (i) anwenden:

lim <EjK2 - 5) = lim <EjR" - 5)
J—00 v J—00 Zn v

) R, n\nA+1)
- jm (57 - "0 )

faes
= %03 - %,00102
- Ay () - )
_W(l — N+ N2 (A + Bn = DA+ 1) (L+ )" = 1)
= (1;;% (T + A" = 1) [pA(RA+ 1) — (RN + Bn — DA+ 1)]
= (11;?)3 (1—(1+XN")(1—-2n)A—1)
Da K asymptotisch B (n H%)—verteilt ist, gilt aukerdem:
(i () = () ()
Siche (i) ——m
2001 - ) (1 (142"

j—oo (I+N)3
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Dies impliziert:

o (Vorsk =5 ) = e (M)
- fim j <(EJK)2 - <1TA>2)
— (11;;)3 (1-=1Q+XN"™)(1-2n)A—-1)
w 1-1+N™)
= _8;:\\;2 (1—14+x2"")
Damit ist das Lemma bewiesen. 0

Jetzt stehen alle Hilfsmittel bereit, um eine asymptotische Aussage fiir die Varianz des
Schétzers der Mutationsrate zu bestimmen.

Satz 2.23 Gegeben seien eine n-stufige PCR und Zufallsvektoren A1, ..., As, s € N, der-
art, dass Ay Z,-wertig, Laplace-verteilt ist, Ay Z, — {A1}-wertig, Laplace-verteilt, usw.
Diese stehen also fiir s zufdllig gezogene Sequenzen ohne Zuriicklegen nach eine n-stufigen
PCR. Fiir A\ =1 und jede beliebige Anfangsverteilung P; gilt

Var, (; M(Ai)> - S”ZG@ +uG) + <;> ‘;G <1 - 21n> . (2.29)

Liegt die Effizienz echt zwischen 0 und 1, d.h. A € (0,1), gilt

o i snAuG s
| (> M F14+0) ] =50y +2 2.
jlm Jj (V ar;j <Z 1 M ( ,)) a )\)Q(MG A)) sCy (2)02, (2.30)

wobei
1—A 1—A
Cr=-puG@—=1-01+N") (1 +pG——r+
S VA U G )<+“ 1+)\>
2 24nA1-=X)  pG(1 =N nA+2
Cy = nG - 2— .
2 h ((1 S N (R = N (Y E T+ A"
BEWEIS: Wir beweisen zuerst Gleichung (2.30). Dabei seien die Ay, ..., A, vorerst alle

Z,-wertig und Laplace-verteilt. Das Ziehen erfolgt also mit Zuriicklegen. Mit Gleichung
(2.28) und Lemma 2.16 gilt dann fiir jede Anfangsverteilung P; und A € (0, 1):

j (Var (Z M(A,)) - M(MG +1+4 A))
=1
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(2.15) snApG

J <5Varj (A1) + 2( >Cov] (M(A1), M(A2)) — ES\E

(G +1+ A))
= j (S (WGE;K + (UG)*Var;K)

+z(§) (HGE; A, + (uG)>Cov; (9(Ar), 9(42))

snApG
. n\ n\
= suGj <E]K “1r )\> s(uG)? j <Va7"] i+ )\)2>
siehe Lem;rna 2.22 (i) siehe Lemma 2.22 (ii)
S . S .
+2 <2> pG  JE;A, 42 <2> (1G)? jCouv; (9(A1), g(A2))
~——
siehe Lemma 2.18 siehe Lemma 2.21
1—A - o (1-2)? -
. —~ (1-(1 ny 1—-(1 "
= TG L T =) (- ™)
s 2 2+ nA(1-—N)
) _
2(3)6 (e )
s 11— nA+ 2
2 2 -~ (9 =
* <2> Ve < (HA)”)
1—A n - A
=:C1
s 2 24nA1-X) puG1-—N) nA + 2
2 — 2 —
#2(3) 10 (e~ g e - @
=:Co

Das Ziehen ohne Zuriicklegen wird beim Grenziibergang j — oo durch das Ziehen mit
Zuriicklegen approximiert. Deshalb ist Gleichung (2.30) auch im Falle der Auswahl von
s Sequenzen ohne Zuriicklegen, wie es in den Voraussetzungen des Satzes gefordert wird,
richtig.

Ist A =1, so sind Z,, T, und alle X; fiir k£ > 0 konstant. Die Gleichung (2.24) lie-
fert in diesem Fall Cov; (g(A1),9(A2)) = 0. Des Weiteren ist die Generationsnummer
einer zufillig gezogenen Sequenz K dann B ( n, 2) -verteilt und das Lemma 2.18 ist ohne
Grenzwertbetrachtung richtig. Damit gilt fiir jede Anfangsverteilung P;

Var; (Z M(AZ-)> = sVar;M(A;) +2 (;) Covj (M(Ay), M(A))
=1

= s(uG E;K +(uG)?* Var;K)
S~~~ ~——

—_n —
=3 =

Dies ist Gleichung (2.29) O



2.3. EIN SCHATZER DER MUTATIONSRATE 33

Bemerkung 2.24 Die in Satz 2.23 auftauchenden Konstanten C7 und Cs sind durch eine
nur von der Anzahl der PCR-Zyklen n abhéngige Konstante beschrankt. Unter den in
diesem Satz geltenden Voraussetzungen gilt dann:

snAuG
lim V M(A) | = —5 @G +1+N).
i, Var, (Z ) (SRR

Damit gilt fiir unseren Schétzer i genauer:

Korollar 2.25 Gegeben seien eine PCR mit n Zyklen und A € (0,1), Zufallsvektoren
A1, ..., As, s € N, derart, dass Ay Z,-wertig, Laplace-verteilt ist, Ay Z, — { A1 }-wertig,
Laplace-verteilt, usw. Fir den durch Gleichung (2.14) definierten Schitzer der Mutations-
rate gilt dann:

p(pG +1+X)
I M(Ay),...,M(4,)) = 222
Jim Var; i (M(A1),..., M(As)) s

BEwWEIs: Da Var; i (M(A1),...,M(As)) = (MGS) Var; (351 M(4;)), folgt die
Behauptung direkt aus Satz 2.23 und Bemerkung 2.24. O

Beispiel 2.26 In einem von Saiki et al. [26] erhobenen Datensatz traten bei 28 Sequenzen,
die nach einer 30-stufigen PCR gewonnen wurden, insgesamt 17 falsch eingebaute Basen
auf. Die Lange einer jeden Sequenz betrug 239 Basen. Die Effizienz dieser PCR wird mit
A = 0,85 angegeben. Die Mutationsrate kann nun mit Hilfe des Schétzers ji errechnet
werden:

(I+X)>7ymi  (1+0,85)-17

0 = ~1,84-107*
fi((ma,...,ms)) = nAG's ~30-0,85-239-28 )8 0

Die Standardabweichung des Schétzers o kann durch

p(pG+1+2) _ [1,84-1074(1,84 10+ - 239 + 1,85) .
— — ~4,5-1
o= VVari ===~ 30-0,85- 239 - 28 510

approximiert werden.
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2.4. Die paarweise Distanz und der Hamming-Abstand

Bis jetzt sind wir davon ausgegangen, dass die genaue Abfolge der Basen im Target be-
kannt ist und so die Anzahl der Mutationen durch den Vergleich mit der urspriinglichen
Sequenz bestimmt werden kann. In vielen Féllen sind aber vom Target nur der Anfang
und das Ende, an die die Primer angelagert werden, bekannt, aber die Basenabfolge im
dazwischen liegenden Stiick nicht. Die Anzahl der Mutationen einer zuféllig gezogenen
Sequenz nach n PCR-Schritten ldsst sich nicht wie im vorigen Kapitel beschrieben ermit-
teln und die Mutationsrate kann nicht mit dem Schétzer [ geschétzt werden. Sind aber
zwei Sequenzen gegeben, konnen die Unterschiede in der Basenabfolge durch Vergleich der
Sequenzen bestimmt werden. Der nachfolgende Abschnitt beschreibt die Verteilung dieser
Unterschiede. Es ist offensichtlich, dass die Wahrscheinlichkeit von Unterschieden in der
Basenabfolge mit der Anzahl der Replikationsschritte, die zwischen den beiden Molekiilen
liegen, grofer wird.

Wir verzichten der Ubersicht halber wieder auf die strikte Trennung zwischen den Erwar-
tungswerten, usw. unter den verschiedenen Verteilungen P;. Es sei noch einmal an die
mathematisch korrekte Interpretation der Sprechweise ,zwei zufillig gezogene Sequenzen‘
erinnert. Es handelt sich hierbei um zwei auf Z,, Laplace-verteilte Zufallsvektoren A und
B. Der Zusatz ,ohne Zuriicklegen“ bedeutet, dass A auf Z,, und B auf Z,, — { A} Laplace-
verteilt ist.

Beginnen wir mit der Definition der Anzahl der Zwischenschritte zwischen zwei Sequenzen.

Definition 2.27 Gegeben seien zwei Sequenzen «, 3 € Z,, die einer n-stufigen PCR ent-
stammen, v sei ihr MRCA. Dann heifst

d(a, B) :== (g9(a) — g(7)) + (9(8) — 9(7))

der Abstand zwischen o und 3 oder auch die Distanz zwischen o und £3.

Die Zufallsgrofe D sei der Abstand zweier zufillig ohne Zuriicklegen gezogener Sequenzen
kurz die paarweise Distanz einer PCR mit n Zyklen, d.h. fiir A, B wie oben gilt: D =
d(A, B).

Der Abstand zwischen zwei Sequenzen gibt also die Anzahl der Sequenzen an, in denen Mu-
tationen auftreten konnen. Als Beispiel sei auf die Abbildung 2.1 verwiesen. Dort haben
die Sequenzen (2,1) und (1,3) den Abstand d ((2,1), (1,3)) = 3. Stammen die Sequenzen
von unterschiedlichen Urahnen ab, so liefert die Definition 2.27 in Ubereinstimmung mir
der Definition 2.15 die Summe der Anzahl der Vorfahren der einzelnen Sequenzen.

Im nachfolgenden Lemma wird eine rekursive Formel zur Ermittlung der erwarteten Anzahl
an Paaren mit vorgegebenem Abstand bereitgestellt.

Lemma 2.28 P, (k) sei die erwartete Anzahl von Paaren mit einem Abstand k € N (d.h.
Ziehen ohne Zuricklegen) nach einer PCR mit n > 1 Zyklen und einem Startmolekiil, also
Zy = 1. Dann gelten folgende Aussagen:

(1)
Py(1)=(1+MN"~1 (2.31)
(ii)
Poy1(k) = Po(k) +20P(k — 1) + X2Py(k — 2) fiir alle2 <k <2n+1
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wobei Pp(k) =0 falls k =0 oder k > 2n.

(iit) Die erzeugende Funktion von (Pn(k));>q ist

(14 Xs)?" — (1 + )" .

1+ 2s)2 — (1 +\) (232)

op,(s) = As

BEWwEIs: Die (zuféllige) Anzahl der Paare mit Abstand k nach n PCR-Zyklen sei mit
Ny (k) bezeichnet.
(i) Dieses Ergebnis wird iiber eine Induktion nach n bewiesen. Da nur bei erfolgrei-
cher Duplizierung des Startmolekiils im ersten Schritt ein Paar mit Abstand 1 entsteht,
gilt fiir die erwartete Anzahl an Paaren mit dem Abstand 1 nach einem PCR-Schritt
P(l)=A=14+X-1
Gelte nun die Gleichung (2.31) fiir beliebiges aber festes n. Fiir ein Paar mit Distanz 1
nach dem (n + 1)-ten Schritt gibt es dann zwei Moglichkeiten:
1. Fall: Das Paar hat schon im n-ten Zyklus den Abstand 1, dafiir gibt es N, (1) Moglich-
keiten.
2. Fall: Eine der beiden Sequenzen entsteht aus der anderen im (n + 1)-ten Schritt. Da
es insgesamt Z,, Sequenzen nach dem n-ten Zyklus gibt 1dsst sich die Anzahl dieser Paare
durch eine Summe von stochastisch unabhéngigen, identisch B(1, \)-verteilten und von Z,,
unabhéingigen I;, j > 1 beschreiben, also durch Z].Zgl 1;.
Insgesamt ist die Anzahl aller Paare mit dem Abstand 1 nach (n + 1) PCR-Zyklen gleich

Zn

Npsa (1) = Na(D) + > 15
j=1

Dies impliziert:

Poia(1) = ENp(1)

Il
t
i
=
t
]
S~

=

A+N"=1+E) I,
j=1
1+ N =1+ EZ,EL
TN =1+ (1+N)"A
)
)

(
(
IT+M)A2+N"—-1
1T+ N -1
Dies ist die Behauptung.

(ii) Ein Paar mit einem Abstand £ > 1 nach (n + 1) PCR-Zyklen muss schon nach n
Zyklen verschiedene Vorfahren haben. Es seien also o und [ die Vorfahren im n-ten
Schritt eines solchen Paares. Es gibt 4 Moglichkeiten, so dass das Paar im néchsten Zyklus
den Abstand k besitzt (sieche dazu auch Abbildung 2.2):

e Bei dem Paar handelt es sich um «, $. Dann muss fiir ihren Abstand d(«, 8) = k
gelten. Es werden P, (k) solcher Paare erwartet.

e Das Paar ist ¢/, 8 mit d(«, 3) = k — 1. Davon gibt es AP,,(k — 1) erwartete Paare.
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e Das gleiche gilt fiir das Paar o, 3.

e Es liegt das Paar o/, ' vor. Der Abstand von a und # muss dann d(«,3) = k — 2
betragen. Davon gibt es A?P,(k — 2) erwartete Paare.

Dies impliziert:

Poi1(k) = Po(k) + 2AP,(k — 1) + A2 P, (k — 2).

(iii) Da die erwartete Anzahl an Paaren mit einer Distanz von 0 bzw. mit einer Distanz,
die mehr als doppelt so groft wie die Anzahl an PCR-Schritten ist, verschwindet, gilt fiir
die erzeugende Funktion von P, 41 (k) mit den schon bewiesenen Teilen (i) und (ii):

2n+1
90P7L+1(S) = Z Pn+1(k)8k
k=1
2n+41
= n+1 3 + Z Pn+1
2n+1
= (L+0)""-1)s+ Z k) + 2\P,(k — 1) + \2P, (k — 2)) s*
2n—1 2n—1
= (L4 =1)s+ > Pu(k)s"  +2xs Y Pu(k)s’
———— ;,_/
=pp, (s)=((1+A)"—1)s =ppy (5)
2n—1
+A%s? Z P, (k)s*
=
=pp,(s)

= (T+N0)" =1)s— (1 + X" —=1)s+pp,(s) (L +2Xs + A?s?)
= A1+ AN)"s+ (1+ Xs)’¢p,(s)

Gleichung (2.32) wird nun mit Induktion bewiesen. Fiir n = 1 ergibt sich pp, (s) = As =
\s (14+28)2* 1 —(14-))

S A 21N - Die Behauptung gelte fiir beliebiges aber festes n. Dann folgt:

VP (8) = A1+N)"s+ (1+ As)2pp. (5)

(14 X8)2" — (14 \)
1+ Xs)2— (1+N)
(LN ((1+X8)2 = (L4 X)) + (L4 As)2m+D) — (14 As)2(1 + A"
(11 xs)2 — (1+\)

(1 4+ As)2(HD) — (1 4 \)(v+D)
1+ )2 — (1+\)

n

= ML+N"s+(1+Xs)*As

= As

= As

Damit sind alle Aussagen des Lemmas bewiesen. O

Ahnlich wie in Kapitel 2.2 konvergiert die Verteilung des Abstandes D zweier zufillig ohne
Zuriicklegen gezogener Sequenzen fiir eine grofe Anzahl an Startmolekiilen gegen eine
einfacher handhabbare Verteilung. Dazu sei eine n-stufige PCR gegeben. Die erwartete
Anzahl an Paaren mit einem Abstand &, von denen beide vom selben Urahnen abstammen,
ist nach Lemma 2.28 gleich ZyP, (k). Um ein Paar zu erhalten, bei dem die Urahnen
unterschiedlich sind, muss zuerst eine Sequenz mit dem Urahn i, 1 < ¢ < Zj, und dann
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eine Sequenz mit dem Urahn j # i, 1 < j < Zj, gezogen werden. Stammen diese aus der
Generation k1 bzw. kg, so muss die Summe k1 + ko = k sein. Damit erhélt man fiir die
erwartete Anzahl an Paaren mit dem Abstand k, die nicht vom selben Urahnen abstammen

el S Y xpoxto)] = Y Y EXRGOXLG)

1<i<j<Zp k1+ka=k 1<i<j<Zo k1+ko=k

= Y. Y EXLOEXL()

1<i<j<Zp k1+ko=k

Z() n k n k
= E A A2
( 2 > P <k1> <k2>

1+ko=k

Bei dieser Rechnung wird ausgenutzt, dass die Summen endlich und die X7’ (i), X}’ () fiir
alle 1 < 4,5 < Zy, © # j stochastisch unabhéngig sind. Die letzte Gleichheit ergibt sich
aus der Gleichung » 7, 4 (]?1) (,:;) = (2,?), die in [11] Satz 7.7 zu finden ist.

Die Gesamtzahl der erwarteten Paare mit Distanz k ist somit

Zo P (k) + <220> AR (2]:) . (2.33)

Die Gesamtzahl aller erwarteten Paare ldsst sich berechnen zu

2n
I, Zo\ (21
FE = ZoP(k A
k=0
Z
= Zo(1+N"H@A+N)"-1)+ ( 2°> (1+ X", (2.34)
wobei der erste Term aus Lemma 2.28 sowie einer Induktion und der zweite Term aus dem
binomischen Lehrsatz folgt.

Voraussetzung (V.2) Die Verteilung des paarweisen Abstandes D zweier zuféllig ohne
Zuriicklegen gezogener Sequenzen einer n-stufigen PCR mit Zy Urahnen geniige der Glei-
chung

_ ZoPulk) + (P)N(F)

E(%)

P(D =k) fir alle £ > 1,

und P(D =0) = E((ZQZ?)

Diese vereinfachende Voraussetzung ermdglicht es nun, die erzeugende Funktion und damit
den Erwartungswert sowie die Varianz von D zu bestimmen.

Satz 2.29 Gegeben eine PCR mit n Zyklen, gilt unter Voraussetzung V.2:
(i) Die erzeugende Funktion von D ist

fp(s) = E(lzgn) <ZO‘PPn(5) + <Z20> 1+ )\s)2”> .

(i)

2nA 2 1
ED = - o) ——
T+X 0+ NZo+l-nr" (ZO(1+)\)”)
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(iii)

VarD — 2 234 \) B 2 +0< 1 )
1+ X2 (14+A2Z0+1-X  (1+AN)Zy+1—1)? Zo(1+A)n

BEWEIS:
(i) Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der Abstand zweier zufillig ohne Zuriicklegen ge-

zogener Sequenzen einer n-stufigen PCR mehr als 2n betrigt, ist 0. Fir die erzeugende
Funktion folgt deswegen

<
s
i
/ﬂN)_‘
3
SN—

N
N
»
U
=
_|_
VRS
o N
N———
TR
3
N———
~
»
S—
Eal
N———

Il
&
/—&H
SN—

7N
[en}
AS)
.
@
S~—
+
7N
o N
~_
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+
>
=
[~}
N
~_

Die letzte Gleichheit ergibt sich durch Anwendung des binomischen Lehrsatzes und der
Definition der erzeugenden Funktion einer Zahlenfolge.

(ii) Wie schon im Beweis des Satzes 2.13 (ii) wird die Theorie der erzeugenden Funktionen
zur Berechnung des Erwartungswertes verwendet. Zuerst ist die Ableitung der erzeugenden
Funktion ¢p, (s) zu bestimmen:

(1+Xs)?" — (1 + )" \s 2nA(1+ Xs)?" 1 (14 Xs)? = (1+ X))
(14+Xs)2—(1+)) (14 As)2— (1+\)?
2X (14 Xs)?™ — (1 +X)™) (14 As)
((1+Xs)2— (1+ )

Mit (1+ )2 — (1+X) = A(1 + A) folgt:

¢p,(s) =

2nA2 (14 X" =22 (1 4+ X)?" = (14 2)™) (1 + A)

(1 _ 1 2n—1 n—1
Pon(1) = (L™= (1) A SERE

= T+ -+ o4 222

Da fj(s) = 5ok, (5) + ity

22-2n (1 + As)?" L ergibt sich:
B(3)
ED = fp(1)

1
— - [20(1 + 0" = Zo(1 4 22t

E()

Z
+Z02n (1 + N)*" 2 + ( 20) 2nA(1 + )\3)2"1}

. Zo(1 =1 _ 7.1 n—1 o)1 2n
E(Z2n)|:1+)\< o(1+A) o1+ X) +<2 (1+ As)
=Zo(1+N) =1 ((1+A)"—1)
+2n>\Zo(1 + )\)"_2 + Z()(l + )\)n—l _ Z(](l + )\)Qn—l]
(234)  2nA 2nAZo(1+N)" % + Zo(1 + 1)

LA Zo( 4+ 01 (L+ A" = 1)+ (5) (1 + A2
Zo(l—I—)\)Qn_l
Zo(L+ A" ((14+ M) = 1) + (B) (1 + M)
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Nun gilt
2mAZo(1 4+ A2 + Zo(1 + A)"! B &l +1
Zo(L+ X)L ((1+ A" — 1) + (D) (1 + A)2n (L4 A" = 1) + 21 (1 4 At
1
= O —
(Zo(l + A)”)
sowie
Zo(1+ N> _ 1
Zo(L+ X)L ((1+ A" —1) + (D) (1 + A)2n 1= e + 21+ )

2 1
- 2+(Z0—1)(1+)\)+O<(1+)\)">

2 1
B Zo(1+)\)+1)\+0<(1+)\)"> '

Zusammen folgt

2nA 2 1
ED = - O ——m——
14+ A Z0(1+/\)+1—/\+ <Z0(1+)\)”>’

also die Behauptung.
(iii) Die Identitéit VarD = £ (1)+ fir(1) = (f5 (1)) und eine zu Teil (i) analoge Rechnung
liefern die gewiinschte Gleichung. O

Die Zufallsgrofie D erlaubt nun, die Anzahl unterschiedlicher Basen zweier zuféllig ohne
zuriicklegen gezogener Sequenzen zu beschreiben. D gibt an, wie viele Zyklen zwischen
den beiden Sequenzen liegen. In jedem Zyklus kann eine zufillige Anzahl an Mutationen
entstehen, die geméfs des Modells Poi(uG)-verteilt ist. Die Gesamtanzahl an Mutationen
erhélt einen besonderen Namen:

Definition 2.30 Gegeben seien eine n-stufige PCR und eine Folge (Xi)l-21 stochastisch
unabhéngiger, identisch Poi(uG)-verteilter sowie von D stochastisch unabhéngiger Zufalls-
grofen. Die Zufallsgrofe

heifst Hamming-Abstand zweier zuféllig ohne Zuriicklegen gezogener Sequenzen.

Ahnlich wie fiir die Anzahl an Mutationen einer zufillig gezogenen Sequenz in Satz 2.13,
ldasst sich nun ein Satz formulieren, der fiir den Hamming-Abstand den Erwartungswert
und die Varianz, sowie eine Normal- und eine Poisson-Approximation bereitstellt.

Satz 2.31 Gegeben sei eine PCR mit n Zyklen. Unter Voraussetzung V.2 gilt:
(i) Die erzeugende Funktion des Hamming-Abstandes H ist

fu(s) = fp (exp(pG(s —1))) .
(i) Der Erwartungswert und die Varianz von H geniigen den Gleichungen

EH =uGED  VarH = uGED + (uG)*VarD .
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T wn . (1N H—2nAuG S : : a
(i1i) Die Zufallsgrofie H := MGG ) konvergiert in Verteilung gegen die Standard

normalverteilung, es gilt also

n—oo

— z $2
lim P (L+ A)H — 2nAuG <z|= / L e zds fur alle x € R.
V2nAuG (UG + 1+ N) —o0 V2T

(iv) Hingen p und G von n ab, mit p,, G, bezeichnet, und zwar so, dass limy,_,oc npnGpn =
veR, gilt

2
lim P(H = h) = Poi (1 +”A> ({hY}) fiir alle h € N,

BEWEIS:
(i) Da H = Zz’i 1 X; mit stochastisch unabhéngigen, identisch Poi(uG)-verteilten Zufalls-
grofen X;, gilt unter Verwendung des Satzes von der monotonen Konvergenz:

fH(S) g Eszi.;l X'L

k
= B) lp=p][s™
i=1

k>0
k
= 2 Blp=y ][ 2™
£>0 i=1
= S P(D=k) (Bs)"
k>0

—  Bexp(uG(s — 1))
— fp (exp(uG(s — 1))

Die vorletzte Gleichheit gilt, da die erzeugende Funktion einer Poi(uG)-verteilten Zufalls-
grofe die Gestalt exp(uG(s — 1)) besitzt.
(ii) Die erste Waldsche Gleichung liefert fiir den Erwartungswert des Hamming-Abstandes

D
EH=EY» X;=EDEX, =uGED.

i=1
Da X Poi(uG)-verteilt ist, ergibt eine dhnliche Rechnung wie im Beweis des Lemmas 2.16

VarH = EDVarX, + (EX1)*VarD = uGED + (uG)?VarD .

(i) Zum Beweis der Normalapproximation wird der Hamming-Abstand in zwei Teile auf-
geteilt. Entweder besitzt ein zuféllig ohne Zuriicklegen gezogenes Paar denselben Urahn,
oder die Sequenzen des Paares stammen von unterschiedlichen Urahnen ab. Der Hamming-
Abstand im ersten Fall sei mit H; und im zweiten mit Hy bezeichnet. Wie im ersten Teil
bewiesen, lasst sich die erzeugende Funktion des Hamming-Abstandes durch die erzeugende
Funktion des Abstandes ausdriicken. Deswegen wird zuerst dessen Verteilung untersucht.
Dy sei der Abstand zweier zufillig ohne Zuriicklegen gezogener Sequenzen mit demselben
Urahn und Dy der Abstand zweier Sequenzen mit unterschiedlichen Startsequenzen. Mit
dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit gilt dann:

P(D =k) = c,P(Dy = k) + (1 — cu) P(Da = k)
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_ Zo(I+N)"H((1+N)" 1))
| B
zu erwischen, ist. Weiter gilt:

wobei ¢, : die Wahrscheinlichkeit, ein Paar mit demselben Urahnen

P, (k) ..
N VI VI VR
und
Zo 217/)\]{; 2n\ vk
P(Dy=k) = (2)(k) = (k) fiir alle 0 < k < 2n.

() + a2 (L)
Die erzeugenden Funktionen von D; bzw. Dy sind demnach

2n—1

B o ©p, ()
foi(s) = ; s*P(Dy = k) = (L+ )" ((L+ M) —1)
1 2n m, 14 \s 2n
fp,(s) = sz:ow)k<k>’\k:<1+/\> '

Nach (ii) ergibt sich somit fiir die erzeugenden Funktionen des aufgeteilten Hamming-
Abstandes

¢p, (exp(uG(s —1)))

() = G (@ - 1) (2:35)
2n
fry(s) = <1 ki Aexf(icj(s - 1))> . (2.36)

Wie im Beweis des Satzes 2.13 (ii) stimmt dann die Verteilung von Hy mit der Verteilung
der Summe von stochastisch unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsgrofen Y7, ..., Yo,

iberein, wobei Y7 die gemischte Verteilung 1%\60 + 1J%)\POZ'(MG) besitzt. Da EY; = 2£¢

1+
und VarY; = W, gilt vermoge des Satzes von Lindeberg

- (1+ A\)Hs — 2n uG 14+ X3 Y; = 2nAuG 4
5 = ~ L — N(O, 1) .
V2nAuG (1 + X + pG) V2nAuG (1 + X + uG)

Da fiir die Fourier-Transformierte einer INgp-wertigen Zufallsgrofe X die Gleichheit ¢ x (s) =
fx(exp(is)) gilt, kann nun auf die Ebene der Fourier-Transformierten gewechselt werden.
Fiir die F.T. von H» liefert der Stetigkeitssatz von Lévy (siehe [3] Satz 45.2)

, , L+ Mt
lim ¢p (t) = 1
A o, (t) = lim o, <\/2n)\uG(1 + A+ uG)>

. 2nA\uG
-exp | —ut
V2nA\pG(1+ A + uG)
= dn(D) - (2.37)
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. L = 2nA\uG L . (1+M)t .
Mit ¢ := exp< zt\/m), 7(t) := exp (,uG (exp <z\/m> 1>>

gilt fiir die Fouriertransformierte von Hy := \}?i‘ﬂél(l_jﬁ‘r“ C(;;):
nAu p

) B (1+ M)t
m = om <\/2n)\uG(1 + A+ uG)) )

(1+ N\t

= Im (exp (2 \/2n)\uG(1+/\+uG)>> ©

(2.35) op, (1(t))
A ENI (AN =)

(2:32) A () 1+ A7) — (1 + )" .
(T4+ A=A+ N) A+ (1+ )" —1)
1+ Ar(t)\*" 14+
= A71(t)e
w < L+ > (1 A7) = (14 1) (1= 7))
—A1(t)e (L+ )"

(T+A))2—=Q+X) QA+ 1+ M) —1)

Die Grenzwerte fiir n — oo der in dieser Gleichung auftretenden Terme werden nun ge-
trennt voneinander betrachtet:

. . it(1+ N) _ -
AR e ST )

. 2nA\uG
e=exp | —it 0
V2nAuG(1+ X + puG) ) n—oo

14+ A 14+ A _ l
(1 + M) — (1+A) (1 - ﬁ) n—oo (14+A)2—(142) A
1+ )" 0
(M1 7() P =@+ A+ (LA —1) nom
~—~

—)1
n— o0

Zusétzlich gilt:

2n
. (1)t B
(1 (D) ) om - 1+ Aexp (MG (exp <z 27L)\,uG(1+)\+;LG)> 1>>

1+A 1+ A

e o (o (i (1+ M)t
IR S WV Ty Ve (R el

o (1+ At
200G A+ G
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Insgesamt ergibt sich fiir den Grenzwert der F.T. von H,

o o (1+\)t
nh—{gongl(t) = nh—>Holo¢H2 <\/2n)\uG(1—|—)\+,uG)>

) 2nAuG
-exp | —it
V2nA\uG(1 + X + uG)
(2.37)

=" dnon () -

Zo(1+ )™ (1 + )" —1))
Zn,
E(7)
(2.34) Zo(14+ XA+ (A + )" —1))
Zo(L+ X)L ((1+ A" —1) + (D) (1 + A)2n
(14 X))
Zo(Zo—1)(14+1)2"
I+ oo (D

2(1+ \)
24 (Zo— 1)(1+ )

Cp, ==

(T+ )"
(1+A)"—1
N———

—1

21+ \)
n—00 Zo(l—l-)\)—l—l—)\,

gilt mit co := lim,_,~ ¢, fiir alle z € R:

) (14+ N H — 2 nuG ) (14+ N Hy — 2AnuG
lim P <zx| = cCx lim <z
n—00 V2nAuG (1 + X + uG) n—00 V2nAuG (1 + X + uG)
(1= ) Tim P (1+ XN)Hz — 2AnupG <z
n—00 V2nAuG (1 + X + uG)
= Cooln(0,1)(®) + (1 = co0) Fiv(0,1)(2)

= Fyn(r),

wobei Fi(o,1)(x) die Verteilungsfunktion einer N(0, 1)-verteilten Zufallsgréfe sei. Mit

der Charakterisierung der Verteilungskonvergenz mittels Verteilungsfunktionen (siehe [3]
(1+XN)H—-2XnuG

Satz 36.5) konvergiert die Zufallsgrofe
V220G (1HA+uG)

in Verteilung gegen eine standard-

normalverteilte Zufallsgrofe.

(iv) Der Beweis dieser Aussage folgt der Idee des Beweises zu (iii). Wieder sei der Hamming-
Abstand H unterteilt in H; und Hz. Wie im Beweis zu Satz 2.13 (iv) berechnet, gilt
limy, 00 7 (exp(pnGn(s — 1)) — 1) = v(s — 1) und damit folgt fiir die erzeugende Funktion
von Hy

_ 1+ Xexp(pnGn(s — 1))\ *"
_ <1 N 1%\212 (exp (unGn(s —1)) — 1)>2n
2n

2
o exp (1 +V>\ (s — 1)> .
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Dies ist die erzeugende Funktion der Poi (fiﬁ\)—\/erteilung. Mit dem Stetigkeitssatz fiir

2\
1+

vergiert. Aus der Voraussetzung an die Mutationsrate u, und die Targetlinge G, ergibt
sich

erzeugende Funktionen folgt, dass Hs in Verteilung gegen die Poi >—Verteilung kon-

lim exp (unGn(s—1)) =1.
n—oo
Dies bedeutet fiir die erzeugende Funktion von Hi:

op, (exp (pnGn(s —1)))
(T+ X)L ((1T+ 1) —1)

Aexp (pnGn(s = 1)) (1 + Xexp (paGn(s — 1)))*" = (1 + )"
T+ (T + X" = 1) (1 + Aexp (unGnls — 1)))? = (14 )

~ exp (fi”A(s - 1))

Eine dhnliche Rechnung wie in (iii) liefert die Konvergenz der Verteilungsfunktion gegen
die Verteilungsfunktion einer Poisson-verteilten Zufallsgrofe. Aus der Charakterisierung
der Verteilungskonvergenz mittels Verteilungsfunktionen folgt die Behauptung. O

[, (3)

Bemerkung 2.32 Ahnlich wie bei der Normal- und Poisson-Approximation der Anzahl
an Mutationen einer zufillig gezogenen Sequenz M in Satz 2.13, konnen die Grenzwert-
sitze in Satz 2.31 (iii) und (iv) zur approximativen Berechnung des Hamming-Abstandes
verwendet werden. Dabei liefert die Normalapproximation fiir grofes nuG bessere Werte
und fiir kleines nuG die Poisson-Approximation.

Desweiteren kann die Mutationsrate p auch mit Hilfe des Hamming-Abstandes geschatzt
werden. Dazu sei H(Aj, A2) der Hamming-Abstand zweier zuféllig ohne Zuriicklegen ge-
zogener Sequenzen Ap, As nach n PCR-Zyklen. Gegeben sei eine Stichprobe h; ;, 1 <i <
j <'s von Hamming-Abstédnden von s zufillig gezogenen Sequenzen einer n-stufigen PCR.
Die Momentenmethode (siehe [1] Kapitel I1.6) liefert dann den Schétzer

Z1<'<'< hi]
~ hz ) icics) = <1<y<s )
,u,(( J)lﬁ <j< ) (;)GED

Auf die Berechnung der Varianz dieses Schétzers verzichten wir an dieser Stelle.

Es wird aber an den sehr praktisch orientierten Artikel von Weiss und Haesseler [28] ver-
wiesen, in dem einige der in diesem Kapitel theoretisch entwickelten Ergebnisse an realen
und simulierten Datensitzen erlautert werden.



3. Eigenschaften allgemeiner
groBenabhangiger
Verzweigungsprozesse

In Kapitel 2 wurde die Effizienz der PCR, als konstant vorausgesetzt. Dies ist eine Verein-
fachung der Reaktion, die angesichts der guten Ergebnisse fiir die Schéitzung der Mutati-
onsrate gerechtfertigt erscheint, doch der chemischen Realitét nicht entspricht (siehe dazu
auch B.4). Vielmehr gibt es im Laufe der Reaktion zwei Phasen: Zu Beginn tritt expo-
nentielles Wachstum auf, nach einiger Zeit hingegen verlangsamt sich das Wachstum, bis
die Nachkommen annéhernd linear mit der Zeit zunehmen, dies wird als gesdttigte Phase
bezeichnet. Dieser Séttigungseffekt hat verschiedene Ursachen: die Primerkonzentration
nimmt im Laufe der Reaktion ab, die Enzymaktivitat sinkt moglicherweise und die bei den
vorangegangenen Schritten entstandenen Molekiile behindern die Reaktion sterisch.
Abbildung 3.1 zeigt den Ubergang der exponentiellen Phase zur gesittigten am Beispiel

Zn

300000

T

200000 A

T

100000 A

T

0 ! 1 1 1 n
0 10 20 30 40

Abbildung 3.1.: Experimentell bestimmte Amplifikationsdaten z,,, siehe [22]

real gemessener PCR-Daten. In Kapitel 4.1 wird das in Kapitel 2.1 beschrieben Modell er-
weitert, indem die konstante Effizienz durch eine grofenabhéngige Effizienzfunktion ersetzt
wird. Dadurch riickt das Modell in die Klasse der gréfsenabhéngigen Verzweigungsprozesse.
Um dann mit Hilfe dieser Klasse weitere Aussagen iiber die PCR formulieren zu konnen,
wird diese Klasse im folgenden Kapitel eingefiihrt und ndher untersucht. Dieses Kapitel
basiert weitgehend auf einem Artikel von Lalam und Jacob [20].

45



46 3. EIGENSCHAFTEN ALLGEMEINER GROSSENABHANGIGER VERZWEIGUNGSPROZESSE

3.1. Modellbeschreibung

Den Begriff des grofenabhéngigen Verzweigungsprozesses klért

Definition 3.1 Gegeben sei ein messbarer Raum (2, A), darauf eine Familie von Wahr-
scheinlichkeitsmafen (Pj)j>0 und eine Zufallsgrohe Zy, fiir die unter P; fs. Zy = j gilt.
Desweiteren seien Zufallsgrofen Z, fiir alle n > 1 definiert durch

Zpi=Y I, (3.1)
j=1

mit bedingt unter F,,_1 := o(Zy, ..., Zn—1) stochastisch unabhéngigen, identisch verteil-
ten Zufallsgrofen (I, j);>1. Deren bedingter Erwartungswert wird mit E(I,, ; | Fp—1) =:
m(Zn—1) bezeichnet und Nachkommenmittel oder Reproduktionsmittel genannt; die be-
dingte Varianz Var(I, j | Fn-1) =: 0*(Zn—1) heilt Reproduktionsvarianz. Dann ist

((€2,A), (P))j>0, (In,j)jn>1, (Zn)nz0)

das Standardmodell eines grofienabhdngigen Verzweigungsprozesses. (Zy),,~q heit grofsen-
abhdngiger Verzweigungsprozess.

Im Folgenden untersuchen wir nur Prozesse mit einem Urahn.

Ahnlich wie in der Theorie gewShnlicher Galton-Watson-Prozesse kann man den grofen-
abhéngigen Verzweigungsprozess anhand der Eigenschaften des Nachkommenmittels eines
Individuums klassifizieren:

Definition 3.2 Gegeben sei ein grokenabhéngiger Verzweigungsprozess (Zy,),,~, fiir des-
sen Nachkommenmittel limy_,o, m(IN) = m gelte. Dieser Prozess heift -

(1) superkritisch (englisch supercritical) falls m > 1 und

(ii) fast-kritisch (engl. near-critical) falls m = 1.

Gleichung (3.1) lasst sich auch in einer anderen Weise schreiben:

Zp = m(Zn—l)Zn—l + Tin, (32>

wobei 7, = ijifl (In;j —m(Zn-1)) eine Martingaldifferenz ist. Auf Grund der F,_;-

Messbarkeit der Summe und der ersten Waldschen Gleichung gilt ndmlich:

Z'n—l
E(nn | fn—l) = b Z In,j | fn—l - m(Zn—l)EZn—l
j=1

= EZyE(Iny | Fuor) —m(Zn_1)EZy_1 =0 fs.

Das Ziel ist nun, fiir das Nachkommenmittel m(Z,) einen geeigneten Schétzer zu fin-
den. Dabei sind die Stichprobenwerte die experimentell bestimmten Gesamtanzahlen der
Nachkommen in den verschiedenen Zyklen. Geeignet ist der Schétzer dann, wenn die
Genauigkeit des geschéitzten Wertes mit zunehmender Datenmenge steigt, genauer (siehe
[20]):

Definition 3.3 Gegeben sei ein statistisches Experiment, in dem der Parameter g € ©

zu schétzen ist. Die Folge von Schéitzern (én) - heifst stark konsistent, wenn gilt:
n=z

0,, — 0 f.s.
n—oo
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Im weiteren Verlauf betrachten wir nur noch speziellen Voraussetzungen geniigende Mo-
delle. Das Modell fiir die PCR erfiillt diese Voraussetzungen, wie sich in Kapitel 4 heraus-
stellt. Die ersten beiden Voraussetzungen schranken die in Frage kommenden Funktionen
fiir das Reproduktionsmittel und die Reproduktionsvarianz ein. Voraussetzung 5 ist eine
technische Bedingung, die bei der Untersuchung des asymptotischen Verhaltens eine Rolle
spielt. Voraussetzung 6 garantiert, dass triviale Modelle ausgeschlossen sind.

Vorausetzung 3 (V.3) Fiir das Nachkommenmittel m(:) : N — R, N — m(N) gelte fiir
alle N >1

m(N) =m+ f(N),
wobei m > 1 und f : IN — R eine Funktion ist, die die Bedingung

K
NI < 1a

fir ein K < oo und ein « > 0 erfillt.

Vorausetzung 4 (V.4) Fir die Varianz als Funktion in N aufgefasst gelte

o?(N) < o*NP

im superkritischen Fall (d.h. m > 1) fiir alle N > 1 und im fast-kritischen Fall (also m = 1)
nur fiir alle N > N fiir ein Ng € IN groR genug. Dabei seien o2 € (0,00) und 8 € [—1,1).

Vorausetzung 5 (V.5) Im fast-kritischen Fall sei m(-) > 0 und monoton fallend. Die

Funktion % sei streng monoton fallend auf [1,00) und geniige folgender Integral-

o'} 2

1 a?(m(x) = 1)
Vorausetzung 6 (V.6) Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass zu jedem Zeitpunkt ein Indi-
vidum 0 oder 1 Nachkommen erzeugt, liege echt zwischen 0 und 1, d.h.

bedingung:

0<pno+pnv1 <1

wobei (pni);cny die Nachkommenverteilung fiir die Populationsgrofe N € IN bezeichne.
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3.2. Asymptotisches Verhalten

In diesem Abschnitt wird eine Wachstumsrate a,, fiir den superkritischen und den fast-
kritischen grofenabhéngigen Verzweigungsprozess angegeben. Teil (a) des nachfolgenden
Satzes entstammt [18], Teil (b) ist eine Zusammenstellung mehrerer Aussagen aus [16], [17]
und [19].

Satz 3.4 (a) Gegeben sei ein den Voraussetzungen V.3 und V.4 geniigender, superkriti-
scher, griflenabhdingiger Verzweigungsprozess (Zn), >, fir den also

(i) m(N) =m+ f(N) mit |[f(N)| < %
(i) 02 (N) < KN,

mit K1, Ko, > 0 und 0 < 8 < 1 gelten. Weiter seien a, := m"™ und W, := f—: fuir
alle n > 0. Dann existiert eine integrierbare Zufallsvariable W, mit 0 < W < oo f.s.,
derart dass

W, —— W f.s. und in Lo sowie P(W > 0) > 0.

n—oo

(b) Gegeben seien ein fast-kritischer, gréflenabhingiger Verzweigungsprozess (Zn),>q;

— Zn

der neben V.3 und V.4 der Voraussetzung V.5 geniige, an = an—1m(an—1), Wy : o

und By := {lim,,_.oc Zn, = 00}. Dann gilt P(Es) > 0, limy,_,00 ayn, = 00 und
lim W, =1 fs. auf Ex .

n—oo

BEWEIS: (a) Der Beweis wird in zwei Félle aufgeteilt, 0 < o < 1 und o > 1. Der
Kniff im Beweis des ersten Falles ist die Anwendung des im Anhang bewiesenen Lemmas

A.2 auf die Folgen (EW,,), .y und (EW%)nE]N.

Sei also zuerst 0 < o < 1. Aus der Definition des Prozesses (Gleichung (3.1)) folgt mit der
ersten Waldschen Gleichung

E(Zpy1 | Fn) = Zom(Zy) = mZy + Znf(Zy) (3.3)
und daraus ergibt sich
|E(Zn+1 | fn) - mZn| = |an(Zn)’ < Kerlz_a?

wobei Voraussetzung (i) die letzte Ungleichung liefert. Folglich gilt

1
|E (Wit | Fn) = Wa| = Y |E(Zn+1 | Fn) — mZy
1 VA

n—noa __ l—a,, —na—1
~ mn+1 1 mn—na m == K1 Wn m (34)

und durch die Bildung der Erwartungswerte sowie der Anwendung der Standardunglei-
chung |[EX| < E|X| im ersten Schritt und der Jensenschen Ungleichung auf die konkave
Funktion z — 2!~ im letzen Schritt (die beiden Ungleichung sind z.B. in [3] Satz 17.4 zu
finden)

|EWn+1 - EWn‘ E |E (Wn+1 ‘ JTn) - Wn‘
K\EW} o, el

K (EW,) mem oL, (3.5)

IN N IA
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Da m(N) oo m und m(N) > 0 fir alle n > 0, ist m := inf yew, m(N) > 0. Mit (3.3)
folgt dann
EZni1 > mEZy > " Zy > 0

und somit ist auch EW,, > 0 fiir alle n > 0.
Damit sind die Voraussetzungen des Lemmas A.2 fiir die Folge (EW,),, erfiillt. Also
existiert der Grenzwert lim,_,. FW,, und ist endlich. Da Zy, ag > 0, gilt weiter

0< lim EW, < co. (3.6)

n—oo
Nun seien Y;, und S,, definiert durch

n—1
Y, =W, + K1 Y W *m k=W, +8,. (3.7)
k=0

=:Sn

Mit Gleichung (3.4) und der F,,-Messbarkeit der W, folgt

E (Y1 | Fn) = EWpat | Fo) + K1 Y W *m—he!
k=0

n
> Wn _ Klwé—am—na—l + Kl Z W]:;—Oém—k;a—l
k=0
= Yn7

d.h. (Y3),,>; ist ein Submartingal beziiglich der Filtration (F,),,>,. Zusétzlich sind die Y,
nicht-negativ, da die W,, > 0 sind. Desweiteren gilt

sup FY,, < sup EW,, + sup ES,
nelN nelN nelN

sowie mit der Jensenschen Ungleichung

n—1
ES, <K1Y (EW;)' ™ *m~F 1,
k=0

Da der Grenzwert der EW,, fiir n — oo, wie oben festgestellt, existiert und endlich ist, folgt
aus diesen beiden Gleichungen, dass sup,cy £Y, < co. Nach dem Martingalkonvergenz-
satz (siehe [2| Satz 21.2) existiert also eine Zufallsgrofe Y mit endlichen Erwartungswert,
so dass

Y, — Y fs. (3.8)

n—o0
Die Folge (Sn)nZl ist beschréankt und monoton wachsend, also existiert der Grenzwert
limy, o0 Sy, =: S f.s. Auflerdem gilt, da sowohl EY als auch lim,, ... EW,, endlich sind,
die Gleichung

ES=E (Kl > Wk}am—ka—1> <.
k=0
Folglich ist S f.s. endlich und fiir W :=Y — S ergibt sich dann aus den Gleichungen (3.7)
und (3.8)
W, —— W fis.

n—oo

sowie 0 < W < oo f.s. und EW = EY — ES < 0.
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Nun wird die £o-Konvergenz bewiesen. Dazu sei ||-||, die £Lo-Norm. Aus der Definition des
Prozesses und der zweiten Waldschen Gleichung folgt

E(Z72L+1|fn) = Var (Zp+1 | Fo) + (E(Z, n+1"7:n))2

g (Zn)Zn+m (Zn)Zi

2 Za) 2 + (4 f(Z0)) 22

= 0%(Zp)Zn+mPZ2 +2mf(Zn) 22 + [(Z,)* Z2.

Damit ergibt sich

2 f(Zn)Zg f(Zn)2ZT2L
+ EW" +28 m2n+1 +E m2n+2 )

Z? o2 (Zn) 7
2 _ nt+l n)&n
EWnH - Em2n+2 =K m2n+2

und folglich ist

0*(Zn) Zn
m2n+2

1(z,)z;
m2n+1

1(2n)* 23
m2nt2

|EW?, — EW}| < jopd +2E ’ +FE (3.9)

Die rechte Seite der Ungleichung (3.9) wird nun termweise betrachtet. Mit v := a A (1—[3)
liefern die Voraussetzung (ii), die Jensensche Ungleichung fiir konkave Funktionen und
m > 1 die Abschétzung

o*(Zn)Zn Zyr Z2 i

B s KyE5s < KB g = Kom " 2EW,; ™

< Kym ™ 1 (EW2)' 2
Weiter folgt mit Voraussetzung (i)

f( ) Z2 a 22 v - B
m2n+l S KB m2nt1 = Kym ™" EWET

Tm2ntl < Kby

< Kym L (Ew2)' 2

Fiir die nichste Abschitzung wird |f(Z,)| einmal grofziigig durch K; nach oben abge-
schétzt, und man erhalt mit der eben bewiesenen Ungleichung

GG Z K (1207

m2n+2 — m m2n+1

X
2

< K2m~m 2 (BW2)

X
2

< KM Y (EW2)T

Die Ungleichung (3.9) lisst sich also unter Verwendung von C := 4max{Kj, K?, K5}
zusammenfassen zu

_X
|[EW?2,, — EW?| < Cm™™ 1 (EW2)' 2 (3.10)
Die Folge (EWﬁ)n>0 geniigt somit den Voraussetzungen des Lemmas A.2 und folglich
besitzt diese Folge einen endlichen Grenzwert, d.h.

lim [[W,]|, < oo. (3.11)
n—oo

Die Minkowski-Ungleichung (siche [3] Satz 17.4 (e)) und die Definition der Zufallsgrofe Y,
in Gleichung (3.7) liefern
Yally < [Wally + [[Shll, - (3.12)
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Da fiir jede Zufallsgrofse X € L9 und fiir alle r, 0 < r < 1 aus der Jensenschen Ungleichung
(fiir den konkaven Fall)

1 T
IX7], = (BX?)? < (BX?)® = ||IX];

folgt, liefert Gleichung (3.11) mit Blick auf die Definition der Zufallsgrofen S, in (3.7) und
S = limy,, 00 Sy
lim ||S —S,|, =0

Das heifit: S, =% S und es gilt sup, e [|Snlly < oo. Mit (3.11) und (3.12) folgt nun
sup,en |[Ynlly < oo. Der Submartingal-Einschachtelungs-Satz (,submartingale closure
theorem®, siehe [23]| S. 59) liefert

Y, —— Y fs undin Lo.

n—oo

Damit gilt [[W — W[, < [|Y = Yol + IS = Snll; —— 0, was
n—oo

W, —— W fs. und in L.

n—oo

impliziert. Das bedeutet auch, dass EW und lim,,_ ., EW,, iibereinstimmen. Aus Glei-
chung (3.6) folgt dann fiir alle Zy > 0, dass

P(W >0)>0.

Zweiter Fall: o« > 1.

Der Beweis fiir diesen Fall lauft weitestgehend analog zum ersten Fall. Da in der Abschét-
zung (3.5) die Jensensche Ungleichung fiir den konkaven Fall verwendet wird, der nur bei
«a < 1 erfiillt ist, muss nun auf andere Weise abgeschétzt werden:

|[EWpp1 — EWy| < E|EWpta|Fn) — Wa|
< K| EZ}mom-(-1a-2
- ——
<1
< Kim®?m™ ——0

n—oo

Die Folge (EW,),, 1y ist also eine Cauchy-Folge, sie besitzt einen endlichen Grenzwert. Die
Anwendung des Lemmas A.2 entfallt hier. Y,, sei nun definiert als

n—1
Yo =Wy + Ky > m ket
k=0

mit K 1= Kym® 2. Mit diesen Anderungen lasst sich der Beweis des ersten Falles {iber-
nehmen.

(b) Auf einen Beweis des Ergebnisses muss an dieser Stelle verzichtet werden, da die Aus-
sage auf mehreren Lemmata und Sétzen aus [16], [17] und [19] beruht. Die Darstellung
dieses Beweises wiirde den Rahmen dieser Arbeit sprengen. a
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3.3. Identifizierbarkeit und starke Konsistenz

Das Nachkommenmittel m(N) zur Populationsgrofe N € INg geniige Voraussetzung V.3,
also der Gleichung

m(N) =m + f(N),

und hénge von einem zu schétzenden Parameter (6o, 1p) E(S) xN ab. Dabei stamme
6y aus dem Inneren einer kompakten Menge © C R%, d; € IN und der Parameter vy
aus einer kompakten Teilmenge A C R%. Er kann endlich dimensional sein, dann ist
ds € IN, oder unendlich dimensonial, dann gilt do = IN. Hierbei stelle man sich vor, dass
der zu schétzende Parameter aus zwei Teilen besteht. Ein endlich dimensionaler Teil ist
von grofsem Interesse und wird mit 6y bezeichnet. Ein anderer, moglicherweise unendlich
dimensionaler Teil vy, ist nur ein Storparameter, auf dessen Bestimmung unter gewissen
Umsténden (= Definition 3.7) verzichtet werden kann.

Um die Abhéngigkeit des Nachkommenmittels von (6, ) zum Ausdruck zu bringen, wird
im folgenden mg, ,,(/V) anstelle von m(N) geschrieben. Weiter sei fiir alle § > 0 und

0o = (00,1, --,00,q)

d
Bs .= {9: (91,...,9d) €0: Z’Gi—eo,i |< 5}.

i=1
Das Ziel im Auge behaltend, einen konsistenten Schétzer fiir das Nachkommenmittel, ge-
nauer fiir (Ag, vg) zu finden, wird an dieser Stelle der Begriff der Identifizierbarkeit einge-
fithrt. Dazu sei mit a € IN die Prozessgrofe bezeichnet, bis zu der der Prozess betrachtet
wird. Wir nehmen an, dass fiir jedes a eine Halbnorm zur Verfiigung steht, mit der der
Abstand zwischen realem Nachkommenmittel und von dem Parameter # abhidngenden
Nachkommenmittel gemessen werden kann, ohne diese Folge zuerst genauer zu spezifizie-
ren. Grob gesagt, heifst ein zu schitzender Parameter 0y identifizierbar, wenn aufserhalb
jeder 6-Umgebung um den wahren Parameter 0y f.s. kein weiterer Parameter existiert, in
dem das Nachkommenmittel den ,realen” Wert annimmt. Der Abstand wird mit der Halb-
norm gemessen.
Wird mit zunehmender maximaler Prozessgrofse a aufserhalb der -Umgebung der Abstand
zwischen dem Nachkommenmittel und dem ,realen Nachkommenmittel nicht 0, so heifst
der Parameter 6y asymptotisch identifizierbar.
Gilt dies auch fir alle v, so wird 6y gleichgradig asymptotisch identifizierbar genannt. Hier
die genauen mathematischen Definitionen dieser Begriffe:

Definition 3.5 Gegeben seien ein grokenabhéngiger Verzweigungsprozess (Zy),,~ mit der
Nachkommenmittelfunktion my, ., (-), die der Voraussetzung V.3 geniige und von einem zu

schitzenden Parameter (6, vq) €O xN abhéinge. Weiter sei fiir alle a € IN ||-|* eine
Halbnorm auf der Menge {f(N): N < a}.
(1) Dann heiRt 6y identifizierbar auf {mg,,(N): N < a} fiir die Halbnorm ||-||*, falls es
eine Funktion v(-) gibt, so dass fiir alle 6 > 0
it (,,/) =m0, (D) v £ 0 s
gilt.
(ii) 6o heikst asymptotisch identifizierbar in meg, ,(-) fir (||-|*),cn, Wenn es eine Funktion
v(-) gibt, derart dass fiir alle § > 0
lim inf ianC |(mgy(-) — ma(-)) v(-)||* # 0 f.s.
5

a—o0 Qe
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(iil) 6o heifit gleichgradig asymptotisch identifizierbar in mg, .(-) fir (||-[|*),cn, wenn es eine
Funktion v(-) gibt, so dass fur alle § > 0

limint_nf_ma,() = mau () v # 0 £

Beispiel 3.6 Das Nachkommenmittel eines grofenabhéngigen Verzweigungsprozesses ge-
niige der Gleichung
m(N) =6y + O(N™%)

mit « > 0. Es handelt sich hier um einen Spezialfall der in V.3 geforderten Klasse. Die
unbekannten Parameter sind 6y € [0,00) und a € (0,00). Dann ist 6y asymptotisch
identifizierbar in mg, o fiir | - | mit der Rate 1. Fiir beliebiges N € IN und a > 0 gilt
néamlich

18 o (N) = moa(N)| = inf |0y — 0+ O(N=") — O(N~")

> 9.

Da «a > 0 beliebig gewahlt war, ist 6y sogar gleichgradig asymptotisch identifizierbar.

Wie gerade gesehen, gibt es Fille, in denen das Nachkommenmittel in zwei Teile zerlegt
werden kann, von denen einer nur vom uns interessierenden Parameter 6 abhéngt, und der
andere (moglicherweise von diesem und) von v abhéngt. Verschwindet letzterer beziiglich
der Halbnorm mit zunehmender Prozessgrofe a, so wird er asymptotisch vernachlissigbar
genannt und ist somit nichts anderes als ein Stérparameter. Genauer:

Definition 3.7 Die vom Parameter v abhéngende Funktion g, () heifst gleichgradig asym-
ptotisch vernachldssigbar, falls

lim sup sup [|g,(-)||* =0 f.s.
N

a—00 VE
Um ein im weiteren Verlauf benétigtes Ergebnis formulieren zu kénnen, notieren wir

Definition 3.8 Die Folge (éa)aG]N heifit fast sicher my,,,(-)-konsistent fiir (|| - ||*) ey falls
es eine Funtkion v(-) gibt, so dass

a

lim H (mgo’y(-) - méa,u('>) v(-)|| =0fs.

a—0oQ

Hier das angekiindigte Ergebnis.

Lemma 3.9 FEs sei

My, = {(éa)ae]N : (éa)aem ist fast sicher mg, ., (-)-konsistent mit der Rate U()} .

Ist dann 0y asymptotisch identifizierbar in v(-) fir (||-|*),en folgt, dass fiir alle (éa)aG]N €

M, die Folge (éa)aelN stark konsistent ist.
Die Umkehrung gilt, falls zusdtzlich angenommen wird, dass fir alle abgeschlossenen F C ©
das Infimum infgep ||(may o (+) — ma, (1) v()||* fir ein 0, angenommen wird.
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BEWEIS: Angenommen, es gidbe unter den oben angegebenen Voraussetzungen eine
Folge (HG)QE]N aus M, ,, die nicht f.s. konsistent ist. Dann existiert fiir alle 6 > 0 ein as
und eine Teilfolge (éa’)a'>a5 derart, dass 6, € B¢ fiir alle a’ > a;. Da (éa)
stammt, ist der Grenzwert

s AUS My

T [[(mgy () —mg, 0 () 0()[* = 0 £5.

und damit gilt auch

liminf inf |(mao, () — mo,(-)) v()|* = 0 £s.
a—oo 0eB§
Folglich ist 6y nicht asymptotisch identifizierbar mit der Rate v(-). Das ist ein Widerspruch
zur Voraussetzung.

Zum Beweis der umgekehrten Implikation gelte die Zusatzbedingung. Angenommen, 0y sei
nicht asymptotisch identifizierbar in mg, . (-) mit der Rate v(-). Dann existiert ein § > 0,
so dass lim inf, o infee e [|(ma,, (1) — meu(-)) v(-)[|* = 0 f.5. Mit

0 = arg min [|(may () = mo, () v()|°
)

Die Folge gehort zu M, ,, ist aber nicht konsistent, da sie zu B§ gehort. Dies ist ein
Widerspruch, woraus die Behauptung folgt. o

Der Schiitzer 6 fiir den Parameter 6 soll nicht nur die Eigenschaft der starken Konsi-
stenz besitzen, sondern auch gute Schétzergebnisse der Anzahl der Nachkommen nach n
Schritten liefern. Mit Blick auf die zu Anfang dieses Kapitels eingefiihrte Zerlegung von
Zy, in Gleichung (3.2) Z, = m(Z,-1)Zn—1 + M, soll das von 6 abhingende Nachkom-
menmittel moglichst genau durch mj; geschitzt werden. Dies ist der Fall, wenn folgende
Kleinste-Quadrate-Gleichung minimiert wird:

n

Shnwe(0) = (Zk = mou(Z—1)Zu—1) Z; 4, (3.13)
k=h+1

wobei v € R und entweder h € IN fest gewdhlt oder die Differenz n — h € IN konstant
ist — wir messen also entweder ab einem bestimmten Zyklus (h konstant) oder nur eine
bestimmte Anzahl an Zyklen (n — h konstant). Die so definierte Grofe S’h%yﬂ wird auch
Kontrast genannt. Wird ¢ € R so gewihlt, dass die Funktion v(N) = N¥ die Identifizier-
barkeitsrate von 6 ist, lasst sich Gleichung (3.13) umschreiben:

2
n
i X 120
Sh,n,u,'v(e) = Z ﬁ + 5]@,9,1/ WkQEll ?) vai(—ll v 7’ (3'14>
k=h+1 \ Z,_;
mit
_148
Xe = (G —mou(Zh1)Zk1) 2,1
Okow = (Mogw(Zk—1) —mop(Zr-1)) Z;cp—l'

Der normalisierte Kontrast wird mit

n
2(1—)—
D, = Z ak(_l V)=
k=h-+1
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definiert als

_ Sh,n,y,'y (9)

Stunae (8) 1= =22

(3.15)
Die Forderung, dass der von h,n,v und v abhéngende Schétzer, im Folgenden mit éh,n,,,,,
bezeichnet, Gleichung (3.13) erfiillen soll, ist &quivalent dazu, dass er Sy, (#) minimiert.
Der Schétzer wird deshalb definiert als:

Oy = arg min S+ (6) (3.16)

In Anlehnung an den Kontrast kann die zur ,,Abstandsmessung” der Nachkommenmittel
benétigte Folge von Halbnormen (||-||*),cn nun néher spezifiziert werden. Fiir eine Funk-
tion wu(-) sei
2 2(1=¢)—y
lu()17 = i1 )0 (3.17)
n’ 2(1—p)— ' '
Yhihi1 Gy

Durch das Uberpriifen der definierenden Eigenschaften einer Halbnorm (Nichtnegativitit,
Homogenitét, Dreiecksungleichung), ist leicht zu sehen, dass fiir alle n € IN durch (3.17)
eine Halbnorm ||-||,, auf dem Funktionenraum {f(N): N < n} definiert wird. Diese wird
im Folgenden zur Uberpriifung des Abstandes zwischen den Nachkommenmittelfunktionen
verwendet.

Ist 0y gleichgradig asymptotisch identifizierbar in m(-) fiir (||-[|,,),,cx mit der Rate N¥ und
ist der Storparameter von m(N) gleichgradig asymptotisch vernachléssigbar, so kann unter
weiteren Voraussetzungen die Konsistenz der Folge (éh,n,u,’y)
folgendes Lemma benétigt (siehe [30]):

nen ezeigt werden. Dazu wird

Lemma 3.10 (Lemma von Wu) Es seien Sy, .., und éh,n,u,v wie in (3.15) und (3.16)
definiert. Gilt zusdtzlich fiir jedes § > 0 die Bedingung

lff SnVH_SnVe 0..7
T sy (S @) = Sunsa(80)) > 0 £

folgt

eh,n,v,ﬁ/ — o f-5~7
n—00

also die starke Konsistenz der Folge (éh,n%v)ngm'

BEWEIS: Angenommen, éh,n,u,'y — 6y f.s. gelte nicht. Dann existiert ein § >
n—oo

0, so dass P (hm SUD;, 00

éhm,yﬁ(-) — 90‘ > (5) > 0. Mit der Definition der éh,n,u,’y als

arg mingee Shn,v(0) impliziert dies

P (lim inf inf (S}Ln’yﬁ(e) — Sh’n%w(eo)) < 0> >0

n—00 |0—0y|>6
und das ist ein Widerspruch zur Voraussetzung, womit die Behauptung gezeigt ist. O
Nun kann die versprochene Konsistenzaussage formuliert und bewiesen werden:

Satz 3.11 Die Folge der Halbnormen (||-||,,), e s€i durch Gleichung (3.17) definiert,

v(N) := NY. Es seien 0y gleichgradig asymptotisch identifizierbar in mg, .(-) fiir (Nl en
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und die Funktion (mg, ,,(-) — ma, . (-)) v(-) gleichgradig asymptotisch vernachlissigbar. Des-
weiteren gelten moch die Voraussetzungen:

() limsup —sup {|(mgy(-) = me.(-)) v(-)ll, o < 00 fs5.
n—oo 9EB§VEN ’

(13) Dy, = Z ai(_ll_w)_7 — 0

n—oo
k=h+1
o) k —2
(7i1) es gibt ein hy so dass, Z ai(j;w_%agﬁzﬁ_l < Z a?(ll_w)_7> < 00
k=ho+1 I=h+1

(1) fiir alle § > 0 und fir alle N werde das Supremum und das Infimum

von (mg, ,(N) —mg(N)) beziglich (0,v) angenommen.

Dann st (éh”n"j”Y)nEIN stark konsistent.

BEWwEIS: Die Behauptung wird mit Hilfe des Lemmas von Wu (Lemma 3.10) bewiesen.
Dazu ist fiir alle § > 0 die Bedingung

liminf inf (Sphnp~(0) = Shnwq(00)) >0 fs.

n—0o0 [§—0p|>0

zu priifen.
Es sei also & > 0 beliebig. Aus der Definition des normalisierten Kontrastes Sy, .~ in

Gleichung (3.14) und (3.15) folgt mit & := W;£11_¢)_7ai(j;¢)_7 sowie p 1= MT*M:

" 2 2
1 X X
Sh,n,u,'y(e) - Sh,n,l/,'y(HO) = 5 Z gk (Zpk + 6[6,9,1/) - (Zpk + 5k79071’>
=h k-1 k—1

2 Xk
= D &k 7P (m90 v(Z—1) — mG,V(Zk—l))Zk—l
" k=h+1 k—1

2 n
oo Z 0100, (Mag v (Zi—1) — m&,y(Zk—l))Z;:f}_l
" k=h+1

/

=521 (0)

1 - 2
= Y El(mog(Zi-1) = mon(Zi-1)) 2%,
" k=h+1

)
= Sl,n(e) -+ ng(e) + Sg,n((g)

Die Gleichheit (%) ergibt sich durch die Definition der 8.0, = (mgg vo(Zk—1)—m6., (Zk-1)) Zy
und das Auflésen der quadratischen Terme. Im weiteren Verlauf werden die drei Terme
S1,m(8), S2.,(0) und S3,(0) getrennt voneinander betrachtet.
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Fiir S1 ,(0) ergibt sich mit v(N) = N¥

Sin(0) = Z & (mayw(Zk1) — mo(Zk1)) 242
" k= h+1
R 2(1 2 1 2
= o > W TG T (g (Zir) = mou(Zi-0) 2
" k=h+1
n 252 2(1—)—
. 21\ Shepys (M0 Zir) = mo o (Z4-1))* 200103 7V
2 inf W, n 2(1—¢)—y
h<k<n D k=hi1 01
(3.17) 2(1—p)—ry . 2
S g — NoO|I?.
= W i (man () = mes () O]

Dies impliziert

21-¢)—y .. . 2
Iggg.gfelean Sin(0) > pnf Wy nggg.}feeBlgfeNH(meo,u(') —mg,()v()][;, -

Nach Satz 3.4 konvergiert die Folge (W),)n>0 f.s. gegen eine Zufallsgrofe W, die mit posi-
tiver Wahrscheinlichkeit grofer 0 ist. Aus dieser Tatsache und der gleichgradig asympto-
tischen Identifizierbarkeit von 6y folgt

lim inf mf Sin(0) >0 fs. (3.18)

n—oo @B

Der zweite Term lésst sich mit der Holder-Ungleichung (siehe [10] Kapitel VI Satz 1.5)
abschétzen:

1S9,(8)] < 2 sup WY

h<k<n
1—
S i1 Oktow (Magw (Zkr) — mo o (Z-1)) 20 a7
’ n 2=
k=h+1 k 1

< 2 sup W (g () =m0 () 0O [|(m0000) = mo ()],

Da ‘lim inf, oo infoepg Sgn(e)‘ < lim sup,, ., SUPge pe |S2n, (6)] ergibt sich

liminf inf Sgn(G)’ < limsup sup [S2,(0)]

n—oo feB 9 n—oo eeBC
< 2 sup W( ¥)- Tlimsup sup H(mgoﬁyo(-)fmgovy(-))v(-)Hn

h<k<n n—oe OeBjveN
N (mgg () = me, () v()|,,

= Ofs.

Der Grenziibergang ist richtig, denn nach Satz 3.4 gilt lim,—.o W, = W f.s., nach Vor-
aussetzung ist (mg, v, (-) — Mg, (-))v(-) gleichgradig asymptotisch vernachléssigbar und
Voraussetzung (i) sichert, dass der letzte Term nicht {iber alle Schranken wéchst. Es folgt

liminf inf S5,(f) =0 fs. (3.19)

n—oo fgeBg
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Nun wird der letzte Summand betrachtet. Durch Einsetzen der Definition von & ergibt
sich

2
— )
S3n(0) = Do Z kap (Mmoo, (Z1—1) — Mo (Z-1)) Z)_,
k=h+1
2 «— X
= = > (e Zir) = mon(Ze1) 2, 2T
D, 2
k=h+1
2 n
- 7 Z Ck(97l/)
" k=h+1
mit
Gh(0,v) = ot (Mo (Zim1) = mo (Zu)) 21, 20T
k—1
Es seien (07", i) .= arg minge pe ven Gk (0, v) und (679%, v%%) = arg maxgpe pg,ven Gk (0, v).

Dann impliziert Voraussetzung (iv)

Zk ha1 GO ™) D ha1 SR(OT veT)
< inf Ss.(0) < 2524
D, QlenB San(0) < D,

(3.20)

Im Folgenden werden zwei Félle unterschieden:

1. Fall: Fiir konstantes h, wird gezeigt, dass die Folgen (D 7_, 4 Ce(0)"", /,Z’”"))n21

und (3 (079", v m“m))n>1 Martingale beziiglich der Filtration (Fy),sq, Fn =
o0(Zy,...,Zy,) sind. Dann liefert das starke Gesetz der grofen Zahlen fiir Martingale

A 3, dass die rechte und linke Seite der Ungleichung (3.20) f.s. verschwinden. Es sei
= D hehg (O, V"), Da fiir alle k > 1 E (|G(0;, v )| |[Fr—1) < oo ist,

gllt
E(Ln|Fn-1) = E(LpalFn1) +E (G0, v7") | Fn1)
| ——
=Ln_1f.s.
= L1+ EE (G075, vy ) Fn1, 0777, 13" ) | Fna]

3+8—2vy

= Lo+ 2, E[(meguper(Zn-1) — moges e (Zn-1))
B (Xn|Fa1, 07097, v;%) | Foa] fs.

? n

Da X,, weder von 6"** noch von v)** abhéngt und E(X,|F,—1) = 0 ist, folgt
FE (Ln‘fn—l) = Ln—l f.S.,

d.h. (Ly),>; ist ein Martingal beziiglich der Filtration (F3,),,> ;-
Sel nun weiter sy := DiiE (CR(Ora=  ymar)| Fi,_q). Nach Voraussetzung (ii) wichst die Folge

(Dp)n>1 iiber alle Grenzen und nach der dem Modell zu Grunde liegenden Voraussetzung
V.4 gilt

n
2
Z s, < o sup sup  (mgg(Zk—1) — mow(Zr-1)) 277,
k=h+1 OGBg,VEN h+1§k§n
o))y o aET==0=5-20)
) —)—(1—f— )
ap wisp--o- § AL
h+1<k<n kTt 1 L

— oo f.s.
n—oo
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Damit sind die Voraussetzungen des Satzes A.3 erfiillt und dieser liefert:

n_ emax’ max Ln
lim Ek_h“ G (6 Vi) = lim — =01fs.

N—00 D, n—oo D),

Mit demselben Vorgehen erhalten wir

o Dt GO )

n—o0 DTL

Mit Blick auf Gleichung (3.20) impliziert dies:
lim inf S3,(0) =0 fs.

n—oo §eB§

=0fs.

2. Fall: n— h ist konstant. Da h von n abhiingt, ist die oben definierte Folge (Ly,),,~; kein
Martingal. Mit ¢ := n — h ergibt sich aber eine Aufspaltung von L, ndmlich

Ly =Y G (07" v ")) = D G (67, ™))
k=c

k=c

in denen die beiden Summen Martingale beziiglich der Filtration (]:n)n21 bilden. Folglich
gilt mit Satz A.3 und Voraussetzung (ii)

o S Gl v

Jim D, =0fs.
und da D,, > D,,_. auch

lim 2otz OR™ ) e

Jim D, S.

Mit (g (HZ”", 1/,?“”) wird analog verfahren und aus den beiden Féllen folgt:

lim inf S3,(0) =0 fs. (3.21)

n—00 0c B§

Die Gleichungen (3.18), (3.19) und (3.21) liefern zusammen:

liminf inf _ fs.
oo 0¢ B (Shunwy(0) = Shnwn(00)) > 0 £

Da § beliebig gewéhlt wurde, ist die Bedingung des Lemmas von Wu erfiillt und damit ist
die Folge (9;17”7”,7)” N stark konsistent. O

Bei Einschrinkung der Klasse der betrachteten Nachkommenmittelfunktionen kann nicht
nur eine Konsistenzaussage bewiesen, sondern auch die Konvergenzgeschwindigkeit des
Schétzers gegen den wahren Wert ermittelt werden (= Kapitel 3.4). Deswegen betrachten
wir im Folgenden nur noch Modelle des Typs:

me,(N) =mily, sy + maN~" +7,(N), (3.22)

wobei rg,(N) := O (N™%*) und o > o, > 0. Zwei Schétzprobleme kénnen betrachtet
werden. Im ersten ist der zu schatzende Parameter g = mj;. Dazu muss o, = 0 und
mg ein Storparameter sein. Dies ist der Fall, wenn v darstellbar ist als v = (mg,v’). Im
zweiten Fall sind m; und a, > 0 bekannt und 6y = mo ist zu schéitzen. In beiden Féllen
ist die Funktion

(m90,1/0 (N) - mao,l/(N))Na* = (T907V0 (N) - TG,V(N»N(X*

offensichtlich gleichgradig asymptotisch vernachléssigbar, falls aus > ay gilt. Die starke
Konsistenz fiir den Schéatzer (Qh,n,v,v)n N liefert das folgende Korollar.



60 3. EIGENSCHAFTEN ALLGEMEINER GROSSENABHANGIGER VERZWEIGUNGSPROZESSE

Korollar 3.12 Gegeben sei ein grofienabhdngiger Verzweigungsprozess mit Nachkommen-
mittel der Form (3.22). Folgende Voraussetzungen seien zusatzlich erfillt:

(1) fir alle 6 > 0 und fiir alle N werde das Supremum und das Infimum
von (mg,,(N) —mg(N)) beziglich (6,v) angenommen
(i) es existiere ein C' < 0o, so dass fir alle N € IN gilt sup |rg,(N)| N < C

0,v

n
2(1—a)—
(7i1) E 20 o
k 1 n—oo
k=h+1

oS k —2
. oL 4(1—q)—2 — 21— )—
(iv) es gibt ein hg so dass, g k( 1 )= Vaf—_?a ! E al£1 o) =7 < 00
k=ho+1 I=h+1

Dann ist (éhv”’l’ﬂ)neﬂ\l stark konsistent.

BEWEIS: Sind die Voraussetzungen des Satzes 3.11 erfiillt, so liefert dieser die starke
Konsistenz. Die gleichgradig asymptotische Vernachlassigbarkeit wurde oben gezeigt. Die
gleichgradig asymptotische Identifizierbarkeit von 6y in mg, .(-) fiir (|| - ||5n), ey mit der Rate
v(N) := N*, d.h. ¥ = a, folgt leicht aus

(Mg (N) = Mg, (N)) v(N) = (rgy 0 (N) = 79,,(N)) N
Es bleibt nur noch Voraussetzung (i) des Satzes 3.11 zu iiberpriifen. Dazu betrachte

(6, (-) = meu())v(-)ll2

n

= — Z ((60 —0) 1*+T00,V(Zk—1)—7“e,u(zk—1)) Z;*a 2(11 e

1 o) =
2Zk ht1 @

= (6o —0) + a0, (-) = o0 () 0l

Dn
2(00 — 0) < .
+<D) Z (r00,0(Zk—1) — 709, (Zi—1)) 2" 1 k( ; )=
" k=h+1

= (6o — 0)2 + 1(roo v () — 70, ()) U()Hi + Ry

Mit © ist auch 6y — 6 beschriankt. Aus Voraussetzung (ii) folgt die Beschréanktheit von
| (70,0 (+) — rgjy(-))v(~)||i. Wegen der Voraussetzungen (iii) und (iv) ist auch Ry, , be-
schrankt und dies liefert

limsup sup H(meo,y(') - mo,u('))”(‘)”n,oo < 0.
n—oo HEBE,VEN

Insgesamt folgt die Behauptung. O

Unter einer weiteren Zusatzbedingung lésst sich im Modell (3.22) die starke Konsistenz
auf eine weitere Art zeigen. Der Beweis basiert auf der Taylor-Entwicklung der ersten
Ableitung des Kontrastes.

Satz 3.13 Zusdatzlich zu den Voraussetzungen (i)-(iv) des Korollars 3.12 gelten die Vor-
aussetzungen:
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(v) fir alle N sei die Funktion rg,(N) zweimal in einer Umgebung von 6y in 6 stetig
differenzierbar und es existieren C',C" < oo, so dass fiir alle N € IN die Suprema

SUPgeo,veN ’Té V(N)‘ N < C" und SUPgeco,veN ‘rgu(N)’ N < C" sind
(vi) fiir alle N € IN werden das Supremum und das Infimum der zweiten Ableitung ry ,(N)

m einem (HS“p ]S\}”p) bzw. («9mf mf) angenommen

Dann st (éh’”ﬂ’ﬁ)nem stark konsistent.

BEWEIS: Es sei mit S/ die erste Ableitung beziiglich 6 bezeichnet, d.h.

h,n,v,y
dSh RNY 7
Sh n,v. 'y do
Nach dem Satz von Taylor (siehe [14] Satz 61.1) angewendet auf S/, s i G0 gilt

Slll,n,z/,'y(e) = S;L,n,l/,'y(eo) + Sg,n,u,'y(gn) ’ (9 - 90)

fiir ein 6,, € (6 A 0y,0 V 6p). Nach der Definition des Schitzers éh,n,yﬁ in Gleichung (3.16)
als der Wert, in dem gh,n,u,'y ein Minimum annimmt, also die erste Ableitung in diesem
Wert gleich 0 ist, folgt daraus unter der Annahme, dass in einer Umgebung von 6y die
zweite Ableitung S” , nicht verschwindet,

. S 0 1
Oy — 00 = — ~h’n’y’7( o) = = (3.23)

S’/{,?’L,l/,’y (6774) Qh,nﬂl’ﬂ ‘Dn

fiir ein 6, € (éh,n,,,,7 Ao s By V eo). Dabei sind

n

Ln= Y (Zk — moow(Ze1)Zi—1) my, ,(Zx—1)Z, "]

k=h+1
und
Qhny = Z (Z Ui k(0 ) Wl )20 o) = (3.24)
" k=h+1
mit
Urk(On) = mlef,y(Zkfl)ZZL_y*l,
Uz(bhn) = —(meo,uo(Zk 1) = mo,w(Ze-1))mp, (Ze1) 2%
—1
U3,k(0n) = _Xka21m0 V(Zk 1)

Nun folgen zwei Schritte. Im ersten wird gezeigt, dass

L
lim =% =0 fs. (3.25)

n—oo n

gilt und im zweiten

Hm Qpppy = W)™ £, (3.26)

n—oo

Die Gleichungen (3.23), (3.25) und (3.26) implizieren dann, dass éh,ny,,ﬂ —— 0 fs.
n—oo
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1. Schritt: Es seien

Co = (Z1, — Mgy o (Zi—1) Zi—r) migy ,(Z11) 2]

und
Too,v "= Ty,vo — Tho,w = Mo,ue — Mby,v-
Dann ist
L 1 «
Fn = o > (Zk = moyo(Zi1) Ze—1) My, (Zr1) 2]
" " k=h+1
1 n
= D (Zk — Moy (Zk—1) Zi—1 + Moy 0o (Zk—1) Zl—1 — Moy 00 (Zk—1) Ze—1)
k=ht1
My o (Zi-1) 2]
1 n _ / 1—v
= D, [Z — Mg o (Zk—1)Zk—1 + Tog w(Zk—1) Zr—1) Mgy (Zk-1) 2}, _]
k=h+1
_ 92—
. ZZ:thl Ck ZZ:h+1 TGO,V(Zk—l)m/HO,u(Zk—l)Zkfiy
= =ehilony . (3.27)
n n

Die beiden Terme dieser Gleichung werden nun einzeln betrachtet. Da fiir n > h + 1 die
Gleichung

E( > @\fn_l) = E(CalFn) Z G

k=h+1 k=h+1

= B (= BV ) ATIE) 4 S G
k=h+1

= (E(Zu|Fn) - ULRY (Zn-1)Zn-1) mIOO,V(Zn—l)Z}L:¥ + Z Ck
k=h-+1

=0 f.s.

n—1
= > Gifs.

k=h+1

gilt, handelt es sich bei der Summenfolge (Zzzh 41 Ck) um ein Martingal. Das starke

n>h+1
Gesetz der grofien Zahlen fiir Martingale, Satz A.3, liefert mit Voraussetzung (iii), dass

Zz%:l@ fiir n — oo fast sicher verschwindet.

Der zweite Term der rechten Seite der Gleichung (3.27) konvergiert auch fiir n — oo fast
sicher gegen 0. Dazu werden die einzelnen Summanden mit Hilfe der Voraussetzungen (ii)
und (v) wie folgt abgeschétzt

P00 (Zi—1)mpy 0 (Ze—1)| Zi] < 202, %
207, (2% + C'Z.%) 2]
207, (1 Q) — “/(Zoz* Qo —I—C/ 2(a* a**))

= az(_lfa*)772CWk£11ia*) (Za* a**—l—C'/ 2(a* a**)>

/ 2—~
Mgy v Zk_l ’Zkfl

IA

(1—ax

Satz 3.4 garantiert, dass I/Vz(l_a*)_7 fiir k — oo fast sicher gegen W? )=7 konvergiert.

Da aus > oy, konvergiert (Za* G+ C'Z 2(a* _a**)> fast sicher gegen 0 und Voraussetzung
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(iif) sichert, dass > ;.4 ai(_lf )= {iber alle Schranken wichst. Damit liefert das Lemma

von Toeplitz (siche A.4 (iii)):

1 = —0x ) — —0x ) — oy —Q Ox—Q
oo >0 G Tew T (e + 00T ) —— 0 s
" k=h+1

Folglich konvergiert auch Din > heha1 7’907V(Zk,_l)m’ewj(Zk_l)Z,?:IY fast sicher gegen 0 und
dasselbe gilt fiir é—: in Gleichung (3.27).
2. Schritt: Qpppy wird in zwei Teile aufgespaltet und diese werden getrennt voneinan-

der untersucht. Der erste Teil besteht aus dem Term mit den Summanden Uj ;(6,) und
Uz k(6y). Dazu betrachte:

1 n 2(1—ax) =7 2(1—ay)— o )—
o 30 (Unslta) + ) W2 ) e
k=h+1
L& o o N
< 3 sw (UO)] + [TakO)]) WG - I it
" j=ht19€OVEN

1 o) 2(1—an)—
+ = 3 sup (JULK(O) — 1| + [Un(6) ) WA =gt o) (3.28)
noh 0cO,veN
Nach der Definiton von Uy ;, und Uy, gilt, dass suppee e n(|U1,k(0)|+|U2,k(0)]) beschrinkt
ist. Nach Satz 3.4 konvergiert die Folge der ’Wf{“*“*)*v — WQ(I_O‘*)_V‘ fast sicher gegen

0. Damit sind wie in Schritt 1 die Voraussetzungen fiir das Lemma von Toeplitz (A.4 (iii))
erfiillt und der erste Term auf der rechten Seite von Gleichung (3.28) konvergiert fast sicher
gegen 0. Weiter gilt wegen Voraussetzung (v) und my ,(N) = N~ + g (Zk-1)

_ 2
sup |[Upx(0) —1] = sup ’(Zkf“f +19,(Zk-1))” 27 —1‘
0cO,veN 0eO,veN
= sup  [22077vh,(Zeor) + 192 (Zem1) 2005
0cO,veN

* — Qs 2 2(04*—04**)
< 20'Z 10+ CP 2 .

Da mg,,u(N) — mg,(N) = (00 — 0)Z, % + 79,,(Zk—1), folgt mit den Voraussetzungen (i)
und (v)

sup [Uai(6)] = sup|(Bo—0)Z, % +Tou(Zur)| |mi, (Zhr)| 22
9cO.vEN 0cO,veN
< (160 = 01255 + IFow (Ze-1)]) C" 230

IN

( [fo—6]  +20Z07) "z
<oo da © beschrankt

Wegen .. > i sind auch hier die Bedingungen des Lemmas von Toeplitz erfiillt und
damit geht der zweite Term in Gleichung (3.28) fast sicher gegen 0 fiir n — oo. Dies
impliziert, dass

n 2
lim L Z (Z Ul,k(an)> W]?Sll—a*)—’Yai(_ll—a*)—'Y — WQ(lfa*)*'Y f.s.
" k=h+1 \i=1

Der zweite Teil von Qp, 1, also Din EZ:hH U37k(Hn)Wlell_a*)_vaz(j;a*)_7, wird dhnlich
wie im Beweis zu Satz 3.11 abgeschétzt. Dazu werden die Voraussetzungen (iv) und (vi)
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benétigt. Diese Argumentation, auf deren ausfiihrliche Behandlung an dieser Stelle ver-
zichtet wird, liefert

1 < o) o)
lim — Z U37k(9n)W§£11 *) 7a291 )77 fs.
et S

Daraus folgt Gleichung (3.26).
Die Ergebnisse des 1. und 2. Schrittes ergeben zusammen die Behauptung. O
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3.4. Die Konvergenzrate des Schatzers

In diesem Abschnitt wird die Frage nach der Konvergenzgeschwindigkeit des im vorigen
Abschnitt ausfithrlich auf Konsistenz gepriiften Schétzers éh,n,v,v gegen den wahren Wert 6
beantwortet. Dazu wird die Klasse der Modelle weiter eingeschrankt und zwar zu solchen,
deren Varianz strengeren Bedingungen geniigt, als das bisher der Fall war. Genauer gelte
fiir die Varianz fiir alle N > 1 im superkritischen Fall und fiir alle N > N fiir ein geeignetes
N im fast-kritischen Fall die Gleichung

0?(N) = o*NP —r(N) (3.29)

mit 74 (N) = O <N5> wobei 3 < B3, ry(N) > 0 und unabhingig von § und v seien.
Benotigt werden noch folgende Grofsen:

n
1 2(1—ax)—2
B, = Z akt?Jr( on)=27
k=h-+1
—B—2(1—ax)+2vy
Bk,n = Bnakfl 2
Ry = (Iyg+1-— z YW e
k= (k,1+ meo,uo( k—l))meo,u( k—l) E—1%1
1 n k-1
1—
Uh,n,l/,'y = Bf Z Z(Ik,i+1_meoﬂl(Zk’—l))mIGO,V(Zk—l)Zkfrly
" k=h+1 i=1
B
Phny = Fn

n

Mit diesen Grofen kann die im Beweis zu Satz 3.13 durch Ableiten des Kontrastes erhaltene
Gleichung (3.23) umgeschrieben werden zu

A Uhnoy~r®
eh,n,l/,y - 60 = Zhomviy =Ry . (330)
Qh,n,v,'y

Nun kann der angekiindigte Grenzwertsatz formuliert werden.
Satz 3.14 Zusdtzlich zu den Voraussetzungen des Satzes 3.13 gelte noch:

(vii) Fir festes h sei
lim B, = oc0.
n—oo

(viti) Fir v # vy sei
I S N
lim — E azf¥ G — ),
n—oo Bn
k=h+1

(iz) Fir alle z € R sei

lim i E(R211 f_):o..
hggonl—{goh-i-?lﬁllliﬁn k {RiZBi,nw"’}‘ k=1 ts

Dann ezistiert eine Zufallsgrofie U, so dass

lim U ppy 2 U. (3.31)
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Die Fourier-Transformierte dieser Zufallsgrofie ist

. 2
dy(s) = Be*Y = E <exp <—8202W1+ﬁ+2(1_°‘*)_27>> . (3.32)
Auflerdem gilt
Hm Qppry = W27, (3.33)

Desweiteren wird die beste Konvergenzrate erreicht, wenn v = 1+ 3 ist. Zwei Fille sind
maglich:

(o) Falls B+ 2au < 1 ist, gilt im superkritischen Fall

2ax+8-1
Phpy =0 | an *

und im fast-kritischen Fall

q) 204*2671 1
<a
hny = Gy m
(B) Falls B+ 20, = 1 ist, gilt
1
) = —.
hn,y I

BEwEIs: Gleichung (3.33) ist ein Zwischenergebnis des Beweises zu Satz 3.13 (=
Gleichung (3.26)).

Die asymptotische Verteilung in Gleichung (3.31) und die Fourier-Transformierte in Glei-
chung (3.32) folgen aus dem Satz A.5 nach Rahimov, dessen Voraussetzungen im Folgenden
zu priifen sind. Dazu seien folgende Gréfen definiert:

Cei = (Ing — Mg (Zi—1)) My o (Zr—1) Zy L goniy
Ori = B (il Fao1) = Too(Ze-1)mpy ,(Zk-1) 2y Liznony
or; = E [(ﬁk,i — V) |‘7:k—1} = 02(Zk—1)m'902,,,(2k—1)Z,z(_ll_w]l{kzhﬂ}

Voraussetzung (A.9): Betrachte

1 n Zk,1 1 n Zk,1 ( )
2(1—
B2 Z Z 0’/%,2' = B2 UQ(Zk—l)mle()Q,u(Zk—l)qu ! Lik>ntny
" =1 i=1 " k=1 i=1
_ 1 g VA 2 VA /2 7 22(1_7)
- ﬁ Z k—10 ( k‘*l)meo,l/( k'*l) k—1
" k=h+1
1 n
= B 02(Zkfl)Zk_ﬂméoz,u(zkfl)zlzc—yi
" k=h+1

2(1—v)—2a 1 2(1—v)—2ax 1
'Wk£1 ¥)—2a+B+ ak(_l'y) o +B+

Aus Voraussetzung (v) und au. > a, folgt

m/QO’V(N)Na* — N*a* + T/QO,V(N)NQ* =1 4 C/Na**a** — 1 , (334)

N—oo
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Da (3 < f3, liefert Voraussetzung (3.29)
o2(N)NP = o2 — O(NP )N 1 0% fiir N — oo (3.35)
Mit Satz 3.4 und Voraussetzung (vii) sind alle Voraussetzungen des Lemmas von Toeplitz
(A4 (iil)) erfullt. Dann folgt:
1 & Zp—1
nlingo B2 Z O‘]%,i = 2 W22t O+ g
=1

3
b
Il
—
©

Es sei nun T eine von g2W2(1-7)~-20++8+1 pnach unten begrenzte Zufallsgrofe, dann gilt

1 n k-1
lim P | =5 ot,>T|=0.
P\ B 2 2

Dies war zu priifen.
Voraussetzung (A.10): Nach Gleichung (3.35) gilt:

2 2(1-y),_ 12
L (Ze-1)Zoy " mp2,(Ze1) < o max WHIe2 2 g .
h+1<k<n B2 T hti<k<n 1 B0,y AZR LT k—1

1 2(1—are)—2
"5 max a’gfl( o) =27
Bn h+1<k<n

Nach Satz 3.4 und Gleichung (3.34) ist der Grenzwert des ersten Faktors endlich, d.h.

. +2(1—ax)—2y /2 200
lim max Wﬁ m Li_1)2;7% < 0o
n—oo h4+1<k<n k-1 GO’V( k 1) k-1

Der Grenzwert des zweiten Faktors ist 0, was wie folgt gesehen werden kann.
Ist B+ 2(1 —a) — 2y <0, so wird das Maximum in h angenommen, genauer

1 B4+2(1—os)—2vy+1

B+2(1—au)—2y _ Gy -1
5, max ap = 3 ap"” -
Bz h+1<k<n Bz

Bei festem h folgt aus Voraussetzung (vii), dass

1 B+2(1*04*)*2'Y =0 (336)

Al B A, G-t
gilt. Bei festem n—h ist ag+2(170‘*)727+1 < B?
Ist B4 2(1 —ax) — 27 > 0, so gilt

und limy, s a;il = 0, was (3.36) impliziert.

1 B+2(1—a.)—2y _ —1
B2 witei, k1 = oot
woraus (3.36) folgt. In beiden Fillen gilt also
2
oc .

lim max i; =0fs.

n—oo h+1<k<n B3
und da aus der fast sicheren Konvergenz die stochastische folgt, gilt Voraussetzung (A.10).
Voraussetzung (A.11): Auch hier wird die stérke Aussage der fast sicheren Konvergenz
gezeigt. Es gilt:

n Zr-1 n
1 1 = / 1—v

1 < B -
= o Y Tl Ze) (25 + 700 (Zie0) (Zie) 2] (3.37)
" k=h+1
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Fir v = vy ist 7g, ,(N) = 19y00(N) — 76,0 (IN) = 0, und somit ist auch Gleichung (3.37)
gleich 0.

Fiir v # 1p ist dies nicht so schnell zu sehen. Voraussetzungen (ii) und (v) implizieren
aber:

n Zk—1

1 1 < _
2D 0| S 5 Y 205 (2 + CZ) 2]
L — " k=h+1
1 n
- LS aclee g )z
By o= N

<1 da as<asx
2— ’y Qs — Qs

a
2C(1+C") sup W,? Y S
h+1<k<n B,

IN

—— 0 fs.
n—oo

Der Grenziibergang ist richtig, da nach Satz 3.4 W, fast sicher gegen eine Zufallsgrofse W
konvergiert und Voraussetzung (viii) garantiert, dass der Bruch fiir n — oo verschwindet.
Somit gilt Voraussetzung (A.11).

Voraussetzung (A.12): Der zu Beginn dieses Kapitels definierte Ausdruck Ry lasst sich
unter Verwendung der oben definierten & ; und 93 ; umschreiben zu

—B—2(1—ax)+2y

Ry = (&kq — Ix1) ap_y

Weiter sei

n Zrg-1

1
B |6 =91 (6 =) <o} Fh-1

k=1 =1

Da die Zufallsgrofen Iy, ; fiir festes k identisch verteilt sind, lésst sich dies weiter umformen:
R, = -5 E [R%H{quBk,n}U:k—l

Gezeigt wird nun, dass die Folge (Rn) o fiir n — oo fiir x > 0 fast sicher gegen

n<
o2 WHA+2(1—0e)=2v ypd fiir 2 < 0 fast sicher gegen 0 konvergiert.

Esseien alsoz > 0,1 € N mit h < [ < n fest gewihlt und A,, := | R, — 02W1+ﬁ+2(1_°‘*)_27).
Mit y := 1+ 3+ 2(1 — aw) — 2 liefern dann Einsetzen der Definitionen und die Dreiecks-
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ungleichung die Abschétzung

n Zk-1
ISR S5 S PP
k=1 i=1 kn
n BH2(1—ax)—2y
_ Op_1 2 2717y
= ZZk 1= py [Rk]l{Rk<ka,n}|fk—1} —o*W
< ZWk 1 [Rkﬂ{Rk<kan} | Fk— 1]
—_——
<1
ZZ—H—I aZ_l 2
+| sup Wi E[R]l F }———awy
I+1<k<n ! el (<aBio ! D k1 O
—_————
<1
22—1 aZfl
< sup Wk_lE R2 Fk—l —_ 0 —
(1§k3l (Bl D hhi1 Gy
+sup (Wit B [BE(r <o, )| Fir | — 02 WY| (3.38)
I+1<k<n

Wi B (R} Fi) = o> (Zemaym? (Zi) W0 e e
= X Zyr) 2 g2 (Zy 1) 22 W TR 7(339)
gilt, ist nach Satz 3.4 sowie Voraussetzungen (v) und (3.29) das Supremum

sup Wip_1 F [Rﬁ\}"k_l] < oo fs.

1<k<l
Voraussetzung (vii) impliziert dann, dass der erste Term der rechten Seite der Gleichung
(3.38) fiir n — oo fast sicher verschwindet, da [ fest gewéahlt ist.
Der zweite Term der rechten Seite der Gleichung (3.38) kann weiter aufgespaltet werden:

sup  |Wip_1E [Rﬁ]l{Rk@Bk,n}Vk—l} — UQWy‘

I+1<k<n

< sup Wi_1 sup
I+1<k<n I+1<k<n

+o2 WA= ) =27 qup Wy — W]
I+1<k<n

E [Ri]l{Rk<ka7n}|~7:k—l} — UQWy‘

Nach Satz 3.4 ist der Grenzwert lim;_, . lim, .o sup; +1<k<n Wk—1 fast sicher endlich und
limy o0 limy, 00 SUPy 41 <<y [Wi—1 — W] = 0 fast sicher. Das heifit, es bleibt nur noch ein
Term zu betrachten:

2 2
lim lim  sup [Rk]l{Rk<kan}‘fkfl} -0 Wy’
=00 M=00 11 1<k<n ’

< lim lim sup ‘E[Rk]fk 1} —02Wy}
l—00M=00 14 1<k<n

+ lim lim  sup E[Rk]l{Rkan W Fr— 1}
l—00N—00 1 1<k<n

Aus Gleichung (3.39) folgt mit Satz 3.4 sowie Voraussetzungen (v) und (3.29), dass der
erste Term beim Grenziibergang n — oo gefolgt vom Grenziibergang | — oo fast sicher
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gegen 0 konvergiert. Der zweite Term konvergiert nach Voraussetzung (ix) gegen 0 fast
sicher.

Fiir z < 0 konvergiert nach Voraussetzung (ix) R, fast sicher gegen 0. Damit konvergiert
diese Folge fiir n — oo fiir z > 0 fast sicher gegen o2WHA+2(1==)=27 ynd fiir 2 < 0 fast
sicher gegen 0. Der Beweis fiir festes n — h verlduft &hnlich.

Nun sind alle Voraussetzungen des Satzes A.5 erfiillt und daraus folgen (3.31) und (3.32).

Zum Beweis der ergidnzenden Konvergenzaussagen («) und ((3) sei noch einmal an die
Definition von @, ,, , erinnert:

n 1+84+2(1—au ) =2y
By, \/Zk:h—i—l A1
Phny = =

D n 2(1—o)—y
" Zk:h—i—l A

Da entweder h oder n — h fest ist, hingt ®, ,, » nur von « ab. In Hinblick auf Gleichung
(3.30) ist also die Konvergenzrate minimal und damit am besten, wenn ®y, ,, - als Funktion
von 7 ein Minimum aufweist. Dazu wird die erste Ableitung betrachtet:

_1
d®pp, 1 z ’ - S 20a-
s~ (S ) (3 commoar ) (32 e

k=h+1 k=h+1 k=h+1

n n " Ly
> ot 3 Comtat )| (3t

k=h+1 k=h+1 k=h+1

Folglich ist die erste Ableitung genau dann gleich 0, wenn

= ( > k> ( > log<ak_1>ai“;"‘*>‘”) (3.40)

Eine Losung der Gleichung (3.40) liegt dann vor, wenn y = 2(1 — ) — y gilt. Da y =
1+ 0+ 2(1 — ) — 2, ist das der Fall, wenn v = 1 + (3 ist. Dass dies die einzige Losung
ist, wird nun bewiesen. Dazu betrachten wir die Funktion:

_ 2k=hr log(ar—1)af_
k=h+1"k—-1

Gleichung (3.40) gilt genau dann, wenn w(1l + F+2(1 — ax) — 2y) = w(2(1 — ax) — ), also
genau dann wenn v = 1 4 3 gilt. Ableiten von w ergibt:

dw(@)  Lpop (loglax1))’af ; <zzzh+l 1og<ak1>a;g_1)2

- n T n x
dz Zk:thl ap_q Zk:thl A1

Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung (siche [10] Kapitel VI.1) liefert

n

< Z (log(ap_1))* ay_, Z ag_q,
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folglich gilt

)

n T n T
Zk:h—H a1 Zk:h—i—l ap_1

n x 2 n x
(Zk:h+1 10g<ak1)ak—1> < Zk:h+1 (IOg(akfl))z ag_q

und damit ist dﬁggx) > (. Das heiftt die Funktion w ist streng monoton wachsend und somit

gilt 14+ 8+ 2(1 —ay) — 2y = 2(1 — o) — . Mit dem gleichen Kniff ist zu sehen, dass

2
d iz’z"’” > 0ist. In v =14 g liegt also ein Minimum vor.

In diesem Fall gilt fiir 6 + 2a, = 1, dass

n 2(1—ax)—(1
B \/Zk:thl a’k(—l S 1 1

h,n,y 2(1—a)—(1+5) = — = = = .
Z:thl ap 4 \/ZZ:h-i-l CLz(_ll ax)—(1+0) vn—nh

Fiir 8 + 2a. < 1 gilt im superkritischen Fall
2ax+8—1
Phny =0 <an : )

205 +6—1 1

2
CDhJLN < m

Damit sind alle Behauptungen dieses Satzes bewiesen. O

und im fast-kritischen Fall







4. Die PCR als grolBenabhangiger
Verzweigungsprozess

Nun steht ein breites Spektrum an Aussagen iiber groflenabhéngige Verzeigungsprozesse
zur Verfiigung, um zur PCR zuriickkehren zu kénnen. Wie schon zu Beginn des Kapitels 3
erlautert, muss das Modell erweitert werden, um den gesamten Prozess chemisch realitéts-
nah beschreiben zu kénnen. Dies geschieht in Kapitel 4.1. Dadurch kann die Asymptotik
des Prozesses untersucht (= Kapitel 4.2) und ein Schétzer fiir die Effizienz gefunden werden
(v= Kapitel 4.3).

4.1. Verallgemeinerung des PCR-Modells

Das in Definition 2.9 eingefithrte PCR-Modell

(2. 4), (P)izo, (Tng)sinz1: (Za)nzo: (Zn)uz0: (X021

beschreibt die PCR unter der Voraussetzung konstanter Effizienz A\. Der Galton-Watson-
Prozess (Z,,)n>0 ist bekanntlich durch Z,, := Z,,_1 + ZjZ;{l I, ; mit stochastisch unabhén-
gigen, identisch B(1, \)-verteilten Zufallsgrofen gegeben. Ersetzt man in dieser Definition
die konstante Effizienz durch eine gréfenabhéngige Funktion A(-) : Ny — [0, 1], so wird
auch der Prozess (Z,,),>0 grofenabhéngig. Im Folgenden interessiert das Verhalten dieses
grokenabhéangigen Prozesses, wohingegen Mutationen nicht untersucht werden, so dass die
Menge aller nach dem n-ten Schritt vorhandenen Sequenzen Z,, und die Anzahl der Sequen-
zen der k-ten Generation nach n Zyklen X' in der folgenden Definition keine Erwahnung
mehr finden.

Definition 4.1 Gegeben seien ein messbarer Raum (2, A) und darauf eine Familie von
Wahrscheinlichkeitsmafien (Pj)j>0 unter denen fiir eine Zufallsgrofe Zp : @ — Ny die
Gleichung Pj(Zy = j) = 1 fiir alle j > 0 gilt. Fiir n > 1 seien Zufallsgrofen Z,, rekursiv
definiert durch

n—1

Z
Zp = Zp-1+ Z In,j
j=1

mit unter F,,_1 := o (Zy, Z1, . . ., Zn—1) stochastisch unabhéngigen und identisch Bernoulli-
verteilten Zufallsgrofen I, ; mit einem von Z,_; abhéngigen Parameter X (Z,—1), wobei
A(+) : Ng — [0, 1] gréBenabhdingige Effizienzfunktion, kurz auch nur Effizienz, genannt wird.
Dann heifit das Modell

((€2A), (P))j>0, (Zn)n>0, A(), (In,j)jn>1)

grofsenabhingige Polymerase-Kettenreaktion; bei fester Vorgabe von Zy wird es grdffenab-
hingige Polymerase-Kettenreaktion mit Zy Startsequenzen genannt.

73
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Auch in diesem Kapitel kénnen wir uns auf die Betrachtung der PCR mit einer Startsequenz
beschranken. Fiir die erwartete Anzahl an Nachkommen einer jeden Sequenz im n-ten
PCR-Zyklus gilt folgendes Lemma:

Lemma 4.2 Gegeben sei eine groflenabhingige PCR mit der Standardfiltration (fﬂ)nelNo’
Fn =0(Zy,...,Zy). Bezeichnen m(Zy,) = E (Int1j | Fn) die erwartete Anzahl an Nach-
kommen einer dem n-ten Zyklus entstammenden Sequenz und 0* (Zy,) = Var (Iny1j | Fn)
die Varianz einer solchen Sequenz, dann gilt fir alle n > 0:

m(Zy) = 1+ MZn) (4.1)
0*(Zn) = MZn) (1= \NZn))

BEWEIS: Die beiden Gleichungen ergeben sich sofort aus Definition 4.1, da
P(Iny1=2|Fn) =XNZpn) =1—=P 1 =1]|Fn)

gilt. O

Bemerkung 4.3 Aus Gleichung (4.1) folgt fiir alle n > 0
E(Zps1 | Fn) =Zn 14+ XNZy))  fs.

Im Vergleich zu Lemma 2.10, das eine Aussage iliber die erwartete Anzahl an Nachkommen
im (n + 1)-ten Zyklus macht, ist es im grofenabhéngigen Fall nur moglich, die erwartete
Anzahl an Nachkommen rekursiv anzugeben.

Jagers und Klebaner modellieren in [15] die PCR als grofenabhéngigen Verzweigungspro-
zess, indem die Effizienz der Gleichung

Ky

M) = R+ 7,

(4.3)

gentigen soll. Dieser Ansatz beriicksichtigt durch das Verwenden der Michaelis-Menten-
Konstante Ky, dass es sich bei der PCR um eine enzymkatalysierte Reaktion handelt, fiir
die im Allgemeinen die Michaelis-Menten-Kinetik gilt (siche dazu auch B.6). Den experi-
mentell ermittelten zwei Wachstumsphasen tragt es allerdings nicht Rechnung.

Wie in Abbildung 3.1 zu erkennen, beginnt die PCR mit einer exponentiellen Wachstums-
phase, die mit dem in Kapitel 2 bereitgestellten Modell beschrieben werden kann. In dieser
Phase ist also die Effizienz eine konstante Grofe. Uberschreitet die Gesamtanzahl der in
einem Schritt erzeugten Sequenzen Z,, einen bestimmten Schwellenwert S, so nimmt die
Effizienz mit zunehmender Gesamtanzahl ab.

Definition 4.4 Gegeben seien eine grofenabhiingige PCR, Konstanten Ky, C € Rf und
S € IN. Weiter sei .7 (z) := Slycgy + ¥ly,>g) fiir alle z € R. Die Effizienz geniige der

Gleichung
Ky Lrew (-0 (28 -1))

T K+ 7(Zy) 2

(4.4)
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Bemerkung 4.5 Da P(I,; = 0 | F,,—1) = 0 fs. fiir alle n,j > 0 gilt, ist der Prozess
(Zy)n>0 monoton wachsend und die durch Definition 4.4 gegebene Effizienz ist eine in
S (Z,)S~! monoton fallende Funktion. Ist ng definiert als der letzte Zyklus der exponen-
tiellen Phase, d.h.

ng:=sup{n: Z,_1 < S}, (4.5)

so nimmt die Effizienz fiir alle n < ng — 1 einen konstanten Wert an. Fiir n > ng wéchst
der Prozess langsamer, wofiir der Korrekturterm % [1 + exp (—C’ (% — 1))} sorgt.

Das durch Gleichung (4.3) definierte Modell ist ein Spezialfall von Definition 4.4, mit
S =Zyund C = 0.

Somit erfiillt das definierte Effizienzmodell alle experimentell bestimmten Eigenschaften
der PCR.

Mit dem Verweis auf Lemma 4.2 folgt mit einer kurzen Rechnung fiir alle n > 0

m(Zy) =1+ ;({gn) +7 (S (Zn)) (4.6)

mit

K
Ko = TM(l +dc), dc:=Tlc—p und

_ Ku exp (=€ (£5 1)) — b
T Gz G 7z T 2 ~He

Da limg o0 z (exp (—C (z — 1)) — d¢) = 0, gilt r(z) = O(z72).
Fiir die Nachkommensvarianz gilt mit Lemma 4.2 nach leichter Rechnung

K¢

02(Zn) = F(Zy) —14(S(Zn)) (4.7)
wobei
o 2
. Ky exp (—C <@—1>) +1
T+(y(Zn)) = y(Zn)(KM+<7(Zn))2 KMy(Zn) 2

exp (—C’ (% — 1)) +5C_
2

+ (Bym +7(Zn)) (Ko = S (Zn))

ist.
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4.2. Asymptotisches Verhalten der grollenabhingigen PCR

Das Nachkommenmittel der grofsenabhéngigen PCR geniigt Gleichung (4.6). Da fir N > S

KC KM —92
< = — < —
gilt, liegt ein fast-kritischer, gréfenabhéngiger Verzweigungsprozess vor. Also lasst sich
Satz 3.4 (b) anwenden.

Korollar 4.6 Gegeben sei eine grofienabhdingige PCR. Mit ay, := an—1m(an—1) und Eoo :=
{lim;, 0o = 00} gilt P(Ex) > 0 und
Z,
lim =2 =1 fs. auf Es .

n—0oo (y,

BEWEIS: Wie oben angedeutet, miissen die Voraussetzungen des Satzes 3.4 (b) iiber-
prift werden.
Voraussetzung V.3 ergibt sich sofort aus Gleichung (4.6) mit m =1 und o = 1.
Voraussetzung V.4: Zu zeigen ist, dass es ein Ny € IN, ein 02 € (0,00) und ein 8 € [~1,1)
gibt, so dass fiir alle N > Ny die Ungleichung 0?(N) < ¢2NP gilt. Fiir N > S gilt mit
Gleichung (4.2) und (4.4) sowie 0 < exp (—C (% -1)) <1

FAN) = AN)(1—A(N))
Ky 1+exp(—C’(%—1)) <1 Ky 1+exp(—C’(g—1))>

Ky + N 2 Ky 4+ N 2

<1 >1

_ Ky Ky

- Ky+ N 2(Kpy + N)
<1

< _Bu

- Ky+ N

< KyN—!

Die Voraussetzung V.4 ist also mit Ng = S, 0% = Kj; und 3 = —1 erfiillt.
Voraussetzung V.5: Das Nachkommenmittel m(-) ist monoton fallend und echt grofer 0, da

entweder ein oder zwei Nachkommen produziert werden, aber niemals keine Nachkommen.

Nun wird die Funktion % betrachtet. Sie ist offensichtlich streng monoton fallend.

Da 0 < exp (—C’ (@ — 1)) <1 und =82 € (0,1) fiir alle z > 1 ist, gilt

K+ (x)
oo
[

Damit ist auch diese Voraussetzung erfiillt und die Behauptung gilt. O

(1= 2@)

1 1
dwg/l xz\l—)\(x)|dx§/1 ?dx<oo.
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4.3. Ein Schatzer der Effizienz

Die Effizienz der groffenabhéngigen PCR geniigt im vorausgesetzten Modell der Gleichung

l4+exp(—C L)
o= AR )

wobei die Groken Ky, C und S in .#(+) unbekannt sind. Die experimentell gewonnen Da-
ten liefern eine Messreihe, die zu jedem Zyklus die Gesamtzahl aller Sequenzen nach diesen
Zyklen aufzeigt. Die in den Kapiteln 3.3 und 3.4 entwickelte Schétztheorie fiir grofsenab-
héngige Verzweigungsprozesse bezieht sich auf das Schitzen des Nachkommenmittels. Da
aber nach Gleichung (4.6)

K¢

m(Za) = 14+ MZ) = 1+ 27

+r(S(Zn))

gilt, lasst sich mit dieser Theorie auch die Effizienz der grofsenabhidngigen PCR ermitteln.
Unbekannt sind hier die Grofen K¢ = K M(%), C und S, welche vorerst das Ziel
der Schétzung sein sollen. Wie im Modell des grofienabhéngigen Verzweigungsprozesses
beschrieben (Kapitel 3.1), kann die Anzahl aller Sequenzen nach n PCR-Zyklen durch die
Gleichung

Ly = m(Zn—l)Zn—l + Mn

ausgedriickt werden, wobei 7, die Schwankung um den mittleren Wachstumsterm angibt.
Bedingt unter F,_ gilt fiir diese Schwankung

En) Fre1] =0, Var | Fa-1] = Zp—10°(Zk—1) , (4.8)
wobei die letzte Gleichung mit Gleichung (4.7) umgeschrieben werden kann:

Var bl o1l = 2 (5 = (2 2))

Die Folge der von der Zykluszahl n abhéangigen Schéatzer fiir die Konstanten K¢, S und C
sei mit ((KC)h,nagh,nyéh,n)n>h bezeichnet, wobei h € INg im Folgenden fest gewahlt sei
und angibt, mit welchem Zyklus die Datenanalyse beginnt. Der Schéatzer soll nicht nur die
Eigenschaft besitzen, konsistent zu sein, sondern auf jeden Fall Werte liefern, fiir die die
geschitzte Anzahl an Sequenzen moglichst wenig von der tatséchlichen abweicht. Diese
Bedingung erfiillt der Schétzer, wenn er den folgenden Kontrast minimiert:

n

Shn(Ke, 8,C) = > (Zk — (L+ M Zk—1)) Zr—1)’ 2,5 (Z—a) ™" (4.9)
k=h+1

mit 8 = —1. Die Schwelle S, ab der der Prozess nur noch ,linear” wachst, kann mit
Hilfe des in Gleichung (4.5) definierten letzten Zyklus der exponentiellen Wachstumsphase
ng = sup{n : Z,—1 < S} durch die Gesamtzahl an Sequenzen nach diesem Zyklus Z,
geschétzt werden. Dadurch erhélt der Kontrast in Gleichung (4.9) die Gestalt

Sha(Ke,S,C) = ZS: (Zk — L+ MZk-1)) Z1-1)* 2,2 Zns
k=h+1
+ Y (Ze— 1+ AZe1)) Zen) (4.10)

k=ng+1
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Der Schitzer muss also die Gleichung

((Ee)nm Shn Chn) = arg min_Syn(Ke.S.0)
erfiillen.
Betrachten wir noch einmal das oben aufgefithrte Nachkommenmittel. Die Terme %
und 7 (% (N)) sind von der Ordnung O(N~%) bzw. O(N~%) mit o = 1 sowie @ = 2. Dem-
nach gehort die grofenabhéngige PCR zum Modelltyp (3.22). Die starke Konsistenz des
Schétzers erfordert aber die gleichgradig asymptotische Identifizierbarkeit von (K¢, C,S)
in m(-) mit der Rate Z_;. Dies ist leider nicht der Fall, da dafiir 8+ 2a < 1 erfiillt sein
miisste und diese Bedingung durch § = —1 sowie & = 2 verletzt wird.
Die gute Nachricht ist aber, dass K¢ identifizierbar mit Rate Z, ist. So kann (S5,C)
als Storparameter aufgefasst werden, der in der allgemeinen Theorie mit v bezeichnet
wurde, d.h. v = (S,C). Im weiteren Verlauf wird demnach ein Schitzer fir Ko ge-
sucht. In Ubereinstimmung mit den Bezeichnungen in Kapitel 3 sei fy := K¢ und
Shnp(0) := Spn(Kc, S,C). Dann muss der Schétzer éh%V fiir 8y der Bedingung

éh,n,u = arg Hbin Sh,n,y(a) (411)

geniigen. Wie zu Beginn des Kapitels 3 existiere eine kompakte Menge © C R, derart,

dass 69 E(i) gilt. Um zu zeigen, dass der durch (4.11) definierte Schéatzer konsistent ist,
werden noch einige Grofen bendtigt. Die Effizienz der exponentiellen Wachstumsphase
wird mit A bezeichnet, also A := A(1). Da es sich bei der PCR um einen fast-kritischen
Verzweigungsprozess handelt, ist a, fiir alle n > 1 wie in Satz 3.4 definiert als a, =
an—1m(an—1) und ag = 1. Weiter seien

5 @+ fir 1<k<ng
Slax) = { ap—1 fir k>ng (4.12)
und mit S = -1, a=1
n A ng
(I)}:;L(ng) = Z ak,l,V(ak,l)_ﬁ_Qo‘ = Z (1 + )\)_n5+k_1 + (n — ns)
k=h+1 k=h+1

Damit sind alle aus Kapitel 3 in diesem Zusammenhang wichtigen Begriffe ndher spezifiziert
und das versprochene Ergebnis kann formuliert werden:

Korollar 4.7 Gegeben seien eine gréfienabhingige PCR und h € INo fest gewdhlt. Die
Schitzer der Folge (eh»"vV)n>h fiir 00 = K¢ gentigen der Bedingung (4.11). Dann gilt

lim eh,n,u = KC )

n—oo

also die starke Konsistenz der Folge (éh,n,y)n>h. Fir die Konvergenzrate gilt

Tim ®, " (n5) (Onn — Ko) 2 N(0,Ke) - (4.13)

BEWEIS: Zum Beweis der starken Konsistenz wird Korollar 3.12 angewendet. Fiir
den Grenzwertsatz wird Satz 3.14 benétigt. In beiden Féllen heifst dies, dass die Voraus-
setzungen iiberpriift werden miissen.
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Da S fest ist und Z,, — oo fs. fiir n — oo gilt, ist ng fast sicher endlich. Der Kon-
trast Sh . (0) ist eine Verallgemeinerung des in Gleichung (3.13) eingefiihrten Kontrastes.
Desweiteren werden die dort verwendeten a’g_l, ap®, und ayp** ersetzt durch BZ (ar—_1)?,
S (a—1)* baw. S (ap_1)*, aukerdem gilt o, = @ = 1 sowie ay = @ = 2. Da der
Kontrast in (4.10) asymptotisch gleich dem Kontrast in (4.9) ist, kann Korollar 3.12 ange-
wendet werden, dessen Voraussetzungen gelten, denn:

(i) Da © kompakt, C € Ry und S € NN ist, wird fiir alle § > 0 und N € IN das Supremum
bzw. Infimum von

exp (—C (£
meo,y(N)—mgﬂ,(N):l—i_ p( C( S )) (90—1—(90 B 0 )

1+6c0)L (N 1+6¢c) S (N
2 % 9+(02¢

fiir je ein (0,v) = (K¢, (S,C)) € (© — (6p — 6,00+ 6)) x N x Ry angenommen.

(ii) Zu zeigen ist, dass ein O’ < oo existiert, so dass fiir alle N € IN die Bedingung
supg , [r((N))| N? < C' erfiillt ist. Zur Erinnerung: Die Funktion r(.#(N)) hat im zu
Grunde liegenden Modell die Gestalt:

K exp (—C’ (@ — 1)) — ¢
R VAl M 2 e

Da © kompakt also insbesondere beschrinkt ist, existiert eine Konstante ¢ € R, so dass
Ko < c. Auberdem ist C > 0 und S fest gewahlt. Fir 1 < N < S gilt dann

N2K 1—6c
N))|N2 = - K
Ir((N))| S(Kar + 8)) ’S 5 c

S 1
1+K1\/I

fir alle K¢ und (S,C). Fir N > S gilt

NK exp (—C (& -1)) —dc
2 M S _
Ir(Z(N))|N KM+N‘ 5 Kc
NN (N1+c> < 00
L+ \ 2

fir alle K¢ und (5, C). In beiden Fallen gilt also Bedingung (ii) des Korollars 3.12.

(iii) Diese Bedingung ist schon fiir v = 1 + 8 = 0 efiillt. Wie oben beschrieben, werden
af_l, apr, und ap* ersetzt durch S (ap-1)?, P (ar_1)* bzw. S (aj_1)**. Da a, = 1
und h fest gewihlt ist, ergibt sich dann mit der Definition von .%(aj_1) in (4.12):

n ng
> ai L lap1) P S (ag) T = < > + >\)2(k_1)_2”s> +n—ng ——00
k=ht1 k=ht1
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(iv) Mit hg = ng gilt:

T ahsen -2y ren ( > a%_ly(al_l)‘m*ﬂ(az—l)‘”>

k=ng+1 I=h+1
[ee] ns —2
= > << Y +)\)2“‘1)‘2”5) +k —ng)
k—ns+1 l=h+1
< Z — ns
k=ng+1
00

= Zk_2 < o0
k=1

Das ist Bedingung (iv).
Somit sind die Voraussetzungen des Korollar 3.12 erfiillt, welches die starke Konsistenz der
Schétzerfolge (gh»”ﬂ’)n>h liefert.

Auch fiir den Beweis der Gleichung (4.13) wurde in Kapitel 3 gute Vorarbeit geleistet.
Gelten die Voraussetzungen des Satzes 3.14, impliziert dieser die Behauptung. Die Vor-
aussetzungen werden nun gepriift:

(v) Offensichtlich ist r(N) zweimal in § = K¢ stetig differenzierbar und die Supremums-
bedingung an die Ableitungen erfiillt.

(vi) Da die zweite Ableitung r”(N) beziiglich 6 gleich 0 ist, ist auch diese Bedingung er-
fiillt.

(vii) Fiir die zu Anfang des Kapitels 3.4 definierte Groke B,, gilt unter Beachtung der
iiblichen Annahmen:

ns
k=h+1 k=h+1 e

(viii) Es sei v # 1y, dann gilt:

1 — X 1 [ & 1
_ Z ai_ly(ak_l)—a*—a** - = Z (1+ ) 2(k—1)—3ng + Z
Bn S B\, 5 k= Gh—1
= = ns+1
:c:);st.

Da nach (vii) B,, fiir n — oo gegen oo geht, muss nur der zweite in der Klammer stehende
Term betrachtet werden. Da a,, = K¢ n + o(n) gilt:

i Y L — Zk =ns ch+o(k)
By, p1 W1 \/(Zk pyr (L A)3E=1D=80s) n —ng
1 1 1
<e<oo

(%) log(n — 1) —log(ng — 1)
¢ Vn—mng
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Wobei an der Stelle (*) benutzt wurde, dass S 7_ ! g 1 < f:s 11 1dt = log(n—1)—log(ng—1)
gilt. Dann folgt

1
D ST EEL
k=h+1
1
(ix) Zu zeigen ist hier, dass mit Ry = (Ix1 — M Zk—1)) N(Zk—=1)Zr-10;_, und By, =
1
Bpa}_, fiir alle z € R gilt:
lim sup F (Ri]l{Ring xz}\fk_1> =0fs.

=00 po+1<k<n

Dazu sei g, (z) := % exp(1 — C(% — 1)), dann gilt fiir die Ableitung der in Gleichung (4.4)
definierten Effizienz fir alle kK > ng
27k 1(1+d¢)

N(Zy—1) = (K¢ + Zi_1(1 + 6¢))

le/(Zk‘*l) :

Da K¢ = M folgt nun fiir alle k£ > ng,

2Z]§_1(1 + 50)
4K% +4KcZp—1(1 + 50) + Zg_l(l +0¢)

-1
4K2 1Ko
< 2 ¢ + + (1496
B <Z§—1(1 +0c)  Zk-1 ( C)>

A/(Zkfl)Zkfl 3 gy(Zk71>

<1

-1
1 Km 2K
= 2(1+dc)7" - +1
( ) Z]?_l Zk;_l
>0
>1
< 2.

Damit gilt: )
R} = (It1 — MZk-1))* (N (Zj—1)Z1-1)" ag—1 < dag—1

<1

Fiir alle x € R bedeutet dies, da die Folge der a,, monoton wachsend ist und B, — oo fiir
n — 0o:

sup (Rk]l{Rz>Bz | i 1) < dan_1P(4> B2 —— 0

ng+1<k<n n— oo
Das beweist die Giiltigkeit der letzten Voraussetzung. Satz 3.14 sagt nun, dass

- p U®p,(ng)
eh,n,l/ - Ko — m

wobel die Fourier-Transformierte von U die Gestalt

Dy(s) = B (exp (—82202W1+6+2(1—a* )) ( 2)

besitzt. Da die Varianz der grokenabhiingigen PCR 0%(Z,,) = ( 5 —r+(S(Zy)), nach

Gleichung (3.29) also 02 = K, ist, handelt es sich bei ®(;(s) um die Fourier-Transormierte
der NV(0, K¢)-Verteilung. Somit gilt (4.13). 0

= U®y n(ng) fiir n — oo
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Bemerkung 4.8 Das soeben bewiesene Korollar erméglicht es, aus real gemessenen PCR-
Daten, genauer den nach n Zyklen vorhandenen Sequenzen z, (= B.5), den Parameter K¢
zu schitzen. Bestimmt man den Schwellenwert S durch Auswertung des Graphen n/z,,
so kann die Effizienz geschitzt werden. Wie in Kapitel 2 beschrieben, lasst sich damit die
Mutationsrate schitzen.

Das heifit, dass mit der in dieser Arbeit beschriebenen Theorie alle die PCR charakterisie-
renden Groéfsen aus wiahrend der Reaktion gesammelten Daten geschétzt werden kénnen.
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A. Einige Hilfssatze

In diesem Kapitel werden die Aussagen, die fiir die Beweise der Ergebnisse der vorange-
gangenen Kapitel notig, aber nicht zum allgemeinen Verstédndnis der mathematisch model-
lierten PCR und der Verzweigungsprozesse notwendig sind, nachgeliefert.

Den Anfang macht die bedingte Varianz- bzw. Kovarianzformel:

Lemma A.1 Gegeben seien Zufallsvariablen XY, Z auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(2, A, P). Dann gilt mit Var[X|Z] := E[(X — E[X|Z))?|Z] bzw. Cov(X,Y|Z) := E[(X —
E[X|Z))(Y — E]Y|Z]))|Z] (zur Definition der bedingten Varianz siche [12] Kapitel 10.1.2):
(1)VarX = EVar|X|Z] + Var(E[X|Z])
(11)Cov(X,Y) = E(Cov(X,Y|Z)) + Cov(E[X|Z], E]Y|Z])

BEWwEIS: Da VarX = Cov(X, X), geniigt es, (ii) zu zeigen.
Cov(X,Y) = E(X-EX)(Y —EY)
= EFE[(X-E[X|Z)+E[X|Z]-EX)(Y —E[Y|Z]|+ E[Y|Z] — EY)|Z]
= EE[(X - E[X|Z))(Y - E[Y|Z]) + (X — E[X|Z])(E[Y|Z] - EY)
E E(-]Z=0)
+ (E[X|Z] - EX)(Y — E[Y|Z])) +(E[X|Z] — EX)(E[Y|Z] — EY)|Z]
E E(-|Z)=0
= FEE[(X - E[X|Z)(Y - E[Y|Z])|Z]
+E E[(E[X|Z) - EX)(E[Y|Z] — EY)|Z]
= E(Cov(X,Y|Z))+ Cov(E[X|Z],E|Y|Z])

a

Das nachfolgende Lemma entstammt [18] und wird im Beweis des asymptotischen Verhal-
tens eines grofenabhéngigen, superkritischen Verzweigungsprozess (Satz 3.4) benotigt.

Lemma A.2 FEs sei (an)nzo eine Folge positiver, reeller Zahlen, die der Bedingung
ang1 — an| < KaPm—o1 (A1)

mit Konstanten K,a > 0, m > 1 und 0 < B < 1 geniige. Dann existiert ein 0 < a < 00
mit limy, oo an, = a. Existiert zudem ein 0 < zy < 00, das von K,m,a und 3 abhdngt, mit
ag > zo dann ist auch a > 0.

BEWEIS: Zuerst definiere b,, := anK_ﬁ. Fiir die Folge (bn),,>q gilt b, > 0 und
wegen Voraussetzung (A.1)

__1

‘bn—‘rl - bn| = (an—H - an)K 1=p
1

= ’an—l-l - an‘ K 18

< Klfﬁaﬁmfnafl = bPm ot (A.2)
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Weiter sei xqg := HZO:O W Es ist leicht zu sehen, dass 1 < zg < oo und fiir alle

0<n <ng < oo gilt

n2
xo H (1 — m_ka_l) > 1. (A.3)
k=ny
Da 3 € [0,1), folgt aus Gleichung (A.2) fiir alle b, > 1, dass |by11 — by| < bym "1 und
damit
by (L=m ") <byyr < by (L+m ") (A4)

Nun lassen sich zwei Félle unterscheiden:
1. Fall: Es gibt ein ng, derart, dass b,, > xg. Dann wird mit Induktion nach n gezeigt,
dass die Behauptung

1 < g kﬁo (1 — m*’mfl) < by < by, kﬁo (1 + m*’““*l) (A.5)

fiir alle n > ng richtig ist. Da by, > x¢ > 1 gilt, folgt fiir n = ng + 1 aus den Gleichungen
(A.3) und (A.4)

1 <z (1 — m—noa—l) < bno (1 o m—noa—l) < bn0+1 < bno (1 + m—noa—l) )
Gelte nun die Behauptung (A.5) fiir ein n > ng. Dann gilt wegen (A.3) und (A.4)

n
1 < x H <17m_ka_1)

k=ng

n—1

= H (1 — m*kafl) (1—m "

k=ng

<bp nach L.V.
b, (1 - m_m_l)
bn+1
bn (1 + mfnafl)

n—1

bn, H (1 + m_ka_1> (1 + m_"a_l)

k=ng

boo 11 (1m0

k=ng

VAN VANVAN

INZ

Damit ist die Behauptung (A.5) fiir alle n > ny bewiesen. Daraus folgt sofort

1 < by <bp, H (1 + m—ka—l) =: M,

k=ng

wobei die Konstante M < oo ist. Nun ergibt sich

lbps1 — bu| < bpym ™"t < Mm~"*"t —— 0.

n—oo

Es handelt sich bei der Folge (by),,~ also um eine Cauchy-Folge mit dem Grenzwert b, fiir
den 1 <b < M erfullt ist. ;
2. Fall: Fiir alle n > 0 ist b, < zp. Dann folgt aus Gleichung (A.2) fir alle n > 0

|bp+1 — bn| < xgmfm‘*l
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Da xg, a, 8 und m nicht von n abhéngen, ist der Grenzwert der rechten Seite fiir n — oo
gleich 0; somit ist (by,),,~, eine Cauchy-Folge, also besitzt sie einen endlichen Grenzwert b.
In beiden Fillen folgt auch fiir (@n),;>q, dass es sich um eine Cauchy-Folge handelt, also
gilt lim,, . a, = a < 00. a

Sei nun by > xg. Also ist der 1. Fall erfillt mit ng = 0 und damit gilt fiir den Grenzwert
b>1. Dab, = anK_ﬁ, ista = bKﬁ. Falls ag > onﬁ =: zp ist, folgt a > Kﬁ >0
und somit die Behauptung. O

Der folgende Satz wird zum Beweis der starken Konsistenz in Satz 3.11 bendtigt und
stammt aus [13].

Satz A.3 (Starkes Gesetz der grofien Zahlen fiir Martingale)

Es sei (Sp =31, X;) n>1 € Martingal beziglich der Filtration (Fy),>q und (Un),>;
eine monoton wachsende Folge positiver Zufallsvariablen, so dass fiir allen > 1 U, Fp_1-
messbar ist.

Fir 1 <p <2 konvergiert dann

55 o SO L (49

i=1 =1

und

P
lim % =0 fs. auf { hm U, = oo, Z |X’ |JTZ ) < oo} (A.7)

n—oo n

Fiir 2 < p < oo gelten dann die Gleichungen (A.6) und (A.7) aber auf der Menge

=1 2\ E(1Xi[P|Fi) }
Zi <OO, Z—E <OO .
{il Ui i—1 Ut

7

BEWEIS: Da der Beweis auf mehreren Ergebnissen beruhen, die in dieser Arbeit nicht
vonnoten sind, wird auf [13] Theorem 2.18 verwiesen. O

Das folgende Lemma entstammt [13] und wird fir die Konsistenzaussagen in Kapitel 3
benotigt.

Lemma A.4 (Lemma von Toeplitz) Es seien (ai,n):éilgk” und (zn),>, Folgen reeller
Zahlen. Fiir jedes i € N gelte a; , —— 0 und fiir alle n € IN gelte Zk" lain| < C < 0.
n—oo

Dann gilt:

(i) Falls limy, oz, = 0, folgt

kn,

E a;pr; —— 0.
7 n—00

1=

(4) Falls limy,_ Zf;l ajn =1 und lim,_,o x, = x, folgt

kn

E Qi nTi — T .
¢ ’ n—00
i=1
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(#11) Gegeben eine Folge positiver, reeller Zahlen (ay,),~; mit by :== Y - a; — 00 und
- n—oo

limy,— 00 T, = x, gilt insbesondere

1
— Z iy — X .

BEWEIs:
(i) Geht z,, — 0 fiir n — 00, so existiert zu jedem € > 0 ein n., so dass fiir alle n > n. die
Gleichung |z,| < & gilt. Damit folgt

ne—1 ne—1 ne—1
< Z |aznxz| + Z ’azn‘ |$1’ < Z |aznxz| + = Z ‘azn‘ < Z ‘aznxz‘ +e
i=ng Z Ne
——
<C

Der Grenziibergang n — oo liefert in Kombination mit dem beliebig gewdhlten ¢ die
Behauptung.
(ii) Es gilt

k’n kn kn
d tinti=x Y ain + ain(ri-1) —— 2
1= 1=

1=
ml n.V. mo nach (1)
und damit die Behauptung.
(iii) ist ein Spezialfall von (ii) mit a;, = 3*. O

Zum Beweis der Konvergenzaussage in Satz 3.14 wird der nachfolgende Satz iiber zuféllige
Summen verwendet, der in [24] zu finden ist. Zuféllige Summen haben allgemein die Gestalt

n Mg n) Miq,..., i,rfl(n)

Z Z S G (A8)

ir=1

mit (moglicherweise abhéngigen) Zufallsvariablen &;, ; (n) fir iy ..., := (i1,...,i,) € N"
auf einem beliebigen Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P). Weiter bezeichne I := (i1, ... ,i,)
einen Vektor aus IN" mit aufsteigenden Eintréigen. Die Familie (£;(n)) e Sel eine Folge
von Zufallsvektoren auf (€2, A, P) mit zugehoriger Familie von Unter-o-Algebren (.7-" T (n))

derart dass £7(n) beztiglich Fr(n) messbar ist. Es sei

IelN™’

B r—1i1—1
Fi(n) = Fon)® Q) Firir ()RR @
jr =1 jl
Migoip_11 M) Miqeiy_ 14y dr—1(n)
® ... ® El...il_ljl...jr (n)
Ji+1=1 Jr=1

wobei Fy(n) irgendeine Unter-o-Algebra von A sei und ®]1 1 Fi(n) = {0,Q}. Fir die
unter (A.8) definierte Summe und beliebiges I € IN" gelte mit I’ := (i1,..., 41,4 — 1):

{ia <miy(n),is < miyiy(n), . ir < iy ()} € Fr(n)
Folgende Notationen werden noch benotigt:
Ur(n) = E&(n)[Fr(n)]
oi(n) = E[&m) ~9:m) [Fpn)
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Satz A.5 Gegeben sei die oben geschilderte Situation im Modell der zufallsabhdingigen
Summen. Ezistieren Konstanten By, n € IN, A-messbare Zufallsvariablen T und vy und
eine A-messbare Funktion K, so dass

n M () Mig,eip_q (1)

am P 22 Yoo >, dim| =0, (A.9)

N j1=1 ig=1 ir=1
! max  max .. max o%(n) L0 firn — oo, (A.10)
B2 1<i1<n1<iz<n, (n)  1<ir<ni,..s,_(n)
1 n  Miq (n) Migseees z‘7‘71(”)
B Z Ir(n) L'y fiir n — oo (A.11)
™ i1=1 iz=1 ir=1

und fir alle x € R

n M n) Miq,..., irfl(n) 1 -
2
2.2 - 2 mE (€)= D1 Lt ¢y P | == K (@)

i1=1 i2=1 ir=1
(A.12)
gelten, dann folgt:
S(T)
— —w firn—oo,

B,

wobei w eine Zufallsgrofie ist, deren Fourter-Transformierte die Gestalt

bu(s) = E (exp <m + /}R L(s,x)dK(:v))) ,

mit L(s,x) := —% fir x =0 und L(s,x) := emzﬂ sonst, besitzt.

BEWEIS: Die einfiihrenden Erlduterungen in die Theorie der zufallsabhédngigen Sum-
men zeigt, dass diese Theorie viele technische Voraussetzungen und Resultate bendtigt.
Dies ist auch im Beweis des Satzes der Fall, weshalb an dieser Stelle auf ihn verzichtet und
auf [24] verwiesen werden muss. O






B. Biochemische Hintergriinde zur
Polymerase-Kettenreaktion

Die in Kapitel 1 nur kurz umrissene Reaktion soll hier nun noch einmal ndher betrachtet
werden. Zum Verstiandnis des mathematischen Teils ist das im ersten Kapitel bereitgestellte
Material vollkommen ausreichend, doch ist es, was die biochemische Genauigkeit anbelangt,
dufserst unzureichend.

Die hier aufgefiihrten Fakten entstammen [6], [7], [9], [22], [26] sowie [31].

B.1. Der Aufbau der DNA

Die DNA (Desoxyribonucleinséure) gehort zu den kompliziertesten organischen Molekii-
len. Konnte man ein DNA-Molekiil einer menschlichen Zelle entnehmen und komplett
gerade ziehen, so erreichte es eine Lange von 2m. In jeder Zelle befindet sich mindestens
ein DNA-Molekiil. Jedes DNA-Molekiil beherbergt Informationen, die die Proteinsynthese
steuern und die genetische Information von einer Zelle zur nachsten weiterleiten kénnen.
Die Verschliisselung der Informationen erfolgt iiber die Abfolge bestimmter Basen.

Das Grundgeriist der DNA bildet ein modifiziertes Zuckermolekiil, die Desoxyribose, die
durch Reduktion der Ribose entsteht, und in der Furanoseform, d.h. als Ring, vorliegt.
Uber eine kovalente Bindung am 1-Kohlenstoffatom der Desoxyribose ist ein aminartiges
Molekiil, und damit eine Base, mit dem Ring verkniipft. Es gibt nur vier mogliche Basen,
die dort angelagert sein konnen: Adenin, Cytosin, Guanin und Thymin. Die beiden Basen
Thymin und Cytosin werden Pyrimidinbasen genannt und die Basen Adenin und Guanin
Purinbasen, da sie sich vom Pyrimidin bzw. vom Purin ableiten. Der durch die Verbindung

g (J

M
H
Furin Pryrirnidin
HHz ] HHz u}
N/’J\/|[> HNJ‘j[> [l\lu \Euil
L\RN ¥ HQN/K“N ¥ ¥ H °
Adenin (&) Guanin [G) Cytosin (C) Thyrmin (T}

Abbildung B.1.: In der DNA vorkommende Basen und deren Grundgeriist

einer dieser Basen mit einem Desoxyribosemolekiil entstandene Baustein wird Nukleosid
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Cytosin Zuanin

Abbildung B.2.: Wasserstoffbriickenbindungen (gestrichelte Linien) zwischen den Basen, R
bezeichnet den Nukleotidrest

genannt. Die Hydroxygruppe am 5er Kohlenstoff wird mit Phosphorsdure H3POy4 ver-
estert (die Veresterung ist eine Reaktion zwischen einem Alkohol und einer Séure, bei der
ein Wassermolekiil abgespalten wird). Dieses aus drei Teilen bestehende Monomer heifit
Nukleotid und bildet den Baustein der polymeren DNA. Zwei Nukleotide lassen sich in
Abbildung B.3 erkennen das obere der beiden Molekiile auf der Reaktandenseite trigt die
Base Cytosin, das untere Adenin. Die Phosphatgruppe kann nun mit der Hydroxygruppe
am Kohlenstoffatom 3 reagieren, wieder handelt es sich um eine Veresterung, siche Abbil-
dung B.3. So kénnen immer mehr Nukleotide miteinander reagieren und es entstehen lange
Molekiile; das menschliche Genom besteht z.B. aus ca. 3 Milliarden Basenpaaren. Fiir ein
komplettes DNA-Molekiil fehlt aber noch ein zweiter Strang. Die DNA ist ndmlich eine
Doppelhelix bestehend aus zwei mit den Basen einander zugewandten Strangen. Zwischen
den Basen der verschiedenen Strénge bilden sich Wasserstoffbriicken aus und sorgen fiir
den Zusammenhalt. Dabei konnen sich auf Grund der Struktur der Basen nur Adenin und
Thymin, bzw. Guanin und Cytosin gegeniiberliegen, siehe Abbildung B.2. Zwischen Ade-
nin und Thymin bilden sich nur zwei Wasserstoftbriicken, zwischen Guanin und Cytosin
hingegen drei aus.

Der DNA-Doppelstrang wickelt sich auf und die uns bekannte Struktur (Abbildung B.4)
entsteht. Durch die Bindung der Basen im Inneren der DNA {iber Wasserstoftbriicken
verlieren die Basen ihre basische Eigenschaft als Protonenakzeptor und die Phosphorséu-
rebausteine im DNA-Grundgeriist fungieren als Protonendonatoren. Dies fithrt dazu, dass
die DNA im wéssrigen Milieu saure Eigenschaften aufweist. So ist die Bezeichnung Des-
oxyribonucleinsdure gerechtfertigt.

Abbildung B.3 enthilt noch weitere Informationen. Die Kohlenstoffatome des Desoxyri-
boserings (in der Schreibweise der organischen Chemie werden die Kohlenstoffatome nicht
aufgefiihrt, sondern befinden sich an den Schnittpunkten zweier Strecken, die die Bindung
reprasentieren) konnen nach bestimmten Regeln durchgezidhlt werden, in der Abbildung
zeigen das die blauen Ziffern an. Entsteht durch Polymerisation eine lange Nukleotid-
kette, so kann man iiber die Bindung der Desoxyribosemolekiile eine Richtung angeben.
Da die Phosphatbindung iiber den 3’-Kohlenstoff sowie den 5’-Kohlenstoff erfolgt, kann
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Abbildung B.3.: Polymerisation zweier Nukleotide

ein Strang in 5’-3’-Richtung oder in 3’-5’-Richtung orientiert sein. Die Abkiirzung hierfiir
lauten 3’—5’ bzw. 5'—3’.

B.2. Die Reproduktion der DNA

Teilt sich eine Zelle, so muss eine Kopie der DNA angefertigt werden. Dafiir setzt das En-
zym Helicase an der DNA an, trennt an dieser Stelle die Wasserstoftbriicken auf und das
Enzym Polymerase reproduziert die DNA. Im Detail sieht diese Reaktion folgendermafen
aus.

Die Helicase setzt an einem Punkt in der DNA an und 6ffnet von dort an die Wasserstoff-
briickenbindungen. An diesem Punkt gibt es nun zwei Strangrichtungen. Die Replikation
verlduft je nach Richtung des Mutterstranges unterschiedlich ab.

Der 3’—5°-Mutterstrang bereitet keine Probleme. An der Offnungsstelle lagert sich eine
Startsequenz, ein sogenannter Pimer an. Die Polyemarese erkennt diese Sequenz und
beginnt dort ihre Arbeit. Sie ergdnzt den DNA-Strang durch die Nukleotide mit den kom-
plementéren Basen und verkniipft die Nukleotide des neuen Strangs, und zwar in 5’ —3’-
Richtung.

Weitaus komplizierter ist die Amplifikation des 55— &’-Mutterstranges. Die Polymerase
kann nédmlich nur Basen in 5’—3’-Richtung ergénzen. Deswegen muss sie erst warten, bis
die Helicase ein Stiick von ca. 1000 Basen gedffnet hat. Dann dockt an der Stelle, bis
zu der die Helicase gelangt ist, ein Primer an und die Polymerase ergénzt dort komple-
mentar die Matrize bis sie an die Stelle gelangt, an der die Helicase den DNA-Strang zu
Offnen begonnen hat. In der Zwischenzeit hat die Helicase ein weiteres Stiick der DNA
geOfinet, dort kann sich ein Primer anlagern und eine Polymerase von neuem mit der Am-
plifikation beginnen. Diese Stiicke, bestehend aus Primer und kurzer Sequenz, werden
Okazaki-Fragmente genannt. Da die Primer aus RNA-Stiicken bestehen (siche Abschnitt
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Abbildung B.4.: Modell der DNA-Doppelhelix

B.3), werden die Primer im Anschluss enzymatisch gegen DNA-Sequenzen ausgetauscht.
Das Enzym Ligase verkniipft zuletzt die von den Primern befreiten Okazaki-Fragmente.
So entstehen aus einem DNA-Molekiil zwei neue, die jeweils aus einem DNA-Strang der
Ursprungssequenz und einem kopierten Strang bestehen.

B.3. Der genetische Code und die RNA

Die Hauptaufgabe der DNA besteht darin, Baupldne zur Erstellung von Proteinen zu lie-
fern. Diese Baupléne, die sich auf bestimmten Abschnitten der DNA, den Genen, befinden,
bestehen nur aus den oben aufgefithrten Basen. Der Baukasten der Proteine besteht aber
aus 20 verschiedenen Aminosduren, die durch die Abfolge der Basen kodiert sind. Deshalb
stehen je drei Basen fiir eine Aminoséure, wobei verschieden Aminosduren auf mehrere
Arten codiert sein konnen. Eine Ubersicht dieser Codes sind z.B. in [6] S. 921 zu finden.
Ahnlich wie bei der Replikation der DNA trennt das Enzym Helicase zuerst die beiden
Strénge auf und das Enzym RNA-Polymerase setzt zur Vervielfiltigung an. Doch gibt
es hier zwei Unterschiede zur DNA-Replikation. Damit keine Verwechselungen mit DNA-
Replikaten auftreten konnen, werden andere Nukleotide verwendet. An der Stelle der Des-
oxyribose sitzt die Ribose (deswegen auch das R in RNA, Ribonucleinséure) und das Uracil
ersetzt das Thymin, siche Abbildung B.5. Die RNA-Polymerase repliziert nur einen klei-
nen Teil der DNA, bis ein Stopp-Code auftaucht (z.B. U-A-A). Die so gewonnene , Kopie®,
die messenger-RNA kurz mRNA genannt, wird dann entweder in der Zelle zum Proteinbau
genutzt oder in eine andere Zelle geschleust.

B.4. Die PCR

Auch auferhalb einer Zelle kann die DNA vervielfaltigt werden. Die von Mullis et al.
[26] im Jahre 1988 entwickelte Polymerase-Kettenreaktion (PCR) ist eine solche Methode.
Sie basiert weitgehend auf dem natiirlichen Mechanismus zur Vervielfdltigung der DNA
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Abbildung B.5.: Gegeniiberstellung der unterschiedlichen Molekiile der RNA (links) und
der DNA (rechts)

innerhalb der Zellen, kann aber nur Teilsequenzen der DNA von bis zu 2000 Nukleotiden
amplifizieren. Eine geringe Menge an DNA, die die zu replizierende Teilsequenz, das Tar-
get, enthalt, geniigt schon, um mit Hilfe der PCR untersuchbare Mengen an Sequenzen zu
erzeugen.

Jeder Reaktionszyklus verlduft in drei Phasen. In der ersten Phase, der Denaturierung,
wird das Reaktionsgemisch, bestehend aus der Ursprungs-DNA, den Primern, der Polyme-
rase und den Nukleotiden, auf ca. 90°C erhitzt. Dabei trennen sich die beiden Strénge der
DNA auf. Das Erhitzen iibernimmt also die Arbeit der Helicase. Die Trennung erfolgt voll-
stdndig, so dass das Problem der Okazaki-Fragmentierung nicht besteht. An den Anfang
des Targets lagern sich im zweiten Schritt die Primer an, dies sind kurzkettige Oligonucleo-
tide mit 15- 30 zum Targetanfang komplementéiren Basen. Dies geschieht auf beiden Seiten
der DNA, es werden also zwei verschiedene Primersorten benétigt. Die Primeranlagerung
findet bei ca. 50°C statt. Im letzten Schritt muss die Reaktionslosung auf ca. 70°C erhitzt
werden. Dann hat die verwendete Polymerase ihr Reaktionsmaximum und verldangert die
DNA komplementér bei den Primern beginnend in 5’-3’-Richtung. Die unterschiedlichen
Temperaturen der drei Phasen erméglicht eine direkte Uberwachung und Steuerung der
einzelnen Phasen. Ein PCR-Zyklus ist nach Abschluss der dritten Phase beendet und ein
neuer Zyklus kann gestartet werden. Zur Verdeutlichung sei auf Abbildung 1.1 verwiesen.
Die Denaturierungstemperatur hiéngt von der verwendeten DNA ab, je mehr Guanin-
Cytosin-Paare im Strang vorkommen, desto héher ist die Schmelztemperatur der DNA.
Dies liegt daran, dass diese iiber drei Wasserstoffbriicken miteinander verbunden sind.
Zwischen Adenin und Thymin gibt es nur zwei, sieche Abbildung B.2. Die Denaturierungs-
temperatur liegt ca. 3°C hoher als der Schmelzpunkt der DNA. Diese Temperatur schadet
der in den menschlichen Zellen vorkommenden Polymerase, deswegen wird bei der PCR
die hitzestabile tag-Polymerase eingesetzt, die aus dem thermophilen Bakterium ,, Thermus
aquaticus” isoliert wird. Erst mit Erfindung dieser Methode trat die PCR ihren Siegeszug
in der Bioanalyse an. Ohne dieses Enzym musste nach jedem Schritt die Polymerase er-
neuert werden.

Im Laufe der verschiedenen Zyklen entstehen unterschiedliche Produkte. Im ersten Zy-
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klus dienen nur die urspriinglichen DNA-Strénge als Matrizen und die Polymerase beginnt
den Amplifizierungsprozess an den Primern. Da diese aber auf den Einzelstridngen nur
die Anfangspunkte markieren, wird mehr als der eigentlich interessierende Bereich kopiert
und so entstehen einseitig terminierte Striange. Erst im zweiten Zyklus werden zweiseitig
terminierte Striange gebildet. Diese entstehen bei der Replikation einseitig terminierter
Stréange. Dort lagern sich die Primer am noch nicht begrenzten Ende des Targets an, und
die Amplifikation stoppt mit dem Ende des Ursprungstranges. Die erwartete Anzahl der
einseitig terminierten Strange nach n Zyklen betriagt Zon(1 + \), da nur die Ursprungsse-
quenzen diese Strange erzeugen. Die erwartete Anzahl beidseitig terminierter Stréange nach
n Zyklen errechnet sich dann zu Zp(1 + A\)" — Zon(1 + A), sieche Lemma 2.10. Da die Un-
terscheidung zwischen einseitig und beidseitig terminierten Sequenzen mathematisch nicht
relevant ist, wurde in der vorangegangenen Arbeit auf diese Unterscheidung verzichtet.
Wie schon zu Beginn des Kapitels 3 erlautert, ist die Effizienz nur in der Anfangsphase
der Reaktion konstant. Nach ca. 20 Zyklen sinkt die Wachstumsrate und die exponentielle
Wachstumsphase geht in eine lineare Phase, die sogenannte geséttigte Phase tiber. Abbil-
dung 3.1 zeigt dies an realen PCR-Daten. Die Griinde dafiir sind u.a. sterische Hinderung,
teilweise Inaktivierung der Polymerase, Verbrauch von Nukleotiden. Eine zu grofie Anzahl
an PCR-Zyklen ist aber nicht nur wegen des Erreichens der geséttigten Phase von Nachteil,
sondern auch, weil die Haufigkeit von Mutationen steigt.

B.5. Analyse der PCR-Produkte

In den vorangegangenen Kapiteln sind wir stillschweigend davon ausgegangen, dass sich
Grofken wie die Gesamtanzahl aller Sequenzen nach n Schritten oder die Anzahl an Muta-
tionen in einem Molekiil ohne Probleme bestimmen lassen. Die chemische Realitét sieht
leider anders aus. Nur iiber Umwege koénnen diese Grofsen ermittelt werden.

Die géngigste Methode zur Bestimmung der Anzahl der Sequenzen nach jedem Schritt
ist die Real-Time PCR. Dabei wird dem Reaktionsgemisch ein fluoreszierender Farbstoff
beigesetzt. Von diesem markiert je ein Molekiil die Bindung zwischen zwei DNA-Strangen
und wird dadurch zur Emission von elektromagnetischer Strahlung in einem bestimmten
Wellenlangenbereich angeregt. Direkt nach dem Abschluss eines Zyklus wird die emittierte
Strahlung gemessen (daher der Name ,Real Time-PCR*) und deren Intensitét ist ein Maf
fiir die Anzahl der vorhandenen Sequenzen.

Die Anzahl der Mutationen in einem DNA-Strang wird durch Sequenzierung bestimmt.
Dabei werden in einer der PCR, dhnlichen Reaktion durch Verwendung eines Primertyps
ausschlieflich einstringige Sequenzen erzeugt. In verschiedenen Reaktionsanséitzen wird
jeweils eines der vier Nukleotiden zur Halfte durch ein verdndertes ersetzt. An dieses kann
kein weiteres Nukleotid mehr gebunden werden und die Sequenz endet dort. Es entsteht
ein Gemisch aus Sequenzen verschiedenster Léange, die durch Gelelektrophorese getrennt
werden. Entweder sind die Primer oder die veranderten Nukleotide radioaktiv markiert,
so dass anhand der Linge der Sequenzen auf die Stelle geschlossen werden kann, an der
das verdnderte Nukleotid sitzt. So kann durch sukzessiven Vergleich die gesamte Sequenz-
abfolge ermittelt werden.

B.6. Die Michaelis-Menten-Kinetik

Um die Polymerase-Kettenreaktion besser zu verstehen, vergegenwartige man sich, dass es
sich um eine von Enzymen katalysierte Reaktion handelt. Damit gilt fiir ihre Reaktions-
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kinetik die klassische, von Leonor Michaelis und Maud Menten im Jahre 1913 entwickelte
Enzym-Kinetik. An einer enzymatischen Reaktion sind demnach das Enzym und das Sub-
strat, also der Ausgangsstoff, beteiligt. Uber einen real existierenden Zwischenschritt, in
dem Enzym und Substrat einen Komplex bilden, reagiert das Substrat mit in der Losung
vorhandenen Stoffen. Das Enzym katalysiert nur die Reaktion des Substrates mit ande-
ren Stoffen und geht unverdndert aus der Reaktion hervor. Je hoher die Konzentration
des Substrates, mit [S] bezeichnet, bei festgehaltener Enzymkonzentration [E] ist, desto
hoher ist also die Reaktionsgeschwindigkeit. Gilt [S] > [E], ist also die Substratkonzen-
tration grofer als die Enzymkonzentration, so hingt die Reaktionsgeschwindigkeit nur von
der Geschwindigkeit, mit welcher der Enzym-Substrat-Komplex zerféllt, ab. Diese Ma-
ximalgeschwindigkeit wird mit v,,4, bezeichnet. Fiir jede Enzym-Substrat-Reaktion gibt
es dann eine Konstante K s, die sogenannte Michaelis-Menten-Konstante, so dass fiir die
Reaktionsgeschwindigkeit v die Gleichung

v — Umax[s]
- Ky + (9]

gilt. Die Michaelis-Menten-Konstante setzt sich aus verschiedenen Reaktionskonstanten
zusammen (zur genaueren Beschreibung der Kinetik und zur Berechnung der Konstante
siehe [7] Kapitel 25.2.2) und entspricht derjenigen Substratkonzentration, bei der die Hélfte
der maximalen Reaktionsgeschwindigkeit erreicht wird. FEin kleiner Kj;-Wert bedeutet,
dass eine hohe Affinitét zwischen Enzym und Substrat besteht.






Symbolverzeichnis

14 Indikatorfunktion der Menge A

a=(i,7) j-te Sequenz der i-ten Generation

A, Generationsnummer des MRCA eines zufillig gezogenen Paares nach
n PCR-Zyklen

an = m” im superkritischen Fall;
= ap—1m(an—1) im fast-kritischen Fall wobei ag := 1

B(1,p) Bernoulli-Verteilung mit dem Parameter p € [0, 1]

B(n,p) Binomialverteilung mit den Parametern n € IN und p € [0, 1]

Ch(k) erwartete Anzahl von Paaren mit einem MRCA der Generation k nach n
PCR-Zyklen

Cov(X,Y) Kovarianz der Zufallsvariablen X und Y

Cov[X,Y|Z] = F[(X — E[X|Z))(Y — E[Y|Z])|Z] fir Zufallsvariablen XY, Z;
bedingte Kovarianz

d(a, B) Abstand/Distanz zwischen den Sequenzen « und 3

D Abstand /Distanz zwischen zwei zufillig gezogenen Sequenzen

EX Erwartungswert der Zufallsvariable X

E[X|Z] bedingter Erwartungswert der Zufallsvariable X unter Z

fx(s) = Es¥, erzeugende Funktion einer INg-wertigen Zufallsgrofe X

Fx(zx) Verteilungsfunktion einer Zufallsvariablen X

G Lange des Targets

g(@) Generationsnummer der Sequenz «

H Hamming-Abstand, d.h. Anzahl der verschiedenen Basen zweier zufillig
gezogener Sequenzen

K Generationsnummer einer zufillig gezogenen Sequenz

Ko = K (1 4 6¢) mit d¢ = Lyc—g)

Ky Michaelis-Menten-Konstante

L2(Q, A, P) Vektorraum der reellen, 2-fach P-integrierbaren Zufallsgrofen auf (€2,.4)

A Effizienz der groflenunabhéngigen PCR

A(Y) Effizienz der grofenabhéngigen PCR; A(+) : N — [0, 1]

7 Mutationsrate

M Anzahl der Mutationen einer zuféllig gezogenen Sequenz

M(«) Anzahl der Mutationen der Sequenz o

MRCA (o, ) letzter gemeinsamer Vorfahr der Sequenzen o und 3

m(Zy) = E (In41,5 | Fn), erwartete Anzahl an Nachkommen einer dem n-ten
Zyklus entstammenden Sequenz

mg,(-) von 6, v abhidngendes Nachkommenmittel

N Menge der positiven natiirlichen Zahlen 1,2,. ..

Ny Menge der natiirlichen Zahlen 0,1,2,. ..

N(u,0?) Normalverteilung mit den Parametern p € R und o € [0, 00)

(Q,A) messbarer Raum

(Q,A,P) Wahrscheinlichkeitsraum

O(g(z)) = f(z) firz—¢eR & limsup, Ig((g\ < 0o
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o(g(z)) = f(z) firz—EeR & lim, ¢ % =0

P(A) Wahrscheinlichkeit der Menge A

pPX Verteilung der Zufallsvariablen X unter P

P, (k) erwartete Anzahl von Paaren mit einem Abstand £ nach n PCR-Zyklen

wols) =22, C(k)sk, erzeugende Funktion einer Folge (C(k));

dx(s) = FEe*X | Fouriertransformierte einer Zufallsvariablen X

Poi(\) Poisson-Verteilung mit Parameter A € [0, 00)

R Menge der reellen Zahlen

R =R U{—00,00}

R* Menge aller reellen Zahlen > 0

Rar Menge aller reellen Zahlen > 0

gh’n,,,ﬁ Kontrast, von h,n,v,~ abhéngig

Shon,y normalisierter Kontrast, von h,n, v, abhéngig

o%(Z,) =Var (Int1,j | Fn), Varianz einer dem n-ten Zyklus entstammenden
Sequenz im grokenabhéngigen Fall

o(X) von der Zufallsvariablen X erzeugte o-Algebra

S () = Sljpegy +2lp>g fiir ein S € N und alle z € R

éh,n,u,w Schétzer fiir y, minimalisiert den Kontrast

VarX Varianz der Zufallsvariablen X

Var[X|Z] = E[(X — E[X]|Z])?|Z] fiir Zufallsvariablen X,Y’; bedingte Varianz

W =2

Xy Gesamtanzahl der Sequenzen der k-ten Generation nach n PCR-Zyklen

X7(1) Anzahl der vom i-ten Startmolekiil abstammenden Sequenzen der
k-ten Generation nach n PCR-Zyklen

Zn Gesamtanzahl der Sequenzen nach n PCR-Zyklen

Zn(1) Anzahl der vom i-ten Startmolekiil abstammenden Sequenzen nach n
PCR-Zyklen

Zn Menge aller Sequenzen nach dem n-ten PCR-Zyklus

AUB Vereinigung der Mengen A und B

ANB Schnitt der Mengen A und B

A-B = AN B¢

Ax B = {(a,b): a€ A be B}

;1 Menge der inneren Punkte der Menge A

|A| Méachtigkeit/Anzahl der Elemente der Menge A

2, stochastische Konvergenz

N Verteilungskonvergenz

L2, Konvergenz im zweiten Mittel

zVy = max{z,y}

x Ay = min{z, y}

~ gerundet

X~Y X und Y besitzen dieselbe Verteilung, d.h. PX = PY

X ~Q X besitzt die Verteilung Q, d.h. PX = Q

BIB Lo-Norm, d.h. fiir eine Zufallgrofe X auf (2,4, P)

1

gilt | X, = (f 1XP°)°

= ist definiert als

A ® As Produkt-o-Algebra



Abkiirzungsverzeichnis

DNA
fs.
F.T.
iid.
PCR
st.u.

Desoxyribonucleinsdure

fast sicher

Fourier-Transformierte

independent, identically distributed; unabhéngig identisch verteilt
polymerase chain reaction; Polymerase-Kettenreaktion
stochastisch unabhéngig
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