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Einleitung

In praktischen Anwendungen stol3en Mathematiker regelméaflig auf hoherdimensionale
Integrale der Form

% /f(x)n(x) dx mitK:/ﬂ(x) dx,

hierbei bezeichnet f(x) eine beliebige Funktion und 7 (x)/K kann als Dichte einer hoher-
dimensionalen Verteilung angesehen werden. Die exakte Berechnung solcher Integrale
ist in den meisten Féllen iberhaupt nicht moglich. In dieser Situation konnen Markov
Chain Monte Carlo Verfahren hilfreich sein: Gelingt es die Verteilung 7 zu simulieren,
kann man eine stochastische Folge X(!), ..., X(") erzeugen, mittels derer der Erwartungs-
wert der Funktion f(X) und damit das gewiinschte Integral approximativ berechnet
werden kann, das heif3t:

E(F(X) = [romt) dr = Y X0

Die Gesetze der groRen Zahlen sorgen im Falle einer unabhéngigen Stichprobe
XM, . X" fiir eine beliebige Genauigkeit der Approximation, sofern n nur grofl ge-
nug gewdahlt wird. Im Allgemeinen wird die Erzeugung unabhingiger Zufallsvariablen,
die der Verteilung m geniigen, nicht moglich sein. Finden wir aber ein Verfahren zur
Erzeugung einer Markov-Kette, deren stationdre Verteilung gerade die gewiinschte Ziel-
verteilung 7 ist, so fiihrt unsere Approximation weiterhin zum richtigen Ergebnis. Der
Gibbs Sampler ist ein solches Verfahren. Populidr geworden ist er durch einen Beitrag
der Briidder Geman zur Restauration von Bildern aus dem Jahr 1984 (siehe [Ge/Ge]).
Die Urspriinge der Methode liegen aber bereits im Jahr 1953: Der Metropolis-Hastings
Algorithmus bildet das theoretische Fundament des Gibbs Samplers (siehe [Me]). Die
Idee, das Ausgangsproblem durch eine Vielzahl einfacher Rechenschritte zu 16sen, recht-
fertigt sich im Zuge des technischen Fortschritts, welcher durch eine stetig zunehmende
Rechenkapazitiat gekennzeichnet ist.

Dass eine Markov-Kette mit beliebiger Genauigkeit gegen ihre stationdre Verteilung
strebt, besagt der Ergodensatz. Welche Aussagen lassen sich aber beziiglich der Kon-
vergenzgeschwindigkeit treffen? Nachdem wir uns in den ersten beiden Kapiteln mit
grundlegenden Fakten Harris-rekurrenter Markov-Ketten und der formalen Definition
des Gibbs Samplers beschaftigen, werden wir im dritten Kapitel die geometrische Kon-
vergenz desselben fiir eine bestimmte Klasse von Zielverteilungen, denen insbesondere
die Normalverteilung angehort, zeigen. Im abschlieRenden vierten Kapitel werden wir
uns nicht mehr mit dem Nachweis geometrischer Konvergenz begniigen: Hier werden
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wir die Konvergenzrate als Spektralradius eines linearen Operators identifizieren, wobei
dieses Vorhaben an restriktive Bedingungen gekniipft ist.

Die Ergebnisse des dritten Kapitels entstammen einer Veroffentlichung von Hwang und
Sheu aus dem Jahr 1998 (siehe [Hw/Sh]). Das vierte Kapitel basiert auf einem Artikel
von Li und Geng aus dem Jahr 2005 (siehe [Li/Ge]).



1 Harris-rekurrente Markov-Ketten

1.1 Definition einer Markov-Kette und Stationaritat

Der Gibbs-Sampler ist ein Verfahren zur Konstruktion einer zeitlich homogenen Markov-
Kette, deren stationédre Verteilung eine gewiinschte Zielverteilung sein soll. Wenden
wir uns daher zunéchst einigen grundlegenden Begriffen und Eigenschaften Harris-
rekurrenter Markov-Ketten zu. Als Zustandsraum beschrianken wir uns auf den d-
dimensionalen euklidischen Raum (R?,%8¢). Ziel dieses Kapitels ist es, wichtige Defi-
nitionen und wesentliche Resultate aus der Theorie solcher Markov-Ketten zusammen-
zustellen, da sie als grundlegende Voraussetzung fiir das Verstdndnis der Konvergenzre-
sultate in den folgenden Kapiteln unabdingbar sind. Die Darstellung orientiert sich vor
allem an [Num], siehe aber auch [Als2] und [Me/Tw]. Auf Beweise wird weitgehend
verzichtet.

Definition 1.1 Eine stochastische Folge X = (X)), auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q,2A,P) mit Zustandsraum (R¢,B¢) heiflt Markov-Kette, wenn

PX(nJrl)‘X(O)’W’Xw) _ PX(”“)\X(”) ]P)_fs_ (11)
fiir alle n > 0.

Die bedingten Verteilungen PX" X" lassen sich durch stochastische Kerne P, (X, ")
darstellen. Thre Existenz haben wir sichergestellt, da der Zustandsraum (R“,B¢) pol-

nisch ist (vgl. Satz 53.4 in [Als1]).

Definition 1.2 Ein (Ubergangs-)Kern P auf (R¢,%8¢) ist eine Funktion P : R¢ x B¢ — [0,1]
mit folgenden Eigenschaften:

P(x,): B¢ —10,1] ist ein W-Maf auf (R?,89) fiir alle x € R? (1.2a)
und
P(-,B):R? —[0,1] ist B¢-mefbar fiir alle B € B. (1.2b)

Héangen diese Kerne nicht vom Zeitpunkt n ab, so spricht man auch von einer zeitlich ho-
mogenen Markov-Kette, welche sich alsdann vollstandig durch ihre Anfangsverteilung
Py und den Ubergangskern P beschreiben lasst (siehe Gleichung (1.7) in [Als2]):

PX=PR® (@P) =R ®P~. (1.3)
n=1
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Definieren wir nun das Produkt zweier Kerne P; und P, als
P1P2(X7B):/P2(y7B) Pl(x7dy)7 (14)

so konnen wir in dieser Weise sukzessive fortfahren, um den sogenannten n-Schritt-
Ubergangskern P" zu erhalten:

P"(x,B) = PP""1(x,B), (1.5)

welcher als Wahrscheinlichkeit fiir einen Ubergang von x nach B in n-Schritten interpre-
tiert werden darf. P°(x,B) bezeichnet konventionsgemif3 das Dirac-MaR &,(B) fiir alle
x € R? und B € ®B¢. Offenbar gilt allgemeiner fiir eine beliebige Startverteilung A aus
der Menge der Verteilungen 25(R?) auf (R?,B9):

pY" (B) /PxB (dx) (1.6)

fiir alle B € B¢,

Es ist klar, dass die ZufallsgroRe X im Allgemeinen nicht gegen einen bestimmten
Punkt konvergieren wird. Welche Aussagen lassen sich aber beziiglich ihrer Verteilung

PX " fiir n — oo treffen?

Definition 1.3 Ein nicht-triviales o-endliches Maf8 © auf dem Zustandsraum (R? 5B9)
heifst stationdres oder invariantes Mafs der Markov-Kette X, wenn

_ / P(x, B) n(dx) (1.7)

fiir alle B € B¢. Gilt (R?) = 1, so sprechen wir auch von einer stationdren bzw. invarianten
Verteilung von X.

Folgen wir einer Uberlegung, welche auf Seite 22 in [Als2] ausgefiihrt wird und den
Zusammenhang zwischen stationdren Verteilungen und dem asymptotischen Verhalten
einer Markov-Kette herstellt: Es existiere ein v € 20(R?), sodass
lim PX" (B) = v(B) (1.8)
Nn—oo

fiir ein A € 20(R?) und alle B € B¢. Mit dem Funktions-Erweiterungsargument erhalten
wir fiir alle beschriankten, ¢-meRbaren, reellen Funktionen f:

hmE,lf /f

Unter Verwendung der Markov-Eigenschaft lasst sich der Verteilungslimes v bereits als
stationdre Verteilung identifizieren:

v(B) = hmPX”“( B) = lim [ P(x,B) PX" (dx)

n—oo n—oo

= lim E, P(X /PxB v(dx).

n—oo



1.2 Irreduzibilitit und kleine Mengen

Ist der Verteilungslimes aus Gleichung (1.8) unabhédngig von der Wahl der Startvertei-
lung A, so ist er bereits eindeutig festgelegt, denn fiir eine beliebige stationére Verteilung
p und alle B € B9 gilt dann:

u(B) =P (B)— v(B) falls n— oo,

Im Folgenden wird es darum gehen, Bedingungen zu finden, die zum einen die Existenz
und Eindeutigkeit der stationdren Verteilung einer Markov-Kette sicherstellen und zum
anderen fiir eine besonders schnelle Konvergenz gegen eben diesen Verteilungslimes
sorgen.

1.2 Irreduzibilitat und kleine Mengen

Nehmen wir an ¢ sei ein o-endliches MaR auf (R?,8¢) und B € B¢ eine beliebige ¢-
positive Menge, das heilt eine Menge mit ¢(B) > 0.

Definition 1.4 Ein Markov Kern P auf (R?,8%) heifst ¢-irreduzibel, wenn fiir alle x € R?
und alle ¢-positiven Mengen B € B¢ ein n € N existiert, sodass

P"(x,B) > 0. (1.9

P heifst irreduzibel, so es ¢-irredugzibel fiir irgendein ¢ ist. In diesem Fall nennen wir ¢
ein Irredugzibilitdtsmals von P. Ein Irreduzibilitdtsmafs ¢ von P heifst schliefSlich maximal,
wenn alle anderen IrredugzibilitdtsmafSe von P absolut-stetig beziiglich ¢ sind.

Diese Definition ist ein wenig allgemeiner als die herkommliche Definition fiir diskrete
Markov-Ketten, man denke zum Beispiel an eine Irrfahrt auf dem abzéhlbaren Zustands-
raum {0, 1,...} mit absorbierendem Zustand 0. Nach Definition 1.4 liegt ¢-Irreduzibilitat
vor mit ¢ = &, das heildt, wir wihlen gerade das Dirac-Mal? in 0 als Irreduzibilitdtsmal3.
Ist P irreduzibel, so lasst sich bereits ein maximales Irreduzibilititsmal ¢ konstruie-
ren (vgl. Proposition 2.4. in [Num]). Alle anderen maximalen Irreduzibilitdtsmalse sind
hierzu equivalent - in diesem Sinne liegt dann sogar Eindeutigkeit vor. Irreduzibilitat
lasst sich haufig leicht verifizieren. Hierzu geben wir ein hinreichendes Kriterium.

Satz 1.5 P ist irreduzibel beziiglich ¢, falls P" eine positive Dichte beziiglich ¢ besitzt. Das
heifst, es existieren ein n > 1 und ein f : R? x R? — (0, 00|, sodass

P'(x.B) = [ fxy) 9(dv) (1.10)
B

fiir alle x € RY und B € B“.

Eine wichtige Klasse von Funktionen stellen die sogenannten "kleinen" Funktionen dar,
weil sie in gewisser Hinsicht eine dhnliche Rolle fiir Markov-Ketten mit beliebigen Zu-
standsrdumen spielen, wie die einzelnen Zusténde im diskreten Fall. Sei B¢ die Klasse
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der nicht-negativen mef3baren und ¢-positiven Funktionen auf (R?,23%) !, das heil3t
Bt~ {5 (@439 — (0.9, metbar [o(1) = [ 10 o) > 0}

und M, bezeichne die Klasse der positiven signierten Maf3e auf (R, B¢).

Definition 1.6 Eine Funktion s € B< bzw. ein Mafl v € M., heifst klein, wenn ein my > 1
und ein 3 > 0 existieren, sodass

P"™(x,B) > Bs(x)v(B) (1.11)

fiir alle x € R? und B € B¢. Eine ¢-positive Menge C € B¢ heifst klein, falls ihr Indikator
1¢ eine kleine Funktion ist, das heifst, falls mo > 1, B > 0 und v € M, existieren, sodass

P™(x,-) > Bv(:) fiirallex € C. (1.12)

Zunéchst ist iiberhaupt nicht klar, ob tiberhaupt kleine Funktionen oder Mal3e existie-
ren. Die Existenz kleiner Funktionen kann mittels der Irreduzibilitit des Markov-Kerns
P allerdings gezeigt werden (vgl. Theorem 2.1. in [Num]).

1.3 Rekurrenz und Aperiodizitat

Irreduzibilitit garantiert, dass alle interessanten Mengen mit positiver Wahrscheinlich-
keit irgendwann aufgesucht werden und damit erreichbar sind. Rekurrenz ist eine Ei-
genschaft, die dafiir sorgt, dass all diese Mengen unendlich oft aufgesucht werden, un-
abhéngig vom Startpunkt der Kette. Bezeichnet

B (x) =P(X" € B u.0.) (1.13)

die Wahrscheinlichkeit, dass eine Markov-Kette mit Startpunkt x die Menge B unendlich
oft aufsucht, so definieren wir formal:

Definition 1.7 Ein irredugibler Markov-Kern P heifst rekurrent, wenn

hz(x) >0 iiberall
und (1.14)
h5(x) =1 o-fs. fiir alle p-positiven B € B¢,

Er heifst Harris-rekurrent, wenn

hg(x) =1 fiir alle g-positiven B € B, (1.15)

1 Achtung: %i bezeichnet sowohl einen Funktionenraum als auch ein Mengensystem - eine Menge B €
B¢ entspricht der Indikatorfunktion 15 € B4.



1.3 Rekurrenz und Aperiodizitét

Jede Harris-rekurrente Markov Kette ist natiirlich auch rekurrent. Im diskreten Fall gilt
sogar die Umkehrung (vgl. S. 46 in [Als2]). Die Bedeutung der Harris-Rekurrenz wird
im Zusammenhang mit der Ergodizitdt sehr bald zum Vorschein kommen. Vorher su-
chen wir aber noch nach einem geeigneten Kriterium fiir das Vorliegen dieser besonders
starken Form der Rekurrenz.

Satz 1.8 Ist P die Ubergangsdichte einer Markov-Kette mit stationdrer Verteilung r, welche
eine echt positive und stetige d-dimensionale Lebesgue-Dichte f besitzt, so folgt bereits die
Harris-Rekurrenz von P.

Die Beweisidee soll an dieser Stelle kurz skizziert werden.

Beweis: Zundichst ist festzustellen, dass P unter diesen Umstinden irreduzibel ist. Das
Lebesgue-Maf3 kann als maximales Irreduzibilitdtsmal} identifiziert werden. Bezeichne

Wi (x) =P (X" e K fiir ein n > m)

die Wahrscheinlichkeit, dass die Markov-Kette ein nicht-leeres Kompaktum K € 8¢ min-
destens noch einmal zum Zeitpunkt m oder spéter aufsucht, so gilt:

hg (x) | hig(x)

fiir alle x € R? und K € B¢, falls m — o. Wir haben damit folgende Abschiitzung (vgl.
S. 242 in [Var]):

0 < n(K) = / P"(x,K) 7(dx) < / 1 (x) 7(dx) < / h2 (x) 7(d). (1.16)

Nach einem Theorem von Varadhan (vgl. S. 235 in [Var]) kann nur A%(x) = 0 oder
h¥(x) =1 gelten. Gleichung (1.16) schlie3t Ersteres aus, was gleichbedeutend mit der
Harris-Rekurrenz von P ist. O

Die Irreduzibilitédt eines Markov-Kerns impliziert bereits die Existenz einer kleinen Funk-
tion s € %i und eines kleinen Mafdes v € M. Zusammen mit der Rekurrenz kann ein
stationdres Mal$ w konstruiert werden (vgl. Korollar 5.2. in [Num]).

Satz 1.9 Sei P ein irreduzibler und rekurrenter Markov-Kern, dann definiert

oo

1() = Y V(P —s(x)v ()" (1.17)

n=0

ein stationdres Mafs. Es ist das einzige stationdre Mafs, das der Bedingung m(s) =
[ s(x)my(dx) = 1 geniigt.

Zu unserem Leidwesen stellen wir fest, dass dieses Mal$ nicht notwendig endlich sein
muss. Wire 7,(RY) < o0, so konnten wir eine stationire Verteilung & = 7,/ 7,(RY) durch
Normierung konstruieren. Wir treffen folgende Klassifizierung rekurrenter Markov-
Kerne:
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Definition 1.10 P sei ein irredugzibler und rekurrenter Markov-Kern mit einem stationdren
Maf m,, welches durch Formel (1.17) gegeben ist. P heif3t positiv rekurrent, falls my(RY) <
oo, Anderenfalls nennen wir P null rekurrent.

Eine weitere bedeutsame Eigenschaft im Hinblick auf die Konvergenz der Markov-Kerne
P" stellt ihr periodisches Verhalten dar.

Definition 1.11 Eine Folge {Dy,...,D,_1} nicht-leerer, disjunkter Mengen nennen wir d-
Zyklus (fiir den Kern P), wenn fiir alle i =0, ...,d — 1 und alle x € D;:

P(x,D;)=1 fir j=i+1 (mod d). (1.18)

Nehmen wir an s € %i sei eine kleine Funktion und v € M ein kleines Mal3, so-
dass die "Minorisationsbedingung" (1.11) erfillt ist. Die Menge {m > 1, P"(x,:) >
Bus(x)v(-) fiir ein B, > 0} ist additiv abgeschlossen. Thr grof3ter gemeinsamer Teiler er-
weist sich als unabhéngig von der speziellen Wahl der Funktion s und des Mal3es v, was
uns zu folgender Definition veranlasst:

Definition 1.12 Die natiirliche Zahl
d:=ggT{m>1, P"(x,-) > Bus(x)v(-) fiir ein B, > 0} (1.19)

heifst Periode des Markov-Kerns P. Im Fall d = 1 bezeichnen wir P als aperiodisch.

Wiederum ohne Beweis notieren wir (vgl. Theorem 2.2. in [Num]):
Satz 1.13 Sei d die Periode eines irreduziblen Markov-Kerns P. Dann gilt:

(i) Es gibt einen d-Zyklus {Dy,...,D4_1}.
(ii) Falls ein weiterer d'-Zyklus {Dy, ...,D.,_,} existiert, so ist d ein Teiler von d'.

Aperiodizitdt erweist sich als notwendige Bedingung, wenn eine positiv rekurrente
Markov-Kette in Totalvariation konvergieren soll. Hat P ndmlich die Periode d > 2, so
nimmt die eindeutig bestimmte stationédre Verteilung =z fiir B C D; mit ¢(B) > 0 einen
positiven Wert an, wie sich beispielsweise mit der Aquivalenz von stationirer Verteilung
7w und maximalem Irreduzibilititsmalfd ¢ begriinden lasst. Es gilt aber auch

lim PX"”(B) = lim P"(x,B) = 0 # n(B)

n—oo n—oo

fiir alle x € RY\ D;.

Bemerkung: Aperiodizitit nachzuweisen kann im Einzelfall sehr schwierig sein. Das
Vorliegen einer positiven ¢-Dichte wie wir sie aus dem Irreduzibilitatskriterium des Sat-
zes 1.5 kennen, ist offenbar auch hinreichend fiir die Aperiodizitét der Kette.



1.4 Geometrische Ergodizitét

1.4 Geometrische Ergodizitat

Damit haben wir die begrifflichen Grundlagen fiir ein bedeutsames Konvergenzresultat,
den Ergodensatz, geschaffen (vgl. Korollar 6.7. (ii) in [Num]).

Satz 1.14 Sei P ein Harris-rekurrenter und aperiodischer Markov-Kern mit eindeutig be-
stimmter stationdrer Verteilung m. Dann gilt:

lim || P"(x,) — () |= 0 (1.20)

n—oo

fiir alle x € R,

Bemerkung: Der Ergodensatz erfordert Harris-Rekurrenz, damit das Konvergenzresul-
tat (1.20) tatsdchlich fiir alle x € R? Giiltigkeit besitzt. Ohne Harris-Rekurrenz miissten
wir die Einschrankung ,,m-fast sicher” hinzufiigen (vgl. Abschnitt 4.4 in [Tie]).

Ziehen wir ein kurzes Zwischenfazit: Wir haben bisher nach Eigenschaften einer
Markov-Kette gesucht, die eine Konvergenz der Verteilungen P, (X (n) ¢ -) gegen ein sta-
tiondres Mal} 7(-) garantieren. Namentlich sind dies die positive Harris-Rekurrenz und
Aperiodizitat eines irreduziblen Markov-Kerns P. Einen solchen Kern nennt man auch
einfach ergodisch. Bisher haben wir aber keine Aussagen iiber die Qualitét, sprich die
Konvergenzgeschwindigkeit des asymptotischen Verhaltens getroffen. Hierzu werden
wir jetzt eine besonders starke Form der Rekurrenz, die geometrische Rekurrenz, ein-
fiihren. Diese wird alsdann fiir eine besonders ziigige Konvergenz sorgen.

Definition 1.15 Sei P ein Harris rekurrenter Markov-Kern. P heifst geometrisch rekurrent,
wenn eine kleine Menge C mit ¢(C) > 0 und eine Konstante r > 1 existieren, sodass

suplE, [r5¢] < oo. (1.21)
xeC

Geometrische Rekurrenz impliziert nicht nur die positive Rekurrenz, sondern ebenso
(vgl. Proposition 5.19. in [Num]):

Satz 1.16 Sei P ein geometrisch rekurrenter Markov-Kern, 1 seine stationdre Verteilung,
C eine kleine Menge, welche (1.21) erfiillt, x € S ein beliebiger Zustand der Markov-Kette,
B eine ¢-pos. Menge und r > 1 eine Konstante, die von &, C bzw. x abhdngt. Dann gilt:

(i) Er[r’"] <o, (1.22)
(i)  supEy[r'8] < oo (1.23)
xeC
und aufSerdem
(iii) E[rB] <o m-fs. fiir alle x € RY. (1.24)
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Eine geometrisch rekurrente, ergodische Markov-Kette wird auch als geometrisch oder
exponentiell ergodisch bezeichnet. Es kann gezeigt werden, dass dann die n-Schritt
Ubergangskerne P"(x,B) m-fast sicher mit einer geometrischen Rate gegen ihre sta-
tiondren Limiten 7(B) konvergieren. Diese Konvergenz erfolgt gleichmafig tiber alle
B € B¢ (vgl. Theorem 6.14. [Num]).

Satz 1.17 Sei P ein ergodischer Markov-Kern. P ist genau dann geometrisch ergodisch,
wenn eine m-integrierbare Funktion M € L'() und eine Konstante p < 1 existieren, sodass

| P*(x,) —7(-) [|< M(x)p" (1.25)
fiir alle x € R? und n > 0.

Satz 1.17 veranlasst uns sofort zu einer weiteren Definition.

Definition 1.18 Die kleinste Konstante p* € [0, 1), fiir die eine Funktion M existiert, sodass
Bedingung (1.25) erfiillt ist, nennen wir Konvergenzrate. Das heifst:

p* =inf{p €[0,1): 3IM € L(x), sodass (1.25) erfiillt ist}. (1.26)

Dem aufmerksamen Leser wird nicht entgangen sein, dass die Abschiatzung aus Glei-
chung (1.25) immer noch eine Abhingigkeit von dem Startpunkt x € R? aufweist. Eine
Verscharfung liefert somit die folgende Definition.

Definition 1.19 Eine ergodische Markov-Kette heifst gleichmdfsig exponentiell ergodisch,
wenn eine endliche Konstante M und eine weitere Konstante p € [0, 1) existieren, so dass

| P"(x,") —=(-) [|< Mp" (1.27)

fiir alle x € R? und n > 0.

Geometrische Rekurrenz ist eine notwendige Voraussetzung fiir die geometrische Er-
godizitit. Haufig erweist sich ihr direkter Nachweis {iber Defintion 1.15 als schwierig.
Deshalb scheint es wiinschenswert, ein handliches Kriterium fiir das Vorliegen geome-
trischer Rekurrenz zu finden. Hilfreich ist die folgende Charakterisierung geometrischer
Rekurrenz durch eine Driftbedingung (vgl. Proposition 5.21. in [Num]). Iz bezeichne
den Kern /(x,B) = 1p(x).

Satz 1.20 Die Markov-Kette (X)) ist geometrisch rekurrent, wenn eine kleine Menge C,
eine nicht-negative Funktion g € B% und eine Konstante r > 1 existieren, sodass

sup E[rg(Xy11) — 8(Xn) Xy = x] = sup (rPg(x) —g(x)) <0 (1.28)
xeCe¢ xeCe¢
und
supE[g(Xy+1); Xn+1 € C°|X, = x] = sup Plceg(x) < oo. (1.29)
xeC xeC

10
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Beweis: Gleichung (1.28) lasst sich auch schreiben als
g(x) > rlcePg(x) + y1ce(x) (1.30)

fiir ein y > 0. Eine iterative Anwendung von g auf der rechten Seite der Gleichung liefert:

¢() > " (1P g () + 7 Y. Al P) 1 ().
i=0

Da sich g beziiglich des Kerns I P superharmonisch verhalt, folgt mittels des Rieszschen
Zerlegungstheorems aus der Potentialtheorie, dass der erste Summand auf der rechten
Seite fiir n — o verschwindet, sofern r klein genug gewahlt wurde. Damit haben wir

g(x) > ]/2) r (ICcP)i l1ce(x)

[ee]

= chc(x) Z riPx(Xi € CC7SC 2 i)
i=0

[e]

= Ylce(x) Y r'P(Sc > ).
i=0

Sc=inf{n>1:X (n) ¢ C} bezeichnet hierbei die Ersteintrittszeit in die Menge C. Die
Summe in der letzten Gleichung kann aber mit der Integrationsformel (A.11) aus [Als1],
welche auf dem Satz 19.13. fullt, auch als Erwartungswert einer von S¢ abhédngigen
Funktion geschrieben werden:

Y FPu(Sc > i) = L 1Ex(rsc —1),
i=0 -
das heil3t,

800 = Tl @B - 1),

Wenden wir nun ein weiteres Mal den Kern Plc auf g an und verlangen zudem, dass
die Kette in C starten soll, so erhalten wir mit Voraussetzung (1.29):

4 supE,(F5¢~1 — 1) < sup Pleeg(x) < oo. (1.31)
r—1 xeC xeC

Man beachte, dass der Exponent von r gerade um den Wert 1 verschoben wird, da sich
der Ersteintritt von C genau um eine Einheit verzogert. Damit folgt aber nun leicht das
gewiinschte Resultat

supE,r5¢ < oo

xeC

welches die geometrische Rekurrenz beschreibt. O

Schauen wir noch einmal auf Ungleichung (1.28) oder (1.30). Die Funktion g kann als
eine Art Energiefunktion interpretiert werden, deren Werte steigen, wenn sich x von
der kleinen Menge C entfernt. Fiir Startpunkte x ¢ C beschrénkt die Ungleichung (1.30)
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1 Harris-rekurrente Markov-Ketten

die erwartete Energiednderung Pg(x) — g(x) durch —yg(x), einem negativen Wert, wel-
cher sich proportional zum gegenwairtigen Energieniveau verhalt. Die negative Schran-
ke bedeutet, dass die Kette sich tendentiell zu niedrigeren Engergiezustinden bewegen
wird. Oder anders ausgedriickt, gegen C driftet. Die Proportionalitdt zum gegenwarti-
gen Energieniveau stellt sicher, dass die Verteilung der Riickkehrzeit zu C geometrische
,lails“ aufweist, was die geometrische Ergodizitét fiir eine irreduzible und aperiodische
Markov-Kette impliziert (vgl. die Ausfiihrungen nach Theorem 4.7 in [Tie]).

12



2 Der Gibbs Sampler

2.1 Herkunft, Definition und Eigenschaften

Der Gibbs-Sampler ist ein Algorithmus zur Simulation multivariater Verteilungen
7(xy,...,xq) auf Basis der univariaten bedingten Verteilungen (u.b.V.)

(x| X1y ey Xim 1, X 15 Xg)  E=1,....d, (2.1)

den so genannten ,full conditionals“. Der Name entstammt einer Arbeit von Geman und
Geman aus dem Jahr 1984 (siehe [Ge/Ge]), die das Verfahren zur Restauration von Bil-
dern benutzten und hiermit der Technik zu Popularitét verhalfen. Sie analysierten Gibbs
Verteilungen auf Gittern. Allerdings lassen sich auch andere Verteilungen verwenden,
sodass die Bezeichnung Gibbs Sampling eher ungliicklich gewahlt ist. Der Ursprung der
Methode liegt in der Statistischen Physik, wo sie bereits unter der Bezeichnung ,heat
bath algorithm“ bekannt war. Heute basieren die meisten statistischen Anwendungen
von Markov Chain Monte Carlo Verfahren auf Gibbs Sampling.

Definition 2.1 Sei & die zu simulierende Zielverteilung, deren univariate bedingte Vertei-
lungen aus (2.1) bekannt sind. Der zugehdrige Gibbs Sampler mit systematischer Abtastung
(systematic scan) wird durch das folgende Ubergangsschema erkldrt: Generiere den Zufalls-

vektor X"*1) gum Zeitpunkt n+ 1 durch den bereits gegebenen Wert X (") = ( E”), .. ,xé”))
gemdfs des folgenden Schemas:

1. X1(n+1) 7171()61 ‘ xgn),...,xén)),

2. Xz(nH) ~ (x| xYlH),xgn), ... ,xgl)),

d. X(gnﬂ) ~ nd(xd|x§n+1),...,xgljl)).

Nach Vorgabe eines Anfangswertes X liefert die iterative Anwendung des Schemas eine
stochastische Folge X(©). X(1) . welche auch Gibbs-Sequenz genannt wird.

Bemerkung: (a) Der Anfangswert X (©) bzw. seine Verteilung wird mehr oder weniger
willkiirlich festgelegt. AnschlielRend verwirft man die ersten n Werte der Folge in der An-
nahme, dass die Zufallsvektoren X (") sich nach einer gewissen Zeit nahezu unabhingig
von X© verhalten. Die Festlegung dieser sogenannten ,burn-in-Periode“ erfolgt eben-
falls nach heuristischen Verfahren (vgl. Abschnitt 1.4.6 in [Gi/Ri/Sp] oder siehe auch
[Mac]).

13



2 Der Gibbs Sampler

(b) In Definition 2.1 verwenden wir die Begriffe ,simulieren“ bzw. ,generieren“ in syn-
onymer Weise. Die Erzeugung von Realisierungen einer Zufallsvariablen mit einer vor-
gegebenen Verteilung stellt ein nicht-triviales Problem dar. Gibbs-Sampling reduziert
dieses Problem auf den eindimensionlen Fall. Wenn die Pseudo-Inverse

Fl(y):=inf{xcR:F(x) >y}, ye(0,1) (2.2)

existiert, kann man Zufallszahlen X erzeugen, die der Verteilung F~!'(U) geniigen, so-
fern U eine auf (0,1) gleichverteilte ZufallsgroBe U darstellt (vgl. Lemma 36.8. in
[Als1]). Leider existiert in den meisten Fillen keine Pseudo-Inverse. Dennoch verein-
facht der Gibbs Sampler die Simulation einer mehrdimensionalen Verteilung, indem er
die Simulation eines d-dimensionalen Zufallsvektors X auf d Simulationen eindimensio-
naler Verteilungen Xi,..., X, zuriickfiihrt.

(c) Auf den ersten Blick mag sich ein potentieller Anwender Fragen, ob es {iberhaupt
realistische Anwendungen gibt, bei denen einerseits die multivariate Zielverteilung 7©
unbekannt ist, wihrend andererseits samtliche univariaten bedingten Verteilungen vor-
liegen. Eine solche Informationslage besteht aber des Ofteren, insbesondere bei Zu-
fallsprozessen auf Gittern in den Naturwissenschaften. Haufig besitzen die univariaten
bedingten Verteilungen ndmlich eine dullerst einfache Form, da lediglich den engs-
ten Nachbarn gegeniiber ein Abhingigkeitsverhiltnis besteht (vgl. Abschnitt 2.3 in
[Gel/Sm]). Sei S =1{1,...,d} und bezeichne T; eine von i abhingige Teilmenge von S, so
nehmen die bedingten Verteilungen regelmaf3ig die einfachere Gestalt

7(xilxj, j € S\{i}) = m(xilx;, j € T) 2.3)

an. Dieser plausible Zusammenhang kommt in der Markov Random Field Theorie zum
Tragen.

(d) Genaugenommen kann der Gibbs Sampler als Spezialfall des Metropolis-Hastings-
Algorithmus angesehen werden. Bekanntlich wird hierbei ein neuer Wert ¥ = X "1 mit
einer Akzeptanzwahrscheinlichkeit o/(x,y) angenommen, die sowohl vom anvisierten
neuen als auch vom aktuellen Wert X = X" abhingt. Der Kandidat ¥ wird mittels ei-
nes Kandidatenkerns Q(X("),-) (,,proposal“ distribution) generiert. Uber seine Annahme
entscheidet schlief3lich ein Bernoulli-Experiment mit Akzeptanzwahrscheinlichkeit

a=min{ 2y}

wobei © bzw. ¢ die Dichten der Zielverteilung bzw. des Kandidatenkerns bezeichnen.
Anstatt den Zufallsvektor X en bloc zu aktualisieren, empfielt es sich, ein komponenten-
weises Vorgehen zu wahlen, so wie es Metropolis in seinem Ursprungswerk von 1953
auch vorgeschlagen hat (siehe [Me]). Jede Komponente besitzt somit eine eigene Kan-
didatendichte g;(yi|y1,.--,Yi—1,Xit+1,---,Xz). Im Falle des Gibbs Sampling stehen die uni-
variaten bedingten Verteilungen zur Verfiigung. Verwendet man diese als Kandidaten-
kerne, so erhilt man in jeder Komponente eine Akzeptanzwahrscheinlichkeit o/(x,y) = 1.
Die univariaten bedingten Verteilungen enthalten implizit ein hohes Mal$ an Informati-
on iliber die Zielverteilung, sodass sie als Kandidaten-Verteilungen besser geeignet sind,
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2.1 Herkunft, Definition und Eigenschaften

als willkiirlich gewahlte Verteilungen, die mit der Zielverteilung wenig gemein haben.
Insofern erkléart sich die hohe Effizienz (vgl. Theorem 7.1.17 in [Ro/Ca] oder siehe auch
S.10-12 in [Gi/Ri/Sp] und [Gh/Gr]).

Fiir die Gibbs-Sequenz X(©, X1 ... halten wir das folgende fundamentale Resultat fest:

Satz 2.2 Die Gibbs-Sequenz stellt eine zeitlich homogene Markov-Kette mit stationdrer Ver-
teilung & dar.

Beweis: Die Ubergangswahrscheinlichkeit P von x nach y ldsst sich unmittelbar aus
der Definition des Gibbs Samplers ablesen und besitzt folgende Gestalt:

QU

Px,y) =[Tmi | y1:--yiet, X155 %a)- (2.4)
i=1

Insbesondere sei die Unabhangigkeit vom Zeitindex erwahnt. Die Stationaritét von 7 er-
gibt sich bereits aus der Konstruktion des Ubergangsschemas in Definition 2.1 und kann
natiirlich auch explizit nachgerechnet werden (vgl. etwa Theorem 7.1.9 in [Ro/Ca]). I

Bemerkung: In der Regel priift man die Stationaritdt einer Markov-Kette iiber die
detaillierte Gleichgewichtsgleichung 7 (x)P(x,y) = m(y)P(y,x) fiir alle x,y € S nach (P be-
zeichnet natiirlich die Dichte des Ubergangskerns P und wird ebenfalls mit P bezeichnet.
Identische Bezeichnungen fiir Verteilung und Dichte sind in der Literatur iiblich (sie-
he Abschnitt 4.2 in [Tie])). Ist die detaillierte Gleichgewichtsgleichung erfiillt, so folgt
die Reversibilitdat der Kette und hieraus die Stationaritit von n. Umgekehrt wird die
Stationaritét einer Markov-Kette mit dem Metropolis-Hastings-Algorithmus erzwungen,
indem die Akzeptanzwahrscheinlichkeit gerade so zu wéhlen ist, dass die detaillierte
Gleichgewichtsgleichung erfillt ist (vgl. Satz 2.4 in [Str]).

Korollar 2.3 Der Gibbs Sampler mit systematischer Abtastung ist offensichtlich nicht re-
versibel.

Reversibilitat lasst sich aber einfach herstellen, zum Beispiel indem man das Schema
aus Definition 2.1 zum Ubergang von X nach X(**1) in folgender Weise erweitert:

Xl* ~ 77,'1()(1 ]xgn),...,xgl)),
2. XZ* ~ 71?2()62 ]x’l‘,xgn),...,xgn)),

+1
d. Xén )~ Ta(Xq | X7, X)),
d+1. thr:—il-l) ~ ﬂd_l(xd_] |XT,...,X2_27XE;+1)),

2d —1. Xl(nH) ~ ﬂl(xl]xgnﬂ),...,xén“)),

Eine Abkehr von der systematischen Abtastung des zugrundeliegenden Raumes R¢ fiihrt
ebenfalls zur Reversibilitat und findet Ausdruck in folgender Definition:
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2 Der Gibbs Sampler

Definition 2.4 Sei w wiederum eine gewiinschte Zielverteilung, deren univariate beding-
te Verteilungen vorliegen und sei & eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf dem Raum
(D,B(D)) = ({1,...,d},B({1,...,d})). Dann wird das folgende Ubergangsschema von X"
nach X"tV als Gibbs Sampler mit zufilliger Abtastung (random scan) bezeichnet: Gene-
riere zundchst i mittels & und dann X"+t mit gegebenem X" = (xgn), .. ,x&")) gemd/s des
folgenden Schemas:

1. Xi(n+1) (x| x(ln), ... ,xl(f)l,xl(i)l,...,xgn))
und setze
2. X](”H) ::xS") fiir alle j #i.

Es ergibt sich folgendes Resultat:

Lemma 2.5 Die Markov-Kette eines Gibbs Samplers mit zufdlliger Abtastung ist reversibel,
wenn & die Gleichverteilung auf (D,3(D)) darstellt.

Beweis: Bezeichne C; die Menge aller y € R?, die sich nur in der j-ten Komponente
von x unterscheiden, das heil$t

Ci={yecR?|x; =y, fiiralle i # j}. (2.5)

C; bildet eine Aquivalenzklasse. Wir notieren fiir die Ubergangsdichte P des Gibbs Samp-
lers:

L__70) _ falls x € C; und
P(x,y) = {dfcjn(z) dz J (2.6)

0 sonst.

Nun brauchen wir nur noch die detaillierte Gleichgewichtsgleichung nachrechnen:

1 a()zrly) _ 1 7(y)m(x)
d fe,m(z)dz  d [¢;7(z) dz

n(x)P(x,y) = = 7t(y)P(y,x) (2.7)

fiir alle x,y € RY. Die Kette ist somit reversibel mit stationirer Verteilung . O

Neben den hier vorgestellten Abtastungsschemata existieren auch noch andere. Es soll
keineswegs tiberraschen, dass die Konvergenzgeschwindigkeit gegen die stationére Ver-
teilung durchaus von der Wahl des Ubergangsschemas abhéangt (siehe z.B. [Ro/Sa]).

2.2 Informationsgehalt der univariaten bedingten
Verteilungen und Versagen des Gibbs Samplers

Eine erstaunliche Eigenschaft des Gibbs Sampler besteht darin, dass die univariaten be-
dingten Verteilungen m;(x;|x1,...,X;—1,Xit1,--.,Xq) tatsdchlich geniigend Information ent-
halten, um eine Stichprobe, die der Verteilung 7 geniigt, zu generieren (vgl. Abschnitt
7.1.5 und Theorem 7.1.19 in [Ro/Ca]). Liegen etwa im Fall d = 2 die beiden bedingten
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2.2 Informationsgehalt der univariaten bedingten Verteilungen und Versagen des Gibbs Samplers

Verteilungen 7 (x;|x2) und 7 (xz|x;) vor und bezeichne z(!) bzw. (2} die Marginalver-
teilungen von X; bzw. X;, so lasst sich die gemeinsame Verteilung als

m(x1,x2) = 1 (x1[x2) TP (3x2) = 2 (oo ) ) (1) (2.8)

schreiben. Aus ( | )
(2) . (X2 (X1 (1)
T = —7
(XZ) V(%) (x1 |)C2) (X1)

folgt

/71'2()C2|X1) Ay — 1

o) o 2D(x)’

da 7(¥(x,) eine Dichte ist, fiir die natiirlich [7((x;) dx, = 1 gilt. Damit hatten wir
dann eine Darstellung fiir die gemeinsame Verteilung gefunden, sofern diese iiberhaupt

existiert: (oal)
(X2 X1
w(x1,x) = dv. (2.9)
B2 = o ) ma e )
Im allgemeinen Fall (d > 2) fithren dhnliche Manipulationen der univariaten bedingten
Verteilung zu einem Resultat, dass unter dem Namen Hammersley-Clifford-Theorem

bekannt ist.

Erinnern wir noch einmal kurz an die Definition der Marginalverteilung

70 (xy) = /ﬂ(xhxz) ds.
Setzen wir die Identitédt aus Gleichung (2.8) ein, erhalten wir
20(w) = [ 1 e2)7) () d.
Ebenso kann die andere Marginalverteilung 7(?) (x,) ausgedriickt werden, sodass
0w) = [mnl) [ moh)at) o) dvdr
- / [ / 71 (1 [x2) 71 (2 V) dxz} 2D (v) dv (2.10)
_ / h(x, )20 (v) dv,

wobei
h(x1,v) = / 71 (x1 [x2) 701 (2 |v) dxa. (2.11)

Gleichung (2.11) definiert eine Fixpunktgleichung mit der eindeutig bestimmten Losung
n(l)(xl) (vgl. hierzu auch Abschnitt 2.1 in [Gel/Sm] oder Abschnitt 4.1 in [Ca/Ge]).

Eine hinreichende Bedingung fiir die Irreduzibilitit der Gibbs-Sequenz ist die Positivi-
tatsbedingung, welche im Einzelfall nicht einfach zu verifizieren ist (vgl. den Abschnitt
oberhalb von Gleichung (2.2) in [Bes]):
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2 Der Gibbs Sampler

Definition 2.6 Sei X = (Xj,...,X;) ein Zufallsvektor mit Dichte m(xi,...,x;) und be-
gzeichne n1\) die Marginalverteilung von X;. Falls n)(x;) > 0 fiir alle i = 1,...,d bereits
m(xy,...,xq) > 0 impliziert, so geniigt m der Positivitdts-Bedingung.

Mit dieser Bedingung konnen wir nun das bereits angesprochene Hammersley-Clifford-
Theorem formulieren (vgl. Theorem 7.1.20 in [Ro/Ca].

Satz 2.7 Unter der Positivitdtsbedingung kann m explizit berechnet werden und besitzt fiir
ein beliebig vorgegebenes y € RY folgende Gestalt:

I£’I (XX, X1,V 15+ V)

j= 7[] y]’xb '7xj—17yj+1;'-'7yd)

7TX1, n(ylw"vyd)'

Beweis: Es gilt

m(x1s. . Xq) = g(xglxt, .. xg— )74 (x1, .., x4-1)
T (xalx1, .- Xa—1)
= ﬂd(yd|x1,. - ,xdfl)n(Xh o Xd—1 yd)
o Ta(xXalx1,. .. Xa—1) Tg—1(Xa—11x1,-- -, Xa-2,Ya)
- ma(alx, - Xa-1) a1 (a-1lx1, - Xa-2,ya)
X TT(X1,- s Yd—15Yd)-
Ein Rekursionsargument liefert das gewiinschte Ergebnis. O

Klar, dass & die stationdre Verteilung darstellen muss, wenn man sich ihrer univariaten
bedingten Verteilungen bedient, um den Gibbs Sampler zu initialisieren (vgl. Satz 2.2).
Umgekehrt ist es aber keineswegs sicher, dass zu beliebig vorgegebenen univariaten Ver-
teilungen tatsdchlich eine stationdre Verteilung existiert. Betrachten wir drei Beispiele,
in denen das zuvor entwickelte Konzept an seine Grenzen stof3t:

(a) Sei m die Gleichverteilung auf dem Raum ([—1,0) x [~1,0)) U ([0,1] x [0,1]) C R?.
Dann ist 7(x|y) = 0, falls x und y unterschiedliche Vorzeichen aufweisen. Der Quadrant,
in dem der Startwert y liegt, wird daher niemals verlassen. Das Beispiel verdeutlicht,
dass die Gibbs-Sequenz natiirlich nicht unbedingt irreduzibel sein muss. Folglich exis-
tiert keine stationidre Verteilung. Die Korrelationsrate p* nimmt in diesem Fall den Wert
1 an (vgl. Seite 52 in [Rob] oder auch Example 7.1.10 in [Ro/Ca]).

(b) Liegen wiederum im bivariaten Fall die bedingten Dichten
w(x|ly) =ye ™, 0<x<o und
T(ylx) =xe™, 0<y<oo

vor, liefert Gleichung (2.10)

7 (x) = [/ye_yxve_"y dy} 7 () dv (2.12)

-/ [m] 2D dv (2.13)
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2.2 Informationsgehalt der univariaten bedingten Verteilungen und Versagen des Gibbs Samplers

Mit der Substitution z(!)(v) = % erhalten wir

)i

als Losung der Fixpunktgleichung (2.12). Allerdings ist 1/x offensichtlich keine Wahr-
scheinlichkeitsdichte. Eine hinreichende Bedingung fiir die Konvergenz des Gibbs Samp-
lers ist durch [ 71'(1)()6) dx < oo gegeben (vgl. Example 2 (continued) in [Ca/Ge]).

(c) Sei 7 in diesem letzten Beispiel eine diskrete Verteilung auf dem Raum {0, 1}¢, wobei
d sehr grof3 gewahlt wird. Die Hélfte der Masse konzentriert sich auf 0, die andere Halfte
verteilt sich gleichmélig auf die {ibrigen Vektoren:

( ) %, falls (xi,...,x4) = (0,...,0)
T(X1,y...,Xq) =
m, falls (X],...,Xd)#((),...,()).
Wenden wir in dieser Situation den Gibbs Sampler mit systematischer Abtastung an, so
stellen wir fest, dass dieser zwischen Phasen, in denen er fiir lange Zeit ausschlieRlich
den Wert 0 ausgibt, und solchen, in denen der 0-Vektor iiberhaupt nicht mehr auftritt, al-
terniert. Konnten wir die Verteilung von 7 direkt simulieren, so wiirden wir sehr schnell
bemerken, dass sich die Wahrscheinlichkeit fiir 7(X(")) dem Wert 1/2 annihert. Der
Gibbs Sampler erweist sich als vollkommen ineffizient. Das Problem entsteht, da wir
einem einzelnen Zustand eine relativ hohe Wahrscheinlichkeit zuweisen.

Mit den Resultaten aus dem ersten Kapitel formulieren wir schliel3lich ein hinreichendes
Kriterium fiir die Ergodizitat der Gibbs-Sequenz.

Korollar 2.8 Besitzt der durch den Gibbs Sampler induzierte Ubergangskern P eine positive
und stetige Lesbegue-Dichte, so verhdlt sich die Gibbs-Sequenz ergodisch.

Beweis: Satz 1.5, Bemerkung 1.3 und Satz 1.8 sorgen fiir Irreduzibilitét, Aperiodizitat
und Harris-Rekurrenz der zugrundeliegenden Markov-Kette. O
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3 Geometrische Konvergenz des Gibbs
Samplers

3.1 Eigenschaften der Zielverteilung u

Nachdem wir uns im vorangegangenen Kapitel mit den grundlegenden Eigenschaften
des Gibbs Samplers beschiftigt haben, versuchen wir jetzt, seine geometrische Ergo-
dizitdt zu beweisen. In voller Allgemeinheit wird dies natiirlich nicht gelingen, sodass
wir uns veranlasst sehen, gewisse Einschrankungen beziiglich der Klasse der Zielvertei-
lungen vorzunehmen. Sei u eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (R?,%8¢) mit einer
Lebesgue-Dichte, welche ebenfalls die Bezeichnung u trage und folgende Gestalt besit-

ze:
1

px) = prexp(=V(x)).

M bezeichne dabei eine Normalisierungskonstante und V : R¢ — R sei eine 2 mal stetig
differenzierbare, strikt konvexe Abbildung fiir die o, @ > 0 existieren, sodass

2%V
oy < <o VxeR‘undi,je{l,...,d}. 3.1
1_(8xi8xj(x))_ A und i, j € { } (3.1)
Mit anderen Worten: Egal an welcher Stelle die Hesse-Matrix ausgewertet wird, samtli-
che Eintrage sind stets positiv und befinden sich im Intervall [a;, ;). Unter diesen An-
nahmen besitzt V ein isoliertes Minimum, das sich gleichsam als globales Minimum ent-
puppt. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit wird angenommen, dass V(0) = minV =
0.!

Bemerkung: Insbesondere die d-dimensionale Normalverteilung N;(u,X) mit Erwar-
tungswert u = 0 erfiillt die genannten Voraussetzungen. Bedingung (3.1) ist gerade-
zu auf Polynome zweiten Grades zugeschnitten, da die 2. Ableitungen von Polynomen
hoheren Grades weiterhin von x abhidngen und die 2. Ableitungen affin linearer Funk-
tionen bereits verschwinden. So gesehen zielt unser Vorhaben auf den Nachweis der
geometrischen Ergodizitit eines Gibbs Samplers, dessen Zielverteilung eine Normalver-
teilung darstellt.

Unter den zuvor gemachten Voraussetzungen gentiigt der Betrag des Gradienten VV (x)
folgender Abschitzung:

1Gelte W(y) = minW # 0, so erreicht man die gewiinschte Form durch Ubergang zu der Funktion V (x) :=
W (x+y) —minW. Die Verschiebung der Funktion um eine Konstante, in diesem Fall —minW, lasst sich
hierbei der Normierungskonstante M zuschlagen.
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3 Geometrische Konvergenz des Gibbs Samplers

Lemma 3.1 a;|x| <|VV(x)| < ap|x].

Beweis: Die Eintrage der Hesse-Matrix HessV (x) sind stetig in x, das heil3t

Xi
oV 9V
a—XI(x) o 2()61, xi_l,t,xi+1...,xd) dt.
Folglich gilt
bl < |22 ()| < el
X > ox; X)| = 02|X;
fiir alle i, sodass die Ungleichung bereits in jeder Komponente erfiillt ist. O

V(x) lasst sich in dhnlicher Weise abschéitzen.
Lemma 3.2 1ay[x|? <V (x) < Jon|x|~

Beweis: Exemplarisch wird die erste Ungleichung bewiesen. Die zweite Ungleichung
lasst sich vollig analog beweisen. Gemal$ der Taylorschen Formel fiir Funktionen meh-
rerer Verdnderlicher gilt an der Entwicklungsstelle 0:

V(O0+0) = V(0) + (a,%) + 5 (1 Ax) + ol x?),

wobei a := VV(O) = (HessV)(0). Ferner befindet sich in O ein lokales Extremum,
das heil3t VV(0) = nnahmegemafS gilt V(0) = 0:

V(x) = 5 6.Ax) +o([xP).

Die stetige Funkion x — (x,Ax) nimmt auf dem Kompaktum §:= {x € R : |x| = 1} (Sphére
vom Radius 1) ihr Minimum an:

ki +2¢€ :=inf{(x,Ax) :x€ S} >0, €>0.

Aufgrund der positiven Definitheit der Matrix A ist sichergestellt, dass es sich bei k;
um einen positiven Wert handelt. Sei nun x # 0, dann ist der normierte Vektor y := ﬁx

Element der Einheitssphére S, das heil3t (y,Ay) > k; + 2¢. Aus

(r.4y) <1 1A> L eax)
y,Ay) = ( —x,—Ax ) = — (x,Ax
PRI

folgt
(x,Ax) > (ki +2¢)|x|?

fiir alle x € R?. o(|x|?) steht natiirlich gemiR der Landau-Notation fiir eine Funktion ¢
mit der Eigenschaft, dass es zu jedem & > 0 ein § > 0 gibt, derart dass |@(x)| < &[x|?,
sofern |x| < §. Fiir eben diese x haben wir damit V(x) > %kl lx|? bewiesen. Durch das
in Lemma (3.1) in Verbindung mit Formel (3.1) vorgegebene Wachstumsverhalten lasst
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3.2 Die Abbildungen ¢ und ¥

sich k; einerseits als ; identifizieren und lasst sich andererseits die Giiltigkeit fiir belie-
bige x erklaren. O

An dieser Stelle sollen einige grundlegende Bezeichnungsweisen und Notationen ein-
gefiihrt werden. Sei X(@ x(1) .. die Markov-Kette in R¢ mit Ubergangskern P. Diese
Kette sei vektorwertig, das heil3t, zu einem beliebigen Zeitpunkt n beobachten wir den
Wert

X0 = (xgn), ,xgl)) e R4,

7(n) _ (xgi)7 7x£1n))
= (Zgn)7 cee 7Z£In)) S Rdil?

welcher in den {ibrigen Komponenten X" entspricht. Die zugrundeliegende Markov-
Kette ist offensichtlich zeitlich homogen. Dieser Umstand fiihrt zu der Bezeichnungs-
weise

X=x" und y=x0*D,

Speziell fiir den Gibbs-Sampler setzen wir

W(k):(y17 s 3 Yk—1Xk+15 - xd)eRd_l’
Y(k) :(y17 e 5 Yh—1YiXk+15 - - Xd) ERd’
und 1
P W(k) _ —er(Y(k))
% (VK| ) Zk(W(k))
mit

Vorsicht: Der Index k bei W®) bezieht sich auf die Komponente, wihrend »n zum Bei-
spiel bei X die zeitliche Entwicklung beschreiben soll. Manchmal verwenden wir die
Schreibweise W (K) | sofern es im Kontext sinnvoll erscheint.2 Der Gibbs-Sampler ist eine
Markov-Kette mit Ubergangsdichte

I :&

Py w™®

3.2 Die Abbildungen ¢ und ¥

Gemadl Korollar 2.8 erweist sich u(X) als stationére Verteilung. Die Ubergangswahr-
scheinlichkeit P(X,Y) beschreibt den stochastischen Ubergang von X nach Y. Welchen

2Der Vektor W ®) enthilt per definitionem implizit eine zeitliche Komponente, da er gerade den Ubergang
von X = X™ nach ¥ = X(**1 beschreibt.
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3 Geometrische Konvergenz des Gibbs Samplers

Wert wird ein Anwender Y zuweisen, unter der Pramisse, dass X und P(X,Y) bekannt
sind? Sehen wir einmal von der Erwartungswertbildung ab, so bleibt die Mdglichkeit ein
heuristisches Verfahren zu wahlen, das im Prizip der Maximum-Likelihood-Methode aus
der mathematischen Statistik zur Auffindung eines Schitzers gleicht. Hierzu definiere
die Abbildungen ¢ : R?~! — R, deren Wert sich in eindeutiger Weise aus der Gleichung

V(y17 7yk—17¢k(W(k))7xk+17 Xd)

) 3.2
= min Vs oo k=1 Yk Xkt ds <o Xa) (3.2

ergibt. Wohldefiniertheit liefert die Theorie {iber implizite Funktionen. Die Funktion aus
Formel (3.2) bezeichnen wir auch als

VW) =v @O =V (yr, ooy, (W) 3, - xa)

mit ¥® = (y1, ... ,yi1, (W), x41, ... xg). Fiir k = 1 schreiben wir einfacher V()
statt Vy(-):

V(Z)=V($1(2),2)
:rr;in V(x1,Z).

Fiir V(Z) gibt es eine Abschitzung, welche jener aus Lemma 3.2 entspricht und sich mit
eben diesem Lemma auch sofort beweisen lésst.

Lemma 3.3 1oy |Z]? <V(Z) <t |Z.

Beweis: Nach Lemma 3.2 gilt einerseits

V(Z)=V(¢1(2),2) und andererseits V(Z)<Vv(0,2)
1 1
> 500 (91 (2)*+121%) < 5062|Z|2~
1 2
>—oq|Z
> 2(11! |

O

Nur ¢; hingt ausschlieflich von W) = Z ab; fiir die iibrigen Abbildungen ¢»,..., ¢,
ist eine teilweise Aktualisierung des Vektors X erforderlich. Mochte man allerdings Y
ausschlieRlich auf Basis von X bzw. Z schétzen, so empfiehlt es sich, die folgenden
Abbildungen sukzessive fiir Z = (xa, ... ,x4) € R?"! zu definieren:

wv(Z) = 0d(2),z, ... ,21),
wi(Z) = 6:(01(2),v2(2),2a - »24),

vi(Z) = 04(91(2),v2(2), ... ,wa-1(2)),

Y = (II/27 7ll/d)‘
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3.2 Die Abbildungen ¢ und ¥

Von besonderem Interesse werden im Folgenden Aussagen iiber den Betrag des Fehler-
Vektors Y — (¢1(Z),y2(Z),...,y4(Z)) sein. Hilfreich erweist sich eine simple Abschédtzung
der Normalisierungskonstante Z, (W *)) mittels V(W ®)).

Lemma 3.4 Es gibt c1,cy > 0, sodass

crexp(—Vi(W®)) < e (W®) < crexp(~Vi(W)).

Beweis: Bei festem W®) wird durch V(y;) = V(Y®) — (W) eine Funktion von R
nach R definiert, die gerade in y; = ¢k(W(k)) ihr Minimum, den Wert 0, annimmt. An-
sonsten {ibernimmt sie das Wachstumsverhalten von V, sodass ihre 2. Ableitung eben-
falls im Intervall [oy, op] liegt. Damit ldsst sich Lemma 3.2 anwenden:

A

%al k= g (WO <v(r®) —Pw®) < %aﬁyk— oe(W )2, (3.3)

Addition von V;(W®)), Multiplikation mit (—1), Anwendung der Exponentialfunktion
und Integration beziiglich y; liefern

=
7\
7 N

exp(~Vi (W) [ exp(—Sen (v — (W) ) d

> [exp(=v(r®¥) dy, = Ze(w)

>exp(— Vi (W0)) / exp(—%o@(yk— oe(W®))?) dyy.

N

TV
=:cy

Das uneigentliche Integral [exp(—t>) dt entspricht dem Wert der Gamma-Funktion an
der Stelle 4, das heift [exp(—t2) dt =I'(}) = /. Mit Hilfe der Substitution = |/ 4 (y; —
@) erhélt man schlief3lich:

1 27
= /eXP(—§a1 k= 00)?) dyx = 1/ —. (3.4)
(09]
¢y errechnet sich ebenso. O
Lemma 3.5 .
Yz
sup w =y<l
zz0 V(Z)

Beweis: Es ist klar, dass V(¥(Z)) < V(Z) und damit y < 1 fiir Z # 0, da V strikt konvex
ist. Was passiert aber, wenn |Z| sehr grof3 wird? Angenommen es gibt ein 6 > 0, sodass

aV

(i)
3xi+1 (X )

< §8|Z| (3.5)
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3 Geometrische Konvergenz des Gibbs Samplers

fir alle X() = (01(2),v2(2),...,vi(Z),zit1,---,24), i=1,...,d — 1. Dann lasst sich diese
partielle Ableitung offenbar auch als Wegintegral auffassen:

=0
av ; av :
7z x@y - 27 (x (1)
olz1> 3xi+1( ) 8xi+1( )
1
2V N (3.6)
=)o, (X(+1)+/I(X()—X(+l))> (Zi+1—‘lfi+1(z)> dA
i+ ~~
0 >‘&l unabh. von A4
>y |zis1 — Y1 (2)| furallei=1,...,d —1.
Die letzte Zeile ist gleichbedeutend mit
X0 _x@0 < Lsiz 3.7)
04
da nur die (i+ 1)-ten Komponenten verschieden sind. Es gilt folglich auch
: 1
X0 —xW) < (i—1)—§|zZ| < i5|2|. (3.8)
(041 (04]

Wir wissen, dass dV /dx;; einer Lipschitz-Bedingung geniigt, das heil3t, es gibt ein ¢ > 0,
sodass

Wiy Y

_ (1)
OXiy1 Oxit1 x)

(x®) - (x<1>)\ . (3.9)

Mit der Dreiecksungleichung und der Annahme aus (3.5) kann die linke Seite der Un-
gleichung weiter abgeschitzt werden:

a_V(X(i)) _ v (x| > v (X[ - a4 (xD)y
axi—f—l a?Ci+1 8x,~+1 8x,~+1
oy (3.10)
> (My| —
> |2 )| - ol2
und damit 5 p |
4 (x<1>>‘ <c—8|Z|+8|Z| = (1+cd—> 5|Z|. (3.11)
OXit1 o (041
Folglich lisst sich der Gradient von V an der Stelle X(1) durch
‘VV(X(I))‘ gd<<1+cdai)> 5|Z| (3.12)
1

abschétzen, was fiir ein klein gewahltes § im Widerspruch zu der Aussage des Lemmas
3.1 steht. Fixieren wir dieses 8, so stellen wir im Gegensatz zu unserer urspriinglichen
Annahme aus Gleichung (3.5) fest, dass

av
a)Ci+1

(X(i))' > §|Z|. (3.13)
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3.2 Die Abbildungen ¢ und ¥

Bemiihen wir noch einmal Ungleichung (3.6) und schitzen wir diesmal in die andere
Richtung:

=0
A% , A% ,
< iy _ 9V (i)
olzl < OXiy1 ** Oxiy1 x
1
. . . 3.14
_ a& \% (X(1+1) —I—)L(X(l) _X(z+1)>) (ZH—I Wi (Z)) d ( )
xz+1 N — .
<‘&2 d unabh. von A

< lzir1— Y (2)| furallei=1,...,d—1.

Haben wir bisher die Idee mit dem Wegintegral dazu verwendet, um Aussagen iiber das
Verhalten von 9V /dx;;| zu gewinnen, so kann mit Hilfe einer zweifachen Anwendung
auch auf die Funktion V selbst geschlossen werden. Wir notieren

v(x®) —v(xt+D

1
9%V
= (Zi+1—l//i+1 2//ax 1 x (i+1) +7W( x (@) _ (l“)))?t du di (3.15)
0 i+

2

1
0
1
25061 (zit1 — ¥ir1(2))

firallei=1,...,d—1.

Zusammen mit der letzten Zeile aus (3.14) erhalten wir

vix®y—v(xED > 1061 (i) 1Z|? (3.16)
2 (05)
und schlie3lich ebenso
Wa—vw@»:wﬂ%_vawzém(§>uﬁ (3.17)
2

Nach Lemma 3.3 ist V(Z) < 1/2a|Z|?, sodass eine Division durch V(Z) # 0 zu folgendem
Resultat fiihrt:

_V(¥(2)) @(gy_.
1 72) Zaz . =: & (3.18)
ist gleichbedeutend mit
V¥2) _, & .
72 <l1-6=:y<1. (3.19)
0

Korollar 3.6 Es gibt ein m € Z, sodass

w(2) <5 IZI
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3 Geometrische Konvergenz des Gibbs Samplers

Beweis: m-malige Anwendung der Abbildung ¥ auf sich selbst liefert mit Lemma 3.5

A

V(e (2) <YV (2).
Dies wiederum impliziert mittels Lemma 3.3

1 1
Sa¥Z)P <y a2

& @)L < 2yzP
o
Fur (o)
In( 2L 1
40 (m)
> < —|Z|.
m > ny folgt dann [P\ (Z)| < 2|Z|

Lemma 3.7 Es gibt ein ¢ > 0, sodass |V¢y| < c fiir alle k.

Beweis: V hat in ¥*) ein lokales Minimum, das heift,

av

a_xk(yla ,)’k—h‘l’k(W(k)),kaa ,)Cd):O-

Differentiation nach y; bzw. x; unter Beachtung der Kettenregel ergibt

02V 9%V ¢y 02V 9%V gy
~0 bzw.
Iy ol Iy M x| 92 ax

=0 falls j<k—1Dbzw. j>«k.

Mit Hilfe der in Formel (3.1) formulierten Bedingung gelten dann die Abschétzungen:

d P

(0
<2
ax]'

< und damit nattirlich bleibt  |V¢y| < %\/ﬁ fiir alle k.
1 1

3.3 Abschatzung der Fehler £ und 7

Erinnern wir uns: Mit dem Gibbs-Sampler werden die einzelnen Komponenten sukzessi-
ve aktualisiert. Welchen Fehler begehen wir aber, wenn wir die neue Komponente x,((nH)
durch ¢ (W"X)) ersetzen? Eine befriedigende Antwort auf die Frage nach der Giite un-
serer Schitzung liefert Lemma 3.8. Der Schétzfehler fiir den Wert x,(:l“) wird durch die

Zufallsgrofde
gk(") _ xl(€n+1) _ ‘Pk(W(n’k))

beschrieben.
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3.3 Abschitzung der Fehler & und n

Lemma 3.8 Es gibt 3, ¢ > 0, sodass

(
g[#T | 5] <
fiir alle X und n. F, bezeichnet die von X0, ... X erzeugte c-Algebra.
Beweis: Zunichst sei bemerkt, dass aufgrund der Markov-Eigenschaft

g[8 ) =[BT | xo).

Eine Version der faktorisierten bedingten Erwartung ist gegeben durch

(
E[eﬁ g ’X(”) = (xg"),...,xgln))}
B / B (n,k))ZﬁPi (D ) dxgn—kl)”' dx]({n—o—l) (3.20)
i—=1

—.pk (X(;)TX<"+U‘))

fiir ein beliebiges k. P¥(X ("), X (*+1.)) aktualisiert nur die ersten k-Komponenten und hat
folgende Gestalt:

k 7V(x2n+l), ”7x5n+1) xl(jzr)“ -7x/(€n )
PE(x () xRy T2 3.21
( 1} Z;(W(n) (3.21)
1=
Das Integral im Nenner kann mit Lemma 3.4 abgeschétzt werden:
ZI(W(}’I,I)) — /e_V(X(ln+1>".-7x1<n+1)’xl(:l»)l"“’xl((”)) dXI(}’l—Fl)
> cle*V"(W(n’i)).
Einsetzen in Formel (3.21) fithrt zu
k V(x(nH), ,xl("H) l(n) , ..7x(”>)
Pk(X( )7X(n+l’k)) <H€ 1 +1 k
il cre Viw)
k
1 n+1, ( n,i
11— o~ (VXUHIR) V(W) (3.22)
i=1 €1
1 ke k 1 (n+1) (n,i))2
< (_) [Te beats oo,
/=

wobei sich Letzteres sofort aus Formel (3.3) ergibt.
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3 Geometrische Konvergenz des Gibbs Samplers

Kehren wir zuriick zu unserer faktorisierten bedingten Erwartung aus Formel (3.20).
Mit dem Satz von Fubini und Formel (3.22) erhalten wir

(n) _ (x(ln) ("))

S

‘ e_éal(xk’hLll g (Wk=1))2 dx _,i ).” e_%al(xgnﬂ)_q,l(W(n,l)))z dxgnH)-

E[e

(n
Xk
Wir zeigen nun, dass dieses Mehrfachintegral eine obere Schranke ¢ besitzt, indem die
Integrale von innen nach aulden sukzessive durch eine Konstante abgeschéatzt werden,

die alsdann nach vorne gezogen wird und die Berechnung der weiteren Integrale nicht
mehr tangiert. Lediglich das innere Integral

/ B‘xknJrl W k) )| e*%al (xl(cn+1)*¢k(w(n’k)))2 dx](cn-i—l)
n+1 ¢k(W<"’k)))2 (n+1) (3.23)
/ dx;,

unterscheidet sich von den iibrigen, welche die Gestalt
/ bl oW g k) Gy )
besitzen. Letzteres haben wir aber bereits errechnet, nidmlich in Lemma 3.4, Formel

(3.4):
1 2
Jen(=5@bi—00) du=/ o = o

Die Berechnung des Integrals aus Formel (3.23) verlduft analog. Setzt man ¢ =

&L — B (yk — ¢x) sofern B < &', erhélt man

/ Bl e—%al(x;((nﬂ)—(l’k(w("’k)))z dx\th

. / e/ % B dr (3.24)
—\/5 Bz

n2
gl

und schliel3lich

E [eB

‘ X0 = (xgn), e ,xgn))]
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3.3 Abschitzung der Fehler & und n

O

Wahrend das gerade bewiesene Lemma 3.8 eine Aussage iiber die Qualitat des Fehlers
im Zuge der Aktualisierung einer einzelnen Komponente k trifft, versuchen wir nun
dieses Ergebnis auf eine komplette Aktualisierung aller d Komponenten auszudehnen.
In der ersten Komponente begehen wir den bereits behandelten Fehler

g =" — g ().
Dieser Fehler beeinflusst die Schatzfehler in den {ibrigen Komponenten
nl(n) :Z(n+1) . Wl(z(n))
:Z(n+l) - ¢i(¢1 (Z(n))7 WZ(Z(n))a ceey Vfi—l(z(n))?Z?—H IR 722)'

Der Zufallsvektor 1 entfernt sich im Allgemeinen in jeder Komponente durch die
kumulierten Fehler in den vorangegangenen Komponenten mehr und mehr von dem
teilaktualisierten Pendant &), Eine geometrische Fehlerabschitzung, vergleichbar de-
rer aus Lemma 3.8, ist dennoch moglich.

Satz 3.9 Fiir die Zufallsvektoren n© n(, ... aus R9~! gibt es B, ¢ > 0, sodass
B[P 7] <
fiir alle n. FZ bezeichnet die von Z\¥), ... ,Z\") erzeugte c-Algebra.

Beweis: Die Vorgehensweise entspricht jener aus Lemma 3.8. Eine Version der fakto-
risierten bedingten Erwartung ist gegeben durch

[ °F | 20 = (), )]
_/ By ) (Z(")”zﬁﬂ(xgn+l)!W("’i)) axHD g ) | gD, (3.25)
=1
) ::Pd(X(X,X(”“J)) ’
Obwohl wir unter FZ bedingen, miissen wir die Komponente x&"H) in der Integration

beriicksichtigen, da sie Bestandteil der Ubergangswahrscheinlichkeit ist.> Schitzen wir
diese wiederum so ab, wie wir es bereits in Formel (3.22) getan haben, so erhalten wir
mit dem Satz von Fubini

(n)|? n n n
s [or) \zuz(zgx...zgp)

_( ) / /ﬁz’Hl D gl —guwin )2 a’zgn-i‘l),..

L L A N L e U RPN )

3 Alternativ konnten wir fiir xEHl) auch einen beliebigen festen Wert annehmen, um spéter einzusehen,
dass sich unsere Abschitzung als unabhingig von demselben erweist.
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3 Geometrische Konvergenz des Gibbs Samplers

Betrachten wir das innere Integral

/ R T N G (3.26)

so lassen sich die be1den Exponenten im Integranden aufgrund der Verschiedenartigkeit
von y,(Z™) und ¢;(W"%) nicht so elegant zusammenfassen, wie wir es in Gleichung
(3.23) getan haben. Allerdmgs sind wir mit Lemma 3.7 in der Lage, den Abstand zwi-
schen diesen beiden Werten relativ grob einzuschranken. Nach besagtem Lemma lasst
sich nadmlich der Gradient eines jeden ¢ betragsmal3ig gegen eine Konstante ¢ abschét-
zen. Daher gilt:

‘¢2(W(n,2 WZ ‘< (n+1) (Pl(W(n,l)) c — él(n)c

und damit fiir die 3. Komponente

‘¢3(W(”73 —ys(Z ‘< &1 c+§2 )c-i1 c +§2 c.

Fahrt man in dieser Weise sukzessive fort, erhalt man schlieRlich fiir die letzte Kompo-

nente:
d k—1

|0V -2 [< ) L

Wenn wir zur Vereinfachung der Darstellung auf samthche Argumente, Zeit- und Kom-
ponentenindizes verzichten, erhalten wir fiir das innere Integral aus Formel (3.26)

/ BP0 4.

Mittels quadratischer Ergidnzung ergibt sich fiir den Exponenten des Integranden auch

( 2
(8- (== —gj;)z‘i‘ ((v?+9%) - —w;_g).
=p A ~- J/
=q

Das Integral aus Formel (3.26) ist also identisch mit jenem, das wir in Formel (3.24)
unter Verwendung einer geeigneten Substitution bereits berechnet hatten:

/ ﬁ|2n+1 —w(z )| e*%al(Zganrl)*q)d(W(n"d)))z dZL(;H—l)

ot / BN g+

falls B < 4. Sukzessive lassen sich nun samtliche Integrale von innen nach auf’en er-
rechnen, sodass die Aussage des Satzes als bewiesen betrachtet werden kann. O
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3.4 Nachweis der geometrischen Ergodizitit mittels Driftbedingung

3.4 Nachweis der geometrischen Ergodizitat mittels
Driftbedingung

Mit den getroffenen Vorbereitungen sind wir nun in der Lage, das Hauptergebnis dieses
Kapitels zu beweisen.

Satz 3.10 Sei S, = inf{n > I; 1Z"| < ¢} und q € R grof genug gewdhlt, dann gibt es ein
B > 0, derart dass

sup Ez[ePS] < co.

1Z|<q
Dies impliziert die geometrische Rekurrenz der Markov-Kette. Folglich konvergiert die Kette
exponentiell gegen ihre Gleichgewichtsverteilung.

Beweis: Unsere Bemiihungen werden zunachst darauf abzielen, eine Funktion g zu
finden, die der Driftbedingung aus Satz 1.20 geniigt. In diesem Bestreben zeigen wir

AV(Z")4n yor dem Zeitpunkt S, die Supermartingal-Eigenschaft besitzt,
AV (z)

zunéchst, dass e

unter der Pramisse, dass A klein genug gewahlt worden ist. Die Funktion g(z) :=e
wird sich fiir unser Vorhaben als geeignet erweisen.

Gemal} der Taylorschen Formel fiir Funktionen mehrerer Verdnderlicher gilt an der Ent-
wicklungsstelle U = (¢ (¥(Z™), ¥ (Z"):

V(Z(n+1 ) (¢1( n+1 ) Z(nJrl))

Dabei bezeichnet A per definitionem die Hesse-Matrix von V, ausgewertet an einer Zwi-
schenstelle U + 9(51("), n™), 6 € [0,1]. Ferner beachte man, dass av (U ) =0 (Extremum

in der 1. Komponente). Diese Formel nutzen wir fiir die Berechnung der faktorisierten
bedingten Erwartung

E[ AV(Z n+1 )Z (gn)7,Z¢(1n))

_/ AV (Z0 D) Pd ()X(n+1’i)) dxgn—ﬁ—l) dzgn—i-l).” dZE{n—H)

w(z")) / AVVU)LET ) HED ) A n))

. Pd(X("),X(”+1:i)) dxg”‘*'l) dng_l) N ngH‘l)‘

Wir mochten zu einer Abschitzung gelangen, welche von der 1. Komponente unabhéan-
gig ist. Daher halten wir diese Komponente fiir einen Augenblick fest und weisen ihr
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3 Geometrische Konvergenz des Gibbs Samplers

den Wert ¢; (¥ (Z(") zu. Schitzen wir zudem die quadratische Form im Exponenten des
Integranden mit den iiblichen Matrix- bzw. Vektornormen ab, hei3t das
1 1
A5((0.0").A0,n™)) < AZ[lAll In™P,

und wihlen wir A so klein, dass A3||A|| < B, so definieren wir a :=  — A4||A|| und
erhalten

E{ew(z("“)) ‘Xl(nﬂ) = ¢ (P(zM) ; zW = (zén),...,zfzn))}
AV () / ATVW).000) —aln®P

d
(n) n n n n n "
eBIn Z.IlPi (Zl( +1) ‘ o1 (P(Z )),zé H),...,Z,(,Jfl),z,(+)1,---azgz )>
.. dzgnﬂ)... dzgnﬂ)

<c e)LV(LP(zw)))/euvv(U),(o.,n(n))} e_a|n<n)|2 dzgnﬂ)m dzgn—i-l),

wie sich nun leicht unter Berufung auf Satz 3.9 und unter Hinzunahme der Holder-
Ungleichung im ausgearteten Fall ergibt. Offensichtlich hdangt dieses Resultat nicht mehr
von seiner 1. Komponente ¢; (¥(Z") ab. Substituieren wir z durch n und verzichten auf
den Zeitindex n, so erhalten wir:

E[ AV (z D) ‘Z (Zgn),---,zgl))

W(W(zw))/e—alnzmzj zax V.(U)n; ... d (3.27)

<ce

Na-

Die 1. Komponente des Gradienten von V verschwindet an der Stelle U (lokales Extre-
mum). Bezeichnen wir deshalb den um seine 1. Komponente gestutzten, R~ !-wertigen
Vektor wiederum mit VV, so lasst sich der Exponent des Integranden mittels Cauchy-
Schwarz-Ungleichung abschétzen:

d oy
—anf+4 ), S—(Um;=—anP+ (Vv (U)m)
j=29%j

<—anP+A[VV ()| n|.
Mit einer quadratischen Ergdnzung erhélt man fiir die letzte Zeile auch

A 2 oa?
~alnf+ APV @)l Il =~ (Inl - 3 VO] + L IVO)F,

Kehren wir zuriick zu Formel (3.27). Es gilt
B[ | 200 = (7, . o)
< o MNEE) / o elIn-E WO EVOR g g

_ o AVREM) B )P / (=IO gn  am,.
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3.4 Nachweis der geometrischen Ergodizitit mittels Driftbedingung

Das Mehrfachintegral in der letzten Zeile lasst sich mittels eines Satzes iiber rotations-
symmetrische Funktionen auf ein eindimensionales Integral zuriickfithren (siehe hierzu
§ 8 in [For]). Insbesondere ist die Berechenbarkeit damit sichergestellt. Sein Wert kann
mit der Konstanten ¢ zu einer neuen Konstanten ¢; zusammengefasst werden:

B[V 2" )| 7] < ¢ AV HE) eV OF, (3.28)

Betrachten wir den Exponenten der rechten Seite noch einmal genauer. Mit Hilfe der
Lemmata 3.1 und 3.2 kann eine Konstante ¢, definiert werden, mittels derer der Gradi-
ent von V aus eben diesem Exponenten eliminiert werden kann. Es gilt

2 2
VYU < %V(U) <%

20 1 o}
Setze Cy = o Fa - 2o

2

/W(‘P(Z("))Hj—a!VV(U)FS A(1+c2)V (¥(2™))
< A(1+cd) ¥ (z™)
= AVEZM) = A(1 = (14 L))V (Z™).
N——
a(l) .
b(7(2))

Wiéhle nun A so klein bzw. g so grol3, dass
a(A)<1 bzw. bV (Z™M))>1+Inc;.
Damit erhalten wir

]E[ AV (z1) |FZ] <cje AV(ZM)—(1+1Inc;)

Multiplikation von ¢" auf beiden Seiten liefert dann die gewiinschte Martingaleigen-
schaft

]E[eW(z<"+1))+(n+1)|}—nz] < exlv(z(”))+n_ (3.29)

Damit wiederum gilt nun auch

b

R[AVE 5 7] < AV

wenn |Z(1)| > ¢. Die geometrische Rekurrenz erhalten wir mit der Driftbedingung 1.20.
Setzen wir ndmlich in Ungleichung (3.29) fiir z € R?~! die Funktion g(z) := V),
C :={]z] < ¢} und n =0, so haben wir lediglich Formel (1.29) zu verifizieren. Den ers-
ten, schwierigen Teil der Driftbedingung (1.28) haben wir mit Ungleichung 3.29 bereits
bestéatigt (n = 0 und r = ¢). Somit ist lediglich noch zu zeigen, dass

supE[g(Z1);|ZW)| > ¢|Z20) = 7] = sup Pleeg(z) < oo. (3.30)
zeC zeC
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3 Geometrische Konvergenz des Gibbs Samplers

Es gilt fiir alle z € C:

E[g(zV);
<E[g(z")

20| > 4l =
70 =

AV (¥(Z0)) e VY (U(ZO)P

<cie )

wie wir bereits in Gleichung 3.28 festgestellt hatten. Zur Erinnerung: U(Z") =
(¢ (P(2™),¥(Z2™)). Die Lemmata 3.5 und 3.3 erlauben zusammen mit der Voraus-
setzung |Z(¥)| < ¢ die Abschitzung

Y

(z9) < %/a2|z(0)|2 < 5062612 < oo,

A

V(eZO) <y

wobei y < 1 gemiR Lemma 3.5 gewihlt wird. VV (U (Z(©))| kann anschlieRend mittels
Lemma 3.1 gegen o |Z(?)| < apg < o abgeschitzt werden, sodass Bedingung 3.30 offen-
bar erfiillt ist. 0

Die Konvergenz im Ergodensatz 1.17 erfolgt gleichmél3ig iiber alle A € &. Welche Aus-
sage lasst sich aber beziiglich der Anfangsverteilung 9, € 20 treffen? Diirfen wir auf die
besonders starke, gleichméllige exponentielle Ergodizitat aus Definition 1.19 hoffen?
Leider werden wir enttduscht, aber es gibt dennoch eine Verscharfung: Die Funktion
M ¢ L'(x) mittels derer der Abstand der Ubergangskerne P"(x,A) von der stationéren
Verteilung 7(A) in Totalvariation abgeschétzt wird, kann nédmlich durch eine reellwerti-
ge Funktion ersetzt werden.

Lemma 3.11 Die Markov-Kette aus Satz 3.10 ist geometrisch ergodisch mit beliebigem
Anfangszustand, das heifst, die Funktion M(x) aus Theorem 1.17 ist reell.

Beweis: Es gilt mit Satz 1.17:
1P(X,-) —u() < M(X)p",

fiir M(-) € L' (1), 0 < p < 1. Eine weitere Anwendung von P liefert:

P ) = () | S/H P(Y, ) —u() || P(X,dY)

<p" / M(Y) P(X,dY).

Fiir die Ubergangsdichte P(X,Y) gilt:

P(X,Y) < e (Vv (7))

Y

wobei

Y(k) = (yla s VXL e ,)Cd),

(k) - ()71’ vyk—l7¢k(y17 e 3 Yk—1Xk+1y - 7xd)7xk+17 ,Xd).

~
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3.4 Nachweis der geometrischen Ergodizitit mittels Driftbedingung

Per Definition von V gilt

sodass

folgt. Damit erhalten wir insgesamt
| P — ) 1< e 0 [y gar) pr

Die Funktion A
M (x) = eV (2 ) / M(Y) u(dy)

hat die gewiinschte Eigenschaft. O
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3 Geometrische Konvergenz des Gibbs Samplers
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4 Bestimmung der Konvergenzrate des
Gibbs Samplers

4.1 Die Pearsonsche-y>-Abstandsfunktion und der
Hilbertraum H3(7)

Im vorangegangenen Kapitel haben wir die geometrische Konvergenz des Gibbs-
Samplers unter restriktiven Bedingungen an die Zielverteilung 7= nachgewiesen. Wesent-
lich schwieriger ist es, die Konvergenzrate p* explizit zu bestimmen. In diesem Kapitel
werden wir nun ein Konzept vorstellen, das es erlaubt, wiederum unter einschréanken-
den Bedingungen, die Konvergenzrate als Spektralradius eines mit der Gibbs-Sequenz
korrespondierenden Operators zu identifizieren.

Wenn wir von Konvergenz sprechen, benotigen wir stets eine Metrik oder Norm, beziig-
lich derer sich eine Folge ihrem Limes nihert. Bisher haben wir stillschweigend die Total-
variationsnorm verwendet. In den nachfolgenden Betrachtungen legen wir ein anderes
Maf zur Abstandsmessung zweier Verteilungen zugrunde, die y2-Abstandsfunktion von
Pearson (y2-Funktion). Hierzu miissen die Dichten der Verteilungen vorliegen:

Definition 4.1 Seien (x ) und p( ) die Dichten zweier Verteilungen auf (RY,89) und
m(x) > 0. Falls [ 2 p

2_Funktion von p(x) und 7(x) definiert als

&(7,p) = /i((;)) dx—1. 4.1)

Bemerkung: Natiirlich ist die y>-Funktion keine echte Metrik, bereits die erforderliche
Symmetrie ist verletzt. Dennoch eignet sie sich fiir unsere Zwecke. Unter Beachtung der
Cauchy-Schwartz-Ungleichung lasst sich etwa folgende Beziehung zwischen L;-Norm
und x2-Funktion herstellen:

sl P20 g (T ),

m(x)

Wenn die y2-Funktion von p und 7 einen kleinen Wert annimmt, so gilt dies ebenso fiir
die Totalvariationsnorm. In diesem Sinn ist die Konvergenz beziiglich der y2-Funktion
starker als jene beziiglich der Totalvariationsnorm (vgl. hierzu auch Remark 1 auf Seite
162 in [Li/Wo/Ko1]).
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4 Bestimmung der Konvergenzrate des Gibbs Samplers

Als triviale Folgerung aus Definition 4.1 halten wir fest, dass die y2-Funktion stets nicht-
negativ ist. Nimmt sie den Wert 0O an, so ist dies bereits dquivalent zur Gleichheit der
Dichten n und p. AufSerdem gilt die prdgnante Formel:

)

Der Gibbs Sampler mit systematischer Abtastung erzeugt eine Markov-Kette, deren
Ubergangsdichte von X nach X**1) folgende Gestalt besitzt:

d%(n,p) = Vary (

d

P(X n+1 HTC n+l n+1)7x§n+1)7"'7x§le)7xl§—ril-)l7"'xc(in))‘ (42)
1

Wenn X (©) die Anfangsverteilung po(x) besitzt, erhalten wir die Dichte p,(x), welche die
Verteilung von X ) beschreibt, per Rekursion:

pu(x) = /P(y,x)pnl(y) dy, n=1,2,.... (4.3)

Die Gibbs-Sequenz konvergiert beziiglich der y2-Funktion gegen eine Zielverteilung x,
wenn
lim dy (7, pp) = 0.

n—oo

Die Anfangsverteilung po muss hierfiir natiirlich so gewihlt werden, dass die yx2-
Funktion dr(m, p,) nach endlich vielen Schritten endliche Werte annimmt. Analog zu
Definition 1.26 definieren wir:

Definition 4.2 Die kleinste Konstante p* € [0, 1), sodass
lim p""dy (7, p,) =0 fiir alle p > p*
n—o0
nennen wir Konvergenzrate der Gibbs-Sequenz beziiglich der y>-Funktion.

Die Gibbs-Sequenz X O xM §te11t bekanntlich eine zeithomogene Markov-Kette mit
stationdrer Verteilung 7 (x) und Ubergangsdichte P(x,y) dar.

Betrachten wir nun den Hilbertraum quadratisch integrierbarer, komplexwertiger Funk-
tionen r : RY — C, deren Mittelwert verschwindet:

Hi(m) = {t(0)|Ex(t(X)) =0,  Ez(|t(X)[?) < +eo}
mit dem Skalarprodukt o
<t(x),s(x) >=Ez(t(X)s(X),

hierbei sei |¢(X)| der Betrag einer komplexen Zahl und s(X) die komplex konjugier-
te Abbildung der Funktion s(X). Die Varianz der komplexen Zufallsvariablen #(X) ist
schlieRlich definiert durch Var;(1(X)) =< t(x),t(x) >=|| t(x) ||?>, was nichts anderes als
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4.1 Die Pearsonsche-y?-Abstandsfunktion und der Hilbertraum H3 ()

die Summe der Varianzen von Real- und Imaginarteil der Funktion ¢ ist. Die Norm eines
Operators A auf H3(r) wird folgendermaRen erklart:

[ Az |
[All=" sup  [[Ar]= sup

teHg (m), [lr]=1 t€H3(m) ]l

Die Spektraltheorie beschéftigt sich mit der Frage, ob komplexe Werte A € C existieren,
sodass fiir einen linearen Operator A aus der Menge L(H) der linearen Operatoren auf
einem Hilbertraum H, der Operator Ald — A injektiv ist. Sie verallgemeinert die Eigen-
werttheorie fiir Matrizen auf Operatoren auf unendlichdimensionalen Banachrdumen.

Definition 4.3 Sei A € L(H). Die Resolventenmenge von A ist
p(A)={A €C: (Ald—A)" ! existiert in L(H)}.

Das Spektrum von A ist dann o(A) = C\p(A).

Fiir beschriankte Operatoren, solche mit endlicher Norm, existiert der Limes
lim || A" [[2=r(A) (4.4)
und wird Spektralradius von A genannt. Es gilt stets die Beziehung
r(A) <[[A]l. (4.5)
Mehr noch, fiir einen beschrankten linearen Operator A € L(H) haben wir

r(A)= sup [A], (4.6)
rea(A)

was nichts anderes bedeutet, als dass der grofdte Eigenwert des Operators A betraglich
nicht gréfer als sein Spektralradius sein kann (vgl. Abschnitt VIII.2, Theorem 3 und 4
in [Yos]). Existiert zu einem Operator A ein weiterer Operator A*, sodass die Beziehung

<At 1) >=<11,A"t) >

fiir alle 71,7, € H erfiillt ist, so bezeichnen wir A* als den zu A adjungierten Operator. Im
Fall A = A* nennen wir A selbstadjungiert. Letztere Eigenschaft beschert uns sofort eine
Verscharfung der Aussage aus Gleichung (4.5), namlich

Lemma 4.4 Ist A ein beschrdnkter und selbstadjungierter Operator auf L(H), dann ist
r(A)=[lAll.

Beweis: Ein selbstadjungierter Operator A ist offensichtlich normal, das heif3t er erfiillt

die Beziehung AA* = A*A. Satz VI.1.7 in [Wer] liefert damit das gewiinschte Resultat. []

Ein linearer Operator A € L(H) heif3t kompakt, wenn er die Einheitskugel B = {r € H :||
t ||< 1} so abbildet, dass A(B) relativkompakt ist. Mit dieser Eigenschaft ergibt sich fol-
gendes Lemma:
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4 Bestimmung der Konvergenzrate des Gibbs Samplers

Lemma 4.5 Ist A kompakt, beschrdnkt und selbstadjungiert, so sind die Eigenwerte von A
reell und die korrespondierenden Eigenvektoren existieren.

Beweis: Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus dem Spektralsatz fiir kompakte
und normale Operatoren (Theorem VI.3.2 in [Wer] in Kombination mit Lemma VI.3.1
ebendort). O

Mit diesem funktionalanalytischen Riistzeug sind wir ausreichend préapariert fiir unser
Vorhaben, die Konvergenzrate der Gibbs-Sequenz als Spektralradius eines linearen Ope-
rators auf dem Hilbertraum Hj(7) zu identifizieren.

Definition 4.6 Fiir t(x) € H3(r) definieren wir den Vorwdrts-Operator F (forward) und
den Riickwidrts-Operator B (backward):

F(1() = E((X)X® =) = [10)P(x.y) dy

E((xO)xV =y) = [1()7(x)

o
e
~
—

NS

~—

~—
I

Es lasst sich elementar nachrechnen, dass F und B zueinander adjungierte Operato-
ren auf dem Hilbertraum HZ(7) sind. Ebenso ist einzusehen, dass ihre Normen durch
den Wert 1 beschrankt werden, das heil’t || F ||=|| B ||< 1. Legen wir einen endlichen
Zustandsraum zu Grunde, so kann man F als Ubergangsmatrix einer Markov-Kette
identifizieren. B ist dann einfach ihre konjugiert Transponierte. Mit den Kolmogorov-
Chapman-Gleichungen erhilt man

F'(1(x)) = E((X™)[X©@ =x) und B"(t(y)) = E((x)x") = y).

Bemerkung: Wir konnnen unsere Betrachtungen natiirlich auch auf den Raum
H?(7) = {t(x)| Ez(|t(X)|?) < +oo} beziehen, das heilt, wir lassen auch Funktionen ¢
zu, deren Mittelwert ungleich 0 ist. H3(7) ist ein Teilraum von H?(7). Die Operatoren
F und B existieren natiirlich auch auf H?(x). Wenn wir uns aber auf HZ(7) zuriickzie-
hen, eliminieren wir die konstante Funktion als Eigenwert des Vorwarts-Operators F.
Der grofte Eigenwert von F, eingeschréankt auf H3 (7), entspricht ndmlich gerade dem
zweitgrofRten Eigenwert von F, sofern wir H*(x) zu Grunde legen (vgl. die Bemerkung
auf Seite 30 in [Li/Wo/Ko2]).

4.2 Die Konvergenzrate p* als Spektralradius des
Vorwarts-Operators F

Bevor wir nun zeigen, dass die Konvergenzrate p* gerade dem Spektralradius r(F) des
Vorwiérts-Operators F entspricht, haben wir drei Bedingungen und zwei Lemmata zu
formulieren, die in dem Beweis des Resultats zum Tragen kommen:
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4.2 Die Konvergenzrate p* als Spektralradius des Vorwirts-Operators F

1. Fiir die Ubergangsdichte P(x,y) des Gibbs-Sampler mit Zielverteilung  gilt:

/ (P ;f;§)>2n(y)n(x) dxdy < +oo, 4.7)

2. In H} () existiert keine nicht-konstante Funktion ¢(x), die der Gleichung
En-(t(X)‘Xl,Xz, . 7X(i—1)7X(i+1)7 . ,Xd) = l(X) n-f.s. (4.8)

fiir alle i gentigt.

3. Die detaillierte Gleichgewichtsgleichung ist erfiillt, das heif3t:
P(x,y)m(x) = P(y,x)m(y) fiir alle x,y € R%. (4.9)

Letzteres impliziert die Reversibilitat der Markov-Kette.

Diese Bedingungen, insbesondere die ersten beiden, bediirfen einer kurzen Erklarung.
Die 1. Bedingung stellt die Endlichkeit der y2-Funktion von p,(x) und x nach endlich
vielen Iterationsschritten sicher. Aullerdem liefert sie zusammen mit der 2. Bedingung
die n-Irreduzibilitdt der Markov-Kette. Eine stirkere Bedingung stellt die Positivitats-
bedingung aus Definition 2.6 dar (vgl. die Ausfiihrungen auf Seite 160 und 161 in
[Li/Wo/Ko1]). Nun zu den bereits angekiindigten Lemmata.

Lemma 4.7 Bedingung 1 impliziert die Kompaktheit des Vorwdrts-Operators F

Beweis: Fiir beliebiges #(x) € H3 () erweist sich

Fila) = [10)P(y) dy= [ 1))
als Integraloperator mit Kern G(x,y) = P(x,y)/n(y). Bedingung 2 liefert:

/ P2(x,y) ()7 (x) dxdy < oo (4.10)
und damit unter Beachtung von example 2 des Abschnitts X.2 in [Yos] die gewiinschte
Kompaktheit des Operators F. O

Dieses Resultat konnen wir sofort im nachsten Lemma aufgreifen.

Lemma 4.8 Die Bedingungen 1 und 2 implizieren, dass der Spektralradius des Vorwdrts-
Operators F echt kleiner als 1 ist.

Mit anderen Worten: Der grol3ste Eigenwert von F' ist kleiner als 1. Die Aussage ent-
spricht Lemma 2 in [Li/Wo/Ko1].

Beweis: Wie wir bereits festgestellt haben, ist die Norm und damit auch der Spektral-
radius von F nicht groRer als 1 (siehe Gleichung (4.5)). Nach Lemma 4.7 ist F kompakt.
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4 Bestimmung der Konvergenzrate des Gibbs Samplers

Daher ist das Spektrum abzahlbar mit 0 als einzigem moglichen Akkumulationspunkt.
Folglich existiert zum betraglich grof3sten Eigenwert A, eine Eigenfunktion . Angenom-
men |A;| = 1, dann gilt:

F(tX) = Mt(X) m-fast sicher.

Dies impliziert natiirlich Gleichheit fiir die Varianzen
Var(Ft(X)) = Var(t(X)). (4.11)

Mit der Bezeichnung X Il = (X1,---,Xi—1,Xi+1,---,X4) und der Gestalt von P(X,Y) aus
Gleichung (4.2) erhalten wir fiir F7(X) auch:

Fi(X)=E(...(E(ECX)|Xx xR, )x—.

Des Weiteren besteht zwischen zwei komplexwertigen Zufallsvariablen W und V die
Beziehung
Var(W) = Var(E(W|Z)) + Var(W — E(W|Z)), (4.12)

welche sich genauso beweisen lasst, wie ihr reelles Pendant. Es ergeben sich folgende
Ungleichungen:

Var(¢(X)) > Var(E((X)|x ) > ...
> Var (E(. C(EECOIX x| .)\X’M)) — Var(F1(X)).

Formel (4.11) erzwingt die Gleichheit simtlicher Varianzen. Insbesondere erhélt man
aus Var(t(X)) > Var(E(t(X)|X~[)) zusammen mit Gleichung (4.12) die Beziehung
1(X) = E(t(X)|X 1) n-fast sicher. Induktiv ergibt sich 7(X) = E(¢+(X)|X ) n-fast sicher
fiir alle i. Letzteres widerspricht Bedingung 2, sodass wir unsere Annahme verwerfen
miussen. U

Nach all diesen Vorbereitungen formulieren wir nun das Hauptergebnis dieses Kapitels:

Satz 4.9 Fiir einen Gibbs-Sampler, der die Bedingungen 1-3 erfiillt, gilt:

(i) Es liegt geometrische Konvergenz gegen die Zielverteilung m begziiglich der x>-Funktion
vor, das heifst
dﬂ(ﬂ’.7pi’l) S rndﬂ'(ﬂ:apO) wenn dﬂf(ﬂ:apO) < oo,

wobei r den Spektralradius r(F) des Vorwdrts-Operators F bezeichnet.

(ii) r ist die gesuchte Konvergengrate des Gibbs-Samplers mit Zielverteilung m und r ent-
spricht der Norm des Vorwdrts-Operators, das heifst r =|| F ||.

Beweis: Der Vorwarts-Operator F aus Definition 4.6 ist offensichtlich durch den
Wert 1 beschriankt und selbstadjungiert, letzteres folgt unmittelbar aus der detaillier-
ten Gleichgewichtsgleichung (Bedingung 3). Damit liefert Lemma 4.4 die Beziehung
r(F) =|| F ||[< 1. Nach Lemma 4.7 ist F aulerdem kompakt, sodass samtliche Eigen-
werte reellwertig sein miissen und die korrespondierenden Eigenfunktionen existieren.
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4.2 Die Konvergenzrate p* als Spektralradius des Vorwiérts-Operators F

Fiir den betraglich groRsten Eigenwert gilt [A,| < r(F) =|| F ||< 1 (Gleichung (4.6) und
Lemma 4.8).

Widmen wir uns zunéchst der Aussage (i). Bekanntlich lésst sich zur Ubergangsdichte
P(x,y) die n-Schritt Ubergangsdichte erklaren durch:

P (x,y) = /P(x/,y)P(”_l)(x,xl) dx', n=273,....

Wihle eine geeignete Anfangsverteilung, sodass dz(m, pg) < oo. Setze ty(x) = p"—(x)) — 1.
Dann erhalten wir fiir alle #(x) € H3 ()

=0
En 100~ B 00)| = | [10P" ) (25 < ) vy a1

=|<F'to > <[ F* [ {l] w0l

Wenn wir #(x) = ’j:(—(;‘)) — 1 setzen, ist

En(1030)) = By, (2255~ 1) = i)

11(x) \// Pnlx —1 ") dx = dy (7, pn).

Entsprechend ist #y(x) = dz (7, po). Mit Glelchung (4.13) fiihrt dies zu

und

dn (7, pu) <|| F" || dz(7, po).
Unter Beachtung der Definition des Spektralradius
r=lim /|| F" ||
fi—oo
folgt

dn(, pn) < 1r"dz(1, po).

Lemma 4.8 liefert die geometrische Konvergenz beziiglich der y?-Funktion, das heif3t
limy, e dz (7, py) = 0.

Im Folgenden ist nun zu zeigen, dass der Spektralradius tatsdchlich die gesuchte Kon-
vergenzrate des Gibbs Samplers unter der y2-Funktion ist. Sei r**(x) der Eigenvektor
des grof3ten Eigenwertes A. Ohne Beschridnkung der Allgemeinheit sei +**(x) eine reelle
Funktion. Sei #*(x) ndmlich ein beliebiger Eigenvektor des Eigenwerts A, so definieren

wir einfach
ook (x)+t*(x

t**(x) ist damit ein reeller Eigenvektor zum Eigenwert A. Sicherlich ist **(x) € H3(, 7).
Es sei bemerkt, dass durch die Bedingung an py und #**(x) € H3 (), sowohl || fo || < o als
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4 Bestimmung der Konvergenzrate des Gibbs Samplers

auch || #** ||[< . Da |A| = r < 1, befinden wir uns in einer Situation, in der fiir alle € >0
ein m € N existiert, sodass

£ €
27" <t 1> | < X 2P || 1 || < > (4.14)

Definiere tf(\x/) = A"t"*(x) und pj(x) = n(x)t/(\)a + p(x). Dann ist

x) — p¥(x 2
/(75( )ﬂ(f)O( )) dx:AZm || t**(x) ||2<

Auch wenn es sich hierbei nicht um eine Wahrscheinlichkeitsdichte handelt, definieren
wir ferner analog zu Gleichung (4.3)

pn(x) = / P(y,x)p(,—1)(v) dy,

Wir haben - -
pi(y) = / t(x)P(x,y)7(x) dx+7(y) = Azm(y)t(y) + 7(y)

und bei wiederholter Anwendung

pa) = A" [ 1Py R() i+ 2(3) = A"2(3)0) + 7).

Sei 1§ (x) = ?((;)) — 1. Ahnlich wie im Beweis von Gleichung (4.13), ergeben sich fiir alle
t(x) € H3(m) die Beziehung

[ 0ita) s~ Exl100)

_ ' / £(y)P™) (x, ) (f(%) - 1) 7(x) dxdy‘

=|< F"t,15 >|.

Ersetze t(x) in der obigen Gleichung durch fl(%) — 1. Nutze ferner die Darstellung #(x) =

l"t?)a und beachte, dass es sich bei F um einen selbstadjungierten Operator handelt. Es
folgt:

/<”<">;(f)3(x))2dx:|<t,F"t5>| <A().AME) S| =2 ) |2 (4.15)

Andererseits haben wir mit [+ (x)f(x) dx =0:

(Pn(x) — 7(x))
dz(n' Pn) —/ (x) dx
_ [ o) = i) (30 P,

( X
_/(Pn( ;fx dx+/pn ’ I
+ {2/1"%" / £ () pa(x) dx—zﬂmﬂ / (t* () 27(x) dx] .
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4.2 Die Konvergenzrate p* als Spektralradius des Vorwirts-Operators F

Mittels Gleichung (4.13) ergibt sich:

[ oo ax

=<t 1 >,

Gleichung (4.14) liefert:

[2Aml”/}”(ﬂpn@)dx—Qszlmi/U*%xﬂan)dx]

< 27| 1 > 420 | 1 |P< e

Da ¢ beliebig gewahlt war, erhalten wir schlussendlich

(py(x) — m(x))*
d,zr(n',pn) 2/ 70 dx.

Wenn nun r nicht die Konvergenzrate aus dem ersten Teil des Beweises dieses Satzes
ist, existiert ein r; < r, sodass

lim r"dz (7, pp) =0

n—o0

und damit nattirlich auch
lim r;2"d2 (7, pn) = 0.

n—oo

Mit Gleichung (4.15) erhalten wir einen Widerspruch:
* o 2
(Pa0) 7))

lim ry *"dg (7, py) > lim ry>" /

X
. r 2n
:hm<—> A || £+ ||= .
n—oo ]/'1
~—~
>0
Folglich erweist sich r als die gesuchte Konvergenzrate. O

Es gibt Fille, in denen eine oder gar mehrere Komponenten aus der d-dimensionalen
Zielverteilung & durch Integration eliminiert werden konnen. Ist etwa eine Integration
beziiglich der letzten Komponente d moglich, erhalten wir die Marginaldichte

w(x_)= /ﬂ(xl,...,xd) dxy

in Abhingigkeit von x_ = (x1,...,x4_1) € R?~!. Auch diese Verteilung lésst sich natiir-
lich mit Hilfe des Gibbs Samplers simulieren. Den dazugehorigen Vorwarts-Operator
bezeichnen wir mit F, (c steht fiir ,,collapsed“ und soll an den um eine Dimension ge-
schrumpften Raum (RY~! B9~!) erinnern, auf dem n(x_) definiert ist). Als einfache
Folgerung aus Satz 4.9 halten wir fest:

Lemma 4.10 Unter den Bedingungen aus Satz 4.9 liefert der Ubergang von der Zielver-
teilung m zu ithrem redugzierten Pendant n(x_) fiir den Gibbs Sampler mit systematischer
Abtastung eine bessere Konvergengzrate, das heifst

I FelI<|| F I (4.16)
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4 Bestimmung der Konvergenzrate des Gibbs Samplers

Beweis: Dass es sich bei || F, || und || F || um die Konvergenzraten der entsprechen-
den Gibbs Sampler handelt, ist gerade der Aussage von Satz 4.9 (ii) geschuldet. Die
Beziehung (4.16) beweist Liu mit Hilfe der maximalen Korrelation zwischen zwei Zu-
fallsvariablen X und Y:

Y(X,¥) = supCov(t(X),s(¥)) = sup /Var(E( (X)[Y)),

wobei das Supremum {iiber alle Funktionen #(X) und s(¥) mit Var(z(X)) = Var(s(Y)) = 1
gebildet wird. Fiir Details siehe Theorem 1 in [Liu] oder Theorem 5.1 in [Li/Wo/Ko2].
O

4.3 Anwendung auf eine normalverteilte Zielfunktion

Handelt es sich bei der Zielverteilung um eine Normalverteilung, konnen wir die Kon-
vergenzrate des Gibbs Samplers als Spektralradius einer korrespondierenden Matrix
darstellen.

Lemma 4.11 Sei X ~ N;(0,X) und X bezeichnet dabei eine positive d x d-Matrix. Sei
Q =X = (g;j). Mit Ny(0,X) als Zielverteilung ldsst sich der Spektralradius des Vorwdrts-
Operators F, welcher sich aus der Ubergangsfunktion gemdfs Gleichung (4.2) ergibt, als
Spektralradius der Matrix A = L, (I — D;Q) identifizieren. (I bezeichnet die (d x d) Ein-
heitsmatrix, D; ist eine (d x d) Diagonalmatrix, in der die Elemente an der Position (i,i)
den Wert qijl annehmen und die anderen Eintrdge verschwinden.)

Beweis: Zum Beweis siehe [Ami]. O

Folgende Beziehung besteht zwischen der Matrix A und den Mittelwerten der univaria-
ten bedingten Verteilungen:

d
E(xilxr, ... oxim1,Xi41,. .., Xg) = ZAijxj-
=l

Korollar 4.12 Sei F der Vorwirts-Operator, welcher durch die Ubergangsfunktion aus
(4.2) mit Ny(0,X) als Zielverteilung bestimmt ist. Dann ist die Konvergenzrate des Gibbs
Samplers gleich dem Spektralradius der Matrix H; 'Hy mit ¥ und Q wie in Lemma 4.11,
ndmlich

qi1 412 --- {414
0

m=|. P 4.17)
0 0 .o qdd

und Hy :HL—Q.

Der Beweis besteht im Wesentlichen aus elementaren Matrizenumformungen.
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4.3 Anwendung auf eine normalverteilte Zielfunktion

Beweis: Es kann gezeigt werden, dass die Ubergangsfunktion, welche durch die Nor-
malverteilung NV,;(0,X) bestimmt ist, den Bedingungen in Satz 4.9 geniigt. Nach Satz 4.9
und Lemma 4.11 entspricht die Konvergenzrate des Gibbs Samplers mit der Zielvertei-
lung N;(0,X) gerade dem Spektralradius der Matrix [[Z (I — D;Q). Aus diesem Grunde
haben wir im Folgenden nur noch H; 'Hy = Hid:1 (I — D;Q) zu zeigen. Wir fithren einen
Induktionsbeweis. Der Gibbs Sampler liefert stets einen Zufallsvektor. Fiir n = 2 gilt

H; 'Hy =[T-,(I — D:Q). Angenommen die Induktionsannahme gilt fiir n = k — 1. Fiir
n=k sei
_ @1 h ]
Q - |:h/ qad ’

Q; ist eine (k— 1) x (k—1)-Matrix, h ein (k— 1) x 1-Vektor. H;; und Hy; sind definiert
wie in Gleichung (4.17) mit Matrix Q,, das heil3t

o Hp, h
L= { 0 Qdd}.

Folglich haben wir

_ _ H-'Hy +H 'hig;! 0
HLIHU:I—HLIQ:{ Ll Ul—qddl%l’ 9dd ol

Laut Induktionsannahme gilt H,,' Hy; = [T (I — D;0;) und damit
- 1
gl __ H':l (I_Din) _HLI h 1 0
Offensichtlich gilt

I 0
=U—-D .
[_q;dlh/ O] ( aQ)

Beachte hierbei, dass die Einheitsmatrizen auf der linken und rechten Seite unterschied-
liche Ordnungen aufweisen. Ebenso haben wir D; mit unterschiedlichen Ordnungen
verwandt. Nun haben wir nur noch zu zeigen, dass

k=107 1. _H1 Al
[Hi_l (10 D;Q1) HlLl h} = H(I—D,'Ql).
i=1

Sei u; ein (k— 1) x 1-Vektor, das heif3t

ui:[oa"wov_@voa 70]/7
qii
dann gilt:
[Hf__ll(l—Din) —Hﬂlh}
0 1
(4.18)
_|I=D101) w] [I-D201) u (I=Du-1Q1) ug—1)
0 1 0 1| 0 1 |
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4 Bestimmung der Konvergenzrate des Gibbs Samplers

Die rechte Seite von Gleichung (4.18) kann geschrieben werden als

i (I=DiQ1) T
0 1
mit
k—2 k—3
T = H(I_Din)”(k—l) + H(I_Din)”(k—Z) +...+ (I—Din)uz +u.
i=1 i=1

Um Gleichung (4.18) zu beweisen, haben wir zu zeigen, dass T die Losung der Glei-
chung H;x = —h ist, das heildt H; ;T = —h. Es ist offensichtlich, dass

_did

(g1 qi2 - q1(k-1) qn —4q1d
Hpyuy = 0 q.zz (]2(/f—1) 0 = O )
00 . gunu] 0 0
0 O 0 0 0
Hpy(I—D1Q1)upy = 0 q.22 %(1:_1) _% = _C:Dd
0 0 9(k—1)(k—1) 0 0
So erhalten wir s
Hy H(I_Din>u(k—l) =1[0,..-,0,—q—1)al’;
i—
H; T = —h. Mit Gleichung (4.18) und der Bemerkung, dass
{U_D"Ql) “l} =1-D;0, i=12,... k-1,
0 1
haben wir das Resultat bewiesen. O

Theorem 1 in [Ro/Sa] ist gerade das obige Korollar als Spezialfall von Satz 4.9.
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