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Einleitung

In dieser Arbeit wird ein stochastischer Prozess der Form

& =al&—1,.., &—p) +0(&—1, .., &—p)er

bzw. der Zustandsvektor X; = (&_1,...,&—p+1) untersucht. a und b seien stiickweise
stetige Funktionen und (e¢);>1 eine Folge unabhingig identisch verteilter Zufallsvaria-
blen. Die Unstetigkeitsstellen von a und b nennen wir Schwellenwerte (Schwellenwert,
engl.: threshold), was gleichzeitig die Namensgebung des Modells begriindet. Das TAR-
ARCH-Modell (threshold autoregressive - autoregressive conditionally heteroscedastic)
stellt eine Verallgemeinerung des von Robert F. Engle 1982 eingefithrten ARCH-Modells
dar. Bei dieser Art von Modellen ist es moglich die bedingte Varianz abhingig von der
Vergangenheit des Prozesses zu modellieren. Dies hat sich als sehr erfolgreich bei der Un-
tersuchung und Modellierung von Finanzzeitreihen erwiesen, da spezifische Eigenschaften
wie zum Beispiel das Auftreten von Volatilitdtsclustern gut reproduziert werden kénnen.
Ziel der Untersuchung solcher Modelle sind meist Aussagen iiber das Langzeitverhalten
bzw. die Stabilitdt derselbigen. Die Existenz von Schwellenwerten sowie die Nichtlineari-
tit der Funktionen a und b erschwert allerdings die Ubertragung der Ergebnisse und der
Beweismethoden &hnlicher Modelle auf das TAR-ARCH-Modell. Aus diesem Grund wird
hier ein neuer Ansatz, die Piggyback-Methode (Huckepack, engl.: piggyback), vorgestellt.
Dieses Verfahren wurde von Daren B. H. Cline und Huay-min H. Pu entwickelt. Der Ar-
tikel ”Stability and the Lyapounov exponent of threshold AR-ARCH models” derselben
Autoren diente als Grundlage fiir die vorliegende Arbeit. Im Zuge dieser Methode wird
die Stabilitéit eines "einfacheren” Hilfsprozess ausgenutzt, um Stabilitit fiir den eigent-
lichen Prozess nachzuweisen. Dieses Vorgehen bringt zwel wesentliche Vorteile mit sich.
Zum einen sind nicht solch starke Annahmen notwendig, wie es sonst fiir nichtlineare
Modelle der Fall ist, zum anderen stellt sich heraus, dass das gefundene Stabilitéatskrite-
rium scharf ist, das heifst Stabilitit liegt genau dann vor, wenn das Kriterium erfiillt ist.
Um Stabilitdt nachzuweisen, benutzt man oft ein Drift-Kriterium, in unserem Fall
AV (z) < =BV (x) + blc(x), z € X,

fiir eine nichtnegative Funktion V', eine petite Menge C sowie zwei Konstanten 3 > 0
und b < oco. Die Schwierigkeit bei der Bedingung besteht darin eine geeignete Funktion V'
zu finden. Die Piggyback-Methode verwendet deshalb einen Hilfsprozess, um die Drift-
Bedingung nachzuweisen. Im folgenden wird ein kurzer Uberblick iiber das Vorgehen
dieser Methode gegeben. Eine genauere Skizze des Beweisverfahrens findet sich in Kapitel
3 auf Seite 32.



e Als erstes werden der homogene Prozess (X[);>p und der normierte homogene
Prozess (6f):>0 eingefiihrt, wobei 6} = Hi—i”

- t

o Wir zeigen, dass der homogene, normierte Prozess (6;):>0 gleichméfig ergodisch
ist.

e Aufgrund der gleichméafigen Ergodizitit von (6;)¢>¢ ldsst sich die near-equilibrium-
Gleichung fiir eine Testfunktion v(6) beweisen. Die near-equilibrium-Gleichung hat
bereits eine dhnliche Struktur wie die Gleichung, die fiir den Nachweis der Drift-
Bedingung des Prozesses (X¢):>0 benotigt wird. Dieser Schritt bildet den Schliissel
der Piggyback-Methode.

e Mit Hilfe der near-equilibrium-Gleichung sowie weiterer Figenschaften der Prozesse
(07 )t>0 und (0;);>0 konstruiert man schlieflich eine Testfunktion V', welche die
Drift-Bedingung fiir (X¢):>0 erfiillt.

e Als wesentlichen Vorteil der Piggyback-Methode zeigen wir, dass die Stabilitédtsbe-
dingung scharf ist.

Fiir den eben skizzierten Beweis ist Vorwissen notwendig, deswegen sieht der Autbau der
vorliegenden Arbeit folgendermafen aus:

Im ersten Kapitel werden wichtige Begriffe und Eigenschaften von Markov-Ketten auf ei-
nem allgemeinen Zustandsraum vorgestellt. Den Ausgangspunkt hierfiir bildet die Theo-
rie der diskreten Markov-Ketten.

Im zweiten Kapitel werden verschiedene Stabilitdtsbegriffe und -kriterien zusammenge-
fasst, um letztlich den wichtigen Begriff V-gleichmifige Ergodizitét bereitzustellen.

Im dritten Kapitel betrachten wir das zu untersuchende TAR-ARCH-Modell. Als Moti-
vation wird ein kurzer Blick auf einfachere ARCH-Modelle und deren Stabilitét geworfen.
Weiterhin werden die Annahmen vorgestellt, die notwendig fiir die Untersuchung des Mo-
dells sind. Der eigentliche Beweis gliedert sich in zwei Teile. Im ersteren werden die Eigen-
schaften des normierten Prozesses (6f)¢>0 bzw. (0:):>0 erarbeitet, die im zweiten Teil fiir
die Stabilitdtsuntersuchung des Prozesses (X;);>0 benotigt werden. Das daraus resultie-
rende Stabilitatskriterium stellt das Hauptergebnis dieser Arbeit dar. Der darauffolgende
Abschnitt beschiftigt sich mit der Transienz des Prozesses, falls das Stabilitdtskriterium
verletzt ist. Abschlieffend wird ein einfaches Beispiel prasentiert, bei dem das Kriterium
leicht zu berechnen ist. Eine kleine Simulation fiir dieses Beispiel veranschaulicht dabei
die Rekurrenz bzw. Transienz des Prozesses.

Ich bedanke mich bei Herrn Prof. Dr. G. Alsmeyer fiir die interessante Themenstel-
lung und die Betreuung wihrend der Entstehungsphase. Mein Dank gilt aufferdem den
Menschen, die mich bei der Anfertigung dieser Arbeit unterstiitzt haben.



1 Markov-Ketten

In diesem Abschnitt werden Markov-Ketten definiert und wichtige Eigenschaften vorge-
stellt, um diese zu untersuchen. Eine Markov-Kette ist ein Prozess, dessen zukiinftiger
Zustand nur von dem gegenwirtigen Zustand abhéngt. Eine wichtige Frage bei Markov-
Ketten ist, ob eine bestimmte Menge des Zustandsraumes von dem Prozess erreicht wird.
Ist jeder Zustand des Zustandsraumes erreichbar, fiir einen beliebigen Startpunkt, dann
spricht man von Irreduzibilitit. Eine weitere wichtige Frage ist, wie oft eine Menge be-
sucht wird. Geschieht dies unendlich oft mit positiver Wahrscheinlichkeit, so spricht man
von Rekurrenz, andernfalls von Transienz. Die Struktur des Zustandsraum auf dem die
Markov-Kette definiert ist, spielt eine wichtige Rolle fiir die weitere Untersuchung des
Prozesses. Der einfachste Fall ist ein endlicher bzw. abzdhlbarer Zustandsraum. Die eben
genannten Begriffe werden jeweils kurz fiir den abzdhlbaren Zustandsraum vorgestellt
und dann auf den schwierigeren allgemeinen Zustandsraum iibertragen. Spater betrach-
ten wir Zustandsridume, die eine zusétzliche Struktur, insbesondere eine Metrik, besitzen.
Dies ist fiir uns der interessante Fall, da der TAR-ARCH-Prozess auf dem Zustandsraum
RP definiert ist. Dieses Kapitel stiitzt sich hauptséchlich auf die Quelle [12], wobei fiir die
Theorie der diskreten Markov-Ketten zusatzlich die Quellen [11] und [1] herangezogen
wurde.

1.1 Markov-Ketten
Der zugrundeliegende Zustandsraum einer Markov-Kette ist entscheidend fiir die Unter-
suchung des Prozesses. Fiir unsere Zwecke geniigt es zunéchst zwei Félle zu unterscheiden.

i) Der Zustandsraum S heikt abzihlbar, wenn S abzdhlbar viele Elemente besitzt, z.B.
S = Z. Dann benutzt man die o-Algebra aller Untermengen von S.

ii) Der Zustandsraum S heift allgemein, wenn er mit einer abzdhlbar erzeugten o-
Algebra ausgestattet ist, z.B. S = R mit der Borel-o-Algebra B(R).

Die Definition einer Markov-Kette ldsst sich unabhéngig von der Wahl des Zustandsrau-
mes formulieren. Hierfiir setzen wir voraus, dass die Ubergangskerne

Pr+1((80, 814 s 8n), ) = P(Ppi1 € [(Poy ooy ) = (S0, -+, Sn))s S0y vy S € S,
existieren, wobei Py = P(®g = -) die Startverteilung sei.

Definition 1.1. Ein stochastischer Prozess ® mit Werten in dem Zustandsraum (S, B(S))
heifit Markov-Kette, falls

P(q)n+1 S ‘(I)O = 80, .-y @s,,hl =81, P, = 8) = P((I)nJrl € |(I)n = S). (11)
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Hingen die bedingten Verteilungen nicht vom Zeitparameter n ab, existiert also ein Uber-

gangskern P mit
P(®py1 = "q)n) = P((I)m s

nennen wir die Markov-Kette zeitlich homogen.

Wir betrachten im folgenden nur homogene Markov-Ketten. Im abzdhlbaren Fall ist
eine Markov-Kette durch ihre elementaren Ubergangswahrscheinlichkeiten P = (pij)ijes
mit p;; := P(i, {j}) festgelegt. Offensichtlich erfiillt der Ubergangskern die Eigenschaften

pij >0, Vi,j € Sund > pj=1,VieS.
jES

Legt man einen allgemeinen Zustandsraum zugrunde, ist es nicht sinnvoll die Ubergangs-
wahrscheinlichkeit in eine Punktmenge {j} € B(S) zu betrachten, da diese fiir alle : € S
identisch 0 sein konnte. Aus diesem Grund fithrt man stochastische Ubergangskerne ein.

Definition 1.2. P = {P(s,A),s € S, A € B(S)} heifit stochastischer Ubergangskern,
falls

i) P(-, A) fiir alle A € B(S) eine nichinegative Funktion ist und
it) P(s,-) ein Wahrscheinlichkeitsmafl fir alle s € S ist.

Erfiillt ein stochastischer Ubergangskern die Einschrinkung P(s,S) <1, Vs € S, so heifst
er substochastischer Ubergangskern.

Fiir zwei Kerne Py : (Q0,.49) — (Q1,.A1) und Ps : (21, 41) — (Q2, A2) definieren wir
die Hintereinanderschaltung von P; und Py durch

Pl OPQ(wo,Ag) = /Pg(wl,Ag)]P’l(wo,dwl).
1951

Offensichtlich bildet P;oP5 einen stochastischen Ubergangskern von (Qg, Ag) nach (Qa, As).
Allgemein erhilt man fiir die Hintereinanderschaltung von Py, = P(®y, € -|Px_1),
k=1,..,n,

I[Dl 0...0 Pn = / .. /Pn(sn_l,An)Pn_l(Sn_g, dSn_l) . .Pl(SO,dsl).
S S

Man sieht sofort ein, dass P(®,, € -) = Ppo...oP,, und P(®,,4x € -|®)) = Ppy10...0P, 4.
Im zeitlich homogenen Fall ergibt sich fiir die n-Schritt Ubergangswahrscheinlichkeit

P*":=Po---oP = P(®pqn € |Pn), (1.2)

wobei PY(s, A) = §5(A). Aus der Markov-Eigenschaft (1.1) und dem n-Schritt Ubergangs-
kern (1.2) lasst sich die Chapman-Kolmogorov-Gleichung herleiten.
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Satz 1.3. (Chapman-Kolmogorov-Gleichung) Fiir eine zeitlich homogene Markov-Kette
O mit Zustandsraum (S,B(S)) erfillen die n-Schritt Ubergangskerne P, n > 0, die
Halbgruppeneigenschaft

]P;ern — ]P>rrL]P;rL7

fiir alle m,n > 0, das heifit

P((I)k+m+n € A|(I)k = S) = /P(®k+m+n € A|q>k:+m = t)P((I)k+m € dt|q)k = 5)
S

gilt fiir alle s € S, A € B(S). Schreiben wir P¥(s, A) := P(®;, € A|®g = s), so ergibt

sich

Pmin(s, A) = /P”(t, A)P™(s,dt), s € S, A€ B(S). (1.3)
S

Beweis: Beachtet man, dass die Hintereinanderschaltung eine assoziative Verkniipfung
ist, so folgt die Behauptung direkt aus der Definition von P™. O

Bemerkung 1.4. Ein allgemeinerer Prozess § = (&0, &1, ...) konnte auch von einer festen
Anzahl von Punkten in der Vergangenheit abhdngen, also

P(§n+m € A‘fj, ] < TL) - P(€n+m S A‘gj, ] =n,n— 1,...,71— k+ 1)-

Dieser Prozess ist offenbar keine Markov-Kette, da die Ubergangswahrscheinlichkeit von k
Werten aus der Vergangenheit abhingt. Definiert man dagegen den Prozess ® = (®y,)n>0
mit ©,, = (&ny ooy En—tt1), dann ist  eine Markov-Kette.

Beweis: Anschaulich ist dies klar, denn der Prozess ®,,_1 enthélt alle Zusténde &,_1, ..., &k
von denen der Zustand &, bzw. ®, abhingt. Formal muss gezeigt werden, dass

P((I)n € A‘(I)n_l = Sn_1,...,Pp = So) = P((I)n S A|(I)n_1 = Sn—l)-

Der Zustandsvektor s, sei definiert durch s, = (tn, tn—1, ..., tn—k+1) € Sk Schreibt man
die Bedingungen auf der linken Seite aus, erhdlt man

P(®, € A|®—1 = sp—1,..., 00 = 50) = P(®), € Al&—1 = tp—1,..,& = o)
— P(q)n S A|§n—1 - tn—l, ---ygnfk - tnfk)v

da der Prozess &, von den k Werten aus der Vergangenheit abhingt. Die Bedingung auf
der rechten Seite entspricht genau der Bedingung ®,_1 = s,—1. Damit folgt
P(q)n € A|(I)n,1 = Sp_1,.--,Pp = SU) = P(‘I)n € A’gn,1 =1pn_1, -~-atn—k:)
= P(‘I)n € A’(I)n,1 = Snfl).
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Die bedingte Wahrscheinlichkeit ist natiirlich nur dann positiv, wenn die vorgegeben
Komponenten der @ auf der rechten Seite konsistent gewdhlt wurden. Dies wurde still-
schweigend vorausgesetzt. O

Um verschiedene Startverteilungen eines Prozesses beriicksichtigen zu konnen, geht
man oft von einer Markov-Kette in einem Standardmodell aus. Die Ubergangswahr-
scheinlichkeit ist dann gegeben durch

P)\((I)o € Ay, ..., 0, € An) = / . ./P(Sn_l,dsn)...P(So,dsl))\(dSO),
Ag A

n

wobei Py das eindeutige Mafs A ® P* bezeichne. Startet der Prozess P-f.s. in einem Zu-
stand s € S schreibt man auch P, anstelle von Pj, . Analoges gilt fiir den Erwartungswert.

Um die eingangs erwihnten Fragestellungen zu untersuchen, formalisieren wir als néchs-
tes die Begriffe Besuchszeit, Riickkehrzeit und Erreichbarkeit.

Definition 1.5. Die Anzahl na der Besuche einer Menge A € B(S) sei definiert als

nai=> le,ca} (1.4)

n=1
Die erste Riickkehrzeit T4 und die erste Eintrittszeit o4 in eine Menge A € B(S) seien
definiert als
T4 :=min{n >1,®, € A} (1.5)
o4 :=min{n >0,®, € A} (1.6)

Die erwartete Anzahl der Besuche einer Menge sei gegeben durch
U(s, A) i= Eylna] (1.7)

Die Eintrittwahrscheinlichkeit in eine Menge A sei definiert durch
L(s,A) := Ps(04 < o0) (1.8)

Bemerkung 1.6. Die Riickkehrzeit T4 und die Besuchszeit o4 sind Stoppzeiten, das
heifit {Ta = n} € F, bzw. {ca = n} € F,. Hierbei sei (F,)n>0 €eine aufsteigende Folge
von o-Algebren in B(S), genannt Filtration. Stoppzeiten werden meist durch den Eintritt
in eine Menge definiert, anschaulich bedeutet dann die Eigenschaft einer Stoppzeit, dass
man zu jedem Zeitpunkt n entscheiden kann, ob die Menge bereits erreicht wurde.

1.2 Irreduzibilitat und o-lrreduzibilitat

Die Wahrscheinlichkeit L(s, A), dass sich der Prozess nach endlich vielen Schritten in
der Menge A aufhilt, bildet den Ausgangspunkt fiir den Begriff der Erreichbarkeit einer
Menge. Betrachten wir zunéchst einen Prozess auf einem abzéhlbaren Zustandsraum. In
diesem Fall ist von Interess, ob ein bestimmter Zustand besucht wird.
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Definition 1.7. Ein Zustand t € S ist erreichbar von s € S, falls
L(s,t) = Ps(1s < 00) > 0.

Wir schreiben s — t. Gilt fiir zwei Zustinde s — t und t — s, dann sagt man, dass die
Zustinde s und t miteinander kommunizieren. Dafir schreiben wir s < t.

Satz 1.8. Die Relation "—” ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis: (vgl. [12], Proposition 4.1.1)
Die Reflexivitdt und die Symmetrie sind trivial. Es gelten s — t und t — wu, dann
existieren n,m mit P"(s,t) > 0 und P™(¢,u) > 0. Aus der Chapman-Kolmogorov-

Gleichung erhilt man
P (s u) > P™(s,t)P™(t,u) > 0.

Also gilt s — u, analog erhdlt man u — s. Damit ist die Transitivitit gezeigt. O

Mit der Aquivalenzrelation ”+”, lisst sich die Aquivalenzklasse C(s) zu einem Zustand
s € S definieren:
C(s)={teS,s <t}

Die Aquivalenzklasse beinhaltet alle Zustinde, die mit s kommunizieren. Das heift ins-
besondere, dass jeder Zustand ¢ € C(s) von s erreichbar ist und umgekehrt s von jedem
Zustand aus C(s) erreicht werden kann.

Definition 1.9. Falls C(s) =S, dann heifit S oder die Markov-Kette ® irreduzibel.
Gilt P(t,C(s)) =1, Vt € C(s), dann heiffit C(s) absorbierend.

Irreduzibilitdt bedeutet, dass alle Zustinde in S miteinander kommunizieren. Der Zu-

standsraum S ist demnach nicht in mehrere Aquivalenzklassen beziiglich ”«” zerlegbar.
Ist eine Markov-Kette nicht irreduzibel, heift dies nicht, dass sich der Prozess immer in
einer Aquivalenzklasse C/(s) aufhilt. Es konnte némlich ein Zustand ¢ € C(s) existieren,
welcher von einem Zustand aus C(s) erreichbar ist. Hat der Prozess einmal ¢ erreicht,
kehrt er nie wieder zu der Aquivalenzklasse C(s) zuriick. Die Absorptionseigenschaft gibt
die wichtige Zusatzinformation, dass sich der Prozess P-f.s. in einer Aquivalenzklasse auf-
hélt.
Das Problem bei der Ubertragung der Irreduzibilitit auf den allgemeinen Zustandsraum
besteht darin, dass nicht klar ist wie in diesem Fall die Aquivalenzrelation ”«” definiert
werden muss. Wahlt man das Lebesgue-Maf auf R und gilt L(z, A) > 0, A € B(R), so
kehrt der Prozess nicht mit positiver Wahrscheinlichkeit zu x zuriick. Aus diesem Grund
fithren wir die ¢-Irreduzibilitit ein.

Definition 1.10. Eine Markov-Kette ® ist p-irreduzibel, wenn ein Mafi ¢ auf B(S)
existiert, so dass

p(A) >0 = L(s,A) >0, Vs € S.
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Ist eine Markov-Kette @-irreduzibel, kann demnach jede Menge A € B(S) mit posi-
tivem Maf p(A) von jedem Zustand s € S aus erreicht werden. Dies ist offensichtlich
eine Analogie zur Irreduzibilitdt im abz&hlbaren Fall, bei dem jeder Zustand ¢ € S von
jedem Zustand s € S erreichbar ist. Der Nachteil liegt darin, dass das Mak ¢ willk{ir-
lich gewdhlt werden kann. Weifs man zum Beispiel, dass eine Markov-Kette auf einem
abzéhlbaren Raum S der Zustand ¢t € S von jedem s € S erreichbar ist, dann ist die
Markov-Kette bereits di-irreduzibel. In diesem Fall ist die p-Irreduzibilidt im Gegensatz
zur gewoOhnlichen Irreduzibilitéit eine sehr schwache Aussage. Ziel ist es ein solches Maf
o zu wahlen, so dass die y-Irreduzibilitdt im abz&dhlbaren Fall mit der gewohnlichen Irre-
duzibilitét {ibereinstimmt. Es hat sich herausgestellt, dass ein “maximales”, irreduzibles
Mafs die Forderung erfiillt.

Satz 1.11. Sei ® p-irreduzibel fiir ein Mafi . Dann existiert ein Wahrscheinlichkeitsmafs
¥ auf B(S), so dass

i) ® ist -irreduzibel.
it) fiir jedes Maf$ @' ist ® genau dann ¢'-irreduzibel, wenn ¢’ absolutstetig zu 1 ist.
iwi) wenn Y(A) =0, dann folgt ({t, L(t, A) > 0}) = 0.

i) Das WahrscheinlichkeitsmafS 1) ist dquivalent zu

V)= [ K 4

fir jedes endliche irreduzible Maf ¢'. Hierbei ist Ko, (s, A) ein spezieller stochas-
2

tischer Kern, gegeben durch

Ko, (5, 4) = > Pr(s, Ay2m (Y,

n=0
Erfillt ein Maf ¢ diese Figenschaften, nennen wir Y mazimal.
Beweis: (vgl. [12], Proposition 4.2.2) a
Eine Richtung in ii) ist immer erfiillt. Ist ¢ absolutstetig zu v, folgt aus ¢’'(A4) > 0,

dass (A) > 0. Da ® -irreduzibel ist folgt daraus wiederum L(s, A) > 0. Also ist ®
auch ¢'-irreduzibel.

Definition 1.12. i) Eine Markov-Kette ® heifit 1-irreduzibel, wenn sie fir ein ¢ p-
1rreduzibel ist und i die Mazimalitdtseigenschaften erfillt.

i1) Wir schreiben BT (S) = {A € B(S),v(A) > 0}.
ii) Fine Menge A € B(S) heifit vollstandig, falls ¢ (A°) = 0.
iv) Eine Menge A € B(S) heifit absorbierend, falls P(s, A) =1, Vs € A.

BT (S) enthélt also alle Mengen, welche die Markov-Kette im Sinne der v-Irreduzibilitéit
besuchen kann. Ist eine Menge A vollsténdig und absorbierend, hélt sich der Prozess P-f.s.
in dieser Menge auf.
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1.3 Periodizitat

Wihrend bis jetzt betrachtet wurde, ob eine Menge besucht wird, gibt die Periodizi-
tiat Information {iber die Zeitpunkte, zu denen eine Menge erreicht werden kann. Be-
trachtet man das Beispiel einer Irrfahrt auf Z, mit der Ubergangswahrscheinlichkeit
P(®, = s+ 1|®,-1 = s) = pund P(®, = s — 1|®,_1 = s) = 1 — p, dann ist die
Wahrscheinlichkeit P(®,, = s|®,_1 = s) = 0. Der Abstand der moglichen Zeitpunkte
wieder nach s zuriickzukehren betrégt also mindestens 2. Man sagt die Markov-Kette
besitzt die Periode 2.

Definition 1.13. Die Periode d eines Zustands s € S ist definiert als
d(s) :==ggT{n >1,P"(s,s) >0}

Die Periode eines Zustands s ist eine Solidaritdtseigenschaft, d.h. jeder Zustand, der
mit s kommuniziert, hat dieselbe Periode d (vgl. [12], Proposition 5.4.1). Ist die Markov-
Kette irreduzibel, besitzt jeder Zustand in S die gleiche Periode.

Definition 1.14. FEine irreduzible Markov-Kette ® auf einem abzdhlbaren Zustandsraum
heifit aperiodisch, wenn d(s) =1, Vs € S.

Bei der Ubertragung der Periodizitit auf den allgemeinen Zustandsraum liegt das
Problem wieder darin, dass im Allgemeinen ein einzelner Zustand nicht mit positiver
Wahrscheinlichkeit besucht wird. Wir fithren deshalb eine wichtige Klasse von Mengen
ein.

Definition 1.15. Eine Menge C' € B(S) heifit vy,-small, wenn ein m > 0 und ein
nichttriviales Maf§ vy, auf B(S) existieren, so dass fir jedes s € C, B € B(.5),

P™(s,B) > vy (B).

Wenn diese Bedingung erfullt ist, sagen wir C ist vpy-small. Oft wird eine Menge einfach
nur small genannt, wenn ein solches Mafl existiert.

Die Existenz einer small Menge ist durch den folgenden Satz gesichert.

Satz 1.16. Ist ® y-irreduzibel, dann existiert fiir jede Menge A € BT(S) ein m > 1 und
eine Uy, -small Menge C' C A, so dass C € BT (S) und vy, (C) > 0.

Beweis: (vgl. [12], Theorem 5.2.2) O

Small Mengen verhalten sich dhnlich wie Zustdnde im abzdhlbaren Fall. Aus diesem
Grund lésst sich mit Hilfe von small Mengen die Periode definieren. Sei C' eine v,,-small
Menge, so dass

P™(s,-) > vpy(+) firseC.

Ohne Einschrénkung kénnen wir annehmen, dass v, (C) > 0 (vgl. [12], Proposition 5.2.4).
Dann ist die Wahrscheinlichkeit zu C in m Schritten zuriickzukehren grofer Null. Sei

E¢c :={n > 1,C ist v,-small, mit v, = 0,1y, fiir ein §,, > 0}
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die Menge der Zeitpunkte, fiir welche die Menge C small ist, beziiglich eines Mafes
proportional zu v,,. Dann ist E. insbesondere die Menge der Zeitpunkte, fiir welche die
Wahrscheinlichkeit zur Menge C' zuriickzukehren gréfser Null ist. Die Periode d einer
Markov-Kette ® definieren wir als

d(C) = ggT{Ec}. (1.9)

Als néchstes fithren wir petite Mengen ein. Diese sind eine Verallgemeinerung der small
Mengen. Die Eigenschaften der petite Mengen kommen besonders dann zum Tragen,
wenn der allgemeine Zustandsraum mit einer Zusatzstruktur ausgestattet ist. Wir neh-
men deshalb an, dass die o-Algebra B(S) auf dem Zustandsraum S mit einer lokalkom-
pakten, separablen, metrisierbaren Topologie auf S iibereinstimmt. In diesem Fall nennen
wir den Zustandsraum topologisch. Da der Prozess, den wir spiter betrachten wollen auf
dem Zustandsraum RP definiert ist, macht es Sinn diesen Fall ndher zu untersuchen.
Bei der Definition einer petite Menge betrachten wir anstelle der Markov-Kette @, die
Markov-Kette ®, mit dem Ubergangskern

oo
Ko(s,A) =Y P"(s,A)a(n), s€ S, Ae B(S).
n=0
Hierbei ist a = a(n) eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf N, auch sampling-Verteilung
genannt.
Definition 1.17. FEine Menge C € B(S) heifit vy-petite, wenn die Kette ®, die Grenze
Ku(s,B) > vq(B),

fir alle s € C und B € B(S) erfillt, wobei v, ein nichttriviales Maf§ auf B(S) ist. Oft
nennen wir eine Menge einfach nur petite, falls ein solches Maf§ existiert.

Folgende Bemerkung sieht man sofort ein.
Bemerkung 1.18. Jede Teilmenge einer petite Menge ist petite. Die endliche Vereini-
n
gung |J C; von petite Mengen C; ist petite.
i=1

Im folgenden wollen wir untersuchen, wie sich petite Mengen zu small Mengen ver-
halten. Ist die Menge C small, das heift P™(s, B) > vy, (B), Vs € C, B € B(S) fiir ein
m > 0, und legt man als sampling Verteilung é,, zugrunde, dann gilt fiir alle s € C' und
B e B(S5)

Ks,,(s,B) =Y _ P"(s,B);m = P™(s,B) > vi(B) =: v, (B).
n=0

Also ist C petite.

Bemerkung 1.19. Dadurch, dass eine small Menge auch petite ist, erhdlt man eine
analoge Aussage zu Satz 1.16 iber die FExistenz einer petite Menge.

10
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Der néichste Satz zeigt, wann umgekehrt eine petite Menge small ist.

Satz 1.20. Wenn ® eine -irreduzible und aperiodische Markov-Kette ist, so ist jede
petite Menge auch small.

Beweis: (vgl. [12], Theorem 5.5.7) O

Der folgende Satz gibt an, wie sich die petite-Eigenschaft einer Menge auf eine andere
Menge iibertréigt.

Satz 1.21. Sei A € B(S) v4-petite fiir eine beliebige sampling Verteilung a und b = 6,
das Dirac-Map fiir ein p > 0. Existiert ein § > 0, so dass inng(s,A) >0, dann ist D
sE

Vpsa-Detite, wobei vy, als Vielfaches von v, gewdhlt werden kann. bxa bezeichnet hierbei
die Faltung der sampling Verteilungen a und b.

Beweis: (vgl. [12], Theorem 5.5.4 i)) O

Bemerkung 1.22. Falls 6 > 0 existiert, so dass in]fJL(s,A) > § erfullt ist, so nennt
se

man die Menge A auch gleichmdfig erreichbar von der Menge D. In diesem Sinne driickt
der vorhergehende Satz aus, dass eine Menge petite ist, falls von ihr eine petite Menge
gleichmafig erreichbar ist.

Wir wollen nun die Zusatzstruktur ausnutzen. Da die Topologie metrisierbar ist, kann
man von Stetigkeit und von kompakten Mengen sprechen. Wir fordern, dass der stochas-
tische Kern in gewisser Weise stetig ist.

Definition 1.23. Eine Funktion h : S — R ist unterhalbstetig, wenn

liminf h(t) > h(s).

t—s

Eine oft verwendete unterhalbstetige Funktion ist die Indikatorfunktion 1p(s) fiir of-
fene Mengen O € B(S). Wir zeigen, dass die Indikatorfunktion unterhalbstetig ist. Sei
(sn)n eine Folge, die gegen s konvergiert. Es sind zwei Félle zu unterscheiden.

i) Sei s € O. Da O offen ist, existiert eine Umgebung U,(s) C O und ein ng, so dass
Sp € Ue(s),¥n > ng. Daraus folgt

liminf 1o(s,) =1 = 10(s).

ii) Sei s ¢ O, dann gilt trivialerweise

liminf 1o(s,) > 0 = 10(s).

Sn—s

Damit ist die Unterhalbstetigkeit von 1o(s) gezeigt.

Definition 1.24. i) Wenn P(-,0) eine unterhalbstetige Funktion fir jede offene Men-
ge O € B(S) ist, dann heifit P eine (schwache) Feller chain.

11
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i) Wenn a eine sampling Verteilung und T ein substochastischer Ubergangskern ist,
der
K.(s,A) >T(s,A), s€ S, Aec B(S)

erfullt, wobei T'(-, A) eine unterhalbstetige Funktion fir jedes A € B(S) ist, dann
heifit T eine stetige Komponente von K,.

iit) Wenn ® eine Markov-Kette ist fir die eine sampling Verteilung a ezistiert, so dass
K, eine stetige Komponente T besitzt mit T'(s,S) > 0 fir alle s, dann heifit ®
T-chain.

Ein Kriterium fiir den Nachweis einer T-chain bildet der folgende Satz.

Satz 1.25. Fulls fiir jedes s € S eine Wahrscheinlichkeitsverteilung as auf N existiert,
so dass K., eine stetige Komponente Ty besitzt, die nichtirivial in s ist, dann ist © eine
T-chain.

Beweis: (vgl. [12], Proposition 6.2.4) a

Mit Hilfe der T-chain und der Existenz kompakter Mengen lésst sich ein einfaches
Kriterium fiir eine petite Menge formulieren.

Satz 1.26. Wenn jede kompakte Menge C € B(S) petite ist, so ist ® eine T-chain.
Umgekehrt, wenn ® eine -irreduzible T-chain ist, dann ist jede kompakte Menge petite.

Beweis: (vgl. [12], Theorem 6.0.1 ii)) O

1.4 Rekurrenz und Transienz

Der vorhergehende Satz iiber eine T-chain ist fiir uns das entscheidende Hilfsmittel um
eine petite Menge zu bestimmen. Mit Hilfe von petite Mengen bzw. small Mengen lassen
sich Aussagen iiber die Stabilitdt einer Markov-Kette treffen. Hierauf wird aber erst im
nichsten Kapitel eingegangen. Den ersten Schritt in diese Richtung bildet der Begriff
Rekurrenz, der in diesem Abschnitt eingefiithrt wird. Wir beginnen wieder mit dem Fall
eines abzdhlbaren Zustandsraumes.

Definition 1.27. Sei ® eine Markov-Kette auf einem abzdhlbaren Zustandsraum. Dann
heifit ein Zustand s € S transient, falls Eg[ns] < oo und rekurrent, falls Eq[ns] = co.

Es gilt:
U(Svt) = Z Pn(s,t) = E; |:Z 1{<I>nt}:| = Es['r]t}'
n=1

n=1
Rekurrenz ist genau wie die Periode eine Solidaritdtseigenschaft, das heifst sie {ibertrigt
sich auf alle Zustdnde, die mit einem rekurrenten Zustand kommunizieren.

Satz 1.28. Wenn der Zustandsraum S abzdhlbar ist und die Markov-Kette @ irreduzibel,
dann ist entweder U(s,t) = oo, Vs, t € S oder U(s,t) < oo, Vs,t € S.

12
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Beweis: (vgl. [12], Proposition 8.1.1)
oo

Es gelte U(s,t) = > P"(s,t) = oo, fiir ein s und ein t in S. Aufgrund der Irreduzibilitit
=1

existieren s',¢' € S und k und 1, so dass P*(s’,s) > 0 und P!(t,#') > 0. Dann folgt

ZPk+l+”(s t')y > P(s' s (ZP”S?E)Pltt)

n=1

Existieren dagegen Zustédnde mit U(s,t) < oo, so muss dies wiederum fiir alle Zusténde
in S gelten, da man sonst einen Widerspruch zur ersten Aussage hétte. O

Die Solidaritétseigenschaft macht es moglich eine irreduzible Markov-Kette als rekur-
rent bzw. transient zu klassifizieren.

Definition 1.29. FEine Markov-Kette ® heiffit transient, wenn jeder Zustand transient
1st und rekurrent, wenn jeder Zustand rekurrent ist.

Als néchstes stellen wir die Verbindung zu der Wahrscheinlichkeit L(s, s) = Ps(75 < 00)
her.

Satz 1.30. Fiir alle s € S gilt U(s,s) = oo genau dann, wenn L(s,s) = 1.
Beweis: (vgl. [12], Proposition 8.1.3) O

Durch die Wahrscheinlichkeit L(s, s) in endlicher Zeit zum Zustand s zuriickzukehren,
haben wir also ein dquivalentes Rekurrenzkriterium gefunden. Betrachten wir nun den
allgemeinen Zustandsraum.

Definition 1.31. Fine Menge A € B(S) heifit gleichmafig transient, wenn ein M < oo
existiert, so dass U(s, A) = Es[na] < M,Vs € A und rekurrent, wenn Eg[na] = oo, Vs €
A. Weiterhin heifit eine Menge transient, wenn sie von einer abzdihlbaren Kollektion von
gleichmdfig transienten Mengen tberdeckt werden kann.

Analog zu der Solidaritétseigenschaft im abzdhlbaren Fall definieren wir eine Markov-
Kette als rekurrent bzw. transient.

Definition 1.32. Eine y-irreduzible Markov-Kette ® heifit rekurrent, falls U(s, A) = oo
fiir alle s € S und alle A € BT(S). Eine 1-irreduzible Markov-Kette ® heifit transient,
falls S transient ist.

Dass diese Definition sinnvoll ist, liefert die Solidaritdtseigenschaft im allgemeinen Fall.

Satz 1.33. Sei ® cine -irreduzible Markov-Ketle, dann ist ® entweder rekurrent oder
transient.

Beweis: (vgl. [12], Theorem 8.2.5) O
Im transienten Fall l4sst sich fiir eine petite Menge noch eine wichtige Eigenschaft
formulieren.

Satz 1.34. Sei ® Y-irreduzibel und transient. Dann ist jede petite Menge gleichmdfig
transient.

Beweis: (vgl. [12], Theorem 8.3.5) O

13
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1.5 Harris-Rekurrenz

Obwohl die Dichotomie aus Satz 1.33, welche von vorneherein nicht auf der Hand liegt,
die Analyse von Markov-Ketten wesentlich vereinfacht, wire es wiinschenswert, wenn
die Rekurrenz im allgemeinen Fall mit der Rekurrenz, formuliert durch die Eintritts-
wahrscheinlichkeit L(s, ), tibereinstimmt. Oft wird némlich diese Formulierung fiir die
Definition von Rekurrenz vorangestellt. Im allgemeinen gilt die Aquivalenz aus Satz 1.30
aber nicht. Eine Verbindung stellt dennoch der folgende Satz bereit.

Satz 1.35. i) ® ist rekurrent, wenn eine petite Menge C € B(S) ezistiert, so dass
L(s,C) =1 fir alle s € C.

i) ® ist genau dann transient, wenn zwei petite Menge C, D € B (S) existieren mit
L(s,C) < 1 fir alle s € D.

Beweis: (vgl. [12], Theorem 8.3.6) O

Um iber einen Rekurrenzbegriff zu verfiigen, der auf der Eintrittswahrscheinlichkeit
L(s,-) basiert, fithren wir die Harris-Rekurrenz ein. Hierzu betrachtet man die Wahr-
scheinlichkeit Q(s, A), dass eine Menge A P-f.s. unendlich oft besucht wird. Wie man
leicht einsieht gilt

Q(s, A) = Ps(® € A unendlich oft) < L(s, A).
Definition 1.36. Eine Menge A heifst Harris-rekurrent, wenn
Q(s,A) =P(na =00) =1, Vs € A.

FEine Markov-Kette ® heifit Harris(-rekurrent), wenn sie 1-irreduzibel und jede Menge
aus BT (S) Harris-rekurrent ist.

Die gewiinschte Aquivalenz erhilt man, wenn
L(s,A)=1 = Q(s,A) =1
gilt.

Satz 1.37. i) Sei A € B(S) eine Menge mit L(s,A) =1, s € A. Dann gilt
Q(s,A) = L(s, A), Vs € S, A ist insbesondere Harris-rekurrent.

i1) Sei @ p-irreduzibel. Wenn eine petite Menge C € B(S) existiert, so dass
L(s,C) =1, s€ S, dann ist & Harris-rekurrent.

Beweis: (vgl. [12], Proposition 9.1.1 und Proposition 9.1.7) O

Fiir spétere Stabilitdtsbetrachtungen wird oft die Harris-Rekurrenz gefordert. Um diese
nachzuweisen ist die eben beschriebene Aquivalenz entscheidend.

14



2 Stabilitat und geometrische
Ergodizitat

Es gibt verschiedene Ansétze um die Stabilitédt von dynamischen Systemen zu beschrei-
ben. Dies gilt sowohl fiir den deterministischen als auch fiir den stochastischen Fall. Oft
betrachtet man zu einem stochastischen dynamischen System das deterministische Analo-
gon, um eine Aussage iiber die Stabilitdt des Systems zu treffen. Wir stellen zunéchst ein
einfaches Modell vor, von dem das Verhalten des deterministischen Analogons bekannt
ist, um den Stabilitdtsbegriff fiir den stochastischen Fall zu motivieren. Unter Stabilitét
stelle man sich zundchst vor, dass sich der Prozess in einer beschrinkten Menge authélt
oder sogar gegen einen Punkt konvergiert.

Fiir stochastische Prozesse werden drei verschiedene Begriffe eine wichtige Rolle spielen:
Rekurrenz, Frgodizitdt und geometrische Ergodizitdt. Rekurrenz bedeutet, dass es eine
Menge gibt, die der Prozess unendlich oft besucht. Ergodizitéit meint, dass die Ubergangs-
wahrscheinlichkeit P™(z,-) gegen eine stationdre Verteilung 7 konvergiert. Geometrische
Ergodizitit sagt aus, dass diese Konvergenz mit einer exponentiellen Rate stattfindet.
Von dieser Stelle an werden meist die Buchstaben = und y fiir die Zustinde aus dem
Zustandsraum S verwendet, da wir in Kapitel den Zustandsraum RP und die Ergebnisse
so direkt iibertragen werden kénnen.

2.1 Rekurrenz und der Drift AV einer Markov-Kette

Betrachten wir als erstes ein einfaches Beispiel und zwar ein autoregressives Modell,
gegeben durch
Xiy1 = aXy + 2y,

wobei der Storterm Z; eine Folge von unabhéngig identisch verteilten Zufallsvariablen
sei mit Erwartungswert p und Varianz o2. Ohne Einschrinkung sei u = 0 gewihlt. Um
Aussagen iiber die Stabilitit zu treffen, ist es oft hilfreich das zugehorige deterministische
Modell, in diesem Fall x41 = axy, zu betrachten. Wihlt man |«| < 1 sieht man schnell
ein, dass der deterministische Prozess gegen Null konvergiert. Bei dem stochastischen
Modell ist dies nicht gegeben. Fiir grofe | X;| iiberwiegt die Tendenz des Prozesses gegen
den Ursprung zu streben den Einfluss des Storterms. Ist dagegen | X;| schon nahe bei Null,
wird der Prozess hauptséchlich durch den Fehlerterm bestimmt, der den Prozess immer
wieder von Null wegbewegt. Konvergenz gegen Null ist nicht zu erreichen. Trotzdem ist
der Prozess in dem Sinne stabil, dass er stationédr wird (vgl. [13], Kapitel 4.1). W&hlt
man |a| > 1 ist klar, dass der Prozess in beiden Fillen als instabil zu bewerten ist. Bei
stochastischen Modellen kann man demnach nicht davon ausgehen, dass sie gegen einen
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bestimmten Zustand konvergieren oder sich immer in einer bestimmten Menge aufhal-
ten. Ausnahme ist natiirlich die Existenz eines absorbierenden Zustands. Eine sinnvolle
Forderung wére zum Beispiel die Rekurrenz. Dann wire ein stochastischer Prozess stabil,
wenn eine Menge C C S existiert, so dass der Prozess unendlich oft zu C zuriickkehrt.
Insbesondere wére der Prozess dann nicht instabil, da er demnach nicht gegen unendlich
streben kann.

Ein wichtiges Kriterium um Rekurrenz zu zeigen, ist die Drift-Bedingung, welche in &hn-
licher Form eine zentrale Rolle in dieser Arbeit spielt.

Definition 2.1. Der Drift einer Markov-Kette ist definiert als

V@) = [ PledyV ) - V) = B, [V@n - v<<1>o>] wes,
S

wenn ®g = x der Startwert der Kette ist und V eine nichinegative messbare Funktion.

Der Drift entspricht demnach der erwarteten Abweichung des Prozesses V(®;) zum
Startwert V' (®g). Der néichste Satz benutzt den Drift um ein Kriterium fiir die Rekurrenz
einer Markov-Kette zu formulieren.

Satz 2.2. Sei ® eine Y-irreduzible Markov-Kette. Wir nehmen an es existieren eine
petite Menge C und eine Funktion V, die unbeschrinkt ouflerhalb von petite Mengen
ist, das heifit die Menge C\ (n) = {y,V(y) < n} ist fir alle n petite. Sei weiterhin die
Drift-Bedingung

AV (x) = /P(a:,dy)V(y) —V(z) <0, firzeC* (2.1)
S

erfillt, dann gilt L(x,C) =1 und ® ist (Harris-)rekurrent.

Beweis: (vgl. [12], Theorem 8.4.3 und Theorem 9.1.8)

Zur Vereinfachung sei V schon dann beschrénkt auferhalb von petite Mengen, wenn eine
endliche Folge von petite Mengen C existiert, so dass Cy C |JCj. Da ® irreduzibel, ist
Cy als Teilmenge endlicher Vereinigung von petite Mengen selbst petite, siehe Bemerkung
1.18. Ohne Einschrinkung kann dann C' € B(S) mit ¢(C) > 0 angenommen werden.
Denn gilt dies nicht, gehe iiber zu C'U Cy (n) mit n so grok, dass ¢(C U Cy(n)) > 0.
L(z,C) = 1 zeigen wir durch einen Widerspuch. Sei ® transient, dann existiert nach
Satz 1.35 ein 2* € C¢ mit L(z*, C') < 1. Nach Voraussetzung ist die Menge C' (n) petite,
deswegen ist Cy (n) nach Satz 1.34 ii) gleichméfig transient fiir alle n.

Man wihle M so grof, dass

(2.2)

16



2 Stabilitdt und geometrische Ergodizitét

Definiert man auRerdem die Kette P durch P(z, A) := P(x, A), z € C¢,und P(z,z) =1
fir x € C, dann folgt mit der Drift-Bedingung (2.1)

V(z) > / P (. dy)V (y)

> / P (z,dy)V (y)

CeNCy, (M)©

> M- / Pz, dy)

c°nCy, (M)©

=M -(1—P"(x,CUC,(M))). (2.3)

Da die Menge C absorbierend fiir P ist und P aukerhalb von C' mit P iibereinstimmt,
gilt
P"(xz,C) = Py(1c <n) / L(z,C), z € C°.

Die Menge Cy (M) ist gleichméfig transient, deshalb existiert ein n, so dass
Ene,on < K.
Zusammen mit der trivialen Gleichung P™(z, A) < P™(z, A) fiir z € C¢ erhiilt man
P(z,Cy(M)NC®) < P*(2,Cy(M)NC®) — 0, z € C°.
Daraus ergibt sich wiederum
1—P"(z*,C,(M)UC) — 1 — L(z*,C) fiir n — oo

Mit (2.3) erhélt man
V(zg) = M- (1= L(z",C))

Damit ergibt sich ein Widerspruch zur Wahl von M. Demnach ist L(z,C) =1, Vz € S.
Mit Satz 1.35 folgt hieraus die Rekurrenz von ®. Satz 1.37 liefert dagegen die Harris-
Rekurrenz. O

2.2 Ergodizitat

Eine stiirkere Stabilitéitsbedingung ist die Konvergenz der Ubergangswahrscheinlichkeit
gegen eine Wahrscheinlichkeitsverteilung m. Zunéchst iiberpriifen wir, welche Eigenschaft
eine solche Grenzwahrscheinlichkeit notwendigerweise besitzt. Hierzu definieren wir sta-
tiondre bzw. invariante Mafe.

Definition 2.3. Ein stationdres oder invariantes Maf ist ein o-endliches Maf auf B(S)
mit der Eigenschaft

m(A) = /P(w,A)W(d:p). (2.4)
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Es stellt sich heraus, dass ein solches Mafs existiert, wenn die Kette rekurrent ist.

Satz 2.4. Wenn die Markov-Kette ® rekurrent ist, dann besitzt sie ein eindeutiges (bis
auf Vielfache), invariantes Maf m, welches

w(5) - | E. [ffll{%em}w(dwx B e B(S),

erfillt. Das invariante Maf 7 ist endlich, wenn eine petite Menge C existiert, so dass

sup E,7c < o0. (2.5)

zeC

Beweis: (vgl. [12], Theorem 10.0.1 bzw. Theorem 10.4.9 und 10.4.10)
]

Erfiillt die Markov-Kette also die zusétzliche Bedingung (2.5), ist das invariante Maf
7 endlich und l&sst sich somit zu einem Wahrscheinlichkeitsmaf normieren.

Definition 2.5. Sei ® eine Y-irreduzible Markov-Kette mit einem invarianten Wahr-
scheinlichkeitsmafl w, dann nennen wir ® eine positive Markov-Kette. Andernfalls heifit
die Kette null.

Als erste Verbindung eines stationdren Wahrscheinlichkeitsmafes zu unseren Stabi-
litdtsiiberlegungen, kénnen wir festhalten, dass aus der Existenz eines solchen Mafes
bereits Rekurrenz folgt.

Satz 2.6. Wenn die Kette ® positiv ist, dann st sie rekurrent.

Beweis: (vgl. [12], Theorem 10.1.1)

Wir zeigen die Aussage durch Widerspruch. Sei ® transient. (A;); sei eine Folge gleich-
méfkig transienter Mengen mit (J A; = S und Konstanten M;, so dass mit U(z, A;) < M;
(vgl. [12], Beweis von Satz 8.3.4). Nutzt man die Eigenschaft des invarianten Wahrschein-
lichkeitsmafes 7 (vgl. (2.4)) aus, erhélt man

(A) = / P(w, A)r(dw)
S
://P(w,A)P(J:,dw)ﬂ'(da:)
S S

:/PQ(x,A)w(dx) :...:/P”(:c,A)w(dfc)
5 S

= P (P, € A).

Wendet man dies auf die Mengen A; an, ergibt sich

k
k(A;) = Z/w(dw)P”(w,Aj) < M;, Vi, k.
n=1
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2 Stabilitdt und geometrische Ergodizitét

Fiir k — oo bleibt die linke Seite endlich, deshalb folgt m = 0. Dies ist ein Widerspruch
dazu, dass 7 ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist. O

Bis jetzt wurde die Rekurrenz in Beziehung zu einem invarianten Wahrscheinlichkeits-
maf gesetzt. Nun soll gezeigt werden, in welchem Zusammenhang ein invariantes Maf
zu der Konvergenz der Ubergangswahrscheinlichkeit P"(z,-) steht. Die folgende Glei-
chung gibt hierfiir einen Hinweis. Wenn ein Wahrscheinlichkeitsmaf v, existiert, so dass
P,(®, € A) — v,(A), dann gilt

W(A) = lim [ Pz, Ap(dr)

n—oo

n— oo

= lim S//P(w,A)Pnl(x,dw)u(dx)
= [ Pl Ap(o).

Das heifit, wenn die Ubergangswahrscheinlichkeit P,(®,, € A) gegen ein Wahrscheinlich-
keitsmafs ,(A) konvergiert, dann ist v,(A) ein invariantes Maf. Falls das zu ® gehorige
invariante Maf 7 eindeutig ist, konvergiert P,(®, € A) gegen .

Es wurde bisher nicht explizit auf die Konvergenzart eingegangen. Im folgenden wollen
wir die totale Variation betrachten.

Definition 2.7. Die totale Variation Norm ||u|| eines Wahrscheinlichkeitsmafes ist de-
finiert als

]| == fﬁ;l‘gllu(f)lz sup |p(A)|— inf [u(A)l,

AEB(S) AeB(S)
wobei p(f) = [ f(z)pu(dz) sei.
S
Zusammenfassend lésst sich das aperiodische Ergodentheorem formulieren:

Satz 2.8. Sei ® eine aperiodische Harrris-rekurrente Markov-Kette mit invariantem Mafs
w. Dann st dquivalent:

i) Die Markov-Kette ® ist positiv Harris, das heifit, das Maf 7 ist endlich.

ii) Es existiert eine v-small Menge C € BT (S) und P>®(C) > 0, so dass

P(z,C) — P®(C).

i) Es existiert eine petite Menge C, so dass

sup F, 7o < oo.
zeC
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2 Stabilitdt und geometrische Ergodizitét

i) Es existiert eine petite Menge C, ein b < oo und eine nichtnegative Funktion V,
die fiir ein xg € S endlich ist, so dass

AV(z) < -1+blg(x), z€ S (2.6)

Aus jeder dieser Bedingungen folgt, dass ein eindeutiges invariantes Wahrscheinlichkeits-
maf w existiert mit

lim [|[P"(x,A) — 7| =0, firallex € S.
n—oo
In diesem Fall heiffit die Markov-Kette ® ergodisch.

Beweis: (vgl. [12], Kapitel 13, insbesondere Theorem 13.3.3) O

Ist die Markov-Kette ® ergodisch, sieht man leicht ein, dass auch

n—oo

lim B, f(®,) = / f@)dnr, (2.7)
S

fiir jedes beschrinkte f gilt. Wiinschenswert wire aber die Konvergenz fiir eine allgemei-
nere Funktion f. Wir betrachten deshalb die f-Norm

[vlly == sup [v(g)l-
g:l9I<f

Es stellt sich heraus (vgl. [12], Theorem 14.0.1): Falls ® ergodisch ist und zusatzlich
7(f) = [ f(z)m(dz) < oo erfiillt ist, gilt
S

lim ||P"(z, ) — 7|y =0, Vo € Sy :={y € S,V(y) < oo}.

2.3 Geometrische Ergodizitat

In diesem Abschnitt betrachten wir ergodische Markov-Ketten, bei denen die Konvergenz
gegen die invariante Verteilung 7 mit einer exponentiellen Rate stattfindet, das heifst

1P (2, ) = 7lly = o(p"™),

wobei die Rate p < 1 unabhéngig vom Startwert  gewdhlt werden kann. Genauer lautet
die Definition:

Definition 2.9. Eine Markov-Kette ® heifit f-geometrisch ergodisch, wenn f > 1, ® eine
positive Harris-Kette ist mit w(f) < oo und eine Konstante vy > 1 ewistiert, so dass

> P (x, ) = 7l < 00, Va € S.

Falls f =1 heifit ® auch geometrisch ergodisch.
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2 Stabilitdt und geometrische Ergodizitét

Analog zu Satz 2.8 ldsst sich ein Satz formulieren, der dquivalente Bedingungen fiir die
f-geometrische Ergodizitit zusammenfasst.

Satz 2.10. (Geomeltrisches Ergodentheorem) Sei ® eine 1-irreduzible, aperiodische Markov-
Kette. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

i) Die Kette ® ist positiv rekurrent mit invarianten Wahrscheinlichkeitsmafl m und es
existieren eine v-petite Menge C € BY(S), pc <1 und Mg < oo und P*>(C) > 0,
so dass fiir alle x € C

P"(2,C) — P¥(C)| < Mcpp.

it) Es existiert eine petite Menge C € B(S) und k > 1, so dass

sup E,k7¢ < 0.
zeC

ii1) Es existieren eine petite Menge C, Konstanten b < oo, > 0 und eine Funktion
V > 1, endlich fiir ein xg € S, so dass

AV (z) < —BV(z) + blo(z), € S (2.8)

Jede dieser Bedingungen impliziert, dass die Menge Sy = {z,V(z) < oo} absorbierend
und vollstindig ist und es existieren Konstanten v > 1 und R < oo, so dass fir alle
T €Sy

S|P (e, ) — wly < RV (a).

n

Beweis: (vgl. [12], Theorem 15.0.1)
O

Der Beweis des geometrischen Ergodentheorems wird hier nicht gefiihrt. Es wird nur
der entscheidende Satz vorgestellt, der die V-geometrische Ergodizitét liefert. Die Absorbtions-
Eigenschaft und die Vollstdndigkeit der Menge Sy erhilt man leicht mit Aussage iii). Die
Drift-Bedingung 2.8 impliziert die Gleichung

/V(y)P(:L“,dy) <V(x)+b.
S

Startet der Prozess in z € Sy, dann ist V(z) < oo und somit [V (y)P(z,dy) < co. V(y)
S

ist also P,-f.s. endlich und damit P(z,Sy) = 1, z € Sy. Wire Sy nicht vollstindig,
also ¥(Sy,) > 0, ist dies ein Widerspruch zur ¢-Irreduzibilitdt von ®. Erfiillt V die Drift-
Bedingung fiir eine petite Menge C, so ist V aufserdem unbeschrankt auferhalb von petite
Mengen (vgl. [12]|, Lemma 15.2.2). Mit Satz 2.2 folgt deshalb die Harris-Rekurrenz von
o.

Der entscheidende Satz, aus dem V-geometrische Ergodizitit folgt, ist:
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2 Stabilitdt und geometrische Ergodizitét

Satz 2.11. Sei ® y-irreduzibel und aperiodisch und es existiere eine f-Kendall petite

< (@k)mk] < 0.

Menge C € B(S), d.h. es existiere ein k = k(f) > 1 mit sup Ex{
c k=0

e
Dann ist

E, [kiol f(cbk)n’“}

auf der absorbierenden Menge Sy := {x, f(x) < oo} endlich und fir alle x € Sy gilt

TA—1
ZT””P”(;I:, ) —lf < RE}{ Z f@’k)lik]
k=0

n

Beweis: (vgl. [12], Theorem 15.4.1) O

Die Existenz einer V-Kendall petite Menge ist dquivalent zur Losung der Drift-Bedingung
(2.8) (vgl. [12], Theorem 15.2.1, Theorem 15.2.4 und Theorem 15.2.5). Die Ergodizitat
von ® und die Drift-Bedingung implizieren schlieflich 7(V) = [V (z)7(dz) < oo. Also
ist @ in der Situation von Satz 2.10 V-geometrisch ergodisch auf der aborbierenden und
vollstdndigen Menge Sy .

Abschliefsend présentieren wir eine andere Sichtweise der f-geometrischen Ergodizitét,
indem wir die Konvergenz beziiglich einer Operatornorm betrachten. Hierzu fiihren wir
den V-Norm Abstand zweier Ubergangskerne ein.

Definition 2.12. Der V-Norm Abstand zweier Ubergangskerne Py, P ist definiert als

H%@A—&mww:igmwﬁ&gwww

Wir zeigen, dass die V-Norm |||-|||;, eine Operatornorm ist.

Lemma 2.13. Sei L{P der Vektorraum aller Funktionen f:S — Ry, mit

v = )

Wenn ||| Py — Pa|||y, endlich ist, dann ist P — Py ein beschrinkter Operator von LY nach
LY und |||Py — Pal||y, ist die zugehdrige Operatornorm.

Beweis: (vgl. [12], Lemma 16.1.1)

< 0

Schreibt man die Definition von [||-]||;, aus, ergibt sich
sup ’PI(x7g> - PQ((L’,Q)‘
P —Pflly = supZ”
||| 1 2|||V IGE V(x)
su
_ 225 [Pi(z,9) — Pa(x, 9)|
= sup
g9:g<V V<x)
= sup |Pi(9) — (-, 9)ly
g:g<V
= sup |Pi(9) — Pa(9)ly -
lgly <1
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2 Stabilitdt und geometrische Ergodizitét

Dies ist per Definition die Operatornorm von P; — Ps. O

Man méchte natiirlich den Abstand |||P™(x,-) — 7|||;, betrachten, der aber erst durch
die Definition 7(z, A) := w(A), A € B(S) wohldefiniert ist.

Definition 2.14. Fine ergodische Markov-Kette ® heifit V -gleichmdfig ergodisch, wenn
[P = =llly, — 0, n — o0

Als Hauptresultat zeigen wir, dass aus der Drift-Bedingung (2.8) V-gleichméfige Er-
godizitit folgt.

Satz 2.15. Sei ® eine -irreduzible, aperiodische Markov-Kette und sei die Drift- Bedingung
(2.8) erfillt, mit C petite und V' endlich. Dann gilt fir ein r > 1

o0

oIt =il < oo

n=1
und ® ist V-gleichmdflig ergodisch.

Beweis: (vgl [12], Theorem 16.1.2)
In Satz 2.11 wird gezeigt, dass fiir ein R < co und p > 1

[P (z,) = 7lly, < RV(2)p", n e N
gilt. Aus der Definition von |[||-||, folgt direkt die V-gleichméBige Ergodizitét. O

Ein wichtiger Spezialfall ist der fiir V = 1. Falls eine Markov-Kette ®

sSup ‘|Pn($a ) - 7TH =0, n—o00
eS

erfiillt, so heiftt ® gleichméfig ergodisch. Folgenden Satz werden wir spéter benutzen um
die gleichmébige Ergodizitét der Hilfskette (6;):>0 zu beweisen.

Satz 2.16. Fir jede i-irreduzible aperiodische Markov-Kette ® ist dquivalent:
i) ® ist gleichmafig ergodisch.

i1) Es existieren v > 1 und R < oo, so dass fir alle ©
1P (2, ) = m()[| < Rr™.
ii1) Es existiert ein n mit
sup || P"(z, ) — ()] < 1.
€S

i) Der Zustandsraum S ist vy,-petite fir ein m.
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2 Stabilitdt und geometrische Ergodizitét

v) Die Kette ist aperiodisch und es existiert eine beschrankte Losung V' > 1 von
AV (z) < =pV(x) +blc(x), z €S,
fiir >0, b < oo und eine petite Menge C.

Beweis: (vgl. [12], Theorem 16.2.1 und Theorem 16.2.2)

Wir zeigen nur die Aquivalenz zwischen i) und iv), denn die Implikation iv)=- i) bendtigen
wir spéter fiir den Nachweis der gleichmébigen Ergodizitat von (6} )>0.

i)=iv) Da ® gleichméfig ergodisch und t-irreduzibel ist, folgt die m-Irreduzibilitidt von
®. Demnach existiert eine small Menge A € BT(S) (vgl. Satz 1.16). Weiterhin existiert
ein ng, so dass inf P (z, A) > 0. Mit Satz 1.21 erhélt man, dass S small bzw. petite ist.

z€eS
iv)=v) Setze V=1,=b=1%und C = 5.
v)=1) Mit Satz 2.15 folgt direkt die gleichméfige Ergodizitédt von ®. i

Fiir den eigentlichen Prozess (X;)¢>0 werden wir V-gleichméfige Ergodizitat nachwei-
sen. Hierzu muss eine Testfunktion V' konstruiert werden, welche der Drift-Bedingung
geniigt. Die Drift-Bedingung wird allerdings nicht direkt gezeigt, sondern mit Hilfe eines
Lemmas gefolgert. Das Lemma wird schon an dieser Stelle eingebracht, um den Haupt-
beweis der Arbeit zu entlasten. Beachte, dass an dieser Stelle bereits die Testfunktion V'
konstruiert wird! Der Hauptteil beschiftigt sich damit, die Voraussetzungen des Lemmas,
insbesondere (2.9) zu verifizieren.

Lemma 2.17. Sei (X¢)i>0 eine Y-irreduzible T-chain mit Werten in RP, v eine be-
schrinkte Funktion und p1 < 1 sowie n > 0, so dass

<1 + [ X1l

limsup ' | v(X —v(X,) +lo

llz][—o0

> 'XO = :c] < logp1 < 0. (2.9)

Dann gilt fir eine Funktion X : RP — (0, 00) beschrankt und beschrankt weg von Null und
emn s >0

AXD) [1X31°

limsupE[ 5
A(z) |||

llz]|—o0

Xo = x] < p] <1, (2.10)

falls sup E, { (”);1””)1 < oo und E {A(X1)||X1|s} lokal beschrankt ist. Insbesondere ist
z€RY
(Xt)e>0 V-gleichmdfig ergodisch mit V(z) =1+ A(z) [|z|*.

Beweis: (vgl. [6], Lemma 5.10)
Wir weisen zunéchst die Drift-Bedingung (2.8) nach. Dazu priifen wir, wann

s B || <1
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2 Stabilitdt und geometrische Ergodizitét

gilt. Hierfiir betrachten wir

. V(Xl)} . (14 A(X1) || X4 ®
limsup E, [ = limsup E,
el —oc V(x) ]| —o0 1+ ()|
— lim sup By | —— A(anxluw
lz—oo  L1HA@)[[z][* 1+ A(@)|z|?
- i 1 : AX)[[ XA
< limsup E; ] + limsup E, [
lel—oo  LLEA@Z[]  ja)—o0 NEIEIE
: -/\(XI)HXI‘S:|
=limsup F, | —————| < 1.
lall—oo L A@)[]®

Demnach existiert ein M > 0, so dass

(2.11)

sup F. [

1+ MX)) || X1]|®
A(X9)[[ XA | ] <1
[|l||>M

L+ Az [|l]®

Definiere die kompakte Menge C' = {z,||z|| < M}, die nach Satz 1.26 petite ist. Fiir
x € C€ haben wir die Drift-Bedingung dann schon gezeigt, denn aus (2.11) folgt die
Existenz einer Konstante 8 > 0, so dass

1+ AMX) | Xq]®
B [LEAGUL

<1-p3, VoecC°
L+ Az)|l® ]

Bleibt
E, [V(Xl) - V(aﬁ)} <oofirzeC

zu zeigen. Dies ist aber dquivalent zu

E,V(X1) < oo fiir ||z|]| < M

und somit erfiillt, da E, [ A(X71)||X1]|*| nach Voraussetzung lokal beschrénkt ist. Die V-
gleichmébige Ergodizitéit der Kette (X¢)i>0 ist damit gezeigt.
Es muss jetzt die Ungleichung

AXD) [ Xa®

E |l ————— | <pi <1
[ A@)||zll® } !

hergeleitet werden. Hierzu bendtigen wir einen Hilfssatz.

Satz 2.18. Sei (Y,,), eine Folge nichinegativer Zufallsvariablen. Dann ist sup EY, < 1,
n

fir ein r > 0 genau dann wenn sup EY,] < oo fir ein v > 0 und sup Flog(d +Y,) <0
n n
fiir ein & > 0.
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Nach Voraussetzung gilt

. 1+ [1X0 01
limsup E [V(Xl) —v(x) + log ( < log p1
M L+ Jall /|

e
& limsup £, [V(Xl) —v(x) + log (‘ 1’) < log p1

]| —o0 |||
v(X1) |1x 1
o limsupEm{log 6( — RSIRNIrY
]| —o0 ev@pr |z ) |

Beachte fiir die zweite Zeile die Rechnung von (3.28) und (3.29). Die Rechnung wurde
nicht an dieser Stelle durchgefiihrt, da man hierfiir mehr Wissen iiber den Prozess (X3):>0

benotigt. Mit Satz 2.18 folgt wegen sup E, [ (|||)i1>s] < 00,
z€RE

eV (X1)s
limsupE (’X1H> ] <1

Jall—co ”(”)Sp &
= hmsupE

w555 () | <o
& hmsupE

e 9 () ]

wobei \(z) := ()5 gewihlt wurde. Damit ist das Lemma bewiesen. O

Um die Piggyback-Methode zu verstehen, ist es wichtig die Konstruktion der Testfunk-

tion V nachzuvollziehen. V wurde basierend auf der Funktion v definiert. Die Piggyback-
Methode leitet v mit Hilfe des Hilfsprozesses (6} );>0 her.
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3 Die Piggyback-Methode

3.1 ARCH-Prozesse

Dieser Abschnitt hat das Ziel, den TAR-ARCH-Prozess als Verallgemeinerung der ARCH-
Prozesse zu verstehen. Dadurch soll ein besseres Verstéandnis der einzelnen Terme erreicht
werden. Die von Robert F. Engle eingefithrten ARCH(q)-Modelle haben den Zweck die
bedingte Varianz eines Prozesses in Abhingigkeit von dessen Vergangenheit zu model-
lieren. Dabei hat sich eine gute Ubereinstimmung dieser Modelle mit Finanzzeitreihen
herausgestellt. Ein wesentlicher Aspekt ist das Auftreten von Volatilitdtsclustern, d.h.
groke Abweichungen treten in Gruppen auf. Die ARCH(p)-Prozesse wurden z.B. von
Weiss (1984) (AR-ARCH-Prozess) und Bollerslev (1986) (GARCH-Prozess) erweitert,
bis zu dem TAR-ARCH-Modell, welches in dieser Arbeit behandelt wird.

3.1.1 Der ARCH(q)-Prozess

Der ARCH(1)-Prozess ist ein Spezialfall des von Engle (1982) eingefithrten ARCH(q)-
Prozesses definiert durch

& = oper mit of = Bo + P&l

= & =1/bo+ A& e

Hierbei seien die e; eine Folge unabhingiger identisch verteilter Zufallsvariablen. Es wird
also insbesondere die bedingte Varianz o2 durch die Vergangenheit des Prozesses model-
liert. Fiir die Stabilitdtsbetrachtung des Modells ergibt sich:

e Fiir 31 = 0 stimmt der Prozess (&);>0 bis auf einen skalaren Faktor mit den
Zufallsvariablen e; iiberein.

e Fiir 81 € (0,1) ist (& )¢>0 stationdr mit endlicher Varianz.

e Fiir 1 € [1,2¢7), wobei «y die Eulersche Konstante bezeichnet, ist (& )¢>0 stationér
mit unendlicher Varianz.

Vergleiche hierzu [7], Abschnitt 8.4, insbesondere Seite 466. Wahrend der ARCH(1)-
Prozess nur von dem vorherigen Wert abhéngt, ist der ARCH(q)-Prozess von q Zeit-
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3 Die Piggyback-Methode

punkten in der Vergangenheit abhingig.

q
& = orer mit of = fo+ Zﬁiﬁf_m

i=1

q
= &= ,|Bo+ Zﬁiftz,i <€y

i=1

3.1.2 Der AR(p)-Prozess

Der AR(1)-Prozess tauchte bereits am Anfang der Stabilitatsiiberlegungen auf. Im Ge-
gensatz zu den ARCH-Prozessen liegt hier der Fokus auf der Modellierung der bedingten
Erwartung. Der AR(1)-Prozess hingt nur von dem vorherigen Wert des Prozesses ab:

§ =1+ e
In diesem Fall 1asst sich eine Rekursion sinnvoll ausnutzen:
m—1
G=a&1+te=a’G otae1+eo=..=a"& p+ Z ey j.
=0

Fiir den deterministischen Teil sieht man direkt ein, dass der Prozess fiir o < 1 stabil ist.
Wie schon erwahnt ist der stochastische Prozess fiir o < 1 stationdr (vgl. [13], Kapitel
4.1). Der AR-Prozess lésst sich verallgemeinern, indem man zulésst, dass der Prozess von
p Werten aus der Vergangenheit abhingig ist:

p
& = Z ;i + ey
i=1

3.1.3 Der AR(p)-ARCH(q)-Prozess
Die beiden Prozessarten lassen sich zum AR(p)-ARCH(q)-Prozess kombinieren:

p q
G= & i+, |Pot Y Bigk e
i=1

j=1

Dabei bestimmt der AR(p)-Anteil die bedingte Erwartung, wahrend der ARCH(q)-Anteil
die bedingte Varianz modelliert. Der Spezialfall & = a1+ /0o + $1&? e mit p=1
und ¢ = 1 wurde von Borkovec, M. und Kliippelberg, C. untersucht. Es stellt sich heraus,

dass der Prozess geometrisch ergodisch ist, falls E[log | + \/Bletl] < 0 erfiillt ist (vgl.
[3], Theorem 1).
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3.1.4 Der TAR-ARCH-Prozess

Eine weitere Verallgemeinerung des AR(p)-ARCH (p)-Prozess ist das FCAR-ARCH-Modell
(functional coefficients AR-ARCH-Modell). Wie der Name des Modells impliziert, soll es
sich bei den a; und §; nicht um Konstanten, sondern um Funktionen a;(&—1,...,&—p)
und 5;(&—1,...,&—p) handeln. Der Prozess hat dann die Form

p

& = ao(&—1,..,&—p) + Z i (§—1, s §—p)&i—i

=1

q
+ 4| B8 Gty s Ebp) + Zﬁ?(ft—l; "'7£t—p)€tz_j - ey

J=1

Liasst man weiterhin Unstetigkeiten der Funktionen zu, so handelt es sich um das TAR-
ARCH-Modell.
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3.2 Annahmen an das TAR-ARCH-Modell

Das TAR-ARCH-Modell, welches wir untersuchen wollen, hat die Form

gt = a(gtfla "'agt*p) + b(é'tfl, "'agt*p) * €,

wobei a,b : RP — R stiickweise stetige Funktionen seien und (e;)s>0 eine Folge unab-
héngig identisch verteilter Zufallsvariablen sei. Die Funktionen a und b seien stetig auf
einzelnen, zusammenhéngenden Teilmengen des RP. Den Rand dieser Regionen nennen
wir Schwellenwerte. Um die Stabilitédt des Prozesses (Xi)i>0 = ((&, ..o, &—p+1))e>0 zu
erhalten, miissen einige Annahmen iiber die Funktionen a, b sowie den Fehlerterm (e;):>0
getroffen werden. Zu beachten ist, dass es sich um Standardannahmen fiir nichtlineare
Modelle handelt. Dass keine stérkeren Annahmen notwendig sind, um die V-geometrische
Ergodizitit zu zeigen, darf als Stirke der Piggyback-Methode angesehen werden.

Die erste Annahme sorgt dafiir, dass es sich bei (X;);>¢o um eine aperiodische, A,-
irreduzible T-chain auf R? handelt. A, sei das Lebesgue-Mafi auf RP.

Annahme 1. Die Verteilung der e; habe eine Lebesque-Dichte f, die lokal weg von 0
beschrankt ist. Ausserdem sei b positiv, lokal beschrankt und lokal weg von Null beschrankt.

Dabei heifit eine Funktion g : R? — [0,00) lokal weg von Null beschrinkt, wenn fiir
jede kompakte Menge A C RP ein M4 > 0 existiert, so dass g(x) > M4, Vx € A. Die
zweite Annahme setzt die Existenz von Momenten voraus.

Annahme 2. FEs gelte sup (1 + |u]) f(u) < oo und E[|e1]™] < oo fiir ein ro > 0.
u€R

Die folgende Annahme beinhaltet insbesondere, dass die Funktionen a(z) und b(z) im
Limes & — oo nicht schneller als linear anwachsen.

Annahme 3. Die beiden Funktionen und

b(ng)E” seien beschrdnkt.

a(z)
T+ ]] i+

Des Weiteren werden a und b als asymptotisch homogen angenommen, d.h. @ und b

konvergieren gegen homogene Funktionen.

Annahme 4. Es existieren ein x. € RP und beschrankte Funktionen a, und b, auf

©:={0 € RP:||0|| =1}, so dass

a(x, + wb) b(zy + wh)

lim sup — a*(é?)’ =0 und lim sup — b*(Q)‘ = 0.
w—00 ge@ w w0 geo w
Zur Vereinfachung nehmen wir z, = 0 an. Man kann leicht folgern, dass a durch

a(x) = ap(z) + a*(x) mit homogenem a*(x) und ag = o(||z||) darstellbar ist. Geht man
némlich von einer Zerlegung a(x) = ag(z) + a*(x) aus, wobei a*(z) homogen sei, dann
muss
ap(wl)  a*(f)w

w w

lim sup
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erfiillt sein. a*(0) und a,(#) hingen nicht von w ab, deshalb folgt a*(0) = a.(#). Dann gilt
aber gerade ag(z) = o(||z||). Solch eine Zerlegung erhélt man auch wenn x, # 0, indem
man einfach den homogenen Teil um x, verschiebt. Der Einfachheit halber beschrinken
wir uns im folgenden auf den Fall z,. = 0. Eine analoge Aussage erhdlt man natiirlich fiir
b(x) = bo(x) + b*(x).

Auch wenn b lokal weg von Null beschréinkt ist, gilt dies nicht unbedingt fiir b*. Oft hat b*

bei ARCH-Modellen die Form b*(z) = \/b%:r% + ... + b2zZ, wobei einige der b; Null sein

kénnen. Sei zum Beispiel by = 0, dann verschwindet b* auf der gesamten x1-Achse und

ist somit nicht lokal weg von Null beschrinkt. Bei der Analyse des homogenen Prozesses

nehmen wir deshalb anfangs die Achsenflichen Hy := {x € RP,min |z;| = 0} aus dem
1

Zustandsraum heraus.

Annahme 5. Fir p > 1 sei max(|a*(z)|,b*(z)) lokal weg von Null beschrinkt auf Rf
und b*(z) sei lokal weg von Null beschrinkt auf RY, = RP \ Hy.

Die letzte Annahme bezieht sich auf die Schwellenwerte des Modells.

Annahme 6. Firp > 1 existieren p—1-dimensionale homogene Hyperflichen Hy, ..., Hy,,
m

so dass a* und b* stetig sind auf RP\ (|J H;). Homogene Hyperfliche bedeutet, dass die
j=1

Fliche durch den Ursprung verlduft.

3.3 Einleitung zur Piggyback-Methode

In diesem Abschnitt wird die Piggyback-Methode vorgestellt, die benutzt wird, um V-
gleichméfige Ergodizitit des Prozesses (X;);>0 nachzuweisen. Der Prozess (X;);>o ist
gegeben durch

Xt = (& s §t—pr1) mit
& = a(&—1, - &—p) +0(&—1, -, Ei—p)er.

Der Prozess (§:)>0 ist keine Markov-Kette, da er von p Werten aus der Vergangenheit
abhingt und nicht nur von dem vorherigen Zustand. Aus diesem Grund betrachten wir
den Prozess (Xi)i>0, bel dem es sich um eine Markov-Kette handelt (vgl. Bemerkung
1.4). Der Vektor X, ist gerade so gewéhlt, dass er in der ersten Komponente den Wert &,
enthélt und der Vektor X;_; die p vergangenen Werte, von denen &; abhingt. Demnach
héngt X; nur von X;_; ab. Definiert man den homogenen Prozess

X: = (5:7 '”7§:7p+1) mit

& =a" (&1, "‘751;‘;])) + 0" (&1, ---75t*fp)€t
sieht man schnell ein, dass es sich um eine Markov-Kette auf RE handelt. Aufgrund der
Homogenitét von a* und b* ist der homogene, normierte Prozess (6;):>0 gegeben durch
X*
gF =
Clxyl

*
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3 Die Piggyback-Methode

eine Markov-Kette auf © = {z € RP, ||z|| = 1}.
In Kapitel 2 "Stabilitdt und geometrische Ergodizitit” wurde gezeigt, dass eine Markov-
Kette geometrisch ergodisch ist, falls die Drift-Bedingung (2.8),

AV(%) < —ﬂV(Z’) + bl{xgc},

fiir eine petite Menge C erfiillt ist. Wir werden die Drift-Bedingung allerdings nicht direkt
zeigen, sondern mit Hilfe der Piggyback-Methode (2.9),

(1 + [ X

limsup £ |v(Xpy1) — v(Xy) + log 1+ || X

[[z]|—o0

> ’XO :x] <logp1 <0,

aus Lemma 2.17 nachweisen. Die Piggyback-Methode geht nun folgendermafen vor:

e Wir zeigen, dass es sich bei (X]);>0 und (6;)i>0 um aperiodische, i-irreduzible
T-chains handelt.

e Der homogene, normierte Prozess (6;):>0 ist gleichméfig ergodisch und
log p = //log (H(a*(ﬁ) +b*(0)u, 61, ...,Hp_l)H>f(u)7r(d¢9)
© R

ist wohldefiniert.

e Mit Hilfe der gleichméfige Ergodizitdt leiten wir die near-equilibrium Gleichung
fiir eine Testfunktion v(0) her, die stetig auf ©,, C © ist. Dieser Schritt bildet
den Schliissel der Piggyback-Methode. Ausgehend von v ldsst sich ndmlich eine
Testfunktion V fiir die gesuchte Drift-Bedingung konstruieren (vgl. Lemma 2.17).

log(V(Xn+1))
log(V/(X»))
unter der Bedingung Xy = « fiir grobe x, dann kann eine Testfunktion konstruiert

werden, um V-gleichméfige Ergodizitat von (X;)i>0 zu erhalten.

e Falls cine Funktion V existiert, so dass negativen Erwartungswert hat

e Die entscheidenden Eigenschaften, um dies zu zeigen sind die near-equilibrium Glei-

chung, die Stetigkeit von v(#) auf O, , und die Eigenschaft, dass sich % und ‘é—z”
t

mit hoher Wahrscheinlichkeit in derselben kompakten Menge D aufhalten.

e Schlieklich zeigen wir, dass die Stabilitdtsbedingung scharf ist. Hierbei nutzen wir
aus, dass log p mit dem Lyapounov-Exponenten iibereinstimmyt.

Der Kern der Piggyback-Methode soll noch einmal hervorgehoben werden: Aufgrund der
gleichméhigen Ergodizitdt von (6} );>0 lésst sich eine Testfunktion v finden, welche die
near-equilibrium-Gleichung erfiillt. Die besagte Gleichung weist bereits eine deutliche
Analogie zu (2.9) auf. Basierend auf v konstruiert man eine Testfunktion V', welche der
Drift-Bedingung geniigt.
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3 Die Piggyback-Methode

3.4 Der homogene, normierte Prozess (6;);>¢

Auf R? legen wir das Lebesgue-Mafs A\, zu Grunde. Nach Annahme 1 besitzen die e; eine
Lebesgue-Dichte. Auf dem Zustandsraum © = {z € RY, ||z|| = 1} von (6]):>0 hingegen
betrachten wir das Oberflichenmafs Ag. Dabei gilt die Beziehung

Ao(A) =p- Ay <{x eR?, ﬁ € A, ||z|| < 1}) LA € B(RP).

Die Hauptergebnisse dieses Abschnitts sind die gleichméfige Ergodizitit von (65 )i>0
und die daraus resultierende near-equilibrium-Gleichung (3.11). Eine weitere wichtige
Eigenschaft ist die Stetigkeit der Testfunktion v auf einer Teilmenge von ©. Die beiden
letzteren Resultate werden explizit fiir die Abschitzung von (2.9) benotigt.

3.4.1 Die gleichmiRige Ergodizitdt von (6;):>¢

Um die gleichméfige Ergodizitdt von (0} );>0 nachzuweisen, zeigen wir, dass der Zu-

standsraum © petite ist (vgl. Satz 2.16 iv)). Da es im allgemeinen nicht leicht ist eine

petite Menge zu bestimmen, zeigen wir dass (6f):>0 eine Ag-irreduzible T-chain ist. In

diesem Fall ist jede kompakte Teilmenge des Zustandsraums petite (vgl. Satz 1.26).

Analog zu RY, = RP \ Hy definieren wir ©, = O \ Hy, wobei Hy = {z, min |z;| = 0} die
7

Menge der Achsenflichen bezeichnet.

Satz 3.1. Seien Annahmen 1, 4 und 5 vorausgesetzt. Dann gilt:
i) (Xt)i>0 ist eine \,-irreduzible, aperiodische T-chain auf RP.
i) (X[ )0 ist eine \p-irreduzible, aperiodische T-chain auf RY..

i) (0f)t>0 ist eine Ag-irreduzible, aperiodische T-chain auf © .

Beweis: (vgl. [6], Lemma 5.1 und Lemma 5.2)

i) (vgl. [4], Theorem 2.2 ii) und Example 2.1)

ii) Sei g"(w,-) die n-Schritt Ubergangsdichte fiir den Prozess (X;);>0 auf RY. Nach An-
nahme 1 und Annahme 5 ist b* und die Dichte der e; weg von Null beschriankt. Dem-
nach ist ¢"(z,-), Vo € RY, weg von Null beschrinkt und wohldefiniert fiir n > p. Falls
n < p, ist mindestens eine Komponente von X, durch X; festgelegt. Es lasst sich dann
eine Menge B € BT (RY) finden, welche diese Komponenten nicht enthilt. In diesem
Fall wire die Ubergangswahrscheinlichkeit P"(x, B) = 0 und damit die Ubergangsdichte
g% (z, A), YA C B gleich Null. Zur Veranschaulichung wihlen wir p=2. Sei X; = (10, 1),
dann gilt fiir Xy = (&2, 10), dass die zweite Komponente fest ist. Xy kann keine Menge
erreichen, die als zweite Komponente nicht die 10 enthélt. Fiir X3 dagegen ist jede Menge
mit positiver Wahrscheinlichkeit erreichbar.

Wir zeigen die \p-Irreduzibilitit von (X} );>0. Sei A € BY(RY) und n > p, dann folgt

P (z,A) = / g (x,y)A\p(dy) > 0, Vo € R?,
A
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3 Die Piggyback-Methode

da ¢g7(z,-) weg von null beschriankt ist. Damit ist insbesondere L(x, A) > 0 und somit
(X})i>0 Ap-irreduzibel. Weiterhin ist R, absorbierend, denn es gilt

P.B2) = [ gy

X

~ / g (1) (dy) — / 6 () pldy) = 1,
Rp

Hy

da Hy eine A\, Nullmenge ist.
Als néchstes zeigen wir, dass es sich bei (X} )¢>0 um eine aperiodische handelt. Sei C eine
small Menge, d.h es existiert ein Maf v, so dass

P™(x,B)>v(B) >0, Vx € C, B e B(RY)und m > p.

Die Existenz einer solchen Menge ist durch Satz 1.16 gesichert. Um die Periode des
Prozesses zu bestimmen, miissen wir den grohten gemeinsamen Teiler der Menge

Ec ={n>1, Cist vy-small mit v, = v, fird, >0}

ermitteln (vgl. (1.9)). Dazu betrachten wir die Wahrscheinlichkeit ausgehend von z € C
eine Menge B € BT (RY) zum Zeitpunkt m-+k zu erreichen, k > m > p. Eine Anwendung
der Chapman-Kolmogorov-Gleichung (1.3) liefert

PR (g B) = /Pm(x,dy)P'“(y, B)
X

> /Pm(fc,dy)Pk(y, B)

B
P™(z, B) inf P*(y, B)

yeB

v

> v(B)3. (3.1)

O = in}fg P*(y, B) ist dabei fiir alle k > m gréfer als Null, da (X;);>0 Ap-irreduzibel ist.
ye -

(3.1) ist deshalb zum Beispiel fiir die Zeitpunkte m + p + 1 und m + p + 2 erfiillt. Die
Periode betrégt deshalb ggT(E¢) = 1 und die Markov-Kette ist aperiodisch.

Bleibt noch zu zeigen, dass es sich bei (X} )¢>0 um eine T-chain handelt. Nach Satz 1.25
ist dies der Fall, wenn K, , eine in z nichttriviale, stetige Komponente T, besitzt. Zur
Erinnerung: T ist eine stetige Komponente von K, falls T' ein substochastischer Kern,
T'(-, A) unterhalbstetig ist und

Kolz, A) > T(z, A), z€X, AeB(X) (3.2)

gilt. Fiir jedes z € RY sei G, eine offene Menge, die z enthiilt und dessen Abschluss
kompakt und in R enthalten ist. Dann definiert

T.(e, ) = 16.(2) [ inf g2 (u,y)0,(d), A € BED),
A
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einen stochastischen Ubergangskern auf R, denn T, (z,-) ist offensichtlich ein Maf und
T, = (-, A) ist wegen A € B(RY) und G, € B(RL) messbar.
Fiir z = 2 verschwindet T (z, ) nicht identisch, denn fiir A € B (RY) folgt

T.(2,A) = 16.(2) / inf g% (u,y)p(dy) = / nf g% (u,y)Ap(dy) > 0,
A A

da ¢%(z,-) weg von Null beschrinkt ist. T.(z,-) ist demnach nichttrivial. Weiterhin ist
T.(z,A) fiir jedes A € B(RY) eine unterhalbstetige Funktion, da das Integral nicht von
der Variablen x abhingt und 1¢. () unterhalbstetig ist (vgl. Uberlegung nach Definition
1.23). Als letztes muss noch (3.2) gezeigt werden. Es gilt:

T.(z, A) = 1¢. (x) / inf g7 (u, ) Ap(dy)

ueGy
A

< /g’i (z, ) A\p(dy)

A
= PP(x, A).

(3.2) ist also fiir K, (v, A) erfiillt. Damit ist der Beweis von ii) vollsténdig.
iii) Fur jede Menge A C © definieren wir Cy4 = {z € Rg,Hi—” € A}. Die bedingte

Wahrscheinlichkeit eine Menge A € B(0,) zu erreichen ist gegeben durch
P6f € Alf; =60) = P(X] € Ca|X; = cb), fur alle A,t,c,0.
Alle Aussagen fiir (0} );>0 lassen sich somit auf die Uberlegungen aus ii) zuriickfiihren. O

Wie in Kapitel 1 "Markov-Ketten” erwahnt, reicht es nicht aus die \,-Irreduzibilitéit
zu fordern. Es muss zusétzlich gezeigt werden, dass das Mafs A, maximal ist. Dies kann
man sich aber leicht iiberlegen, da die e; eine Lebesgue-Dichte besitzen. Bis jetzt wurde
gezeigt, dass (0] )¢>0 eingeschrénkt auf ©, eine Ag-irreduzible T-chain ist. In diesem Fall
ist jede kompakte Menge in ©, petite. Im néchsten Lemma wird eine kompakte Menge
konstruiert, die von jedem 6 € O erreicht werden kann. Daraus folgt, dass auch © petite
ist.

Lemma 3.2. Seien Annahmen 1-5 vorausgesetzt. Fiir jedes € € (0,1) ewistiert eine
kompakte Menge C C ©,, so dass folgendes gilt:

i) P07 €Cloy=0)>1—¢, firalleb € C, (3.3)
i) P(0, € Cl0y =0) > 1 — pe, fiir alle € ©. (3.4)

Beweis: (vgl. [6], Lemma 5.3)
i) Sei 6§ = 0, 0 € C. Die Wahrscheinlichkeit, dass sich 7 in C befindet, muss durch

PO €Cloy=0)>1—c¢
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abgeschiitzt werden. Zunéchst konstruieren wir die kompakte Menge C' gegeben durch
C:= {9 = (617 "‘70]7)7 ‘61’ > ch}/ii,i = 1, ,p}

Die Bedingungen von C lassen nur einen solchen Prozess zu, der einen bestimmten Ab-
stand zu den Achsenflichen hilt. Die Menge C ist kompakt, da sie abgeschlossen und
als Teilmenge von © beschriankt ist. Es miissen nun €. und ~ so bestimmt werden, dass
(3.3) erfiillt ist. Die folgenden Abschéitzungen sind dabei hilfreich. Sei |u| < M, dann gilt

la*(0) + 0" (0)u| < max([a™(0),0"(0)) - [1 + ul
< sup max(|a*(0)[,b"(0)) - (1 + [u])
< Lguwp(1+ M),

mit Lgyp, := sup max(|a*(0)|,b*(6)). Nach Annahme 3 sind a(6) und b(#), wegen ||6] =1
9co

beschrénkt, Lg,p ist deshalb endlich. Fiir den Vektor (a*(0) + b*(8)u, 01, ...,0,—1) folgt
dann

1(a”(6) + 0™ (0)u, b1, ..., Op—1) || < [a"(0) + 0" ()u| + [|0]]
< Lop(1+ M) +1:=+. (3.5)

Dies sei das 7y, welches die kompakte Menge C' bestimmt. Als néchstes untersuchen wir,
wann sich

0F — (a*(@) + b*(@)el, 01, ..., Hp_l)

P (@ (0) + 07 (O)en, 01, ... Op 1 )|

in der Menge C' befindet, falls schon 6§ = 0 aus C stammt. Wendet man (3.5) auf die
erste Komponente an, folgt

[a”(6) + b*(O)ei]
[(a*(6) + b*()e1, 01, ..., Op—1)]

!
2 10 (0) £V Oy 2 ey

Die erste Komponente von 67 erfiillt also die Bedingung der Menge C, falls
la*(0) + b*(0)e1]| > ec und |[(a*(0) +b*(0)e1, 01, ...,0,—1)| < 7. Fiir die weiteren Kompo-
nenten, ¢ = 2, ..., p, ehéllt man wegen 6 € C

‘91?1’ 60'7_(i_1) —it+1-1 i
07); = > =€cy " =ecy .
N [ R (T ey R &
07 liegt in C, falls ||(a*(0) +b*(0)e1, 01, ...,0p—1)|| < v und |a*(8)+b*(0)e1| > €. Die erste
Ungleichung folgte unter der Annahme |e;| < M. Fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit
ergibt sich demnach

(0) + b*(0)er| > ec, [|[(a*(8) +b*(0)er, 01, ., 0p—1)|| < )

P(6; € Clo; = 0) > P(
> P(|a*(8) + b*(0)e1| > eo, |e1] < M). (3.6)

(I

a*
a*
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Bleibt zu zeigen: Zu jedem € € (0,1) kénnen €. und M so gewihlt werden, dass
P(la*(0) + b*(0)er| > ec,ler] < M) >1—e.

Die notwendige Abschétzung fithren wir im Detail durch, da sie im spéteren Verlauf der
Arbeit in dhnlicher Form noch einmal auftritt. Sei e, € (O W), wobei 5 > 0 und
max(|al, 5) > 0. Fiir |a + fe:| < e folgern wir

la + Be] < ec
<~ —ec < a+fe; <ec
< —a—¢€c < Bet < —a+ee
—a—€ —a+€
& —< et <——=
B B

Die Wahrscheinlichkeit desselben Ausdrucks ldsst sich dann mit einem Integral iiber die
eben ermittelten Grenzen berechnen:

—a+€C

B
Pla+fel<ec)= [ fladu
—a—€Q
B
—a+€C
5
< sup(1+|ul)f /
—a— EC
—a+eo
< / L g
< 2.
B+ 2|
—a—ec

Die letzte Zeile erhdlt man mit der Definition L := sup(1+ |u|) f(u) und der Substitution
z = Pu. Fiir das Integral benutzen wir die Standardabschétzung

—a+ec

1
max e ——
ﬁ + ‘Z| zE[—a ec,—atec] ﬁ + ‘Z|

—a—ec

Das Maximum ermitteln wir, indem wir das Minimum von |z| suchen.

o Falls 0 € [—a — €¢, —a + €] liegt das Minimum von |z| natiirlich bei |z] = 0. In
diesem Fall sieht man leicht ein, dass |a| — e < 0 ist.

o Falls 0 ¢ [—a — €0, —a + €¢], wird |z| minimal fiir |z] = |a| — €¢. Auferdem folgt
|Oé’ — €c > 0.
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Das Minimum von |z| wird also angenommen durch max(|a| — €c,0). Fir das Integral
ergibt sich

—a+tec

| g2 !
——az € .
B+12" = "B+ max(jal — . 0)

—a—e€c

Wihlt man €. € (0, W) gilt fiir den Nenner

max(|e, §)

B + max(|a| — €,0) > 5 ,

denn:

e Fiir § > |a| ist dies klar, da max(|a| — €-,0) > 0 und 5 > g

laf

e Falls § < |a, folgt die Aussage wegen max(|a| —ec,0) > 5 und 3> 0.
e Wenn [ = |a, gilt max(|a| — €-,0) > 0 und wiederum g3 > g

Wir haben also gezeigt
4ecL

P(|a+/6€t| § Ec) S m

Mit der Definition Liy¢ := gncf) max(|a*(0)|,b*(0)), wobei Lin¢ nach Annahme A5 grofer
€
Null ist, erhélt man abschlieffend

dec L
P(la+ Ber| < ec) < 7. (3.7)
inf

Falls = 0 ist (3.7) trivialerweise ebenfalls erfiillt, da |o + fe:| = |a| > €. Wahlt man

jetzt e € (0, Liznf), setzt ec = ﬁ und definiert M aufierdem durch

Ling

P(les] > M) < ec,
dann ergibt sich
P(la"(0) +b"(0)es] > ec, ler] < M) =1 — P({[a"(0) +b"(0)es| < ec} U{les] > M})

> 1 4L € i €
- Ling 1+ 1445

1+ A)e
zlfﬂzke. (3.8)

4L
1 + Ling
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Die gesuchte Abschéitzung wurde damit gefunden:

P67 € Clog =0) > P(|la*(6) +b"(0)e1]| > € |(a*(0) +b"(0)e1, 61, ....0p—1)]| <)
> P(la*(0) +b*(0)er| > € ler] < M) (3.9)
>1—e

In der ersten Zeile wurde dabei (3.6) verwendet.

ii) Die zweite Behauptung zeigen wir mit Induktion iiber p.

Induktionsanfang: Wenn p—1, dann ist der Zustandsraum von (X );>0 gleich R und der
Zustandsraum von (6f)¢>¢ gleich © = {—1,+1}. Der Vektor

« [ a*(0) +0b"(0)er
’ <|a*<9> T b*(@)en)

¥ =
besteht dann nur aus einer Komponente. Fiir 5 = 6 mit 6 € © ist der Induktionsanfang
deshalb durch (3.9) erfillt.

Induktionsvoraussetzung: Aussage ii) gelte fiir alle k = 1,...,p.

Induktionsschritt: p — p + 1.

Zu zeigen: P(0,,., € Cl0f =0) >1— (p+1)e, V0 € O.

Um den Induktionsschritt durchfithren zu koénnen, muss man sich klar machen, dass
bei Aussage ii) die Anzahl der Schritte p mit der Dimension des Zustandsraumes RP
iibereinstimmt. Zwecks Hervorhebung der Dimension, schreiben wir in diesem Teil des

Beweises

0, :={z € R, ||z|| = 1} und Cp := {0 = (01, ...,0,),|0:] > ecy ',i = 1,...,p}.

Nach diesem Beweis verzichten wir der Einfachheit halber wieder auf die Dimensionsin-
dizes. Es sind nun zwei Prozesse zu unterscheiden. (9; +1.4)t>0 sei der homogene Prozess
auf ©p41 und (6} ;)s>o sei der homogene Prozess auf ©,. Wir wenden also die Induktions-
voraussetzung auf den p-dimensionalen Prozess 0 ; anwenden, um die Aussage fiir den
p-+1-dimensionalen Prozess 6, , zu beweisen. Mit der Chapman-Kolmogorov-Gleichung

erhdlt man

P(Oypr1p+1 € Cpialpy10=0) > gi/régp(el:'i‘lap'f‘l € Cpr1l0p41,, = 0)
Wir fassen jetzt C), als Teilmenge von O,y auf, bei der die (p + 1)-te Komponente
beliebig ist. Wenn wir |a*(0)+b"(6)e:| > €. unabhéngig von der Dimension von 6 fordern,
geniigt es zu untersuchen, wann sich 6 ¢ in C), befindet, da die (p + 1)-te Komponente

von 6., fiir C), unerheblich ist. Deshalb folgt mit A = C), unter Verwendung der
Induktionsvoraussetzung

P01 p+1 € Cptalbpi10=10)
> inf P(0)1 41 € Cpr1|0i1, =0) - P05, € Cplt o =0)

0'eCyp P

> Jnf P(0511p41 € Cpralbprap =0) - (1 —pe).
p
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Bleibt noch der linke Term abzuschitzen. Die abkiirzende Schreibweise
w*(@, u) = (CL*(H) +b0*(0)u, by, ..., Hp_l)

fithren wir ein, um die weitere Analyse der verschiedenen Prozesse zu vereinfachen. Ana-
log zu Teil i) erhélt man dann

|a*( o1 )+b*(9*+1 Jept] 1
(01 pp)1] = b2 L > €cy” und
et [w* (6511 pr ps1)l
[(0541,)i-1] ecy i e
’( ;+1,p+1)i’ = HUJ*(HZ 2 e +1)|| 2 < ~ = €7 17 furZ - 277p+ 17
p+1,p> =P

falls |a*(6)) + b*(0y)ep+1| > €c und ep1 < M (vgl. (3.6)). Die Induktion ist an dieser
Stelle vollstindig, denn

P01 p+1 € Cpt1|bp410=10)
> einf P(Opi1p41 € Cpralbpinp = 0') - (1 — pe)
'€Cy
> P(la"(0p41,) + 0" (Opi1p)ept1] = €cyeprr < M) - (1 = pe)
>(1—¢€)-(1—pe)>1—(p+1)e.

In der letzten Zeile wurde dabei (3.8) verwendet. O

Das letzte Lemma hatte den Sinn eine kompakte Menge zu definieren, die von dem
(0 )e>0 erreicht wird und die von jedem Zustand aus O gleichméfig erreichbar ist. Mit
diesen Gegebenheiten kénnen wir uns dem Nachweis der gleichméfhigen Ergodizitdt der
Kette (6f)¢>0 zuwenden.

Satz 3.3. Seien Annahmen 1-5 vorausgesetzt. Dann ist (0} )t>o eine gleichmdfig ergodi-
sche T-chain auf ©.

Beweis: (vgl. |6], Theorem 3.1)

Nach Satz 3.1 iii) ist die Markov-Kette (6f)¢>0 eingeschrinkt auf ©« eine Ag-irreduzible,
aperiodische T-chain. (0]):>o besitzt diese Eigenschaften aber auch auf ganz ©. Nach
Start in © hélt sich (0f)¢>0 fir ¢ > p wegen max(]a*(0)],b*(0)) > 0 (vgl. Annahme 5)
Ao-fast sicher in © auf. Aufgrund der A\g-Irreduzibilitit des Prozesses auf © « impliziert
dies die A\g-Irreduzibilitit auf ©.

(0f)¢>0 ist gleichméfig ergodisch, wenn der Zustandsraum O petite ist (vgl. 2.16 iv)).
Satz 1.26 liefert, dass fiir eine t-irreduzible T-chain jede kompakte Menge petite ist.
Demnach ist die kompakte Menge C' aus Lemma 3.2 fiir (0} );>0 eingeschréankt auf ©,
petite (vgl. Satz 3.1). Man sieht leicht ein, dass C auch fiir den Prozess auf © petite ist,
da sich ©® und O, nur um eine A\g-Nullmenge unterscheiden. Lemma 3.2 ii) zeigt, dass
C von © aus gleichmifig erreicht wird und somit selbst petite ist (vgl. Satz 1.21). Der
Satz ist damit bewiesen. O

Die wichtigste Eigenschaft, die wir in dhnlicher Form fiir den Ausgangsprozess (X¢)¢>0
zeigen wollen, haben wir jetzt bereits fiir die Hilfskette (6f):>0 bewiesen.
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3 Die Piggyback-Methode

3.4.2 Die near-equilibrium-Gleichung

Die gleichméfige Ergodizitit spielt die entscheidende Rolle bei der Herleitung der near-
equilibrium-Gleichung, der wir uns als néchstes widmen. Die near-equilibrium-Gleichung
liefert spéter einen wichtigen Beitrag zum Beweis der V-geometrischen Ergodizitdt von
(X¢)t>0. Es sei noch einmal an die Schreibweise w*(z,u) := (a*(x) + b*(z)u, 1, ..., Tp—1)
erinnert.

Satz 3.4. Seien Annahmen 1-6 vorausgesetzt. w*(0,e1) stelle den homogenen Prozess
X1 zum Zeitpunkt 1 mit Start in 0 dar.
p set gegeben durch

pmesp ([ [ tos (@0l ) dur(an)). (3.10)

wobei w die stationdre Verteilung von (05 )i>0 bezeichne. Dann existiert fir jedes € > 0
eine beschrinkte Funktion v : © — R, so dass

sup
0co

Beweis: (vgl. [6], Lemma 5.6)

Bevor wir die near-equilibrium-Gleichung beweisen, muss die Wohldefiniertheit von p

sichergestellt werden. Wir zeigen, dass die Menge {|log (||w*(0,e1)]) |}oco gleichmifkig

integrierbar ist. Es ist nachzuweisen, dass

E [vwr) ~0(6) + log(ur (6, ) )]0

= 0} - logp’ <e. (3.11)

lim SHP/UOg [w* (0, u) )| 1{]10g(|[w* @,e1) )=} f (w)du = 0.

¢/ gco

Betrachten wir also das Integral

sup / [ og ([[w* (0, w)1) |£/(2) L g0 0,09

0ce

< Sup/ [ log (la™(6) + 0" (O)ul + 1) [f (w)1{jax (0)+b+(0)u|>ec} du

0€O

< SUP/ [a™(0) + 0" (0)ul f(w)L{ax(0)+b* (O)u|>ecrdu

0coe
< L- Lsup / 1{‘a*(9)+b*(9)u|2€e}du.

Die Wahrscheinlichkeit, dass |a*(0) + b*(0)e1| > €€, strebt aufgrund der Beschranktheit
von max(|a*(0)],b*(9)) fiir ¢ — oo gegen Null. {|log(|[w*(8,e1)||)|}oco ist somit gleich-
mékig integrierbar und der Erwartungswert von |log(||w*(6,e1)||)| deshalb endlich. p ist
daher als Integral iiber den Erwartungswert von log(||w*(6,e1)||) beziiglich m wohldefi-
niert.

Um die near-equilibrium-Gleichung zu beweisen, definiert man die beschrinkte Funktion

q(0) == Elog([|w*(0, e1)]])-
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3 Die Piggyback-Methode

An dieser Stelle fithren wir die wichtige Testfunktion

T-1

vO) =3 E[qw:)

t=0

05 = 9] (3.12)

ein. Zu beachten ist, dass v als Summe von ¢(6;) ebenfalls beschriankt ist. Betrachtet

man v(07), wobei 07 = %, erhélt man
T-1

T
E[ (67) 90:0*} ZE[ (67)
t=0

v(07) unterscheidet sich von v(6) nur um den ersten und letzten Summanden:

o=l -] 5 el

t=1 t=0

E[ (07) 90—9} {Q(%)

93_9}

Umstellen und Ausnutzen der Projektivitdt der bedingten Erwartung sowie der Unab-
héngigkeit von e; und 6 ergibt
0y = 9]

S
:9]_

05,0 ~ 08| = | |at0p)

E[u(&f) ~v(0)+E [q(@é)

93:9] 0 =0|=F E[q(&i})

93:9]

o B|v161) ~ v(6) + 05| 5 = o] = B |at6i) o

- E[uwf)—v<9>+1og<||w*<e,e1>u> 0= 0| = B|q07)o

Es muss jetzt folgende Differenz abgeschétzt werden:

‘E [uwr) — 1(8) + log(w* (6. e1) )

65 :9] —logp‘.

Ruft man sich in Erinnerung, dass es sich bei logp um ein Integral {iber die Funktion
q(0) handelt, erkennt man

o)

o — 9] logp‘ ’/ PO € dyl6r = 6) — /q(ﬁ)w(dﬁ)’ .

Aufgrund der gleichméRigen Ergodizitét von (67 )i>0 und der Beschréinktheit von ¢ exis-
tieren R < oo und r < 1, so dass

Rr”

IN

[ awp@; e dss =0~ [ q(@)w(dm]
S ‘E[qw;)

05 :0} —logp‘ <RI VT'>1,0c0, AcB(RP)
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3 Die Piggyback-Methode

(vgl. Satz 2.16 ii)). Wahlt man T so grok, dass Rr!T < e, erhilt man die gewiinschte
Abschétzung

‘E [uwr) — 1(8) + log(w* (6, e1) )

05 —9} —logp’ <e.

3.4.3 Die Stetigkeit von v

T
Als néchstes weisen wir die die Stetigkeit von v(0) = Y F {q(@f )
t=0

05 = 9} auf einer Teil-

m
menge von © nach. Die Funktionen a¢* und b* sind selbst nur auf der Menge © \ J H;

j=1
stetig. Deshalb kommt auch nur diese Menge fiir die Stetigkeit von v in Frage. Die folgen-
de Definition geht aber noch weiter. Die Abbildung F': © — © permutiere einen Vektor
0 durch die Vorschrift

FO = (03, ....0,,01).

FF sei die k-fache Hintereinanderausfithrung von F und die inverse Abbildung sei durch
F~10 = (60,,601,...,0,_1) gegeben. Dann definiere

O ={0€0,, F*9¢ Hj,j=1,....m; k=0,....p—1}.

Die Menge schliefst zum einen aus, dass sich 6 an einer der Unstetigkeitsstellen befin-
det, zum anderen wird nicht zugelassen, dass sich der Prozess (6}):>0, der sich durch
Permutation von p-1 Komponenten des vorherigen Zustands ergibt, mit fortschreitender
Zeit einer Unstetigkeitsstelle anndhert. Fiir die gewlinschte Stetigkeitsaussage benotigt
man ein Lemma, welches analog zu Lemma 3.2 formuliert wird. Die Modifikation besteht
darin, dass ©, durch ©,, ersetzt wird.

Lemma 3.5. Seien Annahmen 1-6 vorausgesetzt. Fir jedes € € (0,1) existiert eine
kompakte Menge D € O, so dass

P67 € D|0; =0) >1—€ firalled € D. (3.13)

Beweis: (vgl.[6], Lemma 5.4)

Der Beweis verlauft analog zu dem Beweis von Lemma 3.2. Man priift unter welchen
Bedingungen sich 67 in der kompakten Menge D befindet, wenn schon 6; in D ist und
schitzt diese Wahrscheinlichkeit ab. Die Menge D wird allerdings etwas anders gewé&hlt.
In Lemma 3.2 wurde C so konstruiert, dass jede Komponente von 6 einen bestimmten
Abstand zu den Achsenflichen hélt. An D stellen wir zusétzlich die Forderung, dass der
Abstand zu den Unstetigkeitsstellen einen gewissen Betrag nicht unterschreitet. Wahlt
man zu jeder homogenen Hyperfliche H; einen Vektor h; € RY. der orthogonal auf H;
steht, dann ist 6 genau dann in ©,,, wenn das Standardskalarprodukt ‘<hj,Fk«9>‘ #£0
ist, fir alle j = 1,...,m; k =1,...,p. Der Abstand des Vektors F*# zur Fliche H; wird
durch den Betrag des Skalarproduktes mit dem entsprechenden Vektor h; gemessen.
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3 Die Piggyback-Methode

Aufgrund der Abbildung F ist die Definition (h)p+1 := (h)1 bzw. 0p41 := ) sinnvoll, um
das Skalarprodukt zwischen h und F*@ zu berechnen. Es gilt:

i=p i=p

(h F50) = (0O = > (W)ppsi - 0

i=1 i=1
Die kompakte Menge D definieren wir durch
D:={0 € C,|[(h;, F*0)| > epy ™", fiir alle j =1,....,m; k=0,...,p— 1},

wobei C € O die kompakte Menge und v die Konstante aus Lemma 3.2 sind.
Es muss gepriift werden unter welchen Bedingungen \<hj,Fk9’1">| > epyF gilt, wenn
schon | (hj, F*0) | > e,y erfiillt ist. Hierzu mochte man eine Beziehung zwischen den
beiden Skalarprodukten herstellen. Betrachtet man die Differenz
or — F~1p _ (a*(8) +b*(0)er, 01, ...,0p—1) B (0p,61,....0p—1)
[[w*(0, e1)]] [[w*(6, e1) | [[w*(6, e1)|

erkennt man, dass sich die Vektoren nur um die erste Komponente unterscheiden. Wendet
man auf beide Vektoren die Abbildung F* an, unterscheiden sie sich um die (p—k+1)-te
Komponente. Durch Umstellen der Gleichung ergibt sich fiir das Skalarprodukt

[(hj)p—ks1 - (a*(0) + b*(0)er — 0,) + (hy, F*10) |

|w* (0, e1)| : (3.14)

|y, F*61)| =
Nimmt man ||(a*(0) + b*(6)e1, 61, ...,0p—1)|| < v an, sind zwei Fille zu unterscheiden:
1. Gilt (hj)p—k+1 = 0, dann folgt

| (hy, F*10) |
gl

—k+1

[(hj, F*07)| > > €py > epyF

In diesem Fall erfiillt 6] die Bedingung fiir die Menge D.
2. Falls (hj)p—k+1 # 0, betrachten wir die Wahrscheinlichkeit, dass

[(hj)p—ks1 - (a*(8) + b (O)er — By) + (hy, F*16) |
Y

k

> €pY

gilt. Dies ist dquivalent zu
(hy, FE10) | epy 1!

(hj)p—tk+1 | — (hj)p—tt1

(a”(6) + b"(0)er — bp) + (3.15)

Um die Ubersicht zu bewahren, definieren wir
Lmin,h = I?lkn {(hj)ka (hj)k 7'é 0} und

h.’Fk—lg
Op = W , wenn(h;)py1-k # 0

Ujk =
, wenn(h;)pr1—k = 0.
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Als Ergebnis fiir den 2. Fall halten wir fest

—k+1

* — * * E
P(|(hy, F¥07)| > epy ™) > P(ja*(8) + b*(B)er — ujp] > 20—

Lmin,h )

Nach diesen Voriiberlegungen lasst sich die Wahrscheinlichkeit P(67 € D|65 = 6) ab-
schitzen. Beachte, dass j bzw. k die Werte 1,....m bzw. die Werte 1,...,p annehmen kann.

P(6; € DIy = 0) > P(60} € C,[|67]| <, [(hj, F*0)| > epy ™", Vi, k|6 = 0)
,y—kz-i-l

* € . *
> P(0; € C 07 < 7, 1a"(0) + b (O)er — uspl = Z— ¥, 4]0 = 0)
min,h
>1- P01 € C[I07] <~}°165 = 0)
€ —k+1
* * p7 . c
— P({|a"(0) + b*(8)er — uji| > Livvja k)
min h
=1-P({0; € C,[|61]| <~}°l65 = 6)
ED,y—k—‘rl
— P(la™(8) +b"(8)er — ujp| < o A— fiir irgendein j,k) (3.16)
min,h

Nach Lemma 3.2 existiert ein €, so dass

P07 € C,||(a™(0) +b"(0)er, 01, ....0p—1)|| < v|0g=0) >1—

N ™

= P({0; € C.[|(a"(0) + 5 (O)er, 01, . 6,-1)| < 7}°165 = 0) < 3.

Der Term (3.16) wird analog zu (3.7) in Lemma 3.2 abgeschétzt:

L-2c
P(la*(0) +b*(0)er —ujp] < c¢) < ————.
("(6) + " (O)er — sl < 0) < 2
oeC
Fiir ¢ = T ¢, ergibt sich damit
Lo €0 ergibt sich dami
epry Rt
P(la*(0)+b"(0)er — uj k| < 5 fiir irgendein j, k)
min,h
* * 6D77k+1

= P {10 (0) + B (O)er — il < L))

ik min,h

m —k4+1
* * GDV
< ZZP(\G (0) + b (O)er —win] < “F—)
7=1 k=1 ’
< L 2epytk
= mp -
f b* me

inf b(9) b
< mp L 2epy?
- inf b*(0) Liinn’

Inf b*(0) Lunin,
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3 Die Piggyback-Methode

Lmin,h ngf b* (0)

da~y >1 (vgl. (3.5)). Wéhlen wir ¢, = -€, folgt schlieflich die Behauptung:

dmpyL

P07 € DIfg = 0) = 1= P({67 € C, [[(a"(0) + b"(0)e1, 01, ... Op-1)|| < ~}°|65 = 0)

GD,y—k—‘rl
— P(||(a™(8) + 0" (0)er — ujkll > 5 fiir irgendein j, k|6 = 6)
2L EpY
>1— < -
=572 T " (0) Lonnn
e
=1—c¢
O
Die Aussage des letzten Lemmas benotigen wir, um die Stetigkeit von
T-1
0= 3 B at0p)] = o
t=0
zu beweisen. Entscheidend fiir die Stetigkeit von v ist die Stetigkeit von E [q(@f )05 = 9} .

T-1
Satz 3.6. v(0) = tg() E[Q(ef)

05 = 0} ist stetig auf ©, .

Beweis:(vgl. [6], Lemma 5.6)
Zunidchst bemerken wir, dass ¢(0) = Elog (||w*(0,e1)||) beschrankt ist (vgl. Satz 3.4).
Aufberdem ist ¢(0) auf O, , stetig, da a*(0) und b*(0) auf ©,, stetig sind. Wir zeigen:

E {q(ﬂ?)

auf ©,, ist. E[q(ﬂ;f)

05 = 9} ist fiir alle t > 1 stetig auf O, falls ¢(#) beschrankt auf © und stetig

05 = 9] ist stetig, wenn

Ve > 0, 36 > 0, so dass fiir ||/ — 0"|| < §

= ’E[q(@f) o = e’] - E[q(ez) <e

%zwi

Abkiirzend schreiben wir 6}y, fiir den in ¢ gestarteten Prozess. Es gilt:

t,0

B |0(6ia) = o6 < || (00100 ~ 0200 11000001 |

+ ’E { (a(070) — a(07 ) 1{q<e;9/>q<e;9,,>ze}] ’

< e+ 25w g(0r0)] - Plla(0re) — a(0590)| = ©)-
S
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Bleibt der Term P(|q(6f,) — q(6; )| > €) zu bearbeiten. Hierfiir benutzen wir, dass
q stetig ist. Die weitere Abschétzung erfolgt mit Hilfe von Lemma 3.5. q ist auf der
kompakten Menge D C O, sogar gleichmifig stetig, deshalb gilt

380, so dass |0’ — 0"|| < &g, 0, 0" € D = |q(0') — q(¢)| < e. (3.17)
Die Funktionenmenge { 5 (9 ”;” = (a*(0') +b*(0")u, 01, ....0,_1),u < M} ist gleichmiifig
gleichgradig stetig auf D, das heift fiir u < M folgt
w*(0',u) 9//
0/ —0"|| <6, 0,0" € D = H . < 1.
lw (0, )] Hw H

. . w*(0'.e . .
Beachte, dass es sich bei m um den normierten, homogenen Prozess zum Zeit-
b

punkt 1, gestartet in 0, handelt. Fiir die Prozesse zum Zeitpunkt k erhélt man deshalb
165,00 = O 0|l < Ot
falls 107 o — 05 1 gnll < Ot—ks15 051 prs 051 g € D und |ex| < M. Damit ergibt sich

P60~ 80| < 6ot 01, B0 € D)
> P([|05_10 — Or_1,07[l < St—kt15 01,90, Op_1,90 € D, lex| <M, 0 g, 0 g € D)
= P([|0h_100 — Op—1,07[l < Ot—k+1, O—1,9, Oh—1,0» € D, lex| < M)
— P(|0r_1,00 = k1,00l < Ot—tt1, Ox_10r5 Op_1,9v € D, lex| <M, O, 0 9n & D)
2 P10k 100 — Ok —1.0n ]| < Ot—rr1, Of 105 Ok 160 € D, lex| < M)
— P(Or_19, 0107 €D, O, O 90 ¢ D)
Die Wahrscheinlichkeit, dass sich der Prozess nicht in D befindet, wenn er sich einen

Schritt vorher in D aufgehalten hat, ist durch (3.13) in Lemma 3.5 abgeschitzt. Anwen-
dung von (3.13) auf die obige Rechnung liefert

P(I00 — 00| < S G- O € D)
> P([|0k—1,0 = Or—1,07ll < Ot—k+1, 0519, Ok_1,6v € D, lex| < M) —e€
= P(|0s—16 — 91:—1,9"” < Ot—k+1, Op_15 97;—1,9" €D)

P01~ O g0l| < Betits O Oir g € Dyle] > M) — ¢
> P([|05—10 — Or—1.00ll <Ot—kr1, Op_195 Op_19 € D)

— P(leg| > M) — e
> P([0-1.00 — Or—107ll < Ot—kr1, Op_1.0s D197 € D) — 2,

wobei M so gewahlt wurde, dass P(|ex| > M) < e erfiillt ist (vgl. Lemma 3.2). Die
Ungleichung gilt fiir alle k¥ = 1, ...,t. Die Wahrscheinlichkeit fiir den Fall k=t l&sst sich
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nun rekursiv berechnen. Hierfiir setzen wir ||0° — 0"|| < &;, ¢, 6" € D voraus.
P(H@;W - 0;9//” < (50, :’9/, 0;9// € D)
> P[|0;-1,00 = 01,00l <01, 195 07190 € D) = 2¢
> P([|07 060 — O o9l < b2, 0 o0, 0/_590 € D) —2-2¢
>..> P00 =0"|| <6, 0,0" € D) —t-2¢
=1—-1-2e
Aufgrund der gleichméfigen Stetigkeit von ¢ ergibt sich mit (3.17)
P(la(0fe) — a(0pgn)| <€) = P10/ g — O gnll < 0,07 ¢:,0;9n € D)
>1—1-2e

Die Abschitzung ist damit vollsténdig, es folgt namlich

\EF@%»—«@MJ\Se+2wma@ﬂPw<@o—a@mnza
<e+2suplq(;)|-t-2e.

Wiéhlt man jetzt € > 0, so dass € - (1 + 4tsupq(f;)) < € und § = &;. Die Stetigkeit der
bedingten Erwartung ist dann wegen

=<5 = [B[a0io) — )| <
bewiesen. v ist als Summe dieser bedingten Erwartungen stetig. O

3.4.4 Der Ubergang vom homogenen Prozess (07 )0 zu (04)1>0

Als néchstes untersuchen wir, wie sich die Prozesse unterscheiden, wenn man einmal die
homogenen Funktionen a*, b* und einmal die Funktionen a, b auf den Zustand X;
anwendet. Genauer definieren wir

5 w(X¢1,e4)

0 = —————
P oK)l

~ w*(Xt—lvet)
und g = AL 3.18
L o (Ken e (3.18)

wobei w(z, e1) = (a(x) + b(x)e1, x1, ..., zp_1) analog zu w*(z, e;) gegeben sei. (A)¢o ist
dann der gewdhnliche, normierte Prozess, angewendet auf den Zustand X;_ 1, wihrend
(éf )t>0 der homogene, normierte Prozess, angewendet auf den Zustand X;_1, bezeichnet.
Wir zeigen in diesem Abschnitt, dass sich beide Prozesse mit hoher Wahrscheinlichkeit
in derselben kompakten Menge D C O, aufhalten. Spiter wird bewiesen, dass sich die
Prozesse fiir grofe Anfangszusténde” X;_; anndhern. Dies ist auf Annahme 4 zuriickzu-
fithren, da sich die Funktionen a und b von den homogenen Funktionen a¢* und * nur um
eine Funktion ag bzw. by unterscheiden, die weniger als linear anwéchst. Beachte hierfiir

w(Xi—1,ep) = w*(Xi—1, ) + (ao(Xp—1) + bo(Xi—1)e, 0, ..., 0) .
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Um zu beweisen, dass sich (5t)t20 und (éf)tzo in einer kompakten Teilmenge von ©,, auf-
halten, bendtigen wir ein Hilfslemma, welches besagt, dass sich beide Prozesse zunéchst
in einer kompakten Teilmenge von ©, authalten.

Lemma 3.7. Seien Annahmen 1-5 vorausgesetzt und seien 0 und 9~,’f wie in (3.18) defi-
niert. Fir jedes € € (0,1) existieren v > 1, n € (0,1), M < oo und eine kompakte Menge
C C O, so dass

X

< (v+n)Xo=2)>(1-¢),

falls ||z|| > Mn'~" und zusdtzich M € C oder t > p gilt.

Beweis: (vgl. [6], Lemma 5.7) .
Zunéchst konstruieren wir die kompakte Menge C' C O. Dazu definieren wir eine Menge,
die noch von x und t abhéngt

|z ]

Cop =1{0:16;| > n(y+n)~",i < min(¢,p); |6;] > (v+n)"ht<i<p}

]
Falls ¢ = p, hingt C := NC'”, nicht von z und p ab, da die zweite Bedingung wegfillt. In
diesem Fall setzen wir C' := Cy,,. Fiir ﬁ € C oder t > p gilt ebenfalls Cp; = C. Aus

diesem Grund geniigt es fiir t > 1 und ||z > Mn'~*

||Xt|| < (’V + n)t|X0 — l‘) > (1 _ e)t (319)

P(0; € Cpyp, 07 € Coyyntt < T

zu zeigen. Gilt ndmlich die Abschétzung fiir alle t, dann gilt sie ebenso fiir ¢ > p. In dem
Fall ist aber C,; = C. Fiir den Induktionsanfang zeigen wir

X
”H;H” SGaniXo=a)>1-6 (320

P(6y € Cpy, 07 € Crpin <
falls ||| > M. Um zu sehen, wann 6; und 6% in C,; liegen, bestimmen wir fiir jede
Komponente das Minimum der beiden Prozesse. Behauptung:

niy+n)~L wenn i = 1

min(|(61)l, |(67)i]) > {m_n

(v + m~t  wenni=2,..,p.

Fiir die erste Komponente gilt

min(|(01)s], |(6%);]) = min (a(x) +b(x)er a*(x)+ b*(w)q) .

lw(z,e)ll 7 lw*(z,e1)]]
Wegen ag(z) = of||z||) und bo(z) = o(||z||) existiert ein M < co mit

b ~
|ag(z) ’ZHO(J:)u\ - %07 V|| > M, |u| < M, (3.21)
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3 Die Piggyback-Methode

wobei M und e. wie in Lemma 3.2 definiert seien. Setzt man |u| < M, ||z|| > M und
|a*(z) + b*(x)u| > €o||x|| = 2n||z|| voraus, folgt deshalb

izl < la*(2) + 0" (x)u + ao(x) + bo(2)ul
= la(z) + b(z)ul
< |l(a(z) + b(z)u, 1, ..., xp—1)|| (3.22)
< la(z) + b(z)ul + |||
<(y+n) =l
Dabei wurde |a*(x) 4+ b*(x)u| + ||z|| < v||lz| und |ag(x) + bo(x)u| < n||z|| in der letzten

Zeile angewendet (vgl. Lemma 3.2 und (3.21)). Fiir den homogenen Prozess gilt die
Abschétzung

2n |zl < [[(a”(z) + " (z)u, 21,y )| <y [l]] (3.23)
Wendet man (3.22) und (3.23) auf die ersten Komponenten an, ergibt sich

a(z) + bx)u] |a*(z) + b*(m)u!)
ool o @]
el el n

= min ((v+n) ERELE )

R
Um das Minimum der iibrigen Komponenten zu berechnen, benutzen wir ebenfalls die
Resultate aus (3.22) und (3.23). Man erhélt

win(|(@)a]. (3)7]) = min (

min(|(é1)i|,|(él);*y):min( Y |21 >

|w(z, )| [Jw*(z,u)]|
> min( |21 ’ !wi—1\> _ Jwial
(y+m) llzll” =l Eal

Damit wurde die Behauptung fiir das Minimum gezeigt. Der Induktionsanfang (3.20) ist
jetzt wegen

(y+m)"

~ - = - X
P € Consbi € Coan < I < (o =
> P(ler] < M, |a*(-) + b (—=)er| > €c)
el €1l > s 1A\ -— )€1 €
=] I ¢

>1—c¢

erfiillt (vgl. (3.9) aus Lemma 3.2). Fiir den Nachweis des Induktionsschrittes nehme man
an, dass (3.19) fiir alle 1 < k < ¢ erfiillt sei. Schreibt man sich die einzelnen Komponenten
der Prozesse von 6, und 67 auf, um die Bedingungen der Menge C; ; priifen, erkennt man:

Op+1,071 € Cx,aund O € Cop g = Opp1, 05,1 € Copgr-
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3 Die Piggyback-Methode

Auferdem gilt

[ Xk

k k
n< <(y+mn) und 7" < <(y+n)
|1 X | ||
([ X1l k1
= e
wegen ”)i’“*'l” Hﬁg’gﬁ“ ””);’T'” Nimmt man weiterhin ||z|| > an, lasst sich der Indukti-
onsschritt {elcht folgern:

o N X,
P(Okt1,0511 € Coprr,n™th < [X el < (y+n)f Xy =2)

= =l
~ ~ = Xkt1
P(9k+179k+1 € CXkan S ”‘XZHH S (7 + 77)7
~ ~ X
O € Cogy” < ’HwT!H < (y+n)FXo =)
¢ 5 s ~ | X1l _
> inf  P(Op41,05,1 € Cxp1,n < X <(y+n)Xk=1y)
ecxk H k”

Hyll
IIyH>

- P(6), € Coyn* < < (v+n)"|Xo = x)
>(1—e)(l—e)f=(1-ek
In der letzten Zeile wurde die Induktionsvoraussetzung ausgenutzt. O

Lemma 3.8. Seien Annahmen 1-6 vorausgesetzt. Fiir jedes e € (0,1) existieren dann
v>1,ne(0,1), M < oo sowie eine kompakte Menge D C O, so dass

PG, € D,6; € D,y HII f”” (v+n)![Xo=2)> (1 —e),

falls ||z|| > Mn'~* und zusdtzich M € D odert > 2p gilt.

Beweis: (vgl. [6], Lemma 5.8)
Dieses Lemma verhlt sich zu Lemma 3.7 genauso wie Lemma 3.5 zu Lemma 3.2. Des-
wegen wird hier nur kurz vorgestellt, wie der Beweis aus 3.7 modifiziert werden muss.
Die kompakte Menge D, sei definiert durch

Dyp =18 € C,|{hj, F*(6:))| = ep(n + )",k < min(t, p)

Ry F*(00)] > |<hJ’Fk(

N enn+9)7Lt <k < p)

Dann gilt wiederum D, = D fiir t > p bzw. H T € D. Es muss gezeigt werden, dass man

bei Start in 6y € C in p Schritten die Menge D erreichen kann. Der Induktionsanfang

P61, 0% € Dry ’H 1H” (vt mXo=2)> (1—¢)

ol



3 Die Piggyback-Methode

ist durch (3.20) und einer analogen vorausgehenden Rechnung gewéhrleistet. Der Induk-
tionsschritt ist moglich, da

ét, é;k S Dt und él, é’f S Dl = §t+1, ONZ—H S Dt+1.
O

Das letzte Lemma stellt bereits einen Bezug zwischen dem normierten (6;):>0 und dem
homogenen, normierten Prozess (6;);s, her, indem es zeigt, dass sich beide Prozesse fiir
groke Startwerte 2 und ¢ > 2p mit hoher Wahrscheinlichkeit in derselben kompalkten
Menge aufhalten. Wie schon erwihnt 14sst sich mit Annahme 4 folgern, dass sich beide
Prozesse zum Zeitpunkt 1 fiir grofe Startwerte x anndhern. Dafiir bendtigen wir eine
asymptotische Aussage fir || X1 = ||lw(z,e1)|. Fir ||z|| — oo mit H%II € D streben
| X1] = [Jw(z,e1)|| und | X5|| = [|w*(z,e1)| P-f:s. gegen unendlich. Es gilt ndmlich

iiaf L2 _ 0 [0(.01)  000) + f)n, 0.0
]| —o0 x ol —oo x

lll Il

= limint 172200l
lzj—ee |2
WED

= inf |[w*(0,e1)]| > 0 P-fs.. (3.24)
0eD

Also ist liminf 122Dl 5 0 Pfs und || X1|| = |Jw(x, e1)]|| strebt P-fs. gegen unendlich.

|| —o0 llzll

H;—HED
Eigentlich ist diese Aussage im nichsten Kapitel anzusiedeln, da erst dort der Prozess
(Xt)t>0 betrachtet wird. Sie wird aber in der néchsten Bemerkung benétigt.

Bemerkung 3.9. Es gilt:

lim He} — 6
llz]|—o0

2D

[Ed]

=0 P-{s..
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3 Die Piggyback-Methode

Beweis:
lim H91—91 — lim w(x,el) H
llz \Hoo HwHﬂos lw(z,e1)]| Hw el
Tan € TaT €
. 1 |[w* (x, e1)||
= lim w(z,e1) —w*(x,e
A TG el | Tt e () ~ @ en)
€D
< lim ICHCAN — 1w (z,er)
Izl~co |w*(z, e[| ||\ Jw(z,e1)l
el €
|w* (z, e1 H
+ lim x) + bo(x)e
A (e el e o) + e
Tan €
i (sz(w:m)H_l)H+ lim ||190(2) + bo(@en]
lel—oe || \ [Jw(z,e1)| lall—oo [w(z, e1)|l
Tan € Ter &P
lw* (z,e1)l
da |Jw(z,e1)l| W oo wegen (3.24) und [ECE] fm—

23




3 Die Piggyback-Methode

3.5 Der Prozess (X;);>0

In diesem Abschnitt wird der urspriingliche Prozess (X;):>o untersucht. Bevor wir al-
lerdings die Stabilitdt dieses Prozesses nachweisen, bendtigen wir ein Lemma, um die
Voraussetzungen von Lemma 2.17 zu verifizieren.

Lemma 3.10. Seien Annahmen I1-5 vorausgesetzt. Dann ist

1+ HMH«E@)\)T
sup E[ ( < 00, Vs € (—1,rg]. 3.25
b A e ol (3:29)

Beweis: (vgl. [6], Lemma 5.9)

Wir zeigen die Aussage nur fiir s € [0,79]. Fiir negative Exponenten folgt die Aussage
mit einer &hnlichen Abschitzung, die schon fiir (3.7) aus Lemma 3.2 durchgefiihrt wurde.
Sei also s € [0, rg]. Eine Abschitzung des Terms im Erwartungswert ergibt

Lt flwz,e))|| _ 14 [(a(z) +b(z)er)| + ||z

L+ =~ 1+ [
<1 4 Na(@) +b@)er)]
- 1+ [l
maX(I@(Jf)Iﬁ(fC)))
<14 sup < (1 + ex]),
AT e )b
wobei sup (W) nach Annahme 3 endlich ist. Fiir den Erwartungswert gilt
z€RP
dann
1+ IIw(x,el)ll)s] [( <ma><(|a(x)l,b(fv))> >T
Fl|———— <FE|[1+ su (1+1e
(5 2\ e )
b "o
zERP 1+ |||

Die zweite Zeile folgt dabei aus 1 < 1 + sup (W) (1+e1]) und s < rp. Es
TERP

bleibt die Endlichkeit dieses Erwartungswertes zu zeigen. Betrachtet man
(L4 1al)™ = (L =) (1 [yl s e R,

erkennt man, dass der erste Faktor aus Summanden besteht (Pascalsches Dreieck), deren
Exponenten kleiner bzw. gleich rg sind. Fiir den zweiten Faktor zeigen wir

(1+2)" <14 2" fiir 0 <+ < 1.
Sei |z| <1, dann folgt

(L+]z)" <141z,

o4
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da 7’ < 1. Andererseits gilt
1+ 2" >1+]2,
da |z| < 1. Also erhélt man insgesamt
(14 |2))" <14 |2|" fiir |2 < 1.

Falls |z| > 1, ergibt sich

wobei die zweite Zeile aus dem vorherigen Ergebnis folgt, da é < 1. Die Behauptung ist
damit gezeigt und wir erhalten, dass (1+4|z|)™ in Summanden zerfillt, deren Exponenten
kleiner bzw. gleich r sind. Anwendung dieses Ergebnisses auf (3.26) liefert Summanden
der Form

E[K ‘61|T,] mit 7’ <7y, K < oo.
Die Endlichkeit von (3.26) folgt aus E[|e1|"] < oo (vgl. Annahme 2). O

Beachte, dass die Behauptung aus Lemma 3.10 fiir s € [0, r¢] aufgrund der Abschéitzung

max (|a*(z)[,b"(x)) _  max(|a*(z)],b"(x))
eRP 1+ [|] T weRe [z
< Elé)@max (a*(Hx”)],b*(”w’O < o0

[Ed]

ebenfalls fiir den homogenen Prozess Xj = w*(z,e;) erfiillt ist. Nach diesen Voriiber-
legungen kénnen wir uns der V-gleichméfkigen Ergodizitét von (X;);>0 zuwenden. Diese
wird oft mit Hilfe der Drift-Bedingung (2.8) nachgewiesen. In unserem Fall nutzen wir
Lemma 2.17 aus, welches die Drift-Bedingung impliziert. Wir konzentrieren uns auf den
Nachweis von (2.9) und setzen hierfiir die bisherigen Ergebnisse fiir die Prozesse (6]):>0
und (6;)s>0 gewinnbringend ein.

Satz 3.11. Seien Annahmen 1-6 vorausgesetzt und sei p wie in Satz 3.4 definiert. Wenn
p < 1, dann existieren fir jedes p1 € (p,1) ein K <00, s >0 und V : RP — [1,00), so0
dass

E[V(Xl)

Xo = x] < K + piV(x) fir alle z € RP, (3.27)

wobei die Testfunktion die Form V(x) = 14 X(«)||x||® hat, mit einer beschrankten und
von 0 weg beschrinkten Funktion A. Insbesondere ist (Xi¢)i>0 V-gleichmdfig ergodisch.
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3 Die Piggyback-Methode

Beweis: (vgl. [6], Theorem 3.2)

Es geniigt die Drift-Bedingung (2.8) zu zeigen. Hierfiir weisen wir die Voraussetzungen fiir
Lemma 2.17 nach. Nach Lemma 3.1 i) handelt es sich bei (X¢);>0 um eine aperiodische,
Ap-irreduzible T-chain und p; < 1 gilt nach Voraussetzung. Mit Hilfe des Beweises von

S
Lemma 3.10 folgert man, dass sup E, [ (HX1H> } < oo. E[|| X1]|*] ist lokal beschrénkt

[Ed

z€R)
nach Annahme 2 und Annahme 4. Es bleibt (2.9) zu zeigen, das heifst
1 X
limsup F |v(X,41) — v(X,,) + log <+‘H+I‘> ‘XO = 1‘] <logp1 <0,
2| —o0 1+ ([ Xa||

wobei v eine beschrinkte Funktion ist. An dieser Stelle kommt die Piggyback-Methode
zum FEinsatz, welche die Anwendung der Ergebnisse fiir die Prozesse (6;):>0 und (65 ):>0
beinhaltet. Zunichst teilen wir die bedingte Erwartung mit Hilfe einer geeigneten Menge
in vier Terme auf. Die Ergebnisse des letzten Kapitels werden ausgenutzt, um jeden dieser
Terme abzuschitzen. Eine entscheidende Eigenschaft ist die near-equilibrium-Gleichung
(3.11), die offensichtlich eine dhnliche Struktur wie die zu untersuchende bedingte Erwar-
tung aufweist. Weiterhin spielt die Stetigkeit von v auf ©,, (vgl. Satz 3.6) in Verbindung
mit Bemerkung 3.9 eine wichtige Rolle. Die Beziehung zwischen den beiden Prozessen
(07 )e>0 und (6;)>0, die in Lemma 3.8 zum Ausdruck kommt, liefert zum einen die Menge,
welche die vier Terme definiert und trégt bei allen vier Termen zur Abschétzung bei.
Als erstes modifizieren wir die near-equilibrium-Gleichung, um sie auf unser Problem
anwenden zu kénnen.

E[ 87) — v (6) + log (Jlw* (8, 1))

9;;:9] —logp’<€

sup 1

e
ist aufgrund der Definition von v nur fiir § € © definiert. Damit sie fiir den Prozess

(X¢)e>0 ausgenutzt werden kann, muss v auf z € RP erweitert werden, daher definiert

man

v(z):= V(”:;—H) fiir z € Rf und v(0) := 0.

Wegen ||lw*(z,e1)|| ——— oo P-fis. gilt weiterhin

llz|—o0
Ten€D
, 1+ [[w*(z, e1)]] : [w*(z, e1)]|
limsup E, {log( =limsup B, | log | —————— (3.28)
oo 1+ [l lell—os 1+ [|]
sowie
* * 1
]| —o0 gdl lzl|—o0 1+ =] [eal
: [w*(z, e1)]]
= limsup E. [log < . (3.29)
Izl oo 1+ [J||
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3 Die Piggyback-Methode

Fiir die near-equilibrium-Gleichung ergibt sich nun

B |vtw(en)) — () +1og (LY | oy p’ (3.30)

lim sup
L+ [lyl

llyll—o0

=Mmmbhw@m%wwﬂ%0 ﬁﬁ”}4%4

[ly||—o0
) )y ) ¢
‘§¥%lﬁ”wwqm&aw ”Wmﬂ*bg@w(nu ”O] bg4<4‘

Wenden wir uns der Abschéitzung von (2.9) zu. Es muss gezeigt werden:

1 X
limsup E |:Z/(Xn+1) —v(X,) + log (—i_‘n—HH> ‘XO = x] < log p1.
1+ ([ Xa||

l[z[|—oc
Zur bereits erwdhnten Aufteilung dieses Ausdrucks definiert man die Menge
A= {0:.0; € D, || Xl = 0|1 Xoll},

wobei D C O, die kompakte Menge aus Lemma 3.8 ist. Zur Erinnerung;: 0, = w(X¢—1, et)
und é;‘ = w*(X¢_1, e;) unterscheiden sich darin, dass einmal die Funktionen a und b auf
X;_1 und einmal die homogenen Funktionen a* und b* auf X;_; angewendet werden.
(2.9) zerlegen wir dann mit der Menge Aj, zu

. 1+ ]|X
lim sup ‘Ez [V(XQPH) — v(Xgp) + log <H2p+1||) } —log p‘
=00 1+ [ Xo |

1 X
< lim sup ‘Ex [ (V(X2p+1) — v(Xgp) + log <+H2p+1”)> 1A2p] —log p‘ (3.31)

o0 1+ [[ Xy
. 1+ [[ Xopal

+ limsup |E [ <1/(X2 +1) — v(Xagp) + log ( Lac ||- (3.32)
lelsoo | ’ ’ L+ [ X 2?

Betrachten wir zundchst (3.31) fiir die Menge Ag,. Sei (X})s>0 der homogene Prozess,
angewendet auf den Zustand X; 1, also X7 = (a*(X—1) + b*(Xe—1)es, &1, -Et—pr1)-

2p+1

Durch das Einfiigen der Terme V(X§p+1) (X2p+1) und log <§
2p+1

: 1+ [ Xopy1]]
lim sup ‘E [ (V(X2 +1) — v(X2gp) + log <p 14, | —log p
lal—oo | ’ g L+ (| Xap)] .

ergibt sich

(i)

< lim sup ’Ex [ (V(X2p+1) - V(X§p+1)> 1A2p}

Jall—oo
i E [ (X5 1) — v(Xap) +1 L Ky 1 ] log p| (if)
im sup v —v(Xs og | ————+ Ay, | — log pl| (ii
lall—oo | S ? 1+ || Xoy | ”
1+ X
+ lim sup Em[log [ Xopia] lAzp] : (iii)
Jall—o0 1+ HX2p+1H

o7
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Diese drei Terme schétzen wir mit den Ergebnissen fiir (6} );>0 und (6:):>0 ab. Bei Aus-
druck (i) nutzen wir die Stetigkeit von v auf der kompakten Menge Ay, C D C O,

aus. Da |v(z) — v(2')] < 2 sup |v(z)| erhdlt man, indem man die bedingte Erwartung
TERP
ein weiteres Mal mit der Menge Ag,11 aufteilt,

lim sup Ey |: ‘V(X2p+1) - V(Xngrl)‘ 1A2p:|

[[]|—o0

< limsup E, { )V(XQp—l—l) - V(X;p+1)‘ 1Azp 1A2p+1:|

llz[|—o00

+ 2 sup |v(x)| - limsup E [lAc }

mERP’ ( )| ]| o0 £ 2p+1
X4 X7

e )| 1]
[ X1l X

< lim Ey[

[ly]|—o0

WE
+ 2 sup |v(z)| - limsup P(A3, ]| Xo = z).
TERP [|z||—o0

Den letzten Schritt kann man sich folgendermaken iiberlegen:
In der bedingten Erwartung tauchen zwei Indikatorfunktionen auf. Diese geben nur einen
Beitrag, wenn aus Xy, € Ay, folgt, dass Xgp1 € Agpyi ist. Setzt man y := Xo), gilt

y o Xy
dgshalb X, € Ay, falls ol = Tl
Eigenschaft.
Wir zeigen jetzt, dass der erste Summand fiir ||y|| — oo gegen Null strebt. Aus Bemerkung
3.9 erhalten wir

in D, natiirlich unter Verwendung der Markov-

lim ||6; — 6% =0 P-fs..
o
llull

Die Funktion v ist stetig auf O, (vgl. Satz 3.6), deshalb folgt
lim [v(6;) — v(f7)| =0 P-fs. .

llyll—o0
Yy ebh
Ml

v ist aukerdem beschrénkt, also ergibt sich

|yl|iglo_oE“V(9~1) — V(éf)‘ ’XO — y] —o.

Y b
llyll

Aus Lemma 3.8 wissen wir, dass
PAXo=2)> (1 -8 ' >1—1t

gilt. Die zweite Ungleichung sieht man zum Beispiel leicht mit Induktion iiber t ein. Fiir
Term (i) haben wir dann insgesamt

lim sup E, [ [V(Xapi1) = v(Xgp ) 1A2,,] < 2sup |v(z)| - (2p + 1)¢

[l]|—o0
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herausbekommen. Als néchstes behandeln wir Term (ii). Hier wenden wir die modifizier-
te near-equilibrium-Gleichung (3.30) an, um die gewtinschte Abschiatzung zu erhalten.
Schreibt man die bedingte Erwartung in Term (ii), aus erhélt man

. K 1+ HXSIH—IH
limsup | By | | v(X3,11) — v(X2p) +log 1+ [ X
P

llz]| =00

1,424 —log p

- 1+ || X7
= lim sup /Ey v(XT) —v(y) +log | ——— | |1a,, Pe(Xop € dy) —log p
2] —o0 L+ yll | ]

- 1+ [ %3]\ 5
< lim sup/ Ey|v(XT) —v(y) +1og | ——— | |1a,, —log p| Pe(X2p € dy)
2] —o0 i T+ lyll ) |
RP
T 1+ || X5 T
= lim sup/ Ey\v(XT) —v(y) +log | ——— | | —log p|1a,, Pe(X2p € dy)
RP
+ limsup/ [log p| 1A§'pr(X2p € dy)
|| —o0
RP
i 1+ HX;
< limsup |E, [V(X{‘) —v(y) +log | ——— ] log p| + [log p|limsup Py (A35,)
lyll—o0 1+ |yl el oo

€ ~
< it | log p|2pé.

In der letzten Zeile wurde die modifizierte near-equilibrium-Gleichung (3.30) und wieder-
holt Lemma 3.8 angewendet. Bleibt noch Term (iii) zu behandeln. Da sich || X1|| und || X7||
hochstens um |ag(z) + bo(x)er| unterscheiden mit ap(z) = o(||z||) und bo(x) = o(||z]]),
sieht man ein, dass
. L+ [ X
lim sup |E. [log < * =0.
‘ L+ [[X7]]

llll— o0

_x
Ta €0

Fiir x € RP € D gilt némlich

’ lel

1+ 1% 1+ X3 + Jao () + bo(x)er |
FE,|1 IR < |E,; 1
‘ {Og(mxm i 1+ [ X7]
b
<|E, 1og<1+‘a° &fﬁ el')”
< |E, log <1+\a0 )+ bolw 61|>”<
el
1
<z, 1og <1+max lao(x)], fﬁm - ( +61|)>H<OO’
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da Elle1|"] < oo nach Annahme 2. Fiir ||z|| — oo strebt dieser Erwartungswert gegen 0.
Wendet man dies auf Term (iii) an, erhélt man

1 X
lim sup E[log M 14,,|X0 = x] =0,
Jal| o 1+ HX;WH
da [ly|| = || Xopll |—> oo auf der Menge Aj,. Damit haben wir alle drei Terme fiir die

|| =00

Menge Az, abgeschitzt:
. 1+ ([ Xop ]l
lim sup ‘E [ (I/(XQ 1) — v(Xgp) + log <p 14, | —log p
el oo | - " 1+ (1 X 2"
< (@) + ()] + [ (@id)]
< 25up V()| (2p + 1) + < + | log pl2pé + 0.

Um (2.9) vollstidndig abzuschitzen, muss die Ungleichung noch fiir die Menge A5, be-
handelt werden. Es gilt:

. L+ [ Xopyi
lim sup ’E [ <1/(X2 +1) — v(Xagp) + log (p 14c
lal—oo | g ’ L+ [[ X 2?

< lﬁn‘ll sup |E, [ (v(Xopy1) — v(X2p)) 1A§p]

. 1+ HX2p+1H> }
+ limsup |E, | log | ————— | 14¢ |].
||xao§‘ 4 g( 1+ || Xop >

Mit den Resultaten, die wir schon fiir die vorherigen Terme benutzt haben, ergibt sich

. 1+ ||X
lim sup ’Em [ <V(X2p+1) — v(Xop) + log <H2p+1H>) 1A§p]

B 1+ [| Xy |
1
< 2 sup |v(x)|2pé + sup Ey[ log <—|—||w(y,61)H> ' } 2pé
rERP yeRP 1+ ||yH
< (2 sup [v(2)| + K) - 2p¢,
zeRP

wobei sup F [ ‘log (%) ” < K , wie man schnell mit Lemma 3.10 einsieht. Wir
yERP

haben jetzt (2.9) sowohl fiir die Menge A, als auch fiir die Menge A§, bearbeitet und
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erhalten abschliefend

lim sup
llzl|—o0

1+ [| Xop 1]
E, |:1/(X2p+1) — V(sz) + log <1 - HXI:H —log p
P

. 1+ (| Xopy1 |
< lim sup ‘E [ (u(X2 1) — v(Xgp,) + log <p 14, | —log p
leloo | - ’ L[| Xy | &

. 1+ |!X2p+1H>> ]
+ limsup |E, | | v(X —v(Xop) +log | ————— 1 4c
el R R e

< 2 sup |v(x)|(2p+ 1)+ 4 | log p|2pé + (2 sup |v(z)| + K) - 2pé.
TERP 4 rERP

Wihlt man € > 0, so dass log p + ¢ < 0 und definiert

B = max (z sup (@) (2p+ 1), [log pl2p, (2sup |v(z)| + K>2p> 7
rERP Rp

€
4'Emax

dann gilt fiir alle € <

1 X
lim sup E|:V(X2p+1) — v(Xgp) + log <+H2p+1||> ‘Xo = m} — log p‘ <e (3.33)
el =00 1 [ Xy
1 X
= lim supE[(y(Xng) — v(Xgp) + log <—HM>)‘XO = l‘:| <log p+e.
[z —o0 1+ [| Xap||

Mit der Definition log p; := logp + ¢ < 0 sind alle Voraussetzungen fiir Lemma 2.17
erfiilllt und (X¢)¢>0 ist V-gleichméfig ergodisch. O
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3 Die Piggyback-Methode

3.6 Der Lyapounov-Exponent und die Transienz von (X;);>q

In diesem Abschnitt wird ein wesentlicher Vorteil der Piggyback-Methode bzw. des re-
sultierenden Stabilitdtskriterium herausgearbeitet. Bisher wissen wir, dass der Prozess
(X¢)i>0 ergodisch und damit rekurrent ist, falls log p < 0. Wir zeigen in diesem Teil der
Arbeit: (X;)i>0 ist transient, falls logp > 0. Hierbei benutzen wir, dass log p mit dem
Lyapounov-Exponenten tiibereinstimmt. Diese Korrespondenz an sich ist schon bemer-
kenswert, da (X;);>0 nach einem weiteren Stabilitétsbegriff stabil ist. Wir stellen zuerst
die Verbindung zum Lyapounov-Exponenten her.

Satz 3.12. Annahmen 1-6 seien vorausgesetzt und p sei definiert wie in Satz 8.4. Dann
ist log p der Lyapounov-Ezponent von (Xi)i>0, das heifit

nbe|lon (1) | ~toes| =0 o

lim lim sup
" |zl oo

Beweis: (vgl. [6], Theorem 3.3)
Es geniigt wegen (3.28) und (3.29)

711 Ex[log (‘;gz;) ] —logp

lim sup — < €,VYn > ny,

[[]| =00

7u zeigen, wobei V(z) = 1 + ||z|. Es gilt:

o (£52)] v

lim sup—
(X
E, |:V(X2p+n> — v(Xop) + log <é2p"')> } —log p

llz[|—o00

—_

< limsup —

n (X2p)

‘N/(Xn) % (X2 +n)
log (on)) o <v<x>) H

B |y - (i) |

l[[|—o0

1
+ limsup — F, [

llzl|—oc0 T

) 1
+ lim sup —
n

[[]|—o0

Die beiden letzten Terme kénnen wie in dhnlicher Form schon mehrmals gesehen durch

V(X1),| 1
log( () )‘ + 52;;11& v(z)

1
—4p sup E,
N zeRre

abgeschétzt werden. sup E, [ 10g(‘~§~/((§1)))H ist dabei nach Lemma 3.10 endlich. Der erste

z€ERP
Term bedarf ein wenig mehr Arbeit. Definiert man

V(Xop;)
B; i =v(X ) — (X 1) +1o — ]
! opi) = v Kapeja) tlos (V(Xngl)
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3 Die Piggyback-Methode

dann folgt
lim supl E, [V(X2p+n) — v(Xgp) + log <~~(X2p+n)> ] —logp
lefl—o0 ™ V(X)

, 1| , R
= lim sup — E;Ew {Bj] —logp| = limsup EZ (Ex {Bj] —logp> .
j:

ll[|—o0

Die Terme lim sup ‘Em [B]} — log p| schitzen wir per Induktion ab. Der Induktionsanfang

||| =00

lim sup ‘Ex {Bl} — log p’ < € ist durch (3.33) gegeben, wahrend der Induktionsschritt
[|z]|—o00

durch

lim sup ‘E [Bj+1

[| ]| —o0

Xo = a:} — logp‘

<limsup £ { 'E [Bj_H

[[]| =00

X1:| - logp' ‘Xo = I:|

< limsup ‘E [Bj

[[]| =00

X = x] — logp‘

gezeigt ist. Insgesamt ergibt sich somit

- V(Xn)
limsup— |F [log = ‘Xo = CL‘:| —logp
(V(X0)>

ll]|—o0 T

1 V(X 1
< e+4psupE[ log( ~( 1))H + —2sup v(z) < 2¢, Vn > nyg,
n zERP V(ﬁ) N gerp
wobei ng so gewihlt wurde, dass %4]9 sup E log(M) + L2sup v(z) < e. Damit
0 " crp V(x) no P
ist die Behauptung gezeigt. O

Zum Abschluss der Ergebnisse zeigen wir, dass die Bedingung aus Satz 3.11 scharf ist,
das heifst, dass der Prozess transient, sogar geometrisch transient, ist, falls (X;):>0 (3.27)
nicht erfillt. (X;)¢>0 heifit geometrisch transient, falls

P(¢"|| X¢|| — 00| X0 = 2) > 0,Vz € RP
fiir ein ¢ < 1 gegeben ist.
Satz 3.13. Gilt in unserem Modell logp > 0, dann ist (X¢)i>0 geometrisch transient.

Beweis: (vgl. [5], Theorem 2.1 und Theorem 2.2)
Wir weisen nur die entscheidende dritte Eigenschaft aus [5], Theorem 2.1 mit Hilfe von
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Theorem 2.2 nach. Es ist zu zeigen, dass eine Menge D C RP und ein r > 0 existieren,

so dass

sup Hg [ (;f(g))T 1{Xlep}] < 00

Auferdem muss fiir ein ¢ € (0,1)

limsup F, [Z log

V(z)—o0 j=1

ein p', 1 < p’ < p, mit

lim limsup —F
0 |zl oo T

&
&

Umformen der Logarithmen ergibt

Also existiert ein ng, so dass

1
limsup —F

llzl|—oc0 70

1
limsup —F [lo
]| —oc 70
) 1
&< limsup — (E[log <
|lz]| =00 "0
) 1
& lim sup — (E [log <
|lz]|—c0 "0
) 1
& limsup —F
ll]|—oc 70
i 1
& limsup ——F
]| —o0 700
) 1
& limsup —F

llzl|—o0 "0

Definiert man g := %, erhélt man

1
limsup —F
]| —~o0 70

1
& limsup —F [log <
|lz]|—oc0 "0
& hmsup— [ lo
llz]|—oc0 "0 Z

[ X |
[ Xoll

[ X

IIX |

1 Xol p) '
lo —— || Xg=2z
[ g( BN 0

N :
ol Ix, -

[ Xno | - gm0

X5 |
o (5l |x, -
1T a
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V(X;
(M) l{XjED}:| <0

erfiillt sein. Wir zeigen zuerst die zweite Bedingung. Wegen (3.34) und p > 1 existiert
||Xn0||>
[[Xoll

[ X |
1 Xoll

[ Xoo
g
< [ Xoll

> ’XO :x] —logp’ > 0.

1 X
(IIXHO’"O Xo=z
X
(nxouomo Xo=o
1 Xoll - )
Xo==zx
<||Xn0|| 0

<0

<0

< 0.

Xo :x] —logp > 0.

)'onx] —logp >0

) ‘onx} —no-logp/> >0
> ‘Xo :x} —logpmo> >0

>0

<0

< 0.



3 Die Piggyback-Methode

Demnach ist die zweite Bedingung fiir D = RP und ¢ = % < 1 erfiillt. Die erste Bedingung
folgt aber direkt mit Lemma 3.10. Damit ist die Behauptung gezeigt. O
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3 Die Piggyback-Methode

3.7 Ein einfaches Beispiel

Als Beispiel betrachten wir einen eindimensionalen Prozess gegeben durch:

Xp = a*(Xi-1) + 0" (Xe-1)er + ao(Xe—1) + bo(Xi—1)er
mit  a*(z) = (a11lz<0}(2) + a2l(zs0y(2)) - @
und 0% (z) = (b11{z<0y(2) + b2lzn0} (7)) - |2,
b1, by > 0 sowie ag(z) = /|z| + 1 und by(z) = /|x| + 1. Dann sind a¢* und b* homogen,
ap = o(||z||) und by = (||z]|) und es gilt b(x) = b*(x) + bo(x) > 0, Yz € R. Des Weiteren
sind die Annahmen 1-6 erfiillt. Wir wollen nun das Stabilitdtskriterium aus Satz 3.11
iiberpriifen. Da der Prozess (X¢):>0 auf R definiert ist, gilt © = {—1,+1}. Der normierte

Prozess (6¢)t>0 ist also nur auf den beiden Zusténden —1 und +1 definiert. In diesem
Fall l3sst sich die invariante Verteilung 7 leicht berechnen. Hierzu definieren wir

pri= PO} = +1165 = —1) und py = P(8 = —1/65 = +1).
Fiir die invariante Verteilung muss dann
m(—1) = m(=1)(1 = p1) + 7(+1)p2,
m(+1) = m(=1)p1 + 7(+1)(1 — p2)
gelten. Stellt man eine der beiden Gleichungen um, erhilt man
m(=1)p1 = 7 (+1)pa,

woraus direkt 7(—1) = k-pa und 7w(+1) = k-p; fiir eine Konstante k£ # 0 folgt. Normierung
liefert das eindeutige invariante Wahrscheinlichkeitsmafs

p1
p1tp2

m(—1) = 12

= und 7(+1) =
p1t+Dp2

Um Stabilitdt nachzuweisen, muss log p berechnet werden. In diesem Fall gilt

logp = //log(]a*(ﬁ) + b*(0)er]) f(u)dum(d0)
© R

= /10g(!a*(—1) + 0" (=1ex]) f(u)du - w(—1)

R
+ [log(la” (+1) + 5" (1)ea]) f ) - w(+1)
R
— P E[log|a1 — b161|:| + P1 E[log]ag + b261|:|.
p1+ P2 p1+ p2

Gilt logp < 1, so ist der Prozess ergodisch (vgl. Satz 3.11). Um log p wenigstens nu-
merisch berechnen zu kénnen, miissen wir uns iiberlegen, wie man die Ubergangswahr-
scheinlichkeiten p; und ps bestimmen kann. Betrachten wir p; = P(6] = +1|65 = —1).
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3 Die Piggyback-Methode

Da 67 = % bleibt zu iiberlegen, wann a*(—1) + b*(—1)e; > 0 gegeben ist.

Es gilt:
a*(—=1)+b"(—=1)eg >0
& —a1 +bie; >0
= al — b1€1 < 0.

Also erhilt man

p1 = P(a1 —bie; < O).
Analog ergibt sich

Py = P(CLQ + boey < 0).

Eine kleine Simulation des Prozesses (X¢)¢>0 wurde fiir unabhéngige, identisch normal-
verteilte e; durchgefithrt. Abgebildet sind zwei Parametersitze, wobei einmal das Stabi-
litdtskriterium erfiillt ist und einmal nicht. Bei dem Parametersatz

a1 =0,9;, a2=0,8; by =0,3; bo =0,5
ist das Stabilitatskriterium mit logp = —0,2915 erfiillt. Abbildung 3.1 stellt eine Rea-

Parametersatz stabil - log p =-0.2915

2000 - a1=0.9

a2=0.8
b1=0.3
1500 | b2=0.5

1000

Prozess Xt

500 —

-500

T T T T 7 T T T T 1
0 2000 4000 6000 8000 10000
Zeit t

Abbildung 3.1: Parametersatz "stabil”

lisierung des eben spezifizierten Modells fiir diesen Parametersatz dar. Wie zu erwarten
hélt sich der Prozess iiberwiegend in einem begrenzten Intervall auf und kehrt immer
wieder in die Ndhe des Startpunktes zuriick. Bei dem Parametersatz

a1:1,2; a2:0,4; bl:O,Q; 52:0,85

ist das Stabilitétskriterium mit log p = 0, 0250 nicht erfiillt.
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Parametersatz instabil - log p = 0.0250
0,00E+000 . 0,0

Parametersatz instabil - log p = 0.0250

V' oa1=1.2 | a1=1.2
| a2=04 | a2=0.4
| b1=0.2 b1=0.2

-5,00E+059 | \ b2=0.85 -2,0x10°* 4 b2=0.85
-1,00E+060 | l _4.0x10™ 4
< B3
@ 2
|
& -1,50E+060 o ‘ o -6,0x10%
-2,00E+060 | -8,0x10° o
-2,50E+060 r . r r ] -1,0x10%" T T T T
0 200 400 600 800 1000 0 1000 2000 3000 4000
Zeitt Zeitt

Abbildung 3.2: Parametersatz "instabil” a)  Abbildung 3.3: Parametersatz "instabil” b)

Die Abbildungen 3.2 und 3.3 bilden eine Realisierung fiir diesen Parametersatz mit
zwei verschiedenen Laufzeiten dar. Auch hier stimmt die Beobachtung mit dem erwarte-
ten Ergebnis iiberein.

Bei beiden Parametersétzen, lag der entscheidende Term log p nahe bei 1. Die Wahl der
Realisierungen diente dazu die Aufmerksamkeit darauf zu lenken, dass die Stabilitédtsbe-
dingung log p < 1 scharf ist.

Die Grafiken wurden mit dem Intel Fortran Compiler 10.0, der IMSL Library 6.0 und
OriginPro 7G erzeugt.
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Symbolverzeichnis

N
R

na
TA
OA
U(z,A)
L(z, A)

Q(x, A)

Menge der positiven natiirlichen Zahlen 1,2,...
Menge der reellen Zahlen

Menge der reellen Zahlen ohne 0

Menge der ganzen Zahlen

o-Algebra iiber S
Borel-o-Algebra iiber RP
Indikatorfunktion der Menge A
Dirac-Maf im Punkt x
Lebesgue-Maf auf (R, B(R))
Lebesgue-Mak auf (RP, B(RP))
Oberflichenmafs auf ©

o0
Anzahl der Besuche der Menge A, na = > 1ig,e4
n=1

Riickkehrzeit zur Menge A, 74 = min{n > 1,®,, € A}

erste Eintrittszeit in die Menge A, 04 = min{n > 0,®,, € A}
erwartete Anzahl der Besuche von A bei Start in x,

Uz, A) = Eylial

Riickkehrwahrscheinlichkeit zur Menge A,

L(z,A) = Py(14 < 00)

Wahrscheinlichkeit, dass ® die Menge A unendlich oft besucht,
Q(z, A) = P,(® € A unendlich oft)

y ist von x aus erreichbar (< L(z,y) > 0)
x kommuniziert mit y (< 2 — yund y — x)
Aquivalenzklasse der mit x kommunizierenden Zusténde

Irreduzibilitdtsmal

Irreduzibilitdtsmals mit Maximalitdtseigenschaft
Periode eines Zustands bzw. einer Aquivalenzklasse C
stationdres Mafs

Drift von ®, AV (x) = E,[V(®1) — V(Po)]

totale Variation Norm eines Mafes p,
lull = sup |u(A)| = inf |u(A)]
AEB(S)

AEB(S)
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p(f)
[l ¢
|1Pr(z,-) — Pa(, )]

o(llz]]) = f(=)

Symbolverzeichnis

u(f) = gf(S)u(dS)

f-Norm eines Mafes p, |||l = sup |u(g)]
. glgl<f
V-Norm Abstand zweier Ubergangsdichten,

Py (z,)—Pa(x,
1Pi () = o, )y = sup 1Pl

: fl@) _
& lim I =0

[[[|—o0

Achsenfldchen des RP, Hy = {x € RPminx; = 0}
(2

homogene Hyperflichen in R?

RY, = RP\ H,
©={0cRr 0] =1}

e><>< = {9 € @XaFk(e) ¢ Hj,Vj,k}
UJ(.Z‘,U) = (a(;r) + b(x)uvxlv "'71:1)71)
w*(z,u) = (a*(x) + b*(x)u, 21, ..., Tp—1)
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