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Einleitung

Hoare hat 1961 in [14] den stochastischen Selektionsalgorithmus FIND eingefiihrt. Die-
ser dient dazu, aus einer endlichen Menge S, bestehend aus n verschiedenen Elementen,
das [-kleinste Element zu finden. Basierend auf den Artikeln [13] und [12] untersucht die
vorliegende Arbeit zwei verschiedene Vorgehensweisen zur Analyse der Laufzeit dieses Al-

gorithmus.

Find geht dabei dhnlich vor wie der bekannte Algorithmus Quicksort. Zuerst wird aus
der zu untersuchenden Menge S, welche wir ohne Einschrankung als {1,...,n} annehmen
konnen, ein Pivotelement x nach einem gegebenen Zufallsverfahren ausgewéhlt. In dieser
Arbeit wird davon ausgegangen, dass jedes Element von S mit derselben Wahrscheinlich-
keit ausgewéhlt wird. Durch Vergleiche der restlichen Elemente mit x wird die Menge S
in die Mengen S<, der Elemente kleiner oder gleich , und S, der Elemente grofer als z,

aufgeteilt. Sei m die Anzahl der Elemente in S<.

e Ist m > [, so liegt [ in S<, und es wird mittels FIND rekursiv das /-kleinste Element

von S< gesucht.

o Ist m < [, so liegt [ in S5, und es wird mittels FIND rekursiv das (I — m)-kleinste

Element von S~ gesucht.

Falls als Pivotelement nicht das grofte Element ausgesucht wird, verringert sich die Grofe
der betrachteten Menge in jedem Rekursionsschritt zumindest um Eins, also terminiert der
Algorithmus fast sicher. Diese Version von FIND werden wir im Folgenden als 2-Mengen
Version bezeichnen.

Nach einer leichten Modifikation des Algorithmus ergibt sich die 3-Mengen Version von
FIND. Hierbei wird S in die drei Mengen S., S— sowie S~ aufgeteilt. Dieser Algorithmus
terminiert bereits, wenn die Anzahl der Elemente in S< gleich [ — 1 ist, und gibt dann z
als das gesuchte Element aus.

Offensichtlich fithrt die 3-Mengen Version schneller zu einem FErgebnis, wobei signifikante
Unterschiede in der Performance fiir grofse n sehr unwahrscheinlich sind. Trotzdem stellt
sich die Frage nach der Notwendigkeit der 2-Mengen Version. Hier sei nur kurz darauf
hingewiesen, dass der in Kapitel 5 dargestellte Ansatz zur Analyse der Laufzeit von FIND

eine Betrachtung der 2-Mengen Version erfordert.
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Unter Vernachléssigung von Faktoren wie der Rechenleistung des Computers und der Qua-
litdt der Programmierung werden wir die Anzahl der benétigten Vergleiche als Maf fiir die
Laufzeit von FIND verwenden. Da die Anzahl der bendtigten Vergleiche nicht von der Men-
ge S selbst, sondern nur von n, der Anzahl der Elemente in S, abhéngt, werden wir sie im
Folgenden mit C),; fiir die 2-Mengen Version und C;,l fiir die 3-Mengen Version bezeich-
nen. C,; hingt offensichtlich gréfstenteils von der Aufteilung der Menge S in die Mengen
S< und S- ab, da im néchsten Schritt die Elemente aus einer der beiden Mengen mit dem
néchsten Pivotelement verglichen werden miissen. Wegen der Zufélligkeit der Wahl des
Pivotelements ist die Laufzeit C,,; eine Zufallsgrofe, die stark von dem Zufallsverfahren

zur Wahl des Pivotelements abhéngt.

Dementsprechend sind auch andere Verfahren zur Wahl des Pivotelements denkbar, die zu
besseren Ergebnissen als die obige Version fiihren. Hier sei auf die Median-von-k Version
hingewiesen. Dabei werden zuerst k& Elemente aus S zufillig ausgewdhlt und dann der
Median dieser k Elemente bestimmt. Der Median wird dann als Pivotelement verwendet.
Alternativ zum Median kann man auch dasjenige Element der k Zahlen wéhlen, das einen
Rang nahe % hat. Dies fiihrt dazu, dass die Wahrscheinlichkeit, ein Pivotelement nahe
des gesuchten Elements [ zu finden, wichst und damit im n#chsten Rekursionsschritt
weniger Vergleiche notwendig sind. Allerdings ist bei beiden Versionen zu beachten, dass
die Auswahl des Pivotelements ebenfalls eine gewisse Anzahl an Vergleichen erfordert. Fiir

eine genauere Analyse siehe beispielsweise [18] oder [21].

Nun zuriick zur 3-Mengen Version von FIND. Offensichtlich bendtigt diese im besten Fall,
d.h. wenn [ im ersten Schritt als Pivotelement ausgewahlt wird, n — 1 Vergleiche und im
schlechtesten Fall Z?;lli = @ Als Erwartungswert hat Knuth in [19]

E(Cry)=2m+3+n+1)Hy— (+2)H — (n+2~1) Hy 1)
mit H, def S % bestimmt. Der grofe Unterschied von Average, Best and Worst Case
Performance verlangt nach einer detaillierteren Analyse der Laufzeit. Einen Schritt auf

diesem Weg hat Devroye in [9] beschritten, indem er exponentielle Schranken fiir die Tails

der Verteilung von C} , bewiesen hat. Genauer zeigt er dort, dass
P(Ch > zn) = o(p7)

fir alle p > % gilt. Dies zeigt, dass das Auftreten von schlechter Performance fiir grofle n

unwahrscheinlich ist.

In dieser Arbeit wird es darum gehen, das asymptotische Verhalten von C,; bzw. C’;‘;l
fiir groke n zu untersuchen. Es stellt sich beispielsweise die Frage, ob Folgen (a)nen
und (by,)nen existieren, so dass a,(Cyp; — by) gegen einen nicht-degenerierten Grenzwert
konvergiert. Zur positiven Beantwortung dieser Frage sind mehrere Ansétze bekannt. Zwei

davon werden wir in dieser Arbeit vorstellen und jeweils Eigenschaften des Grenzprozesses,
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welchen wir im Folgenden als FIND-Prozess bezeichnen werden, beweisen. Bevor jedoch

damit begonnen werden kann, werden noch einige hilfreiche Grundlagen bereitgestellt.

Das erste Kapitel dient der Wiederholung einiger Begriffe beziiglich metrischer Raume
und stellt danach einige spezielle R&ume vor, die im spéteren Verlauf der Arbeit eine Rolle
spielen werden. Hierbei sei vor allem die Skorokhod-Topologie auf dem Raum der rechts-
seitig stetigen Funktionen mit linksseitigen Limiten genannt.

Im zweiten Kapitel werden dann gewichtete Verzweigungsprozesse eingefiihrt, die eine
geeignete Struktur zur Beschreibung von rekursiven Algorithmen bieten.

Daran anschlieffend wird die Kontraktionsmethode vorgestellt. Dies ist eine Methode zum
Nachweis der Konvergenz von Folgen von Wahrscheinlichkeitsmafen und findet Anwen-
dung bei der Analyse von Divide-and-Conquer Algorithmen, wie Quicksort und FIND.
Das vierte Kapitel dient dann der Verdeutlichung der Zusammenhénge von gewichte-
ten Verzweigungsprozessen und dem FIND-Prozess und leistet somit einen Beitrag zum

Verstindnis der spéteren detaillierten Analysen von FIND.

Diese beginnen im fiinften Kapitel mit der Prasentation des von Griibel und Résler in
[13] dargestellten Vorgehens. Wir starten hierbei zuerst mit der Konstruktion des FIND-
Prozesses und zeigen dann im zweiten Abschnitt das Hauptresultat dieser Arbeit, die
Verteilungskonvergenz von %Cn,l gegen den FIND-Prozess Z(t) beziiglich der Skorokhod-
Topologie, falls | mit n so variiert, dass % gegen ein t € [0, 1] konvergiert. Im dritten

Abschnitt werden noch einige Eigenschaften des FIND-Prozesses vorgestellt.

Der zweiten Methode zur Analyse von FIND, zuriickgehend auf Griibels Artikel [12], wid-
met sich das sechste Kapitel. Das Vorgehen dabei beruht auf der Konstruktion von
geeigneten begleitenden Markov-Ketten und ermoglicht einen deutlich kiirzeren Beweis
des Hauptresultats aus Kapitel 5. Es werden hier auch Schranken fiir die Tails von C;';l
und dem FIND-Prozess bewiesen, die mittels numerischer Berechnungen zu besseren Ab-

schiatzungen der Tail-Wahrscheinlichkeiten fiihren.

Ich danke Herrn Prof. Dr. Gerold Alsmeyer fiir die Bereitstellung des Themas und die
Betreuung wihrend der Anfertigung dieser Diplomarbeit. Weiterhin gilt mein Dank allen
Menschen, die auf ihre Weise zur Erstellung dieser Arbeit beigetragen haben, insbesondere

meinen Eltern fiir die Unterstiitzung wihrend meiner gesamten Studienzeit.

Hiermit versichere ich, dass ich diese Diplomarbeit selbststéndig verfasst und keine anderen

als die im Literaturverzeichnis aufgefithrten Quellen und Hilfsmittel verwendet habe.

Miinster, den 30. Dezember 2009

Martin Diillmann






Kapitel 1

Metrische Raume

In diesem Kapitel werden wir zuerst einige Definitionen fiir metrische Rdume bereitstellen
und den Banachschen Fixpunktsatz, der einen wichtigen Bestandteil der Kontraktionsme-
thode darstellt, beweisen. Im Anschluss werden drei spezielle metrische Rdume mit jeweili-
gen Eigenschaften kurz dargestellt. Dabei werden wir vor allem den Raum der rechtsseitig
stetigen Funktionen mit linksseitigen Limiten betrachten, da dieser eine wichtige Rolle in

der untersuchten Arbeit [13] spielt. Wir beginnen nun mit den Grundlagen.

1.1 Grundlagen

Eine Metrik auf einer Menge X ist eine Funktion d : X x X — [0,00), die symmetrisch
ist, die Dreiecksungleichung erfiillt und zwei Elementen z,y € X genau dann den Wert
0 zuordnet, wenn diese gleich sind. Das Tupel (X, d) heift dann metrischer Raum. Einen
solchen nennt man wvollstdndig, wenn in ihm jede Cauchyfolge konvergiert. Desweiteren
heifst er separabel, wenn er eine abzihlbare, dichte Teilmenge besitzt.

Einen vollstdndigen, normierten Vektorraum bezeichnet man als Banachraum. Jeder ab-
geschlossene Untervektorraum U eines solchen Banachraums X ist wiederum vollsténdig,
da jede Cauchyfolge in U auch eine solche in X ist, entsprechend konvergiert und der

Grenzwert aufgrund der Abgeschlossenheit von U wieder in U liegt.
Eine stetige Abbildung f : X — X eines metrischen Raums (X, d) in sich selbst heifst

Kontraktion, wenn ein « € [0, 1) existiert, so dass

d(f(x), f(y)) < ad(z,y)

fiir alle z,y € X gilt. Definiert man nun fiir eine Kontraktion f eines metrischen Raums
(X, d) und ein beliebiges z¢ € X die Iterationsfolge

def

Tn = f(l‘nfl) = fn(x(]),
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wobei f,, die n-fache Hintereinanderschaltung von f bezeichnet, so schrumpft der Abstand
zweier Iterationsfolgen ( fn(x))n oy und ( fn (y))n cn unter f geometrisch schnell, denn aus

der Kontraktionseigenschaft folgt

d(fn(), fa(y)) < ™ d(z,y). (1.1)

Der nun folgende Banachsche Fizpunktsatz liefert die Konvergenz jeder solchen Folge gegen

einen eindeutigen Fixpunkt, solange der Raum (X, d) auch vollstandig ist.

1.1 Satz (Banachscher Fixpunktsatz)
Jede Kontraktion f : X — X eines vollstandigen metrischen Raums (X, d) besitzt genau

einen Fizpunkt € € X.

Beweis:
Wir beweisen zunédchst die Existenz des Fixpunktes. Wahle hierzu ein beliebiges xg € X
und setze x, = f(xp—1) fir n > 1. Dann folgt mit der Kontraktionseigenschaft fiir alle
k>1

(g1, ax) = d(f(ar), fzp-1)) < o d(zg, ap-1)

fiir ein v € [0, 1) und somit nach Iteration
d(zpy1, z) < oF d(x1, x0).

Nun ergibt sich fiir alle m,n € N mit Hilfe der geometrischen Reihe

m+4n—1 m+n—1 o™
(T Tm) < kz d(zpq1, 71) < kz o d(w1,w0) < —— d(w1,z0).
=m =m

(zn)nen bildet also eine Cauchyfolge in X und konvergiert aufgrund der Vollstandigkeit
des metrischen Raums (X, d) gegen ein £ € X. Dieser bildet natiirlich einen Fixpunkt von
f, da f als Kontraktion auch stetig ist.

Fiir den Beweis der Eindeutigkeit, seien £ und v zwei Fixpunkte von f. Dann folgt wie-

derum aus der Kontraktionseigenschaft von f, dass

A&, v) = d(f(§), f(¥)) < ad(&, 1))

gilt. Somit folgt & = 1.
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1.2 Der Raum DJ0,1] und die Skorokhod-Topologie

In diesem Abschnitt wird zuerst der Raum D[0, 1] der rechtsseitig stetigen Funktionen mit
linksseitigen Limiten eingefiihrt. Dieser dient in vielen Féllen der Beschreibung von sto-
chastischen Sprungprozessen. Wir werden einige FEigenschaften dieser Funktionen angeben
und im Anschluss zwei Metriken auf D|0, 1] definieren, die diesen zu einem vollstdndigen
metrischen Raum machen. Dabei werden wir vor allem auf die Skorokhod-Topologie ein-
gehen, da diese in der untersuchten Arbeit [13] eine entscheidende Rolle spielt. Wir haben

uns hierbei an dem entsprechenden Kapitel aus [6] orientiert.

1.2 Definition
DJ0, 1] sei der Raum der cadlag Funktionen auf [0, 1] nach R, d.h. der Raum der Funktionen
x :[0,1] — R, die rechtsseitig stetig sind und deren linksseitige Limiten existieren, welche

also folgende Eigenschaften erfiillen:

(i) fiir 0 <t < 1 existiert z(t+) o liin x(s), und es gilt z(t+) = x(t)
slt

(i) fur 0 <t <1 existiert z(t—) dof liin x(s).
slt

Fiir x € D[0, 1] und Ty C [0, 1] setze
def
we (Tp) sup{ l2(s) — x(t)] : 5,1 € Tg}

und fiir § > 0 missbrauchlich dieselbe Schreibweise benutzend

w4 (9) 2t sup  wy([t,t+ 9]).
0< t<1-6

Bekanntlich sind stetige Funktionen auf kompakten Intervallen bereits gleichméfig stetig.

Das folgende Lemma liefert eine dhnliche Eigenschaft fiir die Elemente von D]0, 1].

1.3 Lemma
Fiir jedes x € DI[0,1] und jedes € > 0 existieren Punkte tq,...,t, mit 0 = tog < t1 < ... <
t. =1, so dass gilt:

wy ([tim1, ) <€ fir alle i=1,...,r. (1.2)

Beweis:
Setze

T = sup {t € [0,1] : [0,¢) kann in endlich viele Teilintervalle [¢t;_1,¢;) zerlegt werden,

die (1.2) erfﬁllen}.

Da z(0) = x(0+) gilt, folgt bereits, dass 7 > 0 ist. Da aber x(7—) existiert, kann auch
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[0,7) derart zerlegt werden.

Aus z(1) = x(7+) folgt, dass 7 < 1 unmdéglich ist. Also gilt schon 7 = 1.

1.4 Bemerkung

Aus Lemma 1.3 folgt, dass zu jeder gegebenen positiven Zahl z € R nur endlich viele
Punkte t € [0, 1] existieren, in denen die Spriinge |z(t) — z(t—)| > z sind. Insbesondere
hat z maximal abzahlbar viele Unstetigkeitsstellen.

Es folgt also auch, dass = gleichméfig beschrénkt ist, d.h.

sup |z(t)| < oo. (1.3)
te[0,1]

In der folgenden Definition werden wir eine weitere Kennzahl fiir cadlag Funktionen ein-
fiihren, welche sowohl eine dquivalente Formulierung von Lemma 1.3 als auch eine Cha-
rakterisierung der kompakten Mengen in der spéter eingefiihrten Skorokhod-Topologie

ermoglicht.

1.5 Definition
Fiir € D[0,1] und 0 < § < 1 setze

wl(5) & i?ﬁ Org%wx([ti_l,ti)),

wobei das Infimum iiber alle » € N und alle endlichen Mengen {t;}1<i<, C [0, 1] gebildet

wird, die Folgendes erfiillen:

O=tr<th1 <..<t,=1

t; —ti—1 >0, firi=1,..,r.

1.6 Bemerkung
Lemma 1.3 ldsst sich auch dquivalent tiber das soeben eingefiihrte w!, beschreiben.
Fiir alle € D|0, 1] gilt:
li '(0)=0
Lim w5, (9)
1.7 Satz
(D[0,1],dso) ist ein vollstandiger metrischer Raum. Dabei ist doo fiir alle x,y € DJ[0,1]
definiert durch

doo(,y) & sup | 2(t) — y(t)].
t€[0,1]
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Beweis:
Seien z,y,z € DJ0,1] beliebig. Es ist direkt klar, dass doo(x,y) > 0 und deo(z,y) =
doo(y, x) gelten, sowie doo(z,y) = 0 genau dann gilt, wenn x = y ist. Die Dreiecksunglei-

chung ergibt sich aus

doo (%, y) + doo(y, 2) = sup |z(t) —y(t)| + sup [y(t) — z(t)]

t€[0,1] t€(0,1]
> sup |a(t) - 2(t)] = doo(, 2).
te(0,1]

Also definiert do, eine Metrik auf DJ0,1]. Es bleibt noch zu zeigen, dass (D]0, 1], d)
vollstandig ist. Bekanntlich ist der Vektorraum & (|0, 1]) der beschréankten Funktionen auf
[0,1], ein Banachraum bzgl. d. Nach Bemerkung 1.4 ist D[0, 1] ein Untervektorraum von
A (]0,1]). Geméa den Anmerkung zu Beginn des Kapitels reicht es nun zu zeigen, dass
DJ0, 1] als Untervektorraum von 4 ([0, 1]) abgeschlossen bzgl. do, ist. Aus der Analysis ist
allerdings bekannt, dass der gleichméifige Limes einer Folge von cadlag Funktionen wieder
eine cadlag Funktion ist. Somit liegt der Grenzwert einer Folge aus D[0, 1] wieder in D0, 1],

was wiederum bedeutet, dass D|0, 1] ein bzgl. d abgeschlossener Untervektorraum von

B ([0,1]) ist.

g

Die durch d., induzierte Topologie ermdoglicht es allerdings nicht, ein Hauptresultat aus
[13] zu zeigen. Hierfiir wird eine andere Topologie auf D[0, 1], die sogenannte Skorokhod-

Topologie, benotigt. Diese wird in folgender Definition eingefiihrt.

1.8 Definition und Satz
D0, 1] versehen mit p : D[0,1] x D[0,1] — [0, c0),

p(x,y) L inf {e > 0: es existiert ein A € A mit sup |\(t) —t| <e
t€[0,1]

und sup | z(t) — y (A())] < e} (1.4)
tel0,1]

ist ein metrischer Raum. Dabei bezeichne

AY {)\ :[0,1] — [0,1] : A ist stetig und streng monoton wachsend mit

A0) =0 und \(1) = 1}.

Die durch p induzierte Topologie heifit Skorokhod-Topologie. Fin A € A wird auch als

Zeitwechsel bezeichnet.

Beweis:
Seien z,y, z € D|0, 1] beliebig. Um zu sehen, dass p(z,y) endlich ist, wihle A(t) = ¢t und
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beachte die gleichméfige Beschréanktheit von z. Weiter ist klar, dass p(x,y) > 0 gilt.
p(x,y) = 0 impliziert, dass fiir alle t € [0,1] entweder z(t) = y(t) oder z(t) = y(t—)
gilt. Sei nun ty € [0,1] beliebig. Angenommen es gelte z(tg) # y(tp). Dann muss aber
x(to) = y(to—) gelten, also ist y unstetig in ty. Da aber fiir alle € > 0 entweder z(tg+¢€) =
y(to + €) oder x(tg + €) = y(to + €—) gilt und = und y rechtsseitig stetig sind, folgt schon
der Widerspruch. Also gilt z(tg) = y(tp) und damit =z = y.

Fiir den Nachweis der Symmetrie beachte, dass aus A € A auch A~! € A folgt. Die beiden
folgenden Gleichungen gelten, da die Suprema jeweils tiber alle ¢ € [0, 1], also insbesondere
iiber A(t) und A~1(t), gebildet werden:

sup |)\_1t—t‘ = sup | At —t

te[0,1] te[0,1]
sup [2(A71) —y(1)] = sup |=(t) — y(At)].
te[0,1] te[0,1]

Also folgt p(x,y) = p(y, x).

Es bleibt noch die Dreiecksungleichung zu zeigen. Dafiir beachte, dass fiir A1, Ao € A auch
A1 o Ay € A gilt. Damit gelten unter Beriicksichtigung der obigen beiden Gleichungen
folgende Ungleichungen:

sup | Az 0 Ay(t) —t[ < sup | Ao(t) —t[ 4 sup |Ai(t) — ¢

te[0,1] te(0,1] te[0,1]
sup |x(t) — z(Az 0 Mi(¢))] < sup [a(t) —y(M(t))]|+ sup [y(t) — z(A2(1))]
te[0,1] te[0,1] te[0,1]

Also gilt auch p(x,z) < p(z,y) + p(y, z) und damit die Dreiecksungleichung. Insgesamt
folgt, dass (D[0, 1], p) ein metrischer Raum ist.

1.9 Bemerkung

(i) In der durch do induzierten gleichméfigen Topologie sind zwei Funktionen &hnlich,
wenn sich ihre Graphen bei festgehaltener Abzisse nur durch eine gleichméfig kleine Ver-
dnderung der Ordinate voneinander unterscheiden. In der Skorokhod-Topologie allerdings
wird zugleich auch eine gleichméfig kleine Verzerrung der Abzisse, also der Zeitachse, zu-
gelassen. Physikalisch gesehen driickt diese Definition das Problem der Unmdglichkeit der

perfekten Zeitmessung aus.

ii) Eine Folge (z,)nen C D[0, 1] konvergiert in der Skorokhod-Topologie gegen ein z €
DJ0, 1] genau dann, wenn eine Folge (A, )nen € A existiert, so dass

lim sup |At—t/ =0 und

n—00 4e/0,1]

lim sup |z,(Ant) —2z(t)| =0

N0 tel0,1]

gilt.
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1.10 Satz
Seien x,x1,z2,... € D[0,1].

(i) Aus der gleichmdfigen Konvergenz von (xn)nen gegen x, d.h. x, — x bzgl. ds, folgt
schon die Konvergenz von (xn)nen gegen x in der Skorokhod-Topologie.
(ii) Die Umkehrung von (i) gilt nicht.
(i1i) Aus der Konvergenz von (zy)nen gegen x in der Skorokhod-Topologie folgt die Kon-

vergenz von (z,(t))nen gegen x(t) in allen Stetigkeitsstellen t von x.

(iv) Aus der Konvergenz von (zy)nen gegen x in der Skorokhod-Topologie und der Stetig-

keit von x auf [0,1] folgt die gleichmdfSige Konvergenz von (xn)nen gegen .

Beweis:
(i) folgt durch die Wahl von A, (t) =t fiir alle n € N.
(ii) folgt aus folgendem Gegenbeispiel:

Ty = 1[07%+%) und z = 1[07%).

Klar ist, dass (2, (t))nen nicht gegen x(t) in t = % konvergiert. Fiir die Konvergenz in der

nt2 g fiir ¢ <
Skorokhod-Topologie wihle A, (t) = ¢ "

N[—= N

242 fiir t >

n

(iii) folgt aus der Ungleichung
|2 (t) — x(t)] < [@n(t) — (A (D)) + [2(An(t)) — 2(0)],

da der erste Summand wegen der Konvergenz in der Skorokhod-Topologie gegen 0 kon-
vergiert und der zweite Summand aufgrund der Stetigkeit von z in ¢ und der Konvergenz
von A, (t) gegen t ebenfalls gegen 0 konvergiert.

(iv) folgt aus (iii) und der Tatsache, dass x auf dem abgeschlossenen Intervall [0,1] auch

gleichméfig stetig ist.
O

Die beiden folgenden Sétze geben weitere Eigenschaften der Skorokhod-Topologie an. Da
diese jedoch im Weiteren keine grofse Rolle spielen werden, und die Beweise eine ausfiihr-
lichere Untersuchung der Skorokhod-Topologie notwendig machen wiirde, verzichten wir

hier auf ihre Beweise und verweisen stattdessen auf Kapitel 3 in [6].
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1.11 Satz
FEine Menge A C DJ0,1] ist schwach relativ folgenkompakt bzgl. der Skorokhod-Topologie

genau dann, wenn

sup sup |z(t)] < oo und
z€A te[0,1]
lim sup w,(§) =0
0—0 zeA
gelten.
1.12 Satz

D[0,1] versehen mit der Skorokhod-Topologie ist ein separabler, vollstindiger metrischer

Raum.

1.3 Der Raum der beschrankten, messbaren Funktionen

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass der Raum der beschrinkten, messbaren Funktionen
von [0,1] nach R zusammen mit der durch die Supremumsnorm induzierten Metrik einen

vollstdndigen, metrischen Raum bildet.

1.13 Definition und Satz
Set

B dof {f :[0,1] = R : fist beschrinkt und messbar}

der Raum der beschrinkten, messbaren Funktionen von [0,1] nach R. Dann bildet fir alle
;9 € Bm
doo(f,9) = sup [ f(t) = g(t)|

te(0,1]

eine vollstindige Metrik auf B, .

Beweis:

Wir verzichten auf den elementaren Nachweis, dass d, eine Metrik bildet. Zum Beweis der
Vollstandigkeit halten wir fest, dass %, dhnlich wie im Beweis von Satz 1.7 auch hier ein
Untervektorraum von 4 ([0, 1]) ist. Da der Grenzwert von messbaren Abbildungen wie-
derum messbar ist!, folgt die Abgeschlossenheit dieses Untervektorraums bzgl. doo. Damit
ergibt sich die Vollstandigkeit von (%, d~) erneut aus der Tatsache, dass abgeschlossene

Untervektorraume von Banachraumen vollstédndig sind.

!siehe Satz 8.3 in [2]
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1.4 Die Mallows-Metrik

Wir werden in diesem Abschnitt die Mallows-Metrik auf dem Raum der p-fach integrier-
baren Wahrscheinlichkeitsmafie einfiihren und diese dann charakterisieren. Die Mallows-
Metrik spielt fiir die Kontraktionsmethode, welche im dritten Kapitel eingefiihrt wird, eine
zentrale Rolle. Wir werden nun erst einige Notationen angeben und auf bekannte Ergeb-
nisse aus der Wahrscheinlichkeitstheorie hinweisen.

Es sei 1 < p < oo und M, die Menge aller p-fach integrierbaren Wahrscheinlichkeitsmafe
auf [0,00). Weiterhin sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 2, P) gegeben, und £,(P) =
£,(2,2, P) sei der Vektorraum der p-fach integrierbaren Zufallsgrofen auf (€2, 2, P). Be-
kanntlich definiert dann [ X, e (E|X|P )% eine (Pseudo-)Norm auf £,. Durch die so
induzierte Metrik £,(X,Y’) = || X — Y|, wird £, zu einem vollstindigen metrischen Raum,
indem man die P fast iiberall iibereinstimmenden Zufallsgréften miteinander identifiziert.
Genauer betrachtet man also den Quotientenraum L, (P) & £,(P)/MN(P), wobei M(p)
den Raum aller P fast iiberall verschwindenden Funktionen bezeichnet.

Zu beliebigen Verteilungen F' und G auf [0, 00) wird ein Paar (X,Y") von Zufallsgrofen auf
demselben Wahrscheinlichkeitsraum mit £ (X) = F und Z(Y) = G, wobei .Z(X) die Ver-
teilung von X bezeichne, eine (F,G)-Kopplung genannt und man schreibt (X,Y) ~ (F, G).
SchlieRlich sei F~!(y) o {z: F(z) > y} die fiir 0 < y < 1 definierte Pseudo-Inverse der
Verteilungsfunktion F'. Dann gilt bekanntlich & (F LU )) = F, falls U auf dem Intervall

[0, 1] gleichverteilt ist, d.h. £ (U) = U(0,1) gilt.

1.14 Definition und Satz
Die Abbildung d, : M, x M, — [0, 00),

def .
d,(F,G) = f X-Y| , 1.5
WR.C) X Y], (15)
ist fiir jedes 1 < p < oo eine Metrik auf M, die sogenannte Mallows-Metrik.
Das Infimum in (1.5) wird angenommen, und zwar gilt

dy(F,G) = |[F~H(U) -G U)],

fiir jede U(0,1)-verteilte Zufallsgrofe U.

Beweis:
Es geniigt zu zeigen, dass das Infimum in (1.5) in angegebener Weise angenommen wird.
Die Metrikeigenschaften folgen dann direkt aus denen der Metrik £,. Fiir den Nachweis,

dass das Infimum angenommen wird, siehe Kapitel 4 in [1].
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Zur Charakterisierung der Konvergenz bzgl. d,, notieren wir folgenden Satz. Dabei bezeich-
d
ne — die Konvergenz beziiglich der Mallows-Metrik und — die schwache Konvergenz

von Verteilungen.

1.15 Satz

Fiir eine Folge (Fy,)nen von Verteilungen in M, sind dquivalent:
(i) Fn 3 F.
(i) Fp, = F und [ |2z Fy(dz) — [ |z’ F(dz) < oo.

(iii) Fp, < F und |z|P ist gleichgradig integrierbar bzgl. der Fy,, d.h

lim sup / |z|P F,(dz) =0
a—0c0 nEN( )

Beweis:

Alle Aussagen des Satzes resultieren direkt aus bekannten Ergebnissen der Wahrschein-
lichkeitstheorie.

(1) = (ii)“ Wegen (1.6) ist (i) dquivalent zur £,-Konvergenz von F,;1(U) gegen F~1(U)
fir jede U(0, 1)-verteilte Zufallsgrofse U. Daraus wiederum folgt bereits (ii).

(i) = (iii)* folgt aus Satz 50.8 in [2], wenn man beachtet, dass F; 1(U) — F~Y(U) fast
sicher gilt und die gleichgradige Integrierbarkeit von |z|’ bzgl. der F}, der gleichgradigen
Integrierbarkeit der Folge (|F, *(U)|" ) ¢y entspricht.

H(iii) = (i)“ Falls F;, % F, so folgt aus Satz 36.9 in [2] F; "(U) — F~(U) fast sicher, was
mit der gleichgradigen Integrierbarkeit von ( ‘Fn* YU )‘p )n N auch

|EH(U) - F_l(U)Hp — 0 und somit (i) liefert.

1.16 Satz
Der Raum (M, dp) ist fir jedes 1 < p < oo vollstindig.

Beweis:
Sei (Fp)nen eine Cauchy-Folge in (M, d),). Also gilt fiir jedes U (0, 1)-verteilte U auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 2, P)

im  dp(Fp, Fo) = lim ||, (U) - F, ' (U)||, =0.
m,n— 00 m,n— 00 m n p

Da der Raum L,(P) vollstindig ist, konvergiert F, 1(U) im p-ten Mittel gegen eine Zu-

fallsgrofe X € £,(P) mit Verteilung F' und damit auch F,, schwach gegen F. Es folgt

F7YU) — F~Y(U) fast sicher aus Satz 36.9 in [2] und wegen der Eindeutigkeit des Grenz-

n
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wertes auch X = F~1(U) fast sicher. Insgesamt ergibt sich dann das Gewiinschte durch

lim dy(Fy, F) = lim [|[F7H(U) = F7H(U)||, = lim ||F7H(U) - X]|, =0.

n—00 n—oo p n—00






Kapitel 2
Gewichtete Verzweigungsprozesse

Dieses Kapitel dient der Einfiihrung der gewichteten Verzweigungsprozesse. Dafiir werden
wir zuerst einige Notationen fiir Baume angeben, mit deren Hilfe wir dann die gewichte-
ten Verzweigungsprozesse definieren kénnen. Diese stellen eine geeignete Grundstruktur
dar, mit deren Hilfe stochastische Fixpunktgleichungen beschrieben werden koénnen. Die
Kontraktionsmethode, welche im folgenden Kapitel vorgestellt wird, ist hierbei ein viel

genutztes Analysehilfsmittel.

2.1 Baume

Wir betrachten den unendlichen Ulam-Harris-Baum

ve N, N E (g
neN

mit der Wurzel () und den Knoten v = (v1, ..., vy), fiir die wir im Folgenden vereinfachend
V1 ...y schreiben werden. Der Name des Knotens v; ... v, entspricht dem Pfad von der

Wurzel @ zum Knoten.

N | N
/\ A /NN

111 112 121 211 212 311 312 313 321 322

0
1 2
1

Jeder Knoten v € V hat abzéhlbar viele Nachfolger vi def (v1,...,Up,%). Im Fall v = ) soll

. e 1: . def /. . . . ..
dies nattirlich vi = (i) bedeuten. Fiir v = v; ... v, bezeichne |v| = n die Lange von v, was

13
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speziell [}] = 0 bedeutet. Fiir m < |v| benutzen wir die Einschrankung v}, = v1 ... vy,. Bei

. . . def
gegebenen v ...v, und w; ...w,, verwenden wir die Notation vw = vy...vw1...Wpn.

Fiir kleinere Bdume werden allerdings oft andere Bezeichnungen verwendet. Bei bindren
Béumen zum Beispiel ist V o Unent0, 1}". Formal kénnen diese kleineren Bdume mittels
einer Funktion ¢ : V — {0, 1} eingebettet werden, die Folgendes erfiillt: Ist v ein Vorfahre
von w und ¢(v) = 0, dann ist auch ¢(w) = 0. Anschaulich stellen wir uns v als lebend
vor, wenn ¢(v) # 0, und tot, wenn ¢(v) = 0 gilt. Der kleinere Baum wird dann nur von

den lebenden Individuen gebildet.

2.2 Gewichtete Verzweigungsprozesse

Sei (2,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, den wir im Folgenden immer als reichhaltig
genug fiir alle auftretenden Zufallsvariablen annehmen wollen. Seien T'(v) : © — RN,
v € V, unabhéngig identisch verteilte Zufallsvariablen. Wir verwenden die Notation T'(v) =
(T1(v), T2 (v),...), wobei Ty(v) : © — R die i-te Projektion von T bezeichnet. Wir stellen
uns T;(v) als Gewicht vor, welches die Kante von v zu vi tragt. Beachte, dass beliebige

Abhéngigkeiten der Komponenten T;(v), ¢ € N, bei fixiertem v € V zugelassen sind.

2.1 Definition
Der Prozess ((Q2,2(, P),V,T) heilit gewichteter Verzweigungsprozess.

Definiere nun rekursiv das Gewicht [(v) : €@ — R des Astes von der Wurzel zum Knoten v
durch
I(vi) = Ti(v) (v)

fiir i € N. Dabei ist der Startwert [(()) unabhéngig von T. Das Gewicht [(v) des Astes hat
dann folgende Produktdarstellung

I(v) v (V102 . 1) Ty, (V102 .. 0p—2) ... Ty, (0) 1(0)

=T,
= T, (Vjn—-1) Tv,—, (Vjn—2) - - T0, (0) L(D)

Zur Vereinfachung nehmen wir [(f) = 1 an. Wir nennen ein Knoten bzw. Individuum
beobachtbar oder lebend, falls I(v) # 0 ist, ansonsten nicht beobachtbar oder tot. Beachte,
dass jeder Nachkomme eines nicht beobachtbaren Individuums wieder nicht beobachtbar

ist.

Im Folgenden werden wir einige Grofsen vorstellen, die in vielen Anwendungen von ge-
wichteten Verzweigungsprozessen Ziel der Untersuchungen sind. Dafiir betrachte zuerst

die Gewichte in der n-ten Generation, {(v), mit |v| = n. Diese kann man wie folgt tiber
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diskrete Mafle beschreiben:

n d:ef Z 6l(v)v

[v[=n

wobei §, das Dirac-Mafs in € R bezeichnet. Diese Objekte werden auch in der Theorie

der Verzweigungsprozesse untersucht (siehe hierfiir [4]).

Weitere Grofien, die gerade bei der Analyse von Divide-and-Conquer Algorithmen eine

grofte Rolle spielen, sind das Gewicht

z, /xgn(dx) = 1(v)

[v[=n

der n-ten Generation und die Kosten

R, € Y 1(v) O(v)

lv|<n

bis zur n-ten Generation. Hierbei sind (7'(v), C(v)), v € V unabhéngig identisch verteilte
Zufallsvariablen. {(v)C(v) kann man als Kosten abhéngig von der Grofe und R, als Ge-
samtkosten bis zur n-ten Generation auffassen.
In anderen Anwendungen ist man mehr an der maximalen (oder auch minimalen) Hohe
des Baumes

sup{n:l(v) <a V]|v|=n}

fiir eine geeignete Konstante a interessiert.
2.2 Beispiel
In diesem Beispiel werden wir einen Galton-Watson-Prozess als gewichteten Verzweigungs-

prozess darstellen. Dafiir erlauben wir nur zwei mogliche Zusténde fiir die 7;: lebend (=1)

und tot (=0). Die lebenden Individuen bilden einen zufilligen Baum. In der n-ten Gene-

Zn=> 1)

[v[=n

ration leben dann

Individuen. Z,, bildet so einen Galton-Watson-Prozess mit einem Urahnen. Gewdhnlich

wird ein solcher Prozess ZL eingefiihrt {iber Z1 =1 und
Zn—l

Zn=Y Xni
=1

Die Zufallsgrofsen Xy, ;, n,¢ € N sind dabei unabhéngig und nehmen Werte in Ny an. Sie

geben die Anzahl der Kinder des i-ten Individuums in der n-ten Generation an. Sie haben
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alle die Reproduktionsverteilung
pe=PXni=k)=P | Ti(v)=k]|,
j=1

wobei v das i-te Individuum der n-ten Generation bezeichnet. Dann hat der Prozess (Zy =
1,71, Zs,...) dieselbe Verteilung wie der Prozess (Zg =1, 21, 22, ce)e

2.3 Vorwarts- und Riickwartsgleichungen

Wie bei Markov-Prozessen kann man auch bei gewichteten Verzweigungsprozessen zwi-
schen einer Vorwérts- und Riickwartsbetrachtung unterscheiden. Zur Verdeutlichung be-

trachte die Komposition

(fnofan—10o..)oft = fnofucr10o...0fi = fao(fa-10...0f1)

der n Funktionen fi, ..., f,. Die linke Seite der Gleichung zeigt die Betrachtung riickwérts

in der Zeit, die rechte die Betrachtung vorwérts in der Zeit.

Da beide Betrachungsweisen ihre Vorteile haben, werden wir nun fiir die vorher eingefiihr-
ten Zielgrofen jeweils beide Sichtweisen angeben. Wir beginnen mit der Anzahl £, 41 der
Individuen in der (n+ 1)-ten Generation. Die Vorwértsgleichung schaut zuerst auf die n-te

Generation &, und betrachtet dann den Nachwuchs jedes Individuums dieser Generation.

Es ergibt sich
gn—i—l = Z Zél(vj)'

[v|=n jEN
Im Gegensatz dazu ergibt sich die Riickwértsgleichung durch die Betrachtung der Nach-
fahren der Individuen der ersten Generation. Jedes Individuum in der ersten Generation
generiert, unabhéngig zu den anderen Individuen der ersten Generation, Nachfahren iiber
n Generationen, die jeweils durch die unabhéngigen Kopien &, ; von &, beschrieben wer-
den. Allerdings &ndert sich dabei der Anfangswert von [(0) zu T};(0){(0). Dadurch ergibt

sich die Riickwartsgleichung zu

Enr1() 23 & (TO)()),

JEN
wobei 2 die Gleichheit in Verteilung bezeichnet.

Aus diesem Beispiel erkennt man allerdings noch nicht die Vorteile, die die beiden un-
terschiedlichen Betrachtungsweisen mit sich bringen. Zur Verdeutlichung betrachten wir

nun das Gesamtgewicht Z,, 41 der (n + 1)-ten Generation mit Startwert {(#)) = 1. Die
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Vorwartsgleichung ergibt sich dann zu

Zosi= 3 [10) S 10)

[v|=n JjeN

Normalisiert man diesen gewichteten Verzweigungsprozess mit dem Faktor m™, m =
E (ZiEN Ti), so ergibt sich ein Martingal. Bekanntermafsen konvergiert jedes nichtnegative
Martingal fast sicher, d.h.

VA

™ LW fast sicher
mn

fiir eine Zufallsvariable W. Dieses ist ein probabilistisches Resultat fiir Zufallsgrofen.

Im Vergleich hierzu liefert die Riickwértsgleichung

Zupr =Y T;(0) Y ;%)) (2.1)

JjEN [v|=n

eine Iteration von Verteilungen. Schreibe dafiir (2.1) als Verteilungsaussage

Zni1 £ T5(0) Zn . (2:2)
JEN

Die Zufallsvariable

beschreibt dabei das Gesamtgewicht aller Nachkommen in der (n 4 1)-ten Generation des
j-ten Individuums der ersten Generation. Die Verteilung ist dieselbe wie die von Z,,. Die
Iterationsstruktur zeigt sich nun, wenn man den Operator K auf der Menge der Vertei-

lungen auf R definiert durch

K(p) £ > TX;, (2.3)
j=1

wobei die (X;);en unabhéngig sind mit Verteilung p.
Beachte, dass (2.2) von der Form (2.3) ist, wenn man (2.2) als Aussage fiir Verteilungen
auffasst. Die Verteilung von Z, 1 ist die von K (£(Z,)). Durch Iteration erhalten wir

4

K" (po) = Zn,

wobei g die Startverteilung von [(()) bezeichnet. Die Riickwértsgleichung fiihrt also zu
einem funktionalanalytischen Resultat fiir Verteilungen. Mit Blick auf Gleichung (2.2)
stellt sich also die Frage nach Fixpunkten v = K(v) des Operators K, bzw. nach einer
Zufallsgroke W mit
w LN 1wy, (2.4)
JEN

wobei die (Wj),en unabhingige Kopien von W sind und 7', W ebenfalls unabhéngig sind.
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Die Gleichung (2.4) gehort offenbar zu der Klasse von Gleichungen des allgemeinen Typs
x 4 h(T', X) fiir eine gegebene messbare Funktion h und eine gegebene Zufallsvariable
I'. Sie werden stochastische Fixpunktgleichungen genannt und treten zumeist bei der Be-
schreibung von Grenzverteilungen stochastischer Prozesse auf, die eine rekursive Struktur
besitzen. Eine Methode zur Analyse solcher Prozesse ist die im néchsten Kapitel vorge-

stellte Kontraktionsmethode.

Zuletzt kommen wir noch zu den Gesamtkosten R,, bis zur n-ten Generation. Die Vor-
wértsgleichung ist dann
Rpp1=Rn+ Y 1(v)C(v)
|v|=n+1
und die Riickwéartsgleichung
d
K(p) =) T;X;+C
JEN

oder intuitiver durch Verwenden von Zufallsvariablen

d
Rpi1 =) Ti(0)Rnj + C(0). (2.5)
JjEN
Hierbei sind die Zufallsvariablen (T',C'), Ry, ;, j € N unabhéngig. Die Verteilung von (7', C)
ist gegeben und die R, ; sind unabhéngige Kopien von R,,.
Zufallsvariablen von der Gestalt der R,, werden uns im folgenden Kapitel als Laufzeit von

Divide-and-Conquer Algorithmen weiter beschéftigen.



Kapitel 3

Die Kontraktionsmethode

In diesem Kapitel wird die Kontraktionsmethode vorgestellt. Diese ist eine Methode zum
Nachweis der Konvergenz von Folgen von Wahrscheinlichkeitsmafsen beztiglich verschie-
dener Metriken. Sie findet Anwendung bei der Analyse von rekursiven Algorithmen, ge-
wichteten Verzweigungsprozessen, dem Zentralen Grenzwertsatz und der Untersuchung
der Hausdorff-Dimension von zufélligen Cantor-Mengen. Ein wichtiger Vorteil der Kon-
traktionsmethode ist, dass sie neben Grenzwertresultaten auch Aussagen iiber die Kon-
vergenzgeschwindigkeit liefert. Erstmals wurde die Kontraktionsmethode von Rosler in [24]
zur Analyse des Sortieralgorithmus Quicksort verwendet. In allgemeiner Form haben dann
sowohl Résler in [29] als auch Rachev und Riischendorf in 23] die Kontraktionsmetho-
de unabhéngig voneinander entwickelt. Seitdem ist sie auf viele Algorithmen erfolgreich
angewendet worden. Darunter befindet sich auch der in dieser Arbeit untersuchte Selekti-
onsalgorithmus Find.

Wir werden nun zuerst die Vorgehensweise der Kontraktionsmethode erkldaren. Im An-

schluss wird dann das Vorgehen fiir Divide-and-Conquer-Algorithmen prézisiert.

3.1 Das Prinzip der Kontraktionsmethode

Gegeben sei eine rekursiv definierte stochastische Folge. Im Folgenden stellen wir das
Grundprinzip der Kontraktionsmethode vor. Diese besteht gewohnlich aus folgenden Schrit-

ten.

1. Finden der korrekten Normalisierung der stochastischen Folge.

Dies geschieht normalerweise durch die Untersuchung der ersten Momente.
2. Bestimmen der Rekursion fiir die normalisierte Folge.

3. Bestimmen der stochastischen Fixpunktgleichung fiir die Grenzverteilung.

Typischerweise ist diese Fixpunktgleichung iiber einen Operator K auf der Menge

19
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aller Wahrscheinlichkeitsmafse, bezeichnet mit M, definiert. In vielen Anwendungen

kann sie erraten werden.

4. Wihlen einer Metrik auf M, so dass M zu einem vollstdndigen metrischen Raum
wird und K eine Kontraktion beziiglich dieser Metrik ist.
Dabei sind die im ersten Kapitel beschriebene Mallows-Metrik und die Zolotarev-
Metrik haufig verwendete Metriken auf Teilmengen von M. Eine Anwendung des
Banachschen Fixpunktsatzes liefert dann die Existenz und Eindeutigkeit eines Fix-

punktes des Operators K.

5. Nachweis der Verteilungskonvergenz der normalisierten stochastischen Folge gegen
diesen Fixpunkt.
Dies geschieht hdufig durch die Einfiihrung einer geeigneten begleitenden Folge von
Verteilungen, welche sowohl der urspriinglichen Folge als auch der Struktur der

Grenzverteilung dhnelt.

3.2 Die Kontraktionsmethode bei Divide-and-Conquer Algo-

rithmen

Als Divide-and-Conquer Algorithmen werden Algorithmen bezeichnet, die durch sukzes-
sives Herunterbrechen des Grundproblems auf analoge Probleme kleinerer Komplexitét
zu einer Losung kommen. Bezeichne (X,)nen die Laufzeit eines stochastischen Divide-
and-Conquer Algorithmus. In unserem Fall des Selektionsalgorithmus Find beispielsweise
die Anzahl der Vergleiche, die Find benétigt um das gesuchte Element zu finden. Die

Verteilung der Zufallsvariable X, sei rekursiv gegeben durch

Xy £3 " TiXy) +C (3.1)
€N

fiir > ng. Dabel ist 1o eine natiirliche Zahl. Die Zufallsvariablen (Cp, Zy, T) und X"
fir 0 < j < n — 1 sind fiir jedes n € N stochastisch unabhdngig und die Z,, ; nehmen
Werte in {0,...,n — 1} an. Dabei verwenden wir die Notation Z,, = (Z,1, Zy2,...) und
Ty = (T, Tn2,...). Weiter sei die Verteilung von (Cy,, Z,,,T;,) gegeben. Die Verteilung
von X fiir 0 < j < mg — 1 sei im Voraus bekannt und die Verteilung von X ]@ sei die von
X, und rekursiv gegeben. Aus Griinden der einfacheren Notation setzen wir Xy = 0.

Beachte die Analogie der Gleichungen (3.1) und (2.5). X,, konnte also als Laufzeit bzw.

Kosten des Algorithmus bis zum n-ten Iterationsschritt interpretiert werden.

1. Normalisierung des Algorithmus
Gesucht ist eine geeignete Normalisierung Y,, von X,,, so dass Y}, in Verteilung gegen einen

Grenzwert W konvergiert. Falls die Varianz von X, endlich ist und berechnet werden kann,



KAPITEL 3. DIE KONTRAKTIONSMETHODE 21

wahle

wobei a,, def EX,, und b, def v VarX, gilt. Wegen der Unabhéngigkeit der entsprechenden

Variablen ergibt sich fiir die a,, folgende Rekursion

an =Y ETy;az,, +cn, (3.2)
1€N

wobei ¢, def EC, ist. Falls die Varianz von X, nicht endlich ist, wéahle b,, so klein, dass
das weiter unten definierte C}: gegen einen Grenzwert konvergiert, der falls moglich nicht

degeneriert ist.

2. Die Rekursion fiir den normalisierten Algorithmus
Durch Einsetzen der Gleichungen (3.1) und (3.2) in Y,, = anizan ergibt sich

Z’iGN Tn,i X(eri,z + Cn — Qn

Y, = b
n
_ Z Tn’i Xgr)m . Tn,i AZn 4 Tn,i AZp i . ETn,i AZyi n Cn —cn
2., b b b b
by . T,.,az . —FET,;,az . C. —
D I D (33)
€N €N

Die Gleichungen (3.1) und (3.3) haben die gleiche Struktur, wenn man 7}, ; und C,, durch

«  def bz, ;
Tn,i = Tn,i b
n
T.,,az . —FET,;ay . C. — EC
def n,g 47 n,g 47 n n
C* 1e! ’ n,% ) 7,1
PE2 by B
ieN

ersetzt. Der Hauptunterschied der beiden Gleichungen besteht darin, dass der Erwartungs-
wert aller Y; gleich Null ist.

3. Die stochastische Fixpunktgleichung der Grenzverteilung

In vielen Situationen kann die Grenzverteilung als Fixpunkt eines Operators K geraten
werden. Um einen Anhaltspunkt zu erhalten, betrachte die Gleichung (3.3). Falls nun Y,
gegen W, Z, ; gegen oo und (C},T) gegen (C,T') konvergieren, dann erhalten wir die

n)»—n
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Fixpunktgleichung durch

Yn_z +C*

€N

! o !

waSNT Wi +C. (3.4)
1€N

Hierbei sind wiederum (C,T'), W; fiir ¢ € N unabhéngig und alle W; haben dieselbe Vertei-
lung wie W. Die Verteilung von W sollte eine Losung der stochastischen Fixpunktgleichung
(3.4) sein.

Alternativ kann man diese Beziehung auch mittels eines Operators K auf einer Teilmenge

von M beschreiben. Definiere hierfiir

K & o (Z T,Y; + C’) .
€N
Hierbei sind ebenfalls wieder (C,T),Y; fiir ¢ € N unabhéingig, die Y; haben alle die Vertei-

lung ¢ und (C,T') ist wie in der Grenzgleichung (3.4). Wir nennen K den Grenzoperator.
Ein Fixpunkt von K ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf v mit K (v) =

4. Wahl der geeigneten Metrik
Wihle eine geeignete Metrik d auf M, so dass (M, d) vollstiandig ist und der Operator

K eine Kontraktion bildet. Um die Notation zu vereinfachen, wird hdufig mathematisch

unsauber d(X,Y) def d(Z(X),Z(Y)) verwendet. Man beachte hierbei, dass zwischen

Metriken auf dem Raum der Verteilungen und solchen auf dem Raum der Zufallsvariablen

unterschieden werden muss.

5. Verteilungskonvergenz von Y,, gegen W

Definiere die Operatoren K,,, n > ng von M" nach M durch

Kn(MOa'-'aMn 1 d:ef (Z —|—C*>

€N

Dabei sind (Cy, Z,,,T), Y.(i) 0 < 7 < n,i € N unabhéngig, die Yj(i) haben die Verteilung
pj und die Verteilung von (Cp, Z,,Ty) ist wie zuvor gegeben. Startend mit den Wahi-
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scheinlichkeitsmafen o, . .., pn,—1 erhalten wir die Folge

/’Ln() = Kno(NOa e 7Mn0—1)
Hno+1 = Kn()-i-l(u()? ceey /'L’n,o)

pn = Kn(pto, - .-, pin—1).

Falls po, ..., ptny—1 die Verteilungen von Yy, ..., Y, _1 waren, so ist nun p,, die Verteilung
von Y.

Héufig wird fiir den Nachweis der Verteilungskonvergenz von Y,, gegen W eine begleitende
Folge von Wahrscheinlichkeitsmafen definiert. Diese Folge (v, )nen konvergiere gegen eine
bekannte Verteilung v. Oft wird v, = v fiir alle n € N als Fixpunkt des Grenzoperators
K,, definiert. Die Kontraktionsmethode ist nun eine Methode, um mittels Kontraktions-
argumenten zu zeigen, dass der Abstand von p, zu v, gegen 0 konvergiert und damit die

Konvergenz der Verteilung von Y,, gegen v.






Kapitel 4

Der FIND-Prozess

Das Ziel dieses Kapitels ist es, den sogenannten FIND-Prozess einzufiithren. Um die Funkti-
on dieses Prozesses zu verstehen, kommen wir nochmals auf den Untersuchungsgegenstand
dieser Arbeit zu sprechen. Wir wollen Aussagen iiber die Laufzeit des Algorithmus FIND
treffen. Diese nehmen wir als proportional zu der Anzahl der von FIND benétigten Verglei-
che an und vernachléssigen Komponenten wie die Rechenleistung oder die Qualitéit der
Programmierung. Es stellt sich also die Frage, wie viele Vergleiche FIND benétigt, um das

[-kleinste Element einer n-elementigen Menge zu finden.

Die Vorgehensweise hierbei wird sein, zuerst asymptotische Ergebnisse herzuleiten und
mit Hilfe dieser auf Aussagen iiber die Laufzeit von FIND bei groffen Mengen zu schliefien.
Dies wird Gegenstand des néchsten Kapitels sein, in dem die Vorgehensweise von Griibel
und Résler in [13] vorgestellt wird. Das Hauptresultat dort wird die Verteilungskonvergenz
des Prozesses (X, ,)n gegen den FIND-Prozess sein, wobei X, ; die Anzahl der benétig-
ten Vergleiche zum Finden des [,-kleinsten Elements einer n-elementigen Menge dividiert
durch n bezeichnet und (I,,),en eine Folge ist, die % "%t € [0, 1] erfiillt. Obwohl wir den
FIND-Prozess im bereits angesprochenen néachsten Kapitel ausfiihrlich konstruieren werden,
wollen wir zuerst die Idee der Konstruktion und eine Interpretation des FIND-Prozesses als

gewichteten Verzweigungsprozess angeben.

4.1 Die Konstruktion des FIND-Prozesses als gewichteter Ver-

Zweigungsprozess

Zum Finden des [-kleinsten Elements einer n-elementigen Menge mittels FIND brauchen
wir nicht die gesamte Menge zu ordnen. Es geniigt in jedem Rekursionsschritt mit der
Teilmenge fortzufahren, welche das gesuchte Element enthélt. Die Anzahl der Vergleiche
in jedem Rekursionsschritt ist also proportional zur Grofe der jeweiligen Teilmengen. Be-

trachtet man nun die Anzahl der Vergleiche dividiert durch n und lasst n gegen unendlich

25
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laufen, so entsprechen die jeweiligen Teilmengen Teilintervallen des Einheitsintervalls. So
gelangt man zu einer stetigen Version von FIND. Die Laufzeit von FIND ist also proportional

zu den summierten Léangen aller Intervalle, die % enthalten.

Wir werden nun eine Moglichkeit angeben, den FIND-Prozess als gewichteten Verzwei-
gungsprozess aufzufassen und erinnern dafiir kurz an die Notationen aus Kapitel 2. Wir
betrachten den bindren Baum V = {0, 1}, Fiir v = v1...v, € V und m < n bezeichne
Vm = V1 ...VUm die Einschrinkung von v auf die ersten m Generationen und vy, die m-te

Koordinate von v.

Seien nun U (v),v € V unabhéngige U(0,1)-verteilte Zufallsgrofsen und E die Menge der
halboffenen Intervalle [a,b), 0 < a < b < 1. |I| bezeichne die Lange des Intervalls I.
Definiere die Abbildungen T'(v) = (Tp(v),T1(v)) : @ x E — E x E durch

T)([0,0) = (To(v)([a,0), Ti(v) ([a,1)) ) = ([a,a+U@)(b-a)), [a+U(©)(b-a),b)).

Definiere weiter fiir v € V und ¢ € {0,1} die E-wertige Abbildung [ : V — E als Gewicht

der Aste von der Wurzel bis zum Knoten v € V rekursiv durch
I(vi) dof T;(L(v)) und (D) o [0,1).

Ausfiihrlicher geschrieben meint dies fiir v = vivy... v,

() = Top (t}n—) (Tvnl(vn_2)<... (T, 0)(0.1))) )

Fiir das entsprechende v € V beschreibt (v) also das Intervall, in dem sich das gesuchte

Element im |v|-ten Rekursionsschritt von FIND befindet.

Definiere fiir t € [0,1) den Prozess Z,, : Q2 x [0,1] — R,n € N durch

def
Zn(t) = D Lpeyli)]

[v|<n

und Z,(1) = liTHll Zn(t). Die Z,(t) addieren also die Lénge aller Intervalle bis zum n-ten
t

Rekursionsschritt, die ¢ enthalten.

Der Prozess Z : Q x [0,1] — R mit

Z(t) = lim Zu(t) = Lgeop ()]

n—oo
veV

wird im Folgenden als FIND-Prozess bezeichnet.
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4.2 Der FIND-Prozess als zufallige Binardarstellung einer re-
ellen Zahl

Nachdem wir die Idee der Konstruktion des FIND-Prozesses im vorherigen Abschnitt er-
klart haben, werden wir nun eine Interpretation des FIND-Prozesses als zuféllige Binér-
entwicklung geben und dafiir einen weiteren gewichteten Verzweigungsprozess definieren.
Wir verwenden die gleichen Notationen wir in Kapitel 2 und dem vorherigen Abschnitt,
werden jedoch die Gewichtsfunktionen wie folgt definieren.

Definiere die Gewichte der Kanten durch
Ti(v) =U), Tav)=1-U(v), Ts3(v)=T4yv)=...=0.

Die Gewichte der Aste von der Wurzel zum Knoten v seien diesmal rekursiv definiert
durch l(vi) = I(v) T;(v), dabei setzen wir I(#) = 1. Wie in Kapitel 2 definiert, bildet
((Q,Ql, P),V, T) einen gewichteten Verzweigungsprozess. Im Gegensatz zum gewichteten
Verzweigungsprozess im vorherigen Abschnitt bezeichnet [(v) hier nicht das Intervall an
sich, sondern nur die Lange des Intervalls. Das Vorgehen zur Konstruktion dieses Prozesses
ist in folgender Abbildung verdeutlicht.

0 1
I(0) (1)
L
1(00) (01) I(10) I(11)
® ® ®
1(000) Iop1) I(011) I(110)
& & & oo © L
i

Dementsprechend bezeichnet [(v) die Lange des zum Knoten v gehorenden Intervalls.
Definiere nun die Abbildung ¢ : [0,1) x © — {0, 1} durch

t= Z w(t)n l((w(t)\n—lv 0))
n=1



4.2. DER FIND-PROZESS ALS ZUFALLIGE BINARDARSTELLUNG EINER
28 REELLEN ZAHL

Beachte, dass 1(t), gleich 0 bzw.1 ist, falls ¢ im linken bzw. rechten Zweig der n-ten
Generation des entsprechenden Knotens der (n — 1)-ten Generation liegt. Damit ist
wohldefiniert. In obiger Abbildung ist ¢ (t)3 = 001 und ¥ (t)3 =1

Man nennt eine solche Darstellung der reellen Zahl ¢ eine zuféllige Bindrentwicklung von

o0
t. Man beachte die Analogie zur gewthnlichen Binérdarstellung ¢ = > ¢, 27" mit der

n=1

Gewichtsfunktion I(v) = 271",

Definiere nun fiir ¢t € [0,1) und n € N den Prozess
def =
Zn(t) = 143 Uw())-
j=1

Zp(t) summiert die Lénge aller halboffenen Intervalle bis zur n-ten Generation, die ¢
enthalten. Analog zum vorherigen Abschnitt ergibt sich nun der FIND-Prozess als Z(t) def

lim Z,(t) fiir alle t € [0,1], wobei Z,(1) % lim 7, (1) gilt.



Kapitel 5

Konvergenz in Verteilung gegen den
FIND-Prozess

Nachdem im vorherigen Kapitel der FIND-Prozess eingefiihrt wurde, kommen wir nun zu
einem Hauptresultat dieser Arbeit. Wir werden zeigen, dass die vom Algorithmus FIND
(wir beziehen uns hierbei zuerst auf die 2-Mengen Version von FIND) bendtigte Anzahl
von Vergleichen zum Finden des I-kleinsten Elements einer n-elementigen Menge, geeignet
normalisiert, in Verteilung gegen den FIND-Prozess konvergiert. Préaziser bedeutet dies,

dass die Folge der stochastischen Prozesse

def 1 .. det 1
X,(t) = 5CHWJ+1 fiir 0 <t <1, X,(1) = ~Chn, (5.1)

aufgefasst als zuféllige Elemente aus D|0, 1], in Verteilung gegen den FIND-Prozess kon-
vergieren. Dabei bezeichne |z] &t max {z € Z: z <z} die untere Gaufklammer und
(), die Anzahl der bendtigten Vergleiche, um mittels FIND das [-kleinste Element einer
n-elementigen Menge zu finden. Die obige Definition der X,, ermdglicht eine simultane Be-
trachtung aller [. Dies ist notwendig, da sich | mit positiver Wahrscheinlichkeit bei jedem
Rekursionsschritt verdndern kann. Anschaulich bedeutet dieses Resultat, dass die norma-
lisierte Anzahl der notwendigen Vergleiche %Cn,l gegen den FIND-Prozess konvergiert, falls
sich [ mit n so verdndert, dass % gegen einen Grenzwert ¢ € [0, 1] konvergiert.

Wir werden nun zuerst den FIND-Prozess formal einfithren und einige Eigenschaften der
dabei auftretenden Grofien angeben. Darauthin wird dann im zweiten Abschnitt das oben
beschriebene Hauptresultat bewiesen, bevor dann im Anschluss einige Eigenschaften des
Grenzprozesses vorgestellt werden. Die Darstellung dieser Ergebnisse beruht auf dem Ar-
tikel [13], in dem Griibel und Rosler als Erste eine asymptotische Untersuchung des FIND-
Algorithmus durchgefiihrt haben.

29
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5.1 Konstruktion des FIND-Prozesses

Sel {Ukﬂ- tkeNg,1<i< 2’“} eine Familie von unabhéngigen U(0,1)-verteilten Zufalls-
grofen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, o7, P). Definiere mit deren Hilfe induktiv
eine Familie {Ykﬂ- tkeNyg,0<1 < 2’“} von Zufallsgrofsen wie folgt:

def def

Yb’o O’ }/2)71 = 17
Yit1,2i def Vi, flir0<i< 2"",
d f .o .
Yitroie1 = Ukint Ve + (1= Upign) Yigpn  fiir 0 <i < 2%,

Dabei verzichten wir zur Vereinfachung der Notation, wenn moglich, auf das explizite
Angeben des w in den Definitionen und Rechnungen.

Die {Y};} erzeugen also eine Folge von zufilligen Unterteilungen des Einheitsintervalls.
Die (k + 1)-te Unterteilung geht aus der vorherigen Unterteilung hervor, indem aus jedem
Teilintervall Y}, ;, Yy ;1] mit Hilfe von Uy ;41 ein weiterer Punkt gleichverteilt ausgewéhlt

wird.
Da die Uy ; gleichverteilt sind, also insbesondere eine stetige Verteilung besitzen, gilt of-
fenbar

P0=Yro<Yi1<...<Vior_; <Yior=1 fiirallekeNy) =1 (5.2)

Es existiert also zu jedem ¢t € [0,1) und k € Ny eine eindeutige Zufallsgrofe Ni(t) €
{1,...,2%}, so dass Yino -1 <t < Yin, (1), d.h.

Ne() % min {l € {12’“} Y > t}.

Weiterhin setze Ni(1) = 2¥. Da die Unterteilungen in dem Sinne aufeinander aufbauen,
dass die (k + 1)-te Unterteilung jeden Punkt der k-ten Unterteilung enthélt und jedes
Teilintervall wieder zuféllig teilt, folgt

Ni () ;
Ny (t) = N2t ,1 falls Ny (t) gerade ist (5.3)
#, sonst

fir alle t € [0,1], & € N. Insbesondere legt Nj(t) bereits alle N;(t) fiir 0 < j < k eindeutig
fest.

Definiere Wy, ; def Yii— Y1 firkeNogund 1 <4 < 2k Die Wi geben also die Lange

der Teilintervalle der k-ten Partition an. Insbesondere beschreibt Wy, y, (1) die Lénge des
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Teilintervalls im k-ten Rekursionsschritt, welches ¢ enthalt. Setze weiter

k
Zk(t) = ZerNj(t) und
Jj=0

Z(t) ¥ sup Zi(b).
keNy
Z(t) ist der im 4. Kapitel eingefithrte FIND-Prozess. Er bildet die Summe der Léngen aller
Teilintervalle, die t enthalten. Zur Verdeutlichung zeigt Abbildung 5.1 zwei Pfade von
Z19. Wir werden, wie bereits angekiindigt, im nichsten Abschnitt zeigen, dass die X, in

Verteilung fiir n — oo gegen Z konvergieren.

1,5

Abbildung 5.1: Zwei Pfade von Zjg

Da die Wj v, ;) positiv sind, wachsen die Zj(t) monoton in k, und damit existiert Z(t)

o0
sogar als Grenzwert der Zj(t). Es ist allerdings noch nicht klar, dass die Reihe > Wj ;)
5=0
konvergiert. Dies liefert das folgende Lemma, welches eine Abschétzung der W}, ; angibt.
Da Yy ny—1 < t < Yi w0 gilt, sind alle Zj, offensichtlich Elemente von DI0,1] (vgl.
Kapitel 1). Wir versehen D[0, 1] mit der o-Algebra, die durch die Projektionen f — f(t)

erzeugt wird.
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5.1 Lemma
Sei M, dof max {W/” 1 <i< 2’“} die Ldange des lingsten Intervalls der k-ten Partition.

Dann ezistiert fir P-fast alle w eine Konstante K(w) € N, so dass

Mp(w) <k <§>2 fir alle k > K(w)

gilt.

Beweis:
Mit Fr % 2 W2, gilt M2 < F. Sei weiterhin Z, = o ({Uj;: j <k, 1 <i<2}).
Aus der Konstruktion der Unterteilungen folgt

Wk2+1,2i71 + W13+1,2i = Wl?z (ng + (1 — Uk,i)Q) fiir alle k € Ny, 1 <4 < 2%,
denn:
Weiioia+Whio = (Yerioic1 — Yisi2i-2)” + Yig1,2i — Yipr,2i-1)°

= 2 Yk2+172i_1 —2Ykt12i-1 Yer12i-2 + Yk2+1,2i—2 + Yk2+1,2i
—2Yk11,2i Yet1,2i-1

= 2 (Uk; Yii-1+ (1 — Uky) Yk,i)2 — 2 (Ui Yeim1 + (1 = Ugyi) Yii) Yiia
1Y+ Y = 2V (Uk Yiio1 + (1= Ugy) Vi)

= 2 U;f,i Ykz,ifl +4Uk; (1= Ugy) Yii1 Vi +2(1 = Uy)? YkQ,i
22U, Y+ Y+ Y — 2V Vi — 2(1— Uky) Vi

= Yk2,i (1+2 Ul?,i —2Uk;) + Yk%ifl (1+2 Ul?,i —2Uk;)

—2Y i1 Y (142 Ul?,i —2Uy,)

= (Yei— Yiio1)? (142 Ul?,i —2Uy,)
= WI?@ (Ul?z + (1 — Uk,z‘)2)

Somit ergibt sich mit Hilfe von E(U?, 4+ (1 — Uy;)?) = 2 sowie der Tatsache, dass Wy,

F-messbar ist,

EFg = E<E [Fk+1|yk]>
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2k+1
= E|)_ EWZ.,| %
i=1
2k

= B ZE[W/%H,%A + W13+1,2i ‘ yk]
i=1

2k
= E|Y W2, EU +(1-Uk)?)
=1

2
= ZLEF.
35tk

Aus Fy = 1 ergibt sich iterativ EF}), < (%)’“. Wegen Var(My) < E(M?) < E(F}), folgt
mit der Tschebyschev-Ungleichung

() < 5

Eine Anwendung des Borel-Cantelli-Lemmas liefert dann direkt

P (likm_)s;ip {w €0 My(w) >k (§>§}> =0

bzw. gleichbedeutend

P(“,gi'}gf{weﬁ ¢ My (w) <k<§>§}> =1

und damit die Behauptung des Lemmas.

5.2 Bemerkung
Mit Hilfe des Lemmatas und der Feststellung, dass k (%)k/ 2 < k% fiir alle k > 24 gilt, folgt
direkt, dass die Reihe Z(t) = 372 Wy n, (1) fast sicher konvergiert.

5.3 Lemma
Es gilt P (Z € D|[0,1]) = 1 und doo(Zy, Z) — 0 fast sicher.

Beweis:
Da alle Zj, fast sicher rechtsseitig stetige Funktionen mit existierenden linksseitigen Limiten
sind, gilt dasselbe auch fiir den Grenzwert Z, und damit Z € DJ0, 1] fast sicher, sofern

die andere Behauptung des Lemmas bewiesen ist. Dafiir halten wir zuerst fest, dass nach
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Satz 1.7 (D[0,1],dx) ein vollstdndiger metrischer Raum ist. Es reicht also zu zeigen,
dass (Zk(w))pen, flir P-fast alle w eine Cauchyfolge bzgl. dw ist. Betrachte dafiir unter

Berticksichtigung von Lemma 5.1

doo (Zn—i—van) = sup Zn+m(t)_Zn(t)‘
te(0,1]
n+m
= sup Win
2] 2, Mo

IN

n+m 9 g
Z k (3) IO fast sicher.
k=n+1

O

Nach eventuellem Umdefinieren auf einer P-Nullmenge kann Z als zufélliges Element aus
DJ0, 1] aufgefasst werden. Es ist jedoch klar, dass die Pfade von Z nicht stetig sind. Aller-
dings sind die Unstetigkeitsstellen in der abzdhlbaren Menge der inneren Unterteilungs-
punkte {Yk,i tkeN, 1< < 2’“} enthalten.

Das folgende Lemma liefert eine Stetigkeitseigenschaft von Z, die spéter in Satz 5.9 dazu
dienen wird, aus der Verteilungskonvergenz der X,, gegen Z in der Skorokhod-Topologie

auf die Verteilungskonvergenz in der gewohnlichen Topologie zu schlieffen. !

5.4 Lemma
Fiir alle t € [0,1] gilt P ({w € Q: s+ Z(s,w) ist stetig in t}) = 1.

Beweis:

Fiir t = 0 ist nichts zu zeigen, da Z fast sicher rechtsseitig stetig ist. Auch fiir ¢ = 1 ist die
Aussage klar, denn fiir die Unstetigkeit von Z in 1, miisste ein Y}, ; = 1 sein. Dies geschieht
aber nur mit Wahrscheinlichkeit 0.

Sei nun 0 < t < 1. Zur Konstruktion der Nullmenge, aufierhalb derer die Funktion s —
Z(s,w) stetig in ¢ ist, werden wir zuerst induktiv zeigen, dass die Verteilung von Y} ; fiir
alle k € N und 1 < i < 2% Lebesgue-stetig ist. Fiir den Induktionsanfang mit k& = 1
halten wir fest, dass Y71 = 1—Up,1 gilt und Up,; Lebesgue-stetig ist. Fiir gerade i folgt die
Lebesgue-Stetigkeit von Y} ; direkt aus der von Yk7 i durch die Induktionsvoraussetzung.
Fiir ungerade 4, also ¢ = 25 41 fiir ein j € Ny, folgt die Lebesgue-Stetigkeit von Yj1 1, aus
der Zerlegung

Yit12j+1 = Ukjr1 Yaj + (1 — Uk js1) Yajs1

Denn Yji1; ist wegen der Unabhéngigkeit von Uy ;11 zu Y} ; und Y} ;41 eine konvexe
Kombination der Lebesgue-stetigen Zufallsgrofen Y; ; und Y} ;41 und somit selbst auch

Lebesgue-stetig.

tvgl. dazu Satz 1.10
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Es folgt nun also fiir alle k € Ng und 0 < i < 2%, dass P ({w € Q: Yy i(w) =t}) = 0 gilt,
und damit auch P (A) = 0 mit

A {wGQ: Ylm(w):tfﬁreinkGNo,OﬁiSQk}.
Seien nun w € A°N B¢ und € > 0 gegeben, wobei B die Nullmenge aus Lemma 5.3
bezeichnet. Wihle nun nach Lemma 5.3 ein k = k(w, €), so dass | Zy(s,w) — Z(s,w)| < §
fir alle s € [0,1] gilt. Da t ¢ {Yk’i(w) ckeNy, 0<i< 2’“}, existiert ein § > 0, so dass
die Abbildung s — Zj(s,w) konstant auf dem Intervall (¢t — d,¢ + ¢) ist. Es folgt fiir alle s

aus diesem Intervall

|Z(5,w)—Z(t,w)|

IN

|Z(s,w) — Zi(s,w)| + | Zk(s,w) — Zi(t,w)| + | Zi(t,w) — Z(t,w)|

€ €
< —40+=-=c¢.
< 2+ +2 €

5.2 Schwache Konvergenz gegen den FIND-Prozess

Das Ziel dieses Abschnitts ist es, die Verteilungskonvergenz der in (5.1) auf Seite 29 defi-
nierten Folge (X,,)nen gegen den FIND-Prozess zu zeigen. Dafiir fassen wir beide als zufél-
lige Elemente von D|0,1] auf. Da die Sprungstellen der X,, in der Menge %, %, ol ”T_l}
liegen, die Verteilung der Sprungstellen von Z jedoch Lebesgue-stetig ist, konnen wir nicht
erwarten, dass die Konvergenz bzgl. der gleichméfigen Topologie, induziert durch ds, gilt.
Vielmehr werden wir die Konvergenz in der Skorokhod-Topologie, die wir im ersten Kapi-
tel eingefiihrt haben, nachweisen?.

Wir werden jetzt zuerst das angesprochene Ergebnis angeben, jedoch vor dessen vollstan-
digen Beweis einige dafiir bendtigte Lemmata beweisen. Dabei bezeichnet 2 die Vertei-

lungskonvergenz von Zufallsgrofen.

5.5 Satz
X, % 7 in (D0, 1], p) fir n — oo.

Beim Beweis des Satzes werden wir wie folgt vorgehen: Wir konstruieren eine Folge
(Z™)pen mit der Eigenschaft £ (Z") = £ (X,,) und zeigen, dass diese in der Skorokhod-
Topologie gegen Z konvergiert, also p(Z", Z) — 0 erfiillt. Hieraus folgt dann die Behaup-

tung des Satzes.

Um eine solche Folge zu erhalten, starten wir mit derselben Menge {Uk’,i ckeNg,1<i<?2Fk }

von unabhéngigen auf (0, 1) gleichverteilten Zufallsgrofen und diskretisieren das Vorgehen

2ygl. Satz und Definition 1.8
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zur Konstruktion von Z.
Seien hierfir fiir alle n € N die Zufallsgréfen {Y,;Lz tkeNp, 0<i < 2’“} rekursiv definiert
durch

def def def . .
Ono —e 0 )/Onl —e Yk}+127, —e Yk’b fur alleOSZSQk

und fiir 0 <4 < 2F
def Ykr:-l 29 falls Yknz Y

Y? = ki+1
k+1,2i+1
i+ 5 (1 + L” (1= Ukit1) (E&H - Wfi)J) , sonst.

Durch die Y7, erhalten wir wieder fiir jedes n € N eine Folge von aufeinander aufbauenden

Unterteilungen des Einheitsintervalls, jedoch diesmal mit der Eigenschaft

3

1 —1
YanE {O, Ty ey n s 1} fir allek€N0,0§Z§2k
’ n

Analog wie beim Vorgehen zur Konstruktion von Z erhalten wir nun zu jedem ¢t € [0, 1]

und k € Ny ein eindeutiges

NE(t) def min{l € {1,...,2k} DY >t}.

def

Setze NJ*(1) = 2*. Fiir die NJ(t) gilt eine analoge Aussage wie (5.3) fiir die Ny(t), also

i (@) falls NJ'(t) i
, »(t) gerade ist
Nl?fl(t) = N;(t)+1 (54)
—+5—, sonst

fir allen e N, t € [0,1], k € N.

Sei weiter W,“ def Yk”Z =Y firallen e N, ke Nypund 1 <7 < 2k Definiere dieses

Mal

n def 1 n def
E n 0 Z"(t) = Z
max{ BN T }, (t) i‘ég i (t).

Da die Z;' monoton wachsend in % sind, kénnen wir Z" auch als limy_.,, Z}' schreiben.
Zur Konvergenz der Reihe stellen wir nur fest, dass zu jedem n die Zufallsgrofien anNn @
Y

ab einem bestimmten j mit Wahrscheinlichkeit 1 immer kleiner oder gleich % sind.

Beachte, dass die stetigen Uy ; mittels der unteren Gaukklammer fiir die diskrete Wahl der
Pivotelemente verwendet werden und die Zufallsgrofe nW]’.:”N}l(t) mit der Grofe der mit
FIND untersuchten Menge zu Beginn des (5 + 1)-ten Rekursionsschrittes tibereinstimmt.
Die Z™ summieren die Grofen dieser Mengen auf, solange diese mehr als ein Element
enthalten. Mit dieser Konstruktion haben wir also eine Folge Z" konstruiert, die wie
gewlinscht . (Z") = £ (X,,) erfiillt.
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Wir kommen nun zu den bereits angesprochenen Lemmata, die zum Beweis von obigem
Satz benotigt werden. Das Frste liefert eine Abschitzung der Distanz zwischen den ur-

spriinglichen und den obigen diskreten Unterteilungspunkten.

5.6 Lemma
Fiir alle n € N und k € Ng gilt:

k
sup |Vil; — Yii| < —.
0<4<2k n

Beweis:

Sei Dy, j, def SUP(<;<2k Yk’:”i—YM‘ das gesuchte Supremum. Nach der Definition der Y} ; und
Yy ist klar, dass die Ungleichung fiir £ = 0 und beliebiges n € N stimmt. Anschlieffend
wollen wir zeigen, dass die D, j fiir alle n € N die Rekursionsungleichung D,, 41 < Dn,k+%
erfiillen. Damit folgt dann die Behauptung per Induktion nach k.

Sei n € N beliebig. Definiere zusétzlich induktiv die Zufallsgrofsen f’k’fl durch

T def n n
Yitioir1 = Ukiv1 Y + (1= Ukiv1) Yilip

fiir alle k € Ny und 0 < i < 2F — 1.
Allgemein gilt fiir alle a,b,¢c,d € Rund 0 < A <1

|(Aa+(1=XN)b)—Ae+(1=Nd)|=|A(a—c)+ (1 —=X)(b—4d)]
< max{|a—c|, |b—d|}.
Damit folgt

Yit1,2i41 — 37/:;1,2#1‘ = ‘(Ukz,i-i-l Yii + (1 = Ugit1) Yiit1)

— (Upipr Y% — (1= Uppr) V%41 ’
max { ‘Yk,i - Ykn1| ; |Yk,i+1 — Yk7i+1|}
< Dy (5.5)

IA

Wir zeigen nun, dass aus der Definition von Y}/ 12041 schon

~ 1
n n
Yili i1 — Yk+1,2i+1‘ < -

folgt.
Im Fall V', = Y,
hingegen Y, # Y, |, so ist

folgt direkt aus der Definition ’Yk11,2z‘+1 — ?krzrl,2z‘+1‘ = 0. Gilt

1
Vil 0i41 = Vi + -~ (14 |n (1= Ukiy1) Vi —Yi0)]) -
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Damit ergibt sich unter Beachtung von |1 (nz — (14 [nz])| < L fiir alle z € R:

1
n

- 1
Vit 2i41 — Yidk1 241 Yl + (1 + [ (1= Upirr) (Vg — YIg,Li)J)

n

—Uk,iv1 Yy — (1= Ukiv1) Vit

_ \(1 V) (Y — Yi)

1
+E (1 + [ (1= Upis1) (Vi1 — Yk”z”)’

1
< -
n
Aus den beiden Ungleichungen (5.5) und (5.6) ergibt dies nun die gewiinschte Bezichung

zwischen D,, ;1 und D, ., wenn man beachtet, dass die Distanz nur bei ungeraden zweiten

Indizes der Y}, ; bzw. Y,gfi wachsen kann, da die Y1 ; bzw. Y},

i1, mit geraden zweiten Index

)

n Va0 Va0
< sup )Yk+1,2i+1 - Yk+1,2i+1’ + sup ’Yk+1,2i+1 — Yit12i41
0<i<2k—1 0<i<2k—1
1
< — 4+ Dn,k
n

bereits in der k-ten Partition vorhanden sind.

IN

Dn,k’-‘,—l

Va0
+ ’Ymu — Yit1,i

n Y0
sup (‘Ykﬂ,i — Yt
0<i<2h+1

Damit folgt die Behauptung nun per Induktion iiber k.

g

Fir fixiertes n erhalten wir nun bei wachsendem k eine Folge von aufeinander aufbauenden
Partitionen mit Unterteilungspunkten aus der endlichen, fixierten Menge {0, %, ey "T_l, 1 }

Offensichtlich ist W}" NI (D) eine fallende Funktion in k. Definiere nun die Zufallsgrofe

ef . 1
Kn(t) def inf {k‘ €Np: WIZN,?(t) < } ,

n

wobei wie iiblich inf () = oo gesetzt wird. Beachte, dass
Z"(t) = Zg, () firallete|0,1] (5.7)

gilt, da max {WI?Ng(t) -1 0} = 0 fiir alle k£ > K, (t) gilt.

Diese Grofe K, (t) hat eine direkte Interpretation im Rahmen des Algorithmus FIND. Die
Verteilung von K, (t) ist dieselbe wie die der Anzahl der Rekursionen, die FIND bend-
tigt, um das (|nt] + 1)-grokte Element aus der Menge {1,...,n} zu finden. Ist némlich
nW,? NP (0) < 1, so bedeutet dies, dass die von FIND zu untersuchende Menge nur noch ein

Element enthélt und FIND somit das gesuchte Element gefunden hat.
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Wir werden jetzt zuerst ein Lemma beweisen, dass wir bendtigen um obere und untere
Schranken fiir K,,(t) herzuleiten.

5.7 Lemma
Sei a € N und X eine auf {1,2,...,a} gleichverteilte Zufallsgréfle. Definiere nun die
Zufallsgrofe Y durch

v (a—1)2 falls X =a
(X =12+ (a— X —1)%, sonst.

Dann gilt EY < %(a —1)2.

Beweis:
Fir a = 1 ist die Behauptung trivial. Sei nun also a > 2. Unter Beriicksichtigung von

n n
dYoi= W und i = w ergibt sich
i=1 i=1

a—1
By - ((a—1)2+2(z‘—1)2+(a—z’—1)2>
=1

S

a—1
((a— D>+ ((a- 1)2+2i2—2ai+1)>

i=1

((a—1)2+(a—1)3—a2(a—1)+;(a(a—l)(2a—1))+(a—1)>

QI Q= Q|

((a—1)2+;(a—l)(a—Q)(2a—3)>.

Fiir a = 2, 3 lésst sich die Ungleichung direkt nachrechnen, fiir a > 4 ergibt sie sich wie
folgt:

ClL((a—1)2+;(a—l)(a—2)(2a—3)> < i((a—1)2+;(a—1)2(2a—2)>
1( 2 | 2 3
< Yao24 -1y
= 4 3
11
= ﬁ(a—1)2
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5.8 Lemma

Seien 7, ' inf K,(t), T, sup K, (t). Dann gilt
0<t<1 0<t<1

def

(i) T — o0 fast sicher
(ii) T,, = O(logn) fast sicher

(i1i) ET, = O(logn).

Beweis:
Zu (i):

Fixiere ein k € N und sei w € ' beliebig, wobei
O e 0=Yio(w) < Vi1 (w) < ... < Vigr(w) =1 fiiralle k € No}.

Wiéhle nun ng(k) € N so grof, dass

2k +2
n

< min {Wk,i(w) L1<i< 2’“} fiir alle n > no(k)
gilt. Mit Hilfe von Lemma 5.6 erhalten wir fiir alle 1 < j < 2¥ und n > no (k)

Wiiw) = Yi(w) =Y (w)

2k
2 V(W) = Vi1 (w) = —=
2k
> min{Wkﬂi(w): 1§i§2k}——
n
N 2k+2 2k
n n
_ 2
= -

Damit folgt aber schon 7,(w) > k fiir alle n > ng(k), also auch 7, —> oo fast sicher.

Zu (ii):
def 1

Sei V,:fi = max {VVI,?Z -, 0}. Wir werden zuerst per Induktion nach k zeigen, dass

E (max{VkZ 1< < 2"})2 < <E>k (5.8)

gilt. Mit Hilfe dieser Ungleichung werden wir dann im Anschluss

P (Iim supT,, > Clog(n)) =0

n—oo

fiir eine Konstante 0 < C' < 0o zeigen.
Sei wieder %, = o ({UM i<k 1<i< 2j}). Es ist klar, dass (5.8) fiir £ = 0 gilt. Fiir
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den Induktionsschritt von k£ nach k+1 betrachten wir zunachst wie Vkﬁ-l,Qi 41 und Vkﬂmi 4o
aus Y;"; und Y;", ., hervorgehen.

Deﬁmere fiir den Rest des Beweises die Zufallsgrofe

def n n
€= 1+ [n(1—Ukiy1) Vi — V%)) -

Dann ist die bedingte Verteilung von £ gegeben %, eine Gleichverteilung auf {1, coa Wi },
also £ (6|7:) = U({1,...,nW}, .1 }), dan (1 — Ugiq1) gleichverteilt auf dem Intervall
(0,n) ist.

2 2
Fiir den Fall, dass § = n W,y ist, gilt V74 iy = Y0 und (Vi) +(Wasie) =
(Vii+1)?, denn:

1
Yitioim1 = Vi + -~ (14 2= Uripr) (Vi —Y)]) = Vi
und damit
2 2 1 2
(Vii2i41)” + (Vihgie)” = (maX {Yk%,mﬂ = Y2 — — 0})
1 2
+ <max {Ykn+172i+2 = Y1201 — o 0})
1.1 2
ONDRY)
n n
. S 2
+ | max Yk,i+1 — Yk,i — %5 — 5,0
(=1 0}) (e { = 10}
= max . — — max _
kyi+1 n’ nv

= (Vk7i+1)2 :

2

Gleiches stimmt natiirlich auch im Fall Yy = Y1 Die obige Rechnung zeigt bereits,
dass fir 1 <& <nWg, , —1gilt:

1
an+1,2i+1 = ﬁ (f - 1)
1
Viti2iv2 = n (” Witiyn —§— 1)'

2 2
Interpretiert man & gegeben .%, als eine Zufallsgréke X und n? <<Vk11,2i +1) + (sz—l,% +2) >

gegeben %, als ein Zufallsgrofe Y, so lédsst sich Lemma 5.7 anwenden, wenn man bertick-

sichtigt, dass a def nWy'; 1 gegeben Z. ein Element aus N ist. Insgesamt erhalten wir
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dann:
11
n’ E {(‘@11,2%1)2 + (Vkﬁ1,2i+2)2 ‘9’4 < B (nWii 1)2
11 2
< 12 n? (VkT,Lz‘+1) )
und damit

E [(sz-l,%-i-l)z + (Vkrfi-l,2i+2)2 ‘324 <3 (sz+1)2-

def 2k 2
Mit F]! = Z (Vlm) ergibt sich

=1

E[FI?Jrl‘yk] = F Z Vk+1z
=1

_2k—1

(Vk+1,2i+1)2 + (Vk11,2i+2)2 Tk

IN
]
[\

<

i:

Jr

—_

N—
[\

Daraus folgt direkt EF , = E(E[F} | Fk]) < HEF und da EF} = (—1) < 1 gilt,
ergibt sich induktiv das Gewilinschte, d.h.

Um nun den Beweis von (ii) abzuschliefsen, sei ¢(n) & [C log(n)] mit einer Konstanten
0 < C < o0o. Aus der Markov-Ungleichung mit g(¢) = ¢?> und Ungleichung (5.8) folgt

P (max {V¢( )i D1 << 20 )} > 1) < n? (max{V&n)’i 1<i< 2¢>(n)}>2

n
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Somit erhalten wir fiir C' > o (312) mit dem Borel-Cantelli-Lemma

1

P <max {V(;’(n),i 1< < 2¢(”)} > — fur unendlich viele n) =0.

1
n
Zuletzt stellen wir fest, dass fiir alle £ € Ny und n € N

Ty >k = max{V:1<i<2') >

gilt, denn:

1
T,>k < sup inf{k € No: Wi nnp < } >k
t€[0,1] n
& max{W,ZZ-: 1§i§2k}>
& maX{Vkai 1<i < 2’“} >
Nun folgt mit k = ¢(n)

P(Tn > C log(n) fiir unendlich viele n) =0,

und damit, dass T;, = O(logn) fast sicher gilt.

Zu (iii):

Aus obiger Aquivalenz, der Markov-Ungleichung mit g(t) = t> und der Ungleichung (5.8)

auf Seite 40 folgt fiir alle k € Ng und n € N

Y

P(T, > k) = P(max{Vé:”i: 1§i§2k} i)

2

VAN

n? B (max {Vit s 1< i <2}

k
11
< n2(=) .

Mit Hilfe einer aus der WT bekannten Integrationsformel fiir den Erwartungswert und der

geometrischen Reihe liefert dies fiir alle £ € Ny und n € N

k

ET, = Y P(T,20+Y P(T,>1)
=1 =k

k + n? <>
= 12

k

11

= k+120%2 (=) .
+"<12>

IN

Die Behauptung folgt nun, wenn wir zu jedem n € N ein k(n) = C log(n) mit so grofem
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C wihlen, dass

C logn
1 g
ET, < Clogn+12n? <12)

und somit ET, = O (log(n)) gilt.

. . . . d .
Wir kehren nun zum Beweis von Satz 5.5 zuriick, d.h. zum Nachweis von X,, — Z in

(D[0, 1], p)-

Beweis:

Wegen der Verteilungsgleichheit von Z™ und X, fiir jedes n € N, geniigt zum Beweis von
Satz 5.5 der Nachweis der fast sicheren Konvergenz von Z" gegen Z in der Skorokhod-
Topologie, d.h. p(Z™,Z) — 0 fast sicher. Wie in Bemerkung 1.9 festgestellt, miissen wir
dafiir eine Folge (\,),cy C A finden, die fast sicher

n—oo

doo Mp,id) =30 und  doo (2", Z 0o X,) =30 (5.9)

erfillt.

Fixiere nun fiir den Rest des Beweises ein w aus dem Komplement der Vereinigung aller
in diesem Kapitel bisher aufgetauchten Nullmengen. Wenn moglich werden wir zur iiber-
sichtlicheren Notation darauf verzichten, dieses w in den Rechnungen extra mitzufiihren.
Es sei aber darauf hingewiesen, dass rein formal alle auftretenden Zufallsgréfsen natiirlich
von w abhéngen. Gleiches gilt auch fiir die als Néchstes definierte Folge von Funktionen

(An)pen : [0,1] — [0, 1] mit A, (0) 0 und An(1) 4 1. Des Weiteren seien die ), linear

auf den Intervallen [mT_l, m], 1 <m <mn,und fir 1 <m < n gelte

n

M) & Vi) ()

wobei I, (t) © Np. /(1) — 1.

Wir werden jetzt zunéchst zeigen, dass diese Funktionen wirklich Elemente von A sind.
Dafiir muss nachgewiesen werden, dass die A, streng monoton wachsend sind. Wir stellen
zuerst fest, dass Yy (2),1n(2) = ot gilt. Dies sieht man wie folgt: Die Definition von

K, (t) impliziert, dass W (m) € {O, %} sein muss. Zusammen mit der Definition

von NJ'(t), die sicherstellt, dass g (%)N;%%) > ™ und YKnn(%),In(%) < ™ gilt, liefert

dies schon wie gewiinscht Y , my = 2,
& Kn(5)In(5) ~

n

n

Die strenge Monotonie der A, folgt jetzt aus der Tatsache, dass Yk’fi < Yl’; schon Yy ; <Y ;
impliziert. Fiir k = [ ist dies direkt klar. Fiir & > [ mit & — [ = p folgt aus Gleichung (5.2),
dass i < 2P - j ist und damit Y}, ; < Y} ;. Der umgekehrte Fall fiir & < [ lauft analog. Die

A sind also wirklich Elemente von A.
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Wir miissen nun noch zeigen, dass die A, wirklich die beiden geforderten Eigenschaften
(5.9) erfiillen und beginnen mit dem Nachweis von ds, (A, id) — oo. Der maximale Ab-
stand wird offensichtlich in einem Punkt angenommen, in dem A,, seine Steigung veréndert.

Unter Berticksichtigung der Lemmata 5.6 und 5.8 folgt

. m 3 m
doe Oy i) = max [ (1) = id ()]
m m
< m P () = YR gy 28 YR gy ey 14
=0
1I§nn%§n K (), In (%) Kn () In( %)
K m
1<m<n n tel0,1] n
_ Ly log”) g
n n

Schlussendlich nun zum Beweis der zweiten Eigenschaft d (2", Z o A\;,) — 0. Dafiir wer-
den wir zuerst die Existenz eines N(w) € N beweisen, so dass fiir alle ¢t € [0, 1] und alle
n > N(w) die Gleichheit

N ) = Nk, 1) (An(1)) (5.10)

erfiillt ist.

Sei also t € [0, 1] beliebig. Zu jedem n € N wéhle ein m(n) € Ny, so dass @ <t< %
gilt. Wegen der Wahl von m(n) ist aufgrund der Definitionen von K, (¢) und Ni(t) klar,
dass K, (t) = K, (mﬁn)) und

My®) = Moo (222 (5.11)

erfiillt sind. Auferdem folgt aus der Definition von A,

oo (3 (%)) = Vo (o))

= o (Vo (o))
= I, <m(”)> +1 = Ng o <m(")> . (5.12)

n n

Aufgrund der Stetigkeit der A\, konnen wir nun zu dem fixierten w ein so grofes N(w) € N
wéhlen, dass fiir alle n > N(w) fast sicher kein [ € {1, ce Qk} mit A (@) <Yk, <
An(t) existiert.

Dann gilt aber Nk, ) (Au(t)) = Ng, (1) ()\n (#)) fiir alle n > N(w) und zusammen
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mit den Gleichungen 5.11 und 5.12 folgt die Behauptung aus Gleichung 5.10 durch

Mo ® = Mo ("22) = N (3 (")) = N Ol

Da gemif (5.3) alle N;(t) mit j < K, (t) schon eindeutig durch N, ;)(t) bestimmt sind,
und gleiches auch fiir die N]’-l(t) gilt, folgt insgesamt schon

Nj(An(t) = N'(t)  fiiralle j < Kp(t), 0< ¢ <1,

Mit Hilfe von Lemma 5.6 und Gleichung (5.2) folgt dann fiir alle j < K, (¢) und 0 < ¢ < 1:

Vinn( — Wj,Nj(An(t))‘ = ‘max {W;}N}l(t) - %’ 0} ~ Wiy Gnte)
|y 1_yNn()), falls j = K, (t)
- ’ ey~ Yinga + (Yj,N;l(t)—l - g?N;(t)_J ~ | sonst
s\%@m—mmmﬂwﬁwwﬂ‘@wm4“%
L Ut
n

Durch Ausnutzen dieser Abschétzung und der Beziehung (5.7) ergibt sich fiir alle ¢ € [0, 1]

Kn(t)
‘Zn(t) - ZKn(t)()‘n(t))’ = Z V,N”(t) w; Nj(An(t))
Kn(t)
27+1
<
< Z -
=0

In 1

< E(Tn+1+Tn(Tn+1)).

Diese Schranke ist unabhéngig von ¢, und es gilt 1 (7,, + 1+ T, (T, + 1))) =3 0 nach

Lemma 5.8. Damit folgt
doo (2", Ziyt) © An) — 0. (5.13)

Andererseits gilt Z,, (t) < Z, )(t) < Z(t) fiir alle ¢ € [0, 1] und zusammen mit 7, — 0o

aus Lemma 5.8 ergibt sich
doo (Ziy(t) © An)s Z 0 An) = 0. (5.14)

Insgesamt folgt dann aus (5.13) und (5.14) mittels der Dreiecksungleichung die zweite
bendtigte Eigenschaft der A, und damit die Behauptung des Satzes.
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Nachdem wir nun das Hauptresultat dieses Kapitels bewiesen haben, werden wir nun mit
dem néchsten Satz die direkte Beziehung zwischen obigem Resultat und dem eigentlichen
Ziel der Untersuchung, der Frage nach der asymptotischen Verteilung der Anzahl der
von FIND benétigten Vergleiche zum Finden des [-kleinsten Elements einer n-elementigen
Menge, herstellen. Der Satz liefert nicht nur ein Ergebnis fiir die in diesem Kapitel bisher

betrachtete 2-Mengen Version von FIND sondern auch fiir die 3-Mengen Version.

5.9 Satz
Sei (In),en eine Folge von ganzen Zahlen, 1 < I, < n, mit der Eigenschaft, dass %" gegen

einen Grenzwert t € [0, 1] konvergiert. Dann gilt fiir n — oo

1 d 1 d
E nyly 7 Z(t)a ;C:,ln - Z(t)
Beweis:
Wie bereits bei der Konstruktion der Z™ erwédhnt, gilt .Z (% Cn,ln) =Y (Z” (%)) Fiir

den ersten Teil der Behauptung reicht es also

A <l;z> — Z(t) fast sicher

zu zeigen. Dies folgt aber direkt aus dem eben bewiesenen Satz 5.5 in Verbindung mit Satz
1.10 und der Stetigkeitseigenschaft von Z aus Lemma 5.4, bzw. ausfithrlicher:

Nach Lemma 5.4 existiert eine Nullmenge A, so dass die Funktion s — Z(s,w) fiir alle
w ¢ A stetig in ¢ ist. Des Weiteren existiert nach Satz 5.5 eine Nullmenge B, so dass
aukerhalb von B Z™(w) in der Skorokhod-Topologie gegen Z(w) konvergiert, d.h. dass eine
Folge A\, (-, w) € A existiert mit doo (An (-, w),1id) — 0 und de (Z"(+, w), Z(An (-, w),w)) — 0.
Dann gilt aber fiir alle w € AN B¢

(i) r] 5 () -a(n (5
e (5 )20

— 0.

Fiir die zweite Behauptung des Satzes miissen wir nun nur noch

(Cy )20 (5.15)

1
E aln - n,ln
zeigen. Die Behauptung des Satzes folgt dann mit dem Satz von Slutsky?>.

Aus den Definitionen der 2-Mengen und 3-Mengen Version von FIND ist klar, dass sich die

3siehe Satz 36.12 in [2]
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linke Seite von (5.15) nur genau dann von 0 unterscheidet, wenn das gesuchte Element [,
bereits als Pivotelement ausgewahlt wurde, bevor die Menge S auf ein einziges Element
reduziert wurde.

Bezeichne I,,;; die Indikatorfunktion des Ereignisses, dass im Rekursionsschritt j das ge-
suchte Element [ zufillig aus einer n-elementigen Menge als Pivotelement ausgewéhlt wird,

d.h.

1, fallsY™ =1L
Iji = SNP()-1

0, sonst.

Damit ergibt sich dann

S|

oo
d

(Cn,ln - ’;;,ln) = Z ‘/jqu]n(lTn)Injln

j=1
Sei nun wieder %, die o-Algebra die von allen U;;, 0 < j <k, 1 <14 < 2F erzeugt wird.
Da die jeweiligen Pivotelemente gleichverteilt ausgewéhlt werden, gilt E [I;,|-%j-1] =

-1

<n WJ?ILN}H(ZE)) auf dem Ereignis K, (%”) > j.
Unter Verwendung von V" <vr < Wwn und V"

BYOR Tanp () = Viman () = Mamu () M Vi ()
j > K, (%") erhalten wir nun mit Hilfe des Satzes der monotonen Konvergenz

=0 fir

o
0 < —E(Cyhy,—Cp; ) <E Zlv;nl,NJ’.L (%)[’”l”
J:
o0
= B ZE[V]n_u\m (M)Inﬂn“f]—l}
j:1 g —1\n
o0
= B ngn—1,N511(lﬂ)E[In]l"vrl]
j=1 !
Kn('2)
= K Vyn_l,N’?_l(lﬂ) E [Inﬂn ‘%*1]
=1 e
Kn (%) -1
- E %4 wi
2 J—LN7 () (” yLN;l(lﬁ))
1
< ZET,.

Aus Lemma 5.8 und der Markov-Ungleichung mit g(t) = ¢ folgt schlieflich

1 . 1 (1 .
P <n (Cnvln - n7l7z> > t) S ; E <TL (Cnvln - C"’L,ln))
1
tn

n—oo

ET, — 0.

IN



KAPITEL 5. KONVERGENZ IN VERTEILUNG GEGEN DEN FIND-PROZESS 49

5.10 Bemerkung
Wir erinnern zuerst an die in der Einleitung erwdhnte 3-Mengen Version von FIND und

definieren fir diese

def 1 def 1

n

Im Gegensatz zu X, konvergiert X dann nicht in Verteilung bzgl. der Skorokhod-Topologie.

Beweis:
Bezeichne I € {0,1,...,n} das Element von S, das im ersten Rekursionsschritt als Pivot-

element ausgewéhlt wird. Dann gilt

n—1 I1—-11
X)) = f|—,— 5.16
0 = " w0 (5.16)

X*(t) > n—1

1 I-1 I\°
—l—ﬁmin{l—l,n—f—l} auf{ ,> . (5.17)

n n n

Weiter sei A, C D|0, 1] die Menge der Funktionen f mit folgender Eigenschaft: Es exis-
tiert ein Intervall [s,s—i— %), i <s< %,
f(z) > 1,2 sonst.

B,, bezeichne das Ereignis, dass % < % < % gilt. Anschaulich ist B, also gerade das

so dass f(z) < 1 auf diesem Intervall ist und

Ereignis, dass im ersten Rekursionsschritt ein Pivotelement aus Hﬂ + 1, HT"J + 1] aus-

gewahlt wird. Auf B,, gilt dann:

n—1

1 3
+—min{/-1,n—-IT-1} > - — —,
n n

| Ot

n

denn % < =1 < % impliziert I —1 > % und n — I — 1 > % — 2. Daraus wiederum folgt

11 11
Ly omin{I-la-T-1} > oo (B2
n n n

Als Néchstes betrachten wir das Ereignis { X € A, } fiir n > 60. Wir wollen zeigen, dass
B, eine Teilmenge von {X; € A, } ist. Sei dafiir ein w € B,, gegeben. Wir stellen zuerst
fest, dass X} (t,w) genau dann kleiner oder gleich 1 ist, wenn das gesuchte Element im
ersten Rekursionsschritt ausgewdhlt wird. Im Gegensatz dazu ist X' (¢,w) genau dann
grofer oder gleich 1,2, wenn das gesuchte Element nicht im ersten Schritt gefunden wird,

denn in diesem Fall gilt fiir alle n > 60:

Xo(t,w) >

11 5 3
n 251,92
n

—I—Emin{l(w)—l,n—l(w)—l}z 1

Damit ist aber klar, dass B,, eine Teilmenge von {X; € A, } ist. Denn liegt das Pivotele-
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ment im ersten Rekursionsschritt zwischen Hﬂ + 1, HT"J + 1} , SO existiert ein s € [%, %],

so dass X (t) kleiner oder gleich 1 auf [5, s+ %] ist und grofer oder gleich 1,2 sonst. Daraus
ergibt sich dann unter Beachtung von .Z(I) =U ({1,...,n})

P(X, € Ay) =2 P(By) = P([ZH} <I< PZHJ) > 3—%

[\

Wir nehmen jetzt an, dass X in Verteilung bzgl. der Skorokhod-Topologie konvergiere.
Dann ist aber (£ (X})),cn schwach relativ folgenkompakt, d.h. jede Folge von Elemen-
ten aus (£ (X)), ey enthélt eine schwach konvergente Teilfolge. Da D0, 1] versehen mit
der Skorokhod-Topologie ein vollstandiger metrischer Raum ist?, folgt mit dem Satz von
Prohorov®, dass (£ (X})),en straff ist, d.h. es existiert zu jedem ¢ > 0 ein kompak-
tes K C DI[0,1] mit sup,cy P (X} € K¢) < e. Insbesondere existiert also ein kompaktes
K C D[0,1] mit P (X € K) > 2 fiir alle n € N. Da fiir alle n > 60 P (X}, € A,) > 22
gilt, folgt schon K N A, # { fiir alle solchen n. Insbesondere finden wir eine Folge (fy),cx;
so dass f, € A, gilt und {f, : n € N} schwach relativ folgenkompakt ist. Dann folgt mit
Satz 1.11

sup sup |fn(t)] < o0

neN ¢e€(0,1]
li () = 0. 1
im sup wy, (0) 0 (5.18)

Zu jedem § > 0 existiert ein n € N mit § > % Dann gilt aber fiir alle r € N und fiir alle
moglichen Partitionen {¢;},.,., von [0,1] mit 0 =%y < ... <t, =1 und ¢t; —t;—1 > ¢ fiir
alle 1 < j <r, dassin einem der Intervalle [tj,tj+1) sowohl Punkte aus [s, s+ %) als auch
[s, s+ %)C vorhanden sind. Damit folgt aber fiir alle § > 0

/ .
supwy (6) =sup inf max  sup |fu(s) — fu(t)] >0,2.
neN f neN {t:} O<izr S,tE[tifl,ti) " "

Dies liefert nun den Widerspruch zu (5.18), also konvergiert X' nicht in Verteilung bzgl.
der Skorokhod-Topologie.

4vgl. Satz 1.12
Ssiehe [2], Satz A.10
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5.3 Eigenschaften des FIND-Prozesses

Wir werden in diesem Abschnitt einige Eigenschaften des FIND-Prozesses vorstellen. Wir
beginnen mit einer Abschétzung der Tail-Wahrscheinlichkeiten der eindimensionalen Mar-
ginalverteilungen von Z.

Wir nennen die Zufallsgréfsen X stochastisch kleiner als die Zufallsgrofe Y im Zeichen

d
X <Y genau dann, wenn P(X > z) < P(Y > z) fur alle z € R gilt.

5.11 Satz
Sei (V;);en eine Folge von unabhdngigen U(%, 1)-verteilten Zufallsgrofsen. Dann gilt fiir
alle t € [0, 1]

mit V& 1+ S 11 Vk. Genauer gilt fir alle t € [0,1] und alle 0 <n <1
n=1k=1

P(Z(t)>z2)=o0(n*) firz— oco.

Beweis:
Da Nj1(t) entweder gleich 2N;(t) — 1 oder gleich 2N;(t) ist, gilt:

Witina@ < maX{Wj+1,2Nj(t)—1vWj+1,2Nj(t)}

= Wjn,@ max {Uj,Nxt)v 1- Uj,Nm} :

Fixiere nun ein ¢t € [0, 1] und definiere V4, 2 ax {ijj(t), 1-Ujn; (t)}- Bedingt unter
Fjist Vi1 eine U (%, 1)—Verteilte Zufallsgrofe, insbesondere sind .%; und V;4 1 unabhéngig.
Iterativ erhalten wir dann W 1y < Vi...Vj. Die erste Behauptung des Satzes folgt dann

direkt aus der Identitdt Z(t) = 1+ 372, W ;-

Fiir die zweite Behauptung werden wir eine Abschétzung fir die Tail-Wahrscheinlichkeiten

von V herleiten. Wéhle € € (0, %) und definiere iterativ die Stoppzeiten

op = 1
o inf{keN: V, <1-—¢}
Onil def  inf {k>0n: Viu <1—¢}
def
T = o1
def .
Tot1 = inf{k>o0,: Vp<1—¢€}—op.

Da die V; unabhéngig sind, folgt Gleiches auch fiir die 7; und es gilt

M- (0) def Eexp (071,)
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= Y exp(®n) (20" (1-20)

= exp(6) (1—2¢) > (exp(f) 2¢)"
n=0

exp(f) (1 — 2¢) .
= — fiir alle 8 < —log(2¢).
1= 2c oxp(0) < oo fiir alle § < —log(2¢)

Als Néchstes werden wir die Ungleichung
oo n o0
V = 1+Z HVk < l—l—Z(l—e)”_lTn
n=1 k=1 n=1

beweisen.

Dalfiir schreiben wir V' zuerst als

o n oo  op—1 l
RS20 | LIED 9 ol 1 12
n=1 k=1 n=1 l=0,_1 k=1
Wir betrachten nun fiir jedes n den Summanden ?;”J_nl_l Hi::l Vi und schéitzen diesen

wie folgt ab: Fiir jedes [ sind in diesem Produkt genau (n —1) der Vi, k =1,..., [, kleiner

oder gleich (1 — €). Damit ergibt sich unter Beachtung von 7, = (0, — 1) — 0,1

oo op—1 l

Vo= 14> > %

n=1 l=on_1 k=1

oo  op—1

1+ > (a—grtatt

n=1 l=0,_1

oo
= 1-1—2(1 — )" 7,
n=1

IN

Wegen der Unabhéngigkeit der 7; folgt dann mit Hilfe des Satzes der monotonen Konver-

genz,

E( exp(f V))

IN

Eexp <0 +6 i(l — )t Tﬂ)

n=1

= exp(d) [[ M- (6(1—¢"")
n=1

_ o, ((L=2¢) exp(6(1—e)"")
= exp <9+Zlog ( 1 —2eexp(f(1—en1) )> '

n=1

Da diese Reihe konvergiert®, gilt Eexp(#V) < oo fiir alle § > 0, wenn man ¢ > 0 klein

Ssiehe dafiir die Abschitzung im Anhang
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genug wahlt. Mit Hilfe der Markov-Ungleichung mit g(z) = exp(f z) folgt

Eexp(0V) =00
exp(6 z) ’

Damit ergibt sich die Behauptung durch

P(Z(t)>z) = o(exp(—0z)) firalled >0
= o(exp(zlogn)) firalle0<n<1
= o(n®) firalle0<n<]l1.

Als direkte Konsequenz des Satzes halten wir fest, dass alle Momente von Z(t) endlich
sind. Um die Momente und weitere Eigenschaften des FIND-Prozesses zu berechnen, geben
wir folgende stochastische Fixpunktgleichung zur Charakterisierung des Grenzprozesses

an.

5.12 Satz

Seien ZW und Z? unabhingige DI0, 1]-wertige Zufallsvariablen mit 70 & Z,1=12.
Sei U eine auf (0,1) gleichverteilte von ZW und Z@ unabhingige Zufallsgrife. Dann gilt
folgende stochastische Fizpunktgleichung:

2() £ 1+ 100y (V U 29 () + L () 1 - U) 22 (f_%) . (5.19)

Beweis:
Sei {U;“- tkeNy, 1<i< 2’“} die Familie der U(0, 1)-verteilten Zufallsgrofen, die fiir die
Konstruktion von Z benutzt wird. Definiere U, {U,gl) tkeENy, 1< < 2"3} und

{‘,f): keNy, 1<i< 2’“} durch U % gy, U € Upirg, UF) € Uy oy Die

i i
{ 7 Iglz)} bilden also die urspriingliche Unterteilung des Intervalls [0, Up 1] und { J ,gi)} die
des Intervalls [Up 1, 1].
Sei nun ZU) der Z-Prozess , der mit {Uk(:]l) tkeNp, 1< < 2’“}, j = 1, 2, konstruiert
wird. Offensichtlich ist die gemeinsame Verteilung von U, Z() und Z® die Gleiche wie die
von U, ZM) und Z®). Per Konstruktion gilt aber obige stochastische Fixpunktgleichung,

d.h.

t oy [(t—=TU

Z(t)=1+ 1[0,0) (t) uzW <U> + 1[[771) (t)(1— U)Z(2) <1:C07> fiir alle ¢ € [0, 1].

g
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Wir werden nun mit Hilfe eines Kontraktionsarguments, wie in Kapitel 3, eine explizite

Formel fiir den Erwartungswert von Z(t) angeben.

5.13 Satz
Mit der Konvention 0 log0 = 0 gilt fir alle t € [0,1]:

BEZ(t) =2 — 2t log(t) — 2(1 — t) log(1 — t).

Beweis:
Sei By, wie in Kapitel 1 der Raum der beschrénkten, messbaren Funktionen f : [0,1] — R.

Dann ist (By,,ds) ein vollstindiger metrischer Raum’. Definiere den Operator T : B, —

B,, durch t 1
o #1 f-us()e [os(E)
Ao (T(f),T(9)) = sup

f () o))

t 1
< dwo (f,g9) sup /(l—u)du—i—/ udu
te[0,1] 1J0 t
1\? 3
= dulfi) s (-1 (¢ 5) +]
te [0,1] 2 4
3

Also ist T eine Kontraktion des vollstdndigen metrischen Raums 5, und hat somit einen
eindeutigen Fixpunkt. Wir werden nun zeigen, dass sowohl EZ(t) als auch g(t) g
2t log(t) — 2(1 —t) log(1 — ) Fixpunkte von T sind, und somit iibereinstimmen miissen.
Die Existenz des Erwartungswertes von Z(t) folgt, wie schon erwéhnt, aus der oberen
Schranke in Satz 5.11, und damit ist die Funktion f : [0,1] — R, definiert durch f(¢) def
EZ(t), beschrankt.

Aus der stochastischen Fixpunktgleichung (5.19) folgt dann durch Bildung des Erwar-

tungswertes, dass f ein Fixpunkt von T ist:
_ _ (1) 3 (2) t—U
f@)=EZ(t) = 1+E|lonyyt)UZ T +E(1yyt)(1-U)z -

L t t t—u
= 1+/ uEZW <> du+/(1—u)EZ<2)< >
¢ U 0 1—-u

“siehe Satz 1.13
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Also gilt wie behauptet T(EZ(t)) = EZ(t).
Als Letztes bleibt uns nun noch nachzurechnen, dass auch g¢(¢) ein Fixpunkt von 7T ist.

Dabei werden wir folgende Identitéten von Integralen benétigen:
)
(—(1 — t2) log(l — t) + 5 - t)

0-5)

1
<”+2—2>

(112 log(1 — ) — & ;t>2> .

/ (1 —wu)log(l—u)du =
0

~
I}
J—
@)
a2

/Ot(t ) log(t —u)du =
/tl u log(u)du =

N~ N~ N~ N

7 N N N
L
[\
5}
(o°]

1
/t (u—1t)log(u—t)du =

Mit diesen Identitédten ergibt sich

T(g(t) = 1+/0t(1—u)g<tz> du+/tlug<z> du
= 1+/0t(1—u)(2—2§:zlog(i:z>—2(1—;:2) log<1—i:z>> du
Ll te(D) 2 (- ()

= 242t — 2t — 2t (1 — t) (log(1 — t) + log(t))

+2 /0 (1 —u)log(l—u)du—2 /0 (t —u) log(t — u) du
1 1
+2 /t u log(u) du — 2/t (u—t) log(u —t)du
= 2—2tlog(t) —2(1 —t)log(l —t) = g(t).

Wie oben bereits beschrieben folgt dann aus der Eindeutigkeit des Fixpunktes von T die

behauptete Formel fiir den Erwartungswert von Z(t).

Dieses Vorgehen zur Berechnung des Erwartungswertes kann verallgemeinert werden, um
auch die n-ten Momente von Z(t) fiir n € N zu berechnen. Die Idee hierfiir hat Paulsen in
[22] vorgestellt. Sie beruht darauf, zuerst eine stochastische Fixpunktgleichung fiir das n-te
Moment von Z(t) zu bestimmen. Darauf aufbauend kann dann eine Differentialgleichung,
die von einer Ableitung der n-ten Momentfunktion erfiillt wird, aufgestellt werden.

Wir werden zuerst die n-te Momentfunktion von Z(t) als eindeutigen Fixpunkt einer Kon-

traktion auf B,, charakterisieren. Bezeichne also mit

mn(t) = EZ™(t) fir alle t € [0, 1]
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die n-te Momentfunktion des FIND-Prozesses Z(t). Wie EZ(t) ist auch my(t) beschrénkt.
Definiere nun fiir jedes n € N den Operator K, : B,, — B,, durch

K, (F(1) /tlu”f<i> du+/0t(1—u)”f<§u> du + ba(t),

wobei

5.14 Satz

K, ist eine Kontraktion bzgl. doe und m,, ist der eindeutige Fixpunkt von K, fir jedes
n € N. Des Weiteren konvergiert (K% (f))
feB,.

keN exponentiell schnell gegen m,, fir jedes

Beweis:
Fir f,g € B,, gilt

doo (Kn(f)a Kn(g)) = Sup

[ (0(0) ()
[ () (=)

1 t
< deo(f,g) sup / undu—i—/(l—u)"du
t 0

te [0,1]

< n—1|—1 (2— <;>n> doo(f, 9)-

Also ist K, eine Kontraktion in (B,,,d) und konvergiert somit gegen den eindeuti-

gen Fixpunkt. Insbesondere konvergiert (K,’i( f (t)) kN fiir jeden Startpunkt f exponentiell
schnell gegen diesen Fixpunkt.

Es bleibt also zu zeigen, dass m,,(t) dieser Fixpunkt ist, d.h.
K,(my,)=m, fir allen e N. (5.20)
Aus der stochastischen Fixpunktgleichung (5.19) folgt

E(Z(t) —1)" = /tlu"mn (i) du+/0t(1—u)"mn(§:z> du.

Die Behauptung folgt dann aus dem binomischen Lehrsatz durch

B0 <17 =m0+ 3 () (1m0
=1
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Nachdem wir die stochastische Fixpunktgleichung fiir die Momentfunktion von Z(t) ge-
funden haben, werden wir nun eine gewohnliche lineare Differentialgleichung herleiten, mit
deren Hilfe die n-te Momentfunktion von Z(¢) bestimmt werden kann. Nach Substitution

von s = L bzw. s = L;Z schreibt sich die Fixpunktgleichung (5.20) als

L m,(1—s)
gn+2

! M (S)
8n+2

My (t) = "1 ds+ (1 —t)" ! ds + by (). (5.21)

1—t
An dieser Darstellung erkennt man, dass m,, eine unendlich oft differenzierbare Funktion
ist. Um die Ableitungen zu berechnen, definiere den Operator ¥, auf dem Raum der
stetigen Funktionen auf [0, 1] durch

U, (f(t)) def yn tl ﬁfﬂ ds fir alle f € C(]0,1]).

Mit Hilfe der Leibniz-Formel fiir das Ableiten von Produkten, d.h. (f - ¢)™ = S () f* gn=h),
k=0

und unter Beriicksichtigung von
DRt =

ergibt sich 1
D™ (f(1) = = D" (1),

wobei D hier den Ableitungsoperator bezeichnet. Eine analoge Behandlung des zweiten
Integrals in (5.21) fiihrt zu
1 1

— ) D", (t) + D2 b, (t).

D" 2 m,(t) = [ —
mn(t) =\ T~ 5

Dies ist eine gewohnliche lineare Differentialgleichung, mit deren Hilfe die (n+ 1)-te Ablei-
tung der n-ten Momentfunktion von Z(t) berechnet werden kann und daraus dann rekursiv

die n-te Momentfunktion von Z(t).

Zu guter Letzt werden wir nun in diesem Abschnitt die Worst Case Performance des Al-
gorithmus untersuchen. Dazu betrachten wir das Supremum des FIND-Prozesses. Beachte,
dass das Supremum ein stetiges Funktional bzgl. der Skorokhod-Topologie ist, so dass das

Resultat iiber die Verteilungskonvergenz weiterhin gilt.

5.15 Satz
Sei M Supye [0,1] Z(t). Dann hat M ein endliches zweites Moment und die Verteilung

von M ist die eindeutige Verteilung, welche die stochastische Fizpunktgleichung

M2 +max{UM, 1- U)M}
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erfiillt, wobei U wieder eine U (0, 1)-verteilte Zufallsgrofe ist, L (M) = £ (M) gilt und U,
M, und M unabhingig sind.

Beweis:

Zum Beweis werden wir die in Kapitel 3 erklarte Kontraktionsmethode verwenden. Sei wie
in Kapitel 1 My die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafe p auf [0, 00) mit [ 2?u(dz) < oo
und dy die Mallows-Metrik. Definiere den Operator T : My — Mo durch

T(p) 3(1 +max {UX, (1 - U)X} )
wobei .Z(U) = U(0,1) sowie £(X) = £(X) = pu gelte und U, X, X unabhingig seien.
Das Bild von T ist offensichtlich eine Teilmenge von Mlp, da 0 < 1+max {UX, (1-— U)X'} <
1+ X + X gilt.
Sei My, def SUPye [0,1] Z¥(t). Mit der Aufteilung der Uy ; wie im Beweis von Satz 5.12 ergibt
sich auch fiir die Z*

2 L1 4 10 U ZF (E) + 1y (1-U) ZF (;g) :
wobei wiederum .2 (U) = U(0,1), L (Z*) = L (Z*) = p gelte und U, Z*, Z* unabhingig
seien. Somit folgt M*+! 414 max {UMjy, (1 — U)My}, insbesondere gilt .2 (Mj41) =
T (L (My)).
Da My = 1 ist und das Bild von T" wieder eine Teilmenge von M bildet, ist (£ (Mk));en,
eine Folge in M.
Wir wollen nun zeigen, dass T' ein Kontraktion des vollstandigen metrischen Raums (M, d2)
ist®. Denn dann hat T einen eindeutigen Fixpunkt und dieser ist gerade gegeben durch
den Grenzwert der Folge g = 1, xy41 = T'(zy,), d.h. durch .Z (limy_o My) = Z(M). M
ist dann gerade der eindeutige Fixpunkt der Gleichung (5.15).

Zum Nachweis der Kontraktionseigenschaft weisen wir zunéchst darauf hin, dass man zu

p, v € My stets Zufallsvariablen X und Y finden kann, so dass da (i, v) = || X — Y|, gilt®.

Seien nun p, v, X und Y wie gerade beschrieben. Weiterhin seien (X,Y), U so gewihlt,

dass U, (X,Y) und (X,Y) unabhingig sind und Z(U) = U(0,1) sowie (X,Y) £ (X,Y)
< (

gelte. Mit der allgemein geltenden Ungleichung (max {a,b} — max {c, d})? a—c)?+

8siche Satz 1.16
9siehe Satz 1.14
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(b — d)? ergibt sich

do(T (1), T(v))2 (1 +max {UX, (1 - U)X}) — (1 + max {UY, (1 - U)Y }) |2

IN

E(U(X-Y)+(1-U)*(X-Y)?

IN

= EU’E(X-Y)’+EQ1-U)?E(X -Y)?
2
= §d2 (,LL, V)2'
Somit ist T eine Kontraktion und die Behauptung des Satzes folgt wie oben beschrieben.

g

Unsers Wissens nach ist keine explizite Losung dieser stochastischen Fixpunktgleichung
bekannt. Es gibt allerdings Arbeiten, die sich gerade mit der Worst Case Performance von
FIND beschéftigen. Eine dieser Arbeiten, in der einige Eigenschaften der Verteilung von M
vorgestellt werden, ist [10]. Wir werden hier im Folgenden einige dieser Ergebnisse ohne
Beweis angeben.

Devroye zeigt, dass die Momente v, e g (M —1)" von M — 1 die Carleman-Bedingung

o0

> =0

1/2r
r=2 VT/ "
fiir positive Zufallsgrofsen erfiillen und M somit eindeutig durch seine Momente festgelegt
ist. Des Weiteren hat M eine Lipschitz-stetige Dichte mit Lipschitz-Konstante kleiner
gleich 2. Fiir den Erwartungswert von M ergibt sich

5 12
3,3862 < 2+ 2log(2) < EM < 1+ —— + ~=C < 9,5186.

V2 5
Auch eine Abschétzung der Tail-Wahrscheinlichkeiten von M liefert Devroye. Und zwar

existieren fiir alle A > 0 Konstanten s und C, so dass

sup P <max Cni > (2 + 1)n) <P(M>2z2+41)<Cexp(—A(z—9))
n>1 1<i<n
fir alle z > s gilt. Die Tails von %Tn und S fallen also bei wachsendem Z zumindest

exponentiell schnell.

Wir haben zuletzt Kontraktionsargumente benutzt um sowohl die Momente als auch das
Supremum von Z zu charakterisieren. Es stellt sich hier natiirlich die Frage, ob nicht
auch Z selbst als Fixpunkt einer Kontraktion angesehen werden kann. Dies ist tatséchlich
moglich. Wir werden einen solchen Ansatz hier nur kurz vorstellen. Fiir eine ausfiihrlichere
Diskussion der Verwendung von Kontraktionsargumenten zur Analyse von FIND siche [16],
[27] oder auch [18], wobei die letztgenannte Arbeit auch Ergebnisse fiir andere Versionen

von FIND, wie zum Beispiel der Median-von-m-Version, beinhaltet.
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Fir w € (0,1) und f,g € D|0, 1] definiere ¥(u, f,g) € D[0,1] durch

¥l £9)0) % 1+ 1001 (£) + Lun)s (1.
Sei M die Menge aller WahrscheinlichkeitsmaRe g auf D[0,1] mit [[|f]|% wu(df) < oco.
Weiter sei T(u) die Verteilung von ¥ (U, X, X), wobei U, X, X unabhiingig sind und
Z(U) = U(0,1) sowie Z(X) = £(X) = u gelte. Man zeigt dann mit einem #hnlichen
Argument wie im Beweis von Satz 5.15, dass T eine Abbildung von M in sich selbst ist.
Satz 5.12 besagt, dass der FIND-Prozess Z ein Fixpunkt von T ist. Mit denselben Argu-
menten wie in dessen Beweis zeigt man, dass & (Zk‘H) =T (Z (Zk)) gilt. Nun muss
noch gezeigt werden, dass T eine Kontraktion bzgl. einer geeigneten Metrik auf M ist.

Hierzu definieren wir fiir p, v € M eine Metrik durch

d(p,v) € inf {|[|X =Y lly: LX) =p, L) =v}.

Fiir den Beweis fixiere nun ein € > 0 und seien X, Y Prozesse mit Z(X) = pu, Z(Y) =
v und E||X—Y||C2>O < d(p,v)? + €. Seien weiter U, (X,Y) so, dass U, (X,Y), (X,Y)
unabhiingig sind und .Z(U) = U(0, 1) sowie (X,Y) < (X,Y) gelte. Dann ergibt sich

d(T(), TW))* < EB|O(U,X,Y)- (U, X, V)|

= o (x () -7 (7))

+ 1wy (1=U) (X (115) - (1_—5»

B (U X - YR+ (-0 X -7|)

2

[e.9]

IN

IN

% (d(p, v)? + €).

Fiir € | 0 folgt dann, dass T" eine Kontraktion ist, und somit Z als eindeutigen Fixpunkt
besitzt.

Im néchsten Kapitel werden wir eine dritte Herangehensweise zur Analyse des Algorithmus
FIND vorstellen, bei der begleitende Markov-Ketten konstruiert werden und mit deren Hilfe
dann sowohl dieselben Konvergenzresultate als auch weitere Abschétzungen fiir die Tail-

Wahrscheinlichkeiten hergeleitet werden.



Kapitel 6

Ein Markov-Ketten Ansatz fur FIND

Wir werden in diesem Kapitel einen weiteren Ansatz zur Analyse des Algorithmus FIND
vorstellen. Dieser geht zuriick auf den 1998 erschienenen Artikel [12] von Griibel. Die
grundlegende Idee hierbei ist es, geeignete begleitende Markov-Ketten zu konstruieren und
mit deren Hilfe Aussagen tiber die von FIND benétigte Anzahl von Vergleichen herzuleiten.
Wir beziehen uns dabei in diesem Kapitel auf die 3-Mengen Version von FIND. Mit diesem
Ansatz kann man sowohl die bereits im vorherigen Abschnitt bewiesene Konvergenzaus-
sage gegen den FIND-Prozess beweisen! als auch weitere Schranken zur Abschitzung der
Tail-Wahrscheinlichkeiten herleiten. Diese erméglichen auch nicht asymptotische Abschét-
zungen und somit einen Vergleich der Ergebnisse aus vorherigem Kapitel mit denen von
Devroye aus [9].2

Wir werden im ersten Abschnitt die begleitenden Markov-Ketten konstruieren, bevor wir
dann im folgenden Abschnitt die Ergebnisse mit zugehorigen Beweisen prasentieren wer-

den. Zu guter Letzt werden dann numerische Folgerungen dieser Ergebnisse vorgestellt.

6.1 Konstruktion der begleitenden Markov-Ketten

Das Ziel dieser Untersuchung ist wiederum die Bestimmung der Anzahl der bendtigten
Vergleiche zum Finden des [-kleinsten Elements einer n-elementigen Menge, welche wir
wieder mit C7 ; bezeichnen werden. Wir interessieren uns also fiir die Paare (n,l). Be-
trachtet man nun fiir m € Ny die Zustéande (ny,, l,,) nach dem m-ten Rekursionsschritt als
Realisierung eines Prozesses (Zy,)meN,, S0 bildet dieser eine Markov-Kette, da der Zustand
nach dem (m + 1)-ten Rekursionsschritt nur vom Zustand nach dem m-ten Rekursions-
schritt abhéngt und nicht von der gesamten Vergangenheit dieses Prozesses. Falls (n,!)

der aktuelle Zustand dieser Markov-Kette ist, dann wird der nachste Zustand gleichverteilt

lygl. Satz 5.5
2P(Cy x> zn) = o(p®) fiir alle p > 2 bei z — o0

61
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aus der Menge
{L,D)}uU{(n—Fkil-k):1<k<l-1}U{(n—kl):1<k<n-1}

ausgewahlt. Ist n,41,42,...,1,1,1... die Folge der ersten Komponente der Zusténde dieser
Markov-Kette, so ergibt sich C;,l als Summe der Werte n — 1,47 — 1,40 — 1,...,0,0....

Die Idee dieses Vorgehens ist es nach geeigneter Normalisierung die Konvergenz der Folge
dieser Markov-Ketten fiir n — oo gegen eine Markov-Kette mit stetigem Zustandsraum zu
zeigen. Fiir den Nachweis, dass daraus die Konvergenz von % C’;; ;,, gegen den FIND-Prozess
folgt, wobei [,, eine Folge sei, die dividiert durch n gegen ein ¢ € [0, 1] konvergiert, werden
wir eine geeignete fast sichere Konstruktion einfiihren, die uns eine pfadweise Analyse

ermoglicht.

Nun zur Konstruktion der angesprochenen Markov-Ketten. Wir werden zuerst die Markov-
Kette mit stetigen Zustandsraum angeben. Sei hierfiir 1 def {(3:, y) € Ri :0<y < a:} der
stetige Zustandsraum, und fiir jedes (z,y) € I sei P ((z,y),-) die Verteilung von &, wobei
¢ definiert ist durch

aof | (x —=Uz,y—Ux), fallsUzx <y

(Uz,y), falls Uz >y

mit einer auf (0,1) gleichverteilten Zufallsgrofe U, also Z(U) = U(0,1). Dies definiert
einen Ubergangskern P auf I. Sei weiter Z = (Zm)meny Mit Zpy = (X, Yin) die Markov-
Kette mit Zustandsraum I und Ubergangskern P. Der Ubergangsmechanismus von Z ist
in Abbildung 6.1 verdeutlicht.

o oo e O o o o
O o o e O O O
o o o e o g
o 0o o e 0O
® e o O

0

e 1 O e O O O O O

Tx, =y

Abbildung 6.1: Ubergéinge von Z™ und Z. o: aktueller Zustand e, — : mogliche Zustinde

Fiir die Folge der Markov-Ketten definiere zu jedem n € N die Menge

1, & {(’,l> : i,leN,lgz’}.
n n
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Fiir jedes (1 L) €I, sei P, ((%, %) ,-) die Laplace-Verteilung auf

n’n

(Gt {55 5) e o {(555) et}

mit Z™ = (X,S?), Yn(f))

Diese definiert einen Ubergangskern auf I,,. Sei Z(") = (Z,(# )) N
me&No

die Markov-Kette mit Zustandsraum I,, und Ubergangskern P,.

Um einen Zusammenhang zwischen C} ; und den Markov-Ketten herzustellen, schreiben

wir C:L,l wie oben bereits beschrieben als Funktion der Z(™):
1 = 1 l
zlzcr)) =2 X -2z = (1, 2], 6.1
(n n,l) [Z ( m n) 0 n ( )

m=0
6.2 Schwache Konvergenz und Abschatzungen der Tail-Wahr-

scheinlichkeiten

Wir werden zuerst eine stochastische obere Schranke fiir % C} ; herleiten, die eine dhnliche
Aussage wie Satz 5.11 liefert, jedoch fiir den nicht asymptotischen Fall. Danach werden

wir einen alternativen und deutlich kiirzeren Beweis der Konvergenzaussage 5.5 fiihren.

6.1 Satz
Sei (Vin)men €ine Folge von unabhdngigen U (%, 1)—verteilten Zufallsgroffen und W
14+ > [, V. Dann gilt

def

1 d
—Cr < W firalleneN, 1<[I<n
n K

oder anders ausgedriickt

sup P(Ch,>nz) < P(W=>2z) firaleneN,z>0.

1<i<n ’
6.2 Bemerkung
(i) Zufallsgrofen wie W, d.h. Summen von Produkten von unabhéngig identisch verteilten
Zufallsgrofen, sind in vielen Arbeiten untersucht worden. Beispielsweise haben Goldie und

Griibel in [11] gezeigt, dass

—— log(P(W >2)) = —1
Ry o og (P(W = z))

gilt. Dies impliziert zusammen mit obigem Satz, dass sup,ecy 1<j<n P (C;'; 1> nz) mit
wachsendem z schneller als exponentiell fillt. Durch eine ausfiihrlichere Untersuchung von
W werden wir spéter in Satz 6.7 eine genauere stochastische obere Schranke fiir %C’;’; !

herleiten.
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(ii) Die Schranke in Satz 6.1 kann in folgendem Sinne nicht verbessert werden:
Befindet sich das gesuchte Element in jedem Rekursionsschritt in der gréferen der beiden

Mengen S., S, so erhalten wir fiir die Worst Case Performance von FIND:

1 . o0 m
— sup Oy 1+ Z Hmax{Uk,l—Uk}.

" 1<isn m=1 k=1

Dabei hat dieser Grenzwert dieselbe Verteilung wie W.

Nun erst mal zum Beweis von Satz 6.1.

Beweis:
Wir werden zuerst eine geeignete Version der Markov-Ketten konstruieren, welche wir auch
in spéteren Beweisen noch verwenden werden. Sei also (U, ),,cy €in Folge von unabhéngi-

gen auf (0,1) gleichverteilten Zufallsgrofen. Definiere (Z,,) mit Zpy, = (X, Ym) € 1

rekursiv durch Zj def (1,¢) und

meENy

7 def (Xm — Um+1 Xm, Ym — Um_|_1 Xm) s falls Um+1 Xm S Ym
m+1 =
(Um-i-l Xm, Ym) , falls Un+1 X > Yo

Offensichtlich ist (Zi),,cy, eine Markov-Kette mit Ubergangskern P, die in (1,t) star-
tet. Wir haben also die Folge (Upn),,cy genutzt, um eine geeignete Version des spéteren
Grenzprozesses zu konstruieren.

Wir konstruieren nun mit denselben (U,,) fiir jedes n € N einen geeigneten Prozess

meN
(Z,(# )> . Dafiir benotigen wir die Hilfsfunktionen
meENy

hn:{k:l<k<n}x[0,1)—>{k:1<k<n},

n n

definiert durch

1 def 1 .
hn | —, = - s
<n u> n [iu]

wobei [x] L hin {z € Z: z > z} die obere Gaukklammer bezeichnet.
Damit ist A, (%, U ) Laplace-verteilt auf {% 1<k < z} Definiere fiir jedes n € N den

Prozess (Zf?’;) 7 Zﬁ,ff) — (Xf,?), Yéln)) € I,, rekursiv durch Z(g") def (1, %) und

)mENo

() ¢ vi? =) falls ¢ < Wi,
Zith =454 falls ¢ = ¥,
(c-2.¥), falls ¢ > Y\,

wobei ¢ def hn (XT(,? ), Um+1> das Element bezeichnet, welches im (m + 1)-ten Rekursions-

schritt als Pivotelement ausgewéahlt wird.



KAPITEL 6. EIN MARKOV-KETTEN ANSATZ FUR FIND 65

Wiederum sieht man leicht, dass (Z,(f )) N fiir jedes n € N eine Markov-Kette mit
meNg

Ubergangskern P, bildet, die in (1, %) startet.

Wir werden nun die Quotienten von zwei aufeinander folgenden X-Werten untersuchen
um eine obere Schranke dieser Quotienten zu erhalten. Diese ermoglichen uns dann eine
entsprechende Abschétzung der Tails von W und %Cfb I

Sei hierfiir V,, ' max {U,, 1 — Up,} fiir alle m € N. Beachte, dass (V;;,),,,cy €ine unab-
héngige Folge von U (%, 1)—Verteilten Zufallsgrofen ist. Es folgt direkt fiir alle m € N

Xmt1 — W7 falls Upn+1Xm < Vi
Xm Um}iirf(’m7 falls Upp1Xm > Y
< Vm-i—l‘ (62)

Um eine dhnliche Ungleichung fiir die diskreten Versionen zu erhalten, bendtigen wir die

beiden folgenden Ungleichungen:

i—‘l—ﬁuwgl_% [iu] — 2

- <u firalle 0 <u<1,i=2,3,...,n.
1—1 1—1

Wir werden exemplarisch die erste der beiden Ungleichungen beweisen und verweisen dar-
auf, dass der Beweis der Zweiten dhnlich verlduft. Offensichtlich gilt Ez_—uﬂ > “Z—M > u und
damit ergibt sich bereits % =1- % <1-—u.

Mit Hilfe dieser Ungleichungen folgt leicht

XT(:J)A — ; o) L
— =" < V41 fir alle m € Ng, n € Nmit XV > —, (6.3)
X(”) _ 1 n

n

(n) _~_ 1
T Sn falls ¢ < VY
X(”) 1= 1 X =
= 10, falls ¢ = Y,V
ﬁ’ falls C > Ym

X7(r:l)7 X'Sr?) U’"L -1
“ [ ] . falls ¢ < Y,V

nx{_1
= q0, falls ¢ = ;"
[ X0 U] 2 (n)
X falls ¢ > Y,

< Vg1

)

Somit folgt fiir alle z > 0 unter Beachtung von Xén = 1, der Ungleichung (6.3), sowie der
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Aussage (6.1):

co m—1
PW>z) = P<1+Z Hw+1>z>
m=1 r=0
) 777,71X(7’—’l—)1 1
> P<1+Z HX("> 1>z>
m=1 r=0 T n
%) X,(ﬁ)—l )
= P 1+Z - o>z
( m—lX(())_%
_ nos (L
P<1+n_1;<xm ~) >z
> P(i (X(")—1>>z>
- m n
m=0
n

g

Wir kommen nun zum bereits angesprochenen Beweis der Verteilungskonvergenz der von
FIND bendtigten Vergleiche gegen den FIND-Prozess. Der hier vorgestellte Beweis, der im
Vergleich zum Beweis von Satz 5.5 deutlich kiirzer ist, benutzt die bisher in diesem Kapitel

eingefiihrten Notationen.

6.3 Satz
Sei (In),en eine Folge von ganzen Zahlen mit 1 < 1, < n, so dass % fiir n — oo gegen

einen Grenzwert t € [0, 1] konvergiert. Dann gilt

1, -
nCnJin,i”(ZXm

m=0

%= M) |

Anders ausgedriickt besagt der Satz, dass * C1, in Verteilung gegen den FIND-Prozess

n
konvergiert.

Beweis:
Mit Blick auf die Gleichung (6.1) ergibt sich die Behauptung, falls wir

m=0

1Y nooo o .
(ijf) — n> — Z X fast sicher (6.4)
m=0

zeigen.
Wir halten zuerst fest, dass wir XT(:J)rl und X,,11 als Funktionen von X,(,? ), Yn(zn) und

Un+1, bzw. X, Y, und Up,41 schreiben konnen, also Xf;j_l = o, (X,(,?),Yén),UmH)
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und X411 = @ (Xon, Yo, Upps1) mit
def 1 1
vueg) (o o) 10y (5 )

1 1 1
+ <n [nux] — n) 1oy <n (nua:])
1 1
-1 -
+n v} (n [nuﬂ)
und
def
O(z,y,u) = (2 —uw) Ly (uzr) +uz Ly (ur).
Falls nun (x,,, y,) gegen (z,y) € I mit uz # y konvergiert, so konvergiert auch ®,,(x,, yn, u)

gegen ®(x,y,u). Zusammen mit einer dhnlichen Analyse fiir die zweite Komponente Yn(@n)

bzw. Y, folgt dann fiir alle m € Ny die Implikation
(X,S;O,Y?;")) — (Xpm,Y) fast sicher = (Xf:ll,xﬂl) — (Xms1, Viny1) fast sicher.

Da aber nach Konstruktion (X(gn), YO(”)) — (X0, Yp) gilt, folgt schon

1 n—oo .
XMW Z"Z¥ X, fast sicher fiir alle m € N.
n

Um mit Hilfe des Satzes von der majorisierten Konvergenz die behauptete Konvergenzaus-
sage (6.4) beweisen zu konnen, brauchen wir noch eine Majorante von > >~ xm 1
Aus dem Satz der monotonen Konvergenz und der Unabhingigkeit der (Vin),,cy, ergibt

sich fiir den Erwartungswert von W

W):1+§: ﬁE(w):i <i>m:4.

m=1 r=1 m=0

Damit ist W fast sicher endlich. Die beiden Abschitzungen fiir die Quotienten (6.2) und
(6.3) der X bzw. X™ liefern die Integrierbarkeit von $°°°_ (XTSZ}) - l) und Y0 X,

n

n

Wir zeigen nur den aufwendigeren Nachweis fiir Y~ (X,(TTLL ) l).

oo m 00 X(n) 1
v I e SIS
m=1 r=1 ml'rl -1 n
— 14 212<X§,§0 1>>1+Z< )
m=1 m=1
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Es folgt dann nach Anwendung des Satzes der majorisierten Konvergenz

lim ) (X},?) - > = > lim (X};;) - ) = > X, fast sicher
n—oo n n—oo n
m=0 m=0 m=0

und damit die Behauptung des Satzes.

Sei Qz,y et o (anozo Xm‘Zo = (m,y)) Dann sind die Verteilungen Q¢ fir 0 <t <1

von besonderer Bedeutung, da sie als Grenzwert in dem vorangegangenen Satz auftreten.
Wegen Satz 6.1 impliziert obige Verteilungskonvergenz die Aussage Q1 % W, wobei
W wie im Satz 6.1 definiert ist. Dasselbe Resultat hatten wir auch schon im vorherigen
Kapitel erhalten, siehe hierfiir Satz 5.11. Im néchsten Satz werden wir nun eine dhnliche

stochastische untere Schranke fiir Q)1 ; beweisen.

6.4 Satz
Sei W' %1 +> oo T2y Uy, wobei (Uy), ¢y eine Folge von unabhingig U (0, 1)-verteilten
Zufallsgrofien ist. Dann gilt

d
Qi > W fir alle t € [0, 1].

Beweis: J

Beachte, dass X < Y genau dann gilt, wenn Eh(X) < Eh(Y) fiir alle nicht fallenden,
messbaren Funktionen h : Ry — [0, 1] gilt.

Wir behaupten zuerst, dass mit &,, def L05,1) <§—’:L) folgende Ungleichung fiir alle m € Ny
gilt:

% > (1 - fm) Um+1 + fm (1 - Um-‘rl) . (65)

m
Fiir den Beweis dieser Behauptung werden wir eine Fallunterscheidung vornehmen. Sei
also zuerst )%’:L > Upa1- Dann folgt aus der Konstruktion der X,,,, dass XXL: =1-Unt1

gilt. Damit ergibt sich dann unter Beachtung der Definition von &,,

Xon1 Um+1, falls 3 < 0,5
X =1-Unt1 > v,
m 1—Umny1, falls %= >0,5

= (1 - fm) Um+1 + fm (1 - Um+1) .

Nun zum zweiten Fall ;—m < Up1. Dieses Mal folgt % = Upy41 und dann weiter mit
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der Definition von &,,, dass

Xmt1 Un+1, falls 32 < 0,5

Xm 1= Upy, falls 22 >0,5

|
3
s
Y%

= (1=&n) Unt1 +&m (1 = Unt1)
gilt. Die hiermit bewiesene Ungleichung (6.5) liefert nun fiir beliebiges m € Ny

P(Xm+1 >z

ZO,...,Zm>

> P(((1—gm) Uit +&m (1= Upi1)) X > z(zo,...,zm)

Zo,...,Zm>

mit (V) = U(0, X,,). Geschrieben als Aussage fiir Verteilungen erhalten wir

Y, Yo
=P (Um+1 Xm 10,0, <X> + (1= Un+1) X Lo5,1) <X) >z

=PV >z fiir alle z > 0,

L (Xms1|Zo, - Zm) é U0, X.n) (6.6)

fiir alle m € Ny.

Sei nun (U},),,cn eine Folge von unabhéngigen U (0, 1)-verteilten Zufallsgrofsen. Definiere

(X)) durch X0 ' X und X! A Ly 1 Xm fiir alle m € Ny.

meNy
Wir werden als néchstes Zf\fzo O Xm g an\fzo am X! fir alle ag,...,apy > 0 und
M € Ny per Induktion nach M beweisen.

Der Induktionsanfang fir M = 0 ist trivialerweise erfiillt. Sie h : Ry — [0, 1] nicht fallend
und messbar. Dann gilt fiir beliebige aq, ..., ap41 > 0 unter Verwendung des Satzes von

Fubini fiir bedingte Verteilungen und der Ungleichung (6.6):

- < <h<M >ZO,.._,ZW))

a X +04M+1XM+1>d XM+1}ZQ,...ZM)d.,?(Z(),...,ZM)

IV
\\
/\

/P—ﬂ\s

m Xm +UO£M+1XM> du dg(Zg,...,ZM)
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1 M-1
:/ Eh<z o X + (apr +uwapsi) XM> du
0

m=0

1 M-1
2/ Eh(Z m X+ (ap +uani) XM) du
0

m=0

M+1
= FEh (Z osz;n) .

m=0

Die Induktionsvoraussetzung fiir aq,...,ay—1 und & def ap + uaps41 ging hierbei in
der letzten Ungleichung ein. Es folgt nun mit Hilfe des Satzes der monotonen Konvergenz

fiir alle z > 0, indem alle «,, = 1 gesetzt werden:

00 M M 00
. . / _ /
P(ZXm>z) _A}E»Iloop<sz>Z> thinOOP<ZXm>z> —P<ZXm>z>.
m=0 m=0 m=0 m=0
Da 2 (> o o X),) =2 (W) und Xy = X, = 1 gilt, folgt die Behauptung des Satzes aus
obiger Ungleichung.

Wir kommen nun zu einer Integralgleichung, welche eine Beziehung zwischen den Vertei-
lungen @14, 0 <t <1, herstellt. Diese kann auch fiir die Berechnungen von Eigenschaften
der Grenzverteilung genutzt werden, wie zum Beispiel zur Berechnung des Erwartungs-
wertes. Zur Formulierung des Satzes bendtigen wir allerdings noch folgende Notation. Fiir
¢ > 0 definiere die Funktionen 7, : Ry — R durch T,(x) & 2. Bezeichne T.(Q) das
Bild der Verteilung @ unter T, d.h. falls X eine Zufallsgréfse mit Verteilung @ ist, dann
ist T,.(X) die Verteilung von ¢X. Mit p * v bezeichnen wir die Faltung der Mafe p und v.

6.5 Satz
Fiir alle t € [0,1] gilt

Qi = /0t51 * 11—y (QL%) du + /t1 61+ T, <Q1,ﬁ> du.

Beweis:
Mit Hilfe des Satzes von Fubini fiir bedingte Verteilungen, der Markov-Eigenschaft des

Prozesses (Zm), ey, und unter Beachtung der Konstruktion des Prozesses (Z),,cy, ergibt

sich

Qa:,y = g(z Xm
m=0

ZO(x7 y))
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_ /g(ﬁgxm

y 1
= / 62: * Qa:—ua:,y—uac du + L 5;16 * Quac,y du.
0 Y

Z1> d¥ (Zl‘ZO = (a:,y))

Aukerdem gilt Qep ey = T (Qu,y) fiir alle (z,y) € I und ¢ > 0, denn:
Sei W eine Zufallsgrofse mit 2 (W) = & (Z?ﬁ:o Xm‘Zo = (z, y)) Wegen

X (1= Upyr), falls Upy1 Xon < Vi
Xm+1 -

X U1, falls Upy11 Xom > Yo

gilt dann

m=0

T (Quy) =L (W) =2 (C Z Xm‘Zo = (x,y)) =9 (Z Xm‘Zg = (c:n,cy)) = Qcz,ey-
m=0
Insgesamt folgt somit die Behauptung durch:

t 1
Ql,t = / 01 * Qlfu,tfu du + / 01 * Qu,t du
0 t

_ /Ot 81 % Ty <QL%> du+/t161 T, (QL%) du.

6.6 Bemerkung

Obiger Satz kann auch zur Berechnung der Momente der Grenzverteilung genutzt werden.

Fir mq(t) def [z Qu(dx) gilt

ml(t):1+/0t(1—u)m1 (i‘_iﬁ) du—l—/tluml (2) du.

Diese Gleichung wird wie im vorherigen Kapitel ausfiihrlich beschrieben von mq(t) =
2 —2t log(t) — 2(1 —t) log(1 —t) gelost. Fiir die Berechnungen der hoheren Momente siehe
[22] oder die Ausfithrungen im 5. Kapitel.

Als letzte Aussage dieses Kapitels werden wir nun eine weitere obere Schranke fiir die
Tail-Wahrscheinlichkeiten von C),; beweisen. Diese wird die Aussage der Bemerkung 6.2

spezifizieren.
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6.7 Satz
Firalle z>0,neNund 1 <l <n gilt

P(C:L,l > nz) <exp(z+zlogd — zlogz).

Beweis:

Wir halten zuerst fest, dass die Behauptung offensichtlich fiir alle z < 4e = 10,873 gilt.
Wir kénnen uns also im Folgenden auf die z > 4e beschrénken.

Der Beweis basiert auf einem Argument von Goldie und Griibel in [11]. Diese zeigen
dort, dass die momenterzeugende Funktion M () = Eexp(0W) von W aus Satz 6.1 die
Ungleichung M (0) < exp(C exp(#)) erfiillt, falls C so gewéhlt ist, dass

1
2ﬁ exp (C exp(fu)) du < exp (C exp(f) — 0) (6.7)

2

fiir alle 6 > 0 gilt.

Fixiere ein z > 4e. Unter der Bedingung, dass (6.7) fir C' = 4 gilt, folgt unter Beachtung
von log (%) > 0 mit Satz 6.1 und der Markov-Ungleichung mit g(t) = exp (¢ log (%)) die
Behauptung mittels

P(C;

n

=nz) < P(W>2)

M(log(3))

exp (2 log (%)

exp (4exp (log (3) )
exp (2 log (%))

IN

IN

= exp(z+ zlog(4) — zlog(z)) .

Wir miissen also noch zeigen, dass (6.7) fir C' = 4 und alle § > 0 gilt. Wir bezeichnen
mit f;(f) und f.(0) die linke bzw. rechte Seite der Ungleichung (6.7) mit C' = 4. Wegen
f1(0) = f.(0) reicht es aus

070 < 5 050) (69
fiir alle 8 > 0 zu zeigen.
Zuerst betrachten wir die linke Seite dieser Ungleichung. Durch die Substitution z =

exp (4 exp(@u)) erhalten wir

1
0 f1(6) = 29/1 exp (4 exp (A u)) du

2

exp(dexp(d))  q
= 2/ dz,
exp(4exp(g)) log(x)
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so dass sich

61,(0)) — 2exp(4 exp(0)) - 4 exp(0) 2exp(4 eXp(f) ) exp(g)

log (exp(4 exp(6))) log (exp(4 exp(6)))
= 2exp(4dexp(f)) —exp (4 exp <g>)

d
20 ¢

ergibt. Sei nun y def exp (g), nach Multiplikation mit y? exp (—4y2) liefert dies nun

v exp (—4y?) d% (0.£:(8)) = y* exp(—4y”) (2exp (4y°) — exp (4y))
= 2" —yPexp (dy (1 —y)).

Nun betrachten wir die rechte Seite von (6.7). Dieses Mal erhalten wir nach Multiplikation

mit y? exp (—4y2)

y? exp (—4y?) % 0£:(0) = y* exp(—4y?) <eXp (4 — 2log(y))

+2log(y) exp (4y2 — 2log(y)) (4y2 —1) )
= 14 8y%log(y) — 2log(y).

Wir sehen also, dass (6.8) genau dann gilt, wenn

def
9(y) = =207 +y* exp (dy (1 —y)) + 1 + 8y” log(y) — 2log(y) > 0
fiir alle y > 1 erfiillt ist. Nach elementarer Berechnung der Ableitung von g sehen wir,
dass g(1) = ¢'(1) = 0 gilt. Das Gewiinschte, d.h. g(y) > 0 fir alle y > 1, folgt also, wenn
g"(y) > 0 fiir alle y > 1 gilt. Wir haben

g"(y) = 20+ p(y) exp (4y (1 — y)) + 161og(y) + ;

mit p(y) & 64y — 64y® — 2492 + 16y + 2.

Mittels einer elementaren Untersuchung von p(y) erkennen wir, dass p(y) > p(1) = —6 fiir
alle y > 1 gilt. Dann folgt aber aus exp (4y (1 — y)) < 1 fiir alle y > 1, dass ¢"(y) > 0 fiir
alle y > 1 gilt. Wie oben beschrieben folgt nun hieraus die Behauptung des Satzes.
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6.3. NUMERISCHE ERGEBNISSE

6.3 Numerische Ergebnisse

def

(1) Sei F(t,x) = Q1+([0,z]) die Verteilungsfunktion von Q;;. Die Gleichung (6.5) in

Satz 6.5 fithrt zur Integralgleichung

F(t,x):/()tFG:Z,max{x_l’O}) du+/tlF<t,InaX{x_1’0}> du. (6.9)

1—u U u

Es erscheint schwierig eine direkte Losung dieser Gleichung anzugeben. Allerdings
kann (6.9) dazu genutzt werden, eine numerische Losung zu bestimmen. Nach Diskre-
tisierung und Anwendung der Trapezregel, d.h. fab f(x) =(b—a) M, erhalten
wir eine approximative Version von (6.9), welche per Iteration zu einer ausreichend
genauen Losung der Gleichung fithrt. Tabelle 6.1, die wir aus [12] {ibernommen ha-
ben, zeigt die 0,5-, 0,9- und 0,99-Quantile von ()1, fiir einige ¢-Werte. Beachte dass,
Q1 = Q1,1 gilt.

Quantile von Q14
t 0,50 0,90 0,99

0,00 1,89 297 4,11
0,10 2,52 382 5,15
0,25 3,01 441 581
0,50 3,27 4,72 6,16

Tabelle 6.1: Quantile von Q14

Wir kénnen solche Quantile auch auf andere Weise berechnen. Mit der expliziten For-
mel fiir den Erwartungswert mq(t) von Q1+ aus Satz 5.13 konnen die Quantile unter
Benutzung der Markov-Ungleichung berechnet werden.

mi (t)

1
Ql,t([aml(t),oo)) < ami(f) = e

Das 0,99-Quantil erhalten wir also fiir « = 100. Fiir £t = 0,5 ergibt sich eine Schranke
von 338,63. Diese ist ungemein hoher als der Wert 6,16 aus Tabelle 6.1.

Als weitere Berechnugsalternative kann die Abschétzung in Satz 6.7 dienen. Hier ergibt
sich eine Schranke von 14,84.

Die numerische Losung fiihrt also zu einer genaueren Berechnung der Quantile.
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(2) Die stochastischen oberen und unteren Schranken aus den Sdtzen 6.1 und 6.4 sind in
den Tails sehr nah beieinander. Folgendes Diagramm, welches wir aus [12] iibernommen

haben, zeigt die Verteilungsfunktionen dieser beiden Schranken und die von Q1,05.

1.0 1

0.8 1

0.6

0.4+

0.2

0.0 f T T T T T ]
0 1 2 3 4 5 6 7

Abbildung 6.2: Verteilungsfunktionen von (1,05 und der stochastischen Schranken






Anhang

Nebenrechnung (zum Beweis von Satz 5.11)
Sei € € (0, %) beliebig. Dann konvergiert die Reihe

1 —2¢)exp (0 (1-— e)"_1>
1 — 2¢ exp (9 (1-— e)”_1>

> (
s
i=1

aus dem Beweis von Satz 5.11 fiir alle 6 < — log(2¢).

Beweis:
Fiir den Beweis werden wir folgende elementare Abschétzungen fiir die Exponential- und
Logarithmusfunktion benttigen:
(i)  log(x) r—1 firalle x >0,
(i) exp(x)
(iii)) —log(x)
(iv) log(a)

Wir wahlen nun ein N € N so grofs, dass fiir alle n > N gilt:

=

fiir alle z < 1,

8

8= =

fiir alle z > 0,

IV IA IA A
= 8=

fur alle z > 0.

(a) —log(2€) (1—€)" ' <1,
(b) 1 —2¢e+ (1 —¢)" ! log(2€) > 0,
() M2+1)(1—e) ! < 26

Damit sind in folgender Rechnung bei allen auftretenden Briichen jeweils Zahler und Nen-

ner positiv, und es ergibt sich:

—~
.
~

2 (1—2€) exp (6 (1 —e)" )
Z 1—2eexp(f(1—e)n 1)

IN

oo (1—2¢) exp (6 (1 —e)" 1)
RZ;VI()g ( 1—2eexp(@(1—¢)n 1 ) n=N -
i exp((1—¢)" 1) -1

1—2eexp(f(1—e)n 1)

n=N

.. 0o 1

(i) + (a) 1011 1
< Z 1— 2¢

n=N 1-6 (1—6)”71

7



)n—l

oo
Z 1—26— (1 —¢)nt

n=N

e —(1 — €)™ ! log(2e)
n;V 1 —2¢+ (1 —¢)"! log(2e)

(iv) i (£ -1)(1—e¢"!

12+ (1-5)1—e" 1

—
=
=

IN

)

IA+

i (1—2¢) (1 —e)n !
e(l—2€)+ (2e—1) (1 —¢e)n 1t

0 1_6n1

Z 1—6"1+26

[e.9]

2 <

—~
)
~

IN

Da aber auch die ersten (N —1) Summanden der Reihe endlich sind, folgt die Behauptung.

O
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