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Einleitung

In ihrem Artikel , Traveling Waves in Inhomogeneous Branching Brownian Mo-
tions. I¢ (vgl. [Lal]) beschéftigen sich S. Lalley und T. Sellke mit der folgenden
Problemstellung. Sie betrachten ein System von Teilchen, welches sich zum Bei-
spiel auf die folgende Weise ergibt: Ein Ursprungsteilchen startet zur Zeit 0 im
Punkt 0 und fiihrt eine Brownsche Bewegung aus. Dieses Teilchen teilt sich nach
einer - durch eine Reproduktionsregel festgelegten - Zeit in zwei Teilchen. Beide
Teilchen fiihren nun unabhéngig voneinander eine Brownsche Bewegung aus und
teilen sich wieder nach der durch die Reproduktionsregel bestimmten Reproduk-
tionszeit in jeweils zwei Teilchen. Dieser Vorgang wird nun von allen entstehenden
Teilchen immer weiter wiederholt und so entstehen unendlich viele Teilchen, die
alle unabhéngig voneinander eine Brownsche Bewegung ausfiihren.

Der so definierte Prozess heifit verzweigende Brownsche Bewegung. S. Lal-
ley und T. Sellke befassen sich in ihrem Artikel speziell mit der sogenannten
imhomogenen verzweigenden Brownschen Bewegung, die durch eine bestimmte
Reproduktionsregel definiert wird. Dabei widmen sie sich vor allem der Frage,
wie sich die Position des zum Zeitpunkt ¢ rechtesten Teilchens - bezeichnet mit
R, - fir t — oo verhélt.

In dieser Arbeit wollen wir nun Antworten auf diese Frage finden. Dazu
fithren wir im ersten Kapitel den Begriff der Brownschen Bewegung ein und zei-
gen einige Eigenschaften dieses Prozesses. Zum Beispiel beweisen wir, dass ei-
ne Brownsche Bewegung ein homogener Markov-Prozess ist. Im zweiten Kapitel
beschaftigen wir uns dann mit der Theorie der Punktprozesse und betrachten
verschiedene Sichtweisen von Punktprozessen. Nachdem wir gezeigt haben, dass
diese unterschiedlichen Sichtweisen dquivalent sind, betrachten wir danach spezi-
ell den Poissonschen Punktprozess und Punktprozesse auf R?. Im letzten Kapitel
gehen wir dann auf die eigentliche Frage ein und werden diese auch zufrieden-
stellend beantworten kénnen, indem wir Hilfsprozesse — sogenannte Poissonsche
Flutwellen — definieren. Mit deren Hilfe lasst sich das Verhalten von R; fiir t — oo
bestimmen und es ergibt sich, dass fir alle x € R

A
tlim P (Rt <4/ ?0 t+x> = Eexp{—Wne V2 2}



fiir geeignete positive Konstanten \g,y und eine Zufallsgrofie Z gilt.

Fiir die Betreuung wéahrend der Entstehungsphase mochte ich Herrn Prof.
Dr. G. Alsmeyer danken. Auflerdem gilt mein Dank Frau Mareike Assink, die mir
beim Korrekturlesen meiner Arbeit behilflich war.

Miinster, 31. Juli 07



Kapitel 1

Stochastische Grundlagen und
die Brownsche Bewegung

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels werden wir an einige Grundbegriffe aus der
Prozesstheorie erinnern. Im zweiten Abschnitt werden wir dann die Brownsche
Bewegung einfiithren und uns dabei vornehmlich an [Bor],[Fah] und [Par]| halten.
Im Folgenden seien stets ein W-Raum (2,2, P) und eine Menge T C R gege-
ben.

1.1 Stochastische Grundlagen

Wir erinnern zuerst daran, dass eine Filtration von (€,2(, P) eine aufsteigende
Folge (§:)ier von Unter-o-Algebren von 2 ist. Weiter nennt man — gegeben einen
stochastischen Prozess (X;)ier — die Folge §;X, definiert durch

35 = o(X,,seT,s<t).

die kanonische Filtration von (Xi)ier. Aulerdem sagt man, dass (Xy)ier bzgl.
einer Filtration (&;)icr adaptiert ist, wenn fiir alle t € T

&XC@t

gilt.
Nun wollen wir noch an den Begriff eines Martingals erinnern:

Definition 1.1.1.
Sei X = (X})ser ein bzgl. einer Filtration & = (&), adaptierter stochastischer
Prozess mit F|X;| < oo fiir alle ¢t € T'. Dann heifit X
(i) Submartingal bzgl. &, falls E(X;|®,) > X, fast sicher fiir alle s, € T mit
s < t gilt,



(ii) Supermartingal bzgl. &, falls E(X;|®) < X fast sicher fir alle s,t € T
mit s < t gilt,

(iii) Martingal bzgl. &, falls X sowohl Submartingal als auch Supermartingal
bzgl. & ist.

Falls & die kanonische Filtration von X ist, so wird auf den Zusatz bzgl. &
verzichtet.

Zum Schluss dieses Abschnitts geben wir die Doobsche Maximalungleichung
an, die wir benotigen werden, um das starke Gesetz der grofen Zahlen fiir Brown-
sche Bewegungen zu beweisen.

Lemma 1.1.2. (vgl. [Kar|, Theorem 3.8 in Chapter 1)
Sei X = (Xi)i>0 ein rechtsseitig stetiges Submartingal. Weiter seien [0, T] ein
Teilintervall von [0,00) und p > 1. Dann gilt

P » \’
E ( sup Xt) < (—) E(X?).
o<t<t P — 1

1.2 Die Brownsche Bewegung

In diesem Abschnitt wollen wir nun die Definition und einige Eigenschaften der
Brownschen Bewegung (die in der Literatur héufig auch als Wiener Prozess be-
zeichnet wird) angeben. Wir beginnen mit der Definition:

Definition 1.2.1.

Seien k,z € R. Ein stochastischer Prozess (B;);>r mit Zustandsraum R heifit
in = startende Brownsche Bewegung auf (Q,20, P) mit Startzeit k, wenn folgende
Eigenschaften gelten:

(i) By = x fast sicher
(ii) Die Abbildung [k, 00) 5 s — By € R ist fast sicher stetig.
(i) Firallen € Nund k =ty <t <...<t,sind B, — By, ,,..., By, — By,
unabhangige und normalverteilte Zuwachse mit
E (B, —B,,_,) =0
und (1.2.1)
Var (B, — By, ) = ti—ti1 (1<i<n).

Man erhalt leicht folgendes Ergebnis:
Korollar 1.2.2. (vgl. [Bor|, Chapter IV.2)

Seien (B;)¢> eine in 0 startende Brownsche Bewegung mit Startzeit k und = € R.
Dann ist (B; + x);>, eine in x startende Brownsche Bewegung mit Startzeit k.
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Wir betrachten im Folgenden in 0 startende Brownsche Bewegungen auf
(Q,2(, P) mit Startzeit 0 und bezeichnen diese einfach als (standard) Brownsche
Bewegungen. Die Ergebnisse, die wir fiir diese erhalten, lassen sich dann leicht
verallgemeinern.

Zuerst erinnern wir daran, dass ein stochastischer Prozess (X;)er Prozess
mit stationdren Zuwachsen heifit, wenn fir alle h > 0 und fir alle s,¢ € T mit

s <t
PXt+h_Xs+h _ PXt_Xs

gilt.
Wir erhalten dann:

Lemma 1.2.3. hphantoma
Fine Brownsche Bewegung B = (By)>0 ist ein Prozess mit stationdren Zuwdchsen.

Beweis.
Die Behauptung folgt direkt aus der Tatsache, dass PPe+r=Bstn fiir alle h > 0
und 0 < s <t < 0o eine N(0, ¢ — s)-Verteilung ist. O

Es gilt weiter

Lemma 1.2.4.
Sei B = (By)1>0 eine Brownsche Bewegung. Dann ist B ein Martingal.

Beweis.

Seien 0 < s <t <oo,n € Nund 0 < s; < ... < s, = s beliebig gewahlt. Da
By, Bs, — By, ..., Bs, — B, _, nach Definition stochastisch unabhangig sind, ist
die o-Algebra

o(By,Bs,,...,Bs,) = 0 (BO,BS1 — By, ..., Bs, — Bsn_l)

unabhéngig von By — B;. Die Vereinigung aller o-Algebren dieser Art ( bei festen
0 < s <t < o0) bezeichnen wir mit €. € ist N-stabil und es gilt auBerdem
o (€) = FB. Weiter bezeichne ® die Menge aller Elemente von 2, die unabhéngig
von B; — By sind. Dann ist ® ein Dynkin-System, welches € enthalt. Also folgt
mit dem Dynkin-System-Argument ® = FZ. Insgesamt erhalten wir nun fiir alle
0<s<t<o

E(B;—B|3?) = E(B,—B,) = 0.

O

Aus diesem Lemma folgt nun das starke Gesetz der grofien Zahlen fiir die
Brownsche Bewegung.



Satz 1.2.5. (vgl. [Kar], Problem 9.3 in Chapter 2)
Sei B = (By)i>0 eine Brownsche Bewegung. Dann gilt

lim — = 0 fast sicher (1.2.2)

Beweis.
Wir erhalten unter Benutzung der Doobschen Maximalungleichung ( Lemma
1.1.2) und Korollar 19.4(a) aus [Als2], dass fiir alle 0 < 0 < 7 < 00

B\’ 1
E(sup (—t>> < —2E(sup Bf)
o<t<Tt t g o<t<Tt
1 2
o
1 2 (1.2.3)
- 2 ((sw 1)
g o<t<Tt

4 4T
= Sk (B7) = =

gilt. Wahlt man nun 7 = 2" = 20 fiir ein festes n € N fiir alle € > 0, so ergibt
sich mit der Ungleichung von Markov mit g(t) = t?

B B
P sup M>e < P sup —t|2€
on<g<Lont+l t on<g<ontl t
Byl

2
1 / |
: sup dI 1.2.4
62 { sup ‘B;tt‘ >5} (2"§t§2"+1 t ) ( )

2n§t§2n+1

1 B/\* 8
< —F sup —t < .
62 2n§t§2n+1 t 2”62

Daher folgt mit dem Lemma von Borel-Cantelli die Behauptung. O

Als néchstes wollen wir den Begriff des Markov-Prozesses einfithren und
zeigen, dass jede Brownsche Bewegung ein Markov-Prozess ist.

Definition 1.2.6.

Ein stochastischer Prozess X = (X;);er mit Zustandsraum R heifit Markov-
Prozess, wenn fur alle n € N, sg,...,8,,s,t € T mit s < ...< s, <s<tund
alle xg, ...,z x,y € R

P(X; <ylXs=ux,X,, =xp,..., X5y =20) = P(X; <y|X;=12x) (1.2.5)
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gilt. Die bedingte Verteilungsfunktion F'(s,z,t,y) mit
F(s,a,ty) = Fx,(y|Xs =2) = P(X; < y|lX;=1) (1.2.6)

nennt man Ul bergangsfunktion. Falls sie eine Dichte f (s,z,t,y) besitzt, so bezeich-
net man diese als Ubergangsdichte. X heifit homogen, wenn fiir alle uw > 0,s,t € T
mit s <t,s+u,t+u e T und alle x,y € R

F(s+u,x,t+u,y) = F(s,z,t,y) (1.2.7)

gilt. F ist in diesem Fall eine Funktion, die nur von z,y und der Differenz ¢t — s
abhéngt. Wir schreiben deshalb F(t,z,y) fiir F(u,z,t+ u,y).

Satz 1.2.7. (vgl. [Fah], Satz 2.4 in Kapitel 6)
Sei B = (By)s>0 eine Brownsche Bewegung. Dann ist B ein homogener Markov-
Prozess mit der Ubergangsdichte

1 (y—)?
t,x, = e 2 . 1.2.8
fltay) = = (123
Beweis.
Seien nun n € N, sg,...,8,,8,t € Rmit 0 < s < ... < s, < s < t und

xo, ..., Ty, T,y € R beliebig. Dann gilt

P(B; <y|Bs==x,Bs, =xp,...,Bs, = x0)
= P(Bi—Bs<y—xz|Bs— Bs, = —y,...,Bs, — Bsy =11 —x9) (1.2.9)
= P(Bi—Bs<y—z)=P(B; <y|Bs=1x).

Damit haben wir gezeigt, dass B ein Markov-Prozess ist. Dass dieser sogar ho-
mogen ist, folgt aus

P(Biyu <y|Bsyu=12) = P(Bryu — By <y — 1)
= P(Bi—Bs<y—x) (1.2.10)
= P(B; <y|Bs=1x)
fir allle s,¢,t +u,s +u > 0 mit s > ¢t und alle z,y € R. Dabei ergibt sich der

zweite Schritt in der obigen Gleichung aus Lemma 1.2.3. Nun schauen wir uns
noch die Gestalt der Ubergangsfunktion an: Wegen

F(t,z,y) = P(Bis <y|Bs =)
= P(Bt-i—S_BsSy_:L‘)

e (1.2.11)
= e 2t du
\ 27t /_oo
fir alle ¢ > 0 und z,y € R gilt Gleichung (1.2.8). O






Kapitel 2

Punktprozesse

In diesem Kapitel geben wir eine kurze Einfithrung in die Theorie der Punkt-
prozesse. Wir halten uns dabei vor allem an die Vorgehensweise in [Koe] und
entnehmen diesem Buch auch fast alle Satze und Definitionen. An einigen Stel-
len ergénzen wir diese allerdings durch Aussagen aus [Rei]. Da es hier vor allem
darum geht die fir das dritte Kapitel benotigte Theorie kurz vorzustellen, verzich-
ten wir weitgehend auf Beweise. Der interessierte Leser kann diese in den beiden
angegeben Quellen nachschlagen. Fiir Punktprozesse gibt es nicht nur eine, son-
dern verschiedene Darstellungsmoglichkeiten. Drei dieser Darstellungsmoglichkei-
ten eines Punktprozesses auf R fiihren wir im ersten Abschnitt kurz ein, und zwar
die Darstellungen als zuféllige Punktfolge, zufélligen Zahlprozess bzw. zufalliges
ZahlmaB. Diese drei Darstellungsmoglichkeiten werden wir dann im zweiten Ab-
schnitt formal definieren und miteinander in Verbindung bringen. Im dritten Ab-
schnitt setzen wir uns mit dem Poissonschen Punktprozess auseinandersetzen, der
flir die spatere Theorie wichtig ist. Im letzen Abschnitt dieses Kapitels werden
wir schlieBlich den Begriff des Punktprozesses auf den R? erweitern.

2.1 Darstellung von Punktprozessen

Die einfachste Vorstellung, die man sich von einem (zufélligen) Punktprozess
auf R machen kann, ist die einer Folge zufallig im Raum R verteilter Punk-
te. In diesem Sinn ist also ein zufalliger Punktprozess nichts anderes als eine
Folge X = (X,,)nez von reellwertigen Zufallsvariablen (d.h. messbaren Abbildun-
gen) X, : Q — R := RU {400} iiber einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeits-
raum (2,2, P), wobei die X,, derart gewidhlt werden, dass fiir jede Realisierung
X(w), w e Q, der Folge X die Werte X,,(w)

(i) der GroBe nach numeriert sind und das kleinste nichtnegative Folgenglied
den Index Eins erhalt, man also

SX_l(W) SXQ(W) <O§X1(w) < ... (211)
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hat,

(ii) sich nirgendwo im Endlichen héufen, fiir jedes ¢ > 0 also ein n,. € N
existiert, so dass | X, (w)| > ¢ fir |n| > n, . gilt.

Ein Punktprozess heif3t einfach, wenn sogar
< Xg(w) < Xpw) <0< X (w) < ... (2.1.2)

fiir P-fast alle w € Q gilt, das heiit wenn fiir P-fast alle w € {2 samtliche Punkte
der Folge X (w) voneinander verschieden sind.

Seien die X,, nun alle als nichtnegativ vorausgesetzt. Oft interessiert man sich
nicht fiir die Positionen X, der einzelnen zufalligen Punkte eines Punktprozesses,
sondern fiir die zufallige Anzahl von Punkten des Punktprozesses X in gegebe-
nen Teilmengen von R, zum Beispiel in Intervallen. In diesem Fall ist es besser,
einen Punktprozess nicht als Folge (X,,),ez von zufélligen Punkten, sondern als
zufilligen Zahlprozess (IV;):>o aufzufassen. N, ziahlt dann die zuféllige Anzahl der
Punkte X,,, die in [0, ¢) liegen, wobei man im allgemeinen Ny = 0 setzt. X, Xo, . ..
sind offensichtlich die zufalligen Sprungpunkte der Hohe 1, wobei Mehrfachpunkte
auftreten konnen, wenn der Prozess nicht einfach ist. Wegen der vorausgesetzten
Nichtnegativitat der X, ist ein bijektiver Zusammenhang zwischen der Folge X
und dem Zahlprozess (Ny)i>o gegeben, denn: Aus jeder Realisierung X (w) der
Folge X lasst sich der Pfad (N;(w)):>0 des Prozesses (N¢)i>o bestimmen und um-
gekehrt. Dabei sind die X, (w) gerade die Unstetigkeitsstellen von (Ny(w))s>o.

Da man oft auch die Anzahl von Punkten X, in allgemeineren Borel-Mengen
B kennen mochte, ist es naheliegend, einen zufélligen Punktprozess als eine
zufillige Mengenfunktion ® aufzufassen, die jeder Menge B aus einer bestimm-
ten Familie J von Teilmengen von R die zuféllige Anzahl ®(B) von Punkten der
Folge X, die in der Menge B liegen, zuordnet. Es gilt dann ®([0,¢)) = N;. Aus
diesem Ansatz wird im nachsten Abschnitt die Definition eines Punktprozesses
gewonnen.

2.2 Definition und Charakterisierung von
Punktprozessen

Bevor wir Punktprozesse nun auf formaler Ebene einfiithren, wollen wir zunéchst
an den Begriff des Zdhlmafies erinnern, bei dem es sich um ein Mafl auf einem
beliebigem Wahrscheinlichkeitsraum mit Werten in N handelt. Ein Zahlma8 ¢
auf B heifit lokalendlich, wenn es jeder beschrankten Borelmenge B aus B einen
endlichen Wert ¢(B) zuordnet. Die Menge aller lokalendlichen Zahlmafe auf B
bezeichnen wir mit N. Sei nun ¢ ein (nicht notwendig lokalendliches) Zahlmafl
auf B. Diejenigen Punkte ¢t € R, fiir die ¢({t}) > 0 gilt, werden Atome von ¢
genannt, ihre Gesamtheit

So = {teR:o({t}) > 0}

10



bezeichnet man als Trdger von ¢. Fiir jedes Atom ¢t von ¢ nennt man auflerdem
o({t}) die Vielfachheit von t. ¢ heifit genau dann einfach, wenn ¢({t}) = 1 fir
alle Atome t von ¢ gilt.

Als néchstes folgt ein Satz, der fiir ein Zahlmafie ¢ € N die Standarddarstel-
lung von ¢(B) fiir alle B € B angibt.

Satz 2.2.1.
Fir jedes Zahlmaf ¢ € N ist der Trager Sy abzahlbar unendlich, und es gilt fiir
jedes B € B

o(B) = 3 o{tha(B). (2.2.1)

t€S¢

wobei 6; das Dirac-Maj$ in t mit 6;(B) =15(t) bezeichnet.

Im Folgenden soll eine o-Algebra 91 auf dem Raum N der lokalendlichen
Zahlmafle eingefithrt werden, die (N,I) zu einem mefibaren Raum macht:

Definition 2.2.2.
Fur
N, = {{oeN:¢([a,b) =3} : —c0c<a<b<oo,jeN}

sei N = o(MN,).
Ry sei der 9-Ring der beschrankten Borel-Mengen in R. Dann gilt:

Satz 2.2.3.
Die o-Algebra I umfasst alle Teilmengen von N der Gestalt

{o e N:¢(B) =j}
fur 3 € Ng und B € fRy.

Wir kommen jetzt zur Definition eines Punktprozesses.

Definition 2.2.4.

Ein (zufilliger) Punktprozess ® auf R ist eine mefibare Abbildung ®:Q — N
eines W-Raums (2,2, P) in den mefbaren Raum (N, 91), das heifit @ ist eine
Zufallsvariable mit Werten in N. Man nennt ® deshalb auch zufdlliges Zahimafs.
Mit P bezeichnen wir die Verteilung der Zufallsvariablen ® auf 9, die durch

P(A) = PlweQ:P(w)ecA), AecN,

definiert wird.

11



Im Folgenden soll fiir einen Punktprozess ® auf R und ein B € B eine Zu-
fallsgroie definiert werden, die jedem w € €2 die Anzahl der Atome des Zahlmafles
®(w) zuordnet, wobei Atome mit Vielfachheit k& k-mal gezéhlt werden:

Definition 2.2.5. B
Sei ® ein Punktprozess auf R. Fiir alle B € B wird die Zufallsgrofie ®(B) : 2 — N
definiert durch

O(B)(w) = P(w)(B). (2.2.2)

Mit 75 : N — N bezeichnen wir die durch
T(¢) = o(B) (2.2.3)

definierte Abbildung. Es gilt offensichtlich
®(B) = mpod. (2.2.4)

Definition 2.2.6. B
Sei @ ein Punktprozess auf R. Die Funktion v : B — R mit

v(B) = E®(B) fiir alle B B (2.2.5)

heiflt Intensitatsmafs von ®.

v(B) gibt also die erwartete Anzahl von Atomen in B an und es gilt fiir alle
BeB

(2.2.4)

/B) = Ba(B) = [ a(B)w) Plaw) 2 / 75 ((w)) P(dw)

~ [ m)Prae) = [ o) p

Lemma 2.2.7.
Das Intensitdtsmafl v eines Punktprozesses ® ist ein Maf$ auf (R, B).

Beweis.

Da ®(B) > 0 fur alle B € B gilt, folgt direkt v(B) > 0 fiir alle B € B. Aufierdem
liefert ®(0) = 0 sofort v() = 0. Seien im Folgenden paarweise disjunkte Mengen
B; € B,1 € N, gegeben. Fiir alle w € () gilt

o (Z Bz) (W) = > (B (w),

i>0 i>0

daher folgt mit dem Satz von Fubini

(x5) ==l (xs)

12
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also die o-Additivitat von v. O

Wir setzen im Folgenden voraus, dass die Intensitatsmafle v der betrachteten
Prozesse ® lokalendlich sind, dass also v(B) fiir alle beschrénkten Mengen B € B
endlich ist.

Nun wollen wir die urspriingliche Auffassung von Punktprozessen auf R als
Folge zuféllig im Raum R verteilter Punkte formalisieren und mit Definition
2.2.4 in Verbindung bringen. Dafiir zeigen wir im Folgenden, dass die Atome der
Zahlmafle ¢ € N, geeignet numeriert, als die Realisierungen einer Folge von reell-
wertigen Zufallsvariablen iiber dem Wahrscheinlichkeitsraum (£2, 2, P) aufgefasst
werden konnen. Solche Zufallsvariable werden wir jetzt definieren.

Definition 2.2.8.
Fur alle n € Z wird durch

min {t > 0: ¢({t}) > 0} firn =1,
Xi(¢) = qmin{t> X ((¢): o({t}) >0} firn>1, (2.2.6)
max {t < X () : ¢({t}) >0} firn <1,

eine Abbildung X : N — R definiert. Wir setzen dabei auBerdem X} (¢) = oo
fiir n > 1, falls ¢ im Intervall [0, 00) weniger als n Atome hat, und entsprechend
X (¢) = —oo fiir n < 0, falls ¢ im Intervall (—oo,0) héchstens —n Atome hat.
Eine Realisierung (X (¢))nez der Folge X* = (X}),ez ist also die Folge der der
GroBle nach geordneten Atome von ¢. Das kleinste nichtnegative Atom erhéalt
dabei den Index 1.

Als néchstes definieren wir die Funktion ®*, die jedem Zahlmafl ¢ € N das
ihm entsprechende Zahlmafl zuordnet, falls die Vielfachheiten aller Atome gleich
Eins waren:

Definition 2.2.9.
Die Funktion ®* : N — N ordnet einem ¢ € N mit

¢(B) = > o({t}a(B), B € R,

teS,

das Zahlmaf3
¢"(B) = > _ 6(B), B €Ny,
t€S¢

ZU.

Man erhalt nun zwei Hilfsaussagen:
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Lemma 2.2.10.
Die Abbildung ®* ist mefsbar.

Lemma 2.2.11.
Die Menge N* = {¢p € N : ¢({t}) <1 fir alle t € R} aller einfachen Zdihlmafe
gehort zu N.

Diese beiden Lemmata lassen sich folgendermaflien zusammenfassen:

Lemma 2.2.12.

Die Abbildung ®* ist eine mefbare Abbildung von (N,M) nach (N*,0*), wobei
N* die durch M = {ANN*: AN} gegebene o-Algebra von Teilmengen von
N* ist.

Mittels dieses Lemmas kann man nun folgenden Satz beweisen:

Satz 2.2.13. L
Fiir jedes n € Z ist X eine mefibare Abbildung von (N, M) nach (R, B).

Die Abbildungen X sind also fiir jedes n € Z Zufallsgrofien auf (N, 0, P).
Die Folge (X),cz nennt man auch zufdllige Punktfolge. Als néchstes wollen wir
den Begriff eines einfachen Punktprozesses klaren:

Definition 2.2.14.
Ein Punktprozess ® heifit einfach , wenn P(N*) = 1 gilt, das heifit wenn mit
Wahrscheinlichkeit 1 als Realisierungen von ® nur einfache Zahlmafle auftreten.

J* sei die Menge derjenigen Folgen (a,)nez aus dem Folgenraum EZ, flir die
die folgenden beiden Bedingungen erfiillt sind:

(i) Esgilt ... <a1<a<0<a; <....
(ii) Fiir jedes ¢ > 0 gibt es eine natiirliche Zahl j, mit |a,| > ¢ fir alle |n| > j.

Lemma 2.2.15.
Die Folge X* = (X})nez von Zufallsgrofien vermittelt eine bijektive Abbildung
von N* nach J*.

Beweis.
Die Bijektivitat ergibt sich daraus, dass X* : N* — J* eine Umkehrabbildung
besitzt. Diese wird folgendermaflen definiert: Fiir (a,)nez € J* setzt man

(X)) ((an)nez) = Plan)ness

14



wobel

¢(an)neZ(B) = Z 5(1n(B) fur alle B € 9{0-

nez
Nach Definition ist ¢(,,),,
¢ = O(Xz(@)ner :

ein Element von N* und fiir alle ¢ € N* erhalt man

Leider vermittelt X™* keine Bijektion zwischen N und einer geeigneten Teil-

menge des Folgenraumes EZ, da die Vielfachheiten der Atome der Zahlmafle in N
von den Abbildungen X nicht beriicksichtigt werden. Die Abbildungen X’ lassen
sich aber so modifizieren, dass sie eine Bijektion zwischen N und einer geeigneten

Teilmenge des Folgenraumes R” liefern. Dies wird im Anschluss geschehen:

Definition 2.2.16.
Fir jedes n € Z wird durch

(1>0, falls ¢([0,1)) < n < $(]0,#]) und ¢([0, 00)) > n fiir n € N,

00, falls ¢([0,00)) < n fir n € N,

Xo(@) = qt<0, falls¢((t,0)) < —n < @([t,0)) und ¢((—00,0)) > —n
flirn € Z und n <0,

—o00,  falls ¢((—00,0)) < —n fiir n € Z und n < 0.

\

B (2.2.7)
eine Abbildung X,, : N — R definiert. Eine Realisierung X (¢) = (X,,(¢))nez der
Folge X = (X,,)nez ist also die Folge der der Gréfie nach geordneten Atome von
¢, wobei Atome mit Vielfachheit £ k-mal nacheinander auftreten.

Den Zusammenhang zwischen X und X* fiir einfache Zahlmafle liefert das
folgende Lemma:

Lemma 2.2.17. Es gilt

Xu(9) = X5(9) (2.2.8)
fur alle p € N* undn € Z.
Bewezs.
Die Atome einfacher Zahlmafle besitzen alle die Vielfachheit 1. Daher folgt die
Behauptung. O

J sei nun die Menge derjenigen Folgen (a,),cz aus dem Folgenraum @Z, fiir
die die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(i) Esgilt ... <a_1<ay<0<a; <...
(ii) Fir jedes ¢ > 0 gibt es eine natiirliche Zahl j mit |a,| > ¢ fiir alle |n| > j.

Dann erhalten wir entsprechend zu Satz 2.2.13 und Lemma 2.2.15:
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Satz 2.2.18. o

Fiir jedes n € Z ist X,, eine meffbare Abbildung von (N, M) nach (R,B), und die
Folge X = (X,,)nez von Zufallsgréfien vermittelt eine bijektive Abbildung von N
nach J.

Beweis.

Wir wollen hier nur die Bijektivitdt der Abbildung X : N — J zeigen. Dies
funktioniert auf die gleiche Weise wie im Beweis von Lemma 2.2.15. Die Umkehr-
abbildung von X erhélt man also, indem man fir (a,),ez € J

Xﬁl((an)neZ) = ¢(an)nez (229)
mit
Hanpnes(B) 1= D 04,(B) fiir jedes B € Ry, (2.2.10)
nez

setzt. @(a,),e, ist nach Definition ein Element von N und fiir alle ¢ € N gilt

O = OXn(d))nez- (2.2.11)

0

Falls ® einfach ist, so stimmen also wegen (2.2.8) fast alle Realisierungen von
X und X* iberein.

Sei nun noch die folgende Definition gegeben, die es uns schliefflich erméglicht,
einen Punktprozess formal als Folge zufallig im Raum R verteilter Punkte zu
beschreiben:

Definition 2.2.19. B
Gegeben einen Punktprozess @, sei fiir alle n € Z die Funktion Y,* : Q@ — R
Y2 (w) = X,(®(w)) (2.2.12)

n

gegeben. Y? = (YV,?),cz ist dann eine Funktion von  nach J.

Aus Satz 2.2.18 und speziell den Gleichungen (2.2.9) bis (2.2.11) folgt dann,
dass Y? eine dquivalente Darstellungsmoglichkeit des Punktprozesses @ ist, da
man ® aus Y? gewinnen kann und andersherum.

Kommen wir jetzt noch zu der schon im ersten Abschnitt angesprochenen
Darstellung eines Punktprozesses auf R als Zahlprozess. Dafiir geben wir zuerst
die folgenden Definitionen an:

Definition 2.2.20.
Ein Zihlprozess auf einem W-Raum (£, 2, P) ist ein Prozess (N;);cr derart, dass
N; : Q — Z fir alle t € R gilt.
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Definition 2.2.21.

J sei die Menge derjenigen linksseitig stetigen, stiickweise konstanten, nichtfal-
lenden Funktionen f auf R, die ganzzahlige Werte haben, und fiir die f(0) = 0
gilt. AuBerdem bezeichnen wir mit J(f) die Menge der Unstetigkeitsstellen von
f fiir f € J, das heiBt:

J(f) = {teR: f(t")— f(t)>0}.
Dabei ist f(t1) := ligl f(s) fur alle t € R.

Definition 2.2.22.
Wir definieren nun fiir ein festes ¢ € N die stiickweise konstante,linksseitig ste-
tige, nichtfallende Funktion N(¢) : R — Z durch

o([0,1)) fur ¢ > 0,
(N(9) (1) = Ni(¢) = (0 fiir t = 0, (2.2.13)
—¢([t,0)) firt <D0.

Fiir festes t € R ist IV; : ¢ — Ny(¢) dann eine Abbildung von N auf Z.

Wir erhalten nun folgenden Satz:

Satz 2.2.23.
Die durch (2.2.13) gegebene Familie (Ny)ier ist ein Prozess auf (N, M, P) mit

Zustandsraum Z und vermittelt eine bijektive Abbildung von N nach J.

Bewezs.

Wir wollen auch dieses Mal nur die Bijektivitit der Abbildung zeigen. Diese
beweisen wir wieder durch Angabe der Umkehrfunktion von (Ny)ier: Fiir f € J
sei

(N)wer(f) = oy, (2.2.14)

wobei

05(B) = Y Su(B)(f(a") ~ f(a)) (2.2.15)

acJ(f)

¢y ist nach Definition ein Element von N und es gilt fur alle ¢ € NV

PNo)ier(9) = - (2.2.16)

Damit ist die Bijektivitat gezeigt. O

Nun geben wir folgende Definition an, die es uns schliellich ermdoglicht, einen
Punktprozess formal als Zahlprozess aufzufassen:
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Definition 2.2.24.
Fiir einen Punktprozess ® und ein ¢ € R definiert man die Abbildung M? : Q — R
durch

MP(w) = Ny(®(w)). (2.2.17)

M?® = (M2);cr ist dann eine Funktion von © nach J.

Aus Satz 2.2.23 und den Gleichungen (2.2.14) bis (2.2.15) folgt, dass auch
M? eine dquivalente Darstellungsmoglichkeit des Punktprozesses @ ist.

Definition 2.2.25.

Die Verteilungen Pp, . p, der Zufallsvektoren (®(By),...,®(By)), wobei k € N
beliebig ist und By, ..., B, € B gilt, heiflen die endlichdimensionalen Verteilungen
von ®. Es gilt also fiir jedes k-Tupel (ji, ..., Jjr) € N§

1se-s B ((]ha]k)) = P(¢EN¢(Bl):jlav¢(Bk):jk)
= P(®(B1) = j1,..., ®(Bn) = jn) -

Am Ende dieses Abschnittes wollen wir nun noch eine Eindeutigkeitsaussage
fiir Punktprozesse angeben:

Satz 2.2.26. (vgl. [Rei], Satz 2.1.3)
Seien ®; : 0 — N,i = 0,1, zwei Punktprozesse. Dann sind die beiden folgenden

Aussagen dquivalent:

(i) B L @,

(i) Fir jedes m € N und alle By, ..., B, € R, gilt
d
(CI)O(Bl)a SRR CI)O(Bm)) = ((I)l(Bl>7 R (I)l(Bm))
Dieser Satz sagt also aus, dass zwei Punktprozesse genau dann gleich verteilt

sind, wenn ihre endlichdimensionalen Randverteilungen bzgl. beschrankter Borel-
Mengen iibereinstimmen.

2.3 Der Poissonsche Punktprozess
In diesem Abschnitt wollen wir nun den Begriff des Poissonschen Punktprozesses
einfithren, der in der spateren Theorie benotigt wird. Wir beginnen mit seiner

Definition:

Definition 2.3.1.
Sei v ein o-endliches Maf} auf B. Ein Punktprozess ® : 2 — N heifit Poissonscher
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Punktprozess mit Intensitatsmafl v, wenn er die beiden folgenden Bedingungen
erfiillt:

P(®(B) =k) = — ) (2.3.1)
fiir alle £ € N und B € B mit v(B) < oo

und
®(By),...,P(B,,) sind unabhéngig fiir alle m und alle
paarweise disjunkten Mengen By, ..., B, € B (2.3.2)
mit v(B;) < oo fir j=1,...,m.

Es gilt die folgende Existenzaussage:

Satz 2.3.2.

Fiir jedes o-endliche Maf$ v auf B existiert ein Punktprozess ®, der die Bedin-
gungen (2.3.1) und (2.3.2) erfillt und somit ein Poissonscher Punktprozess mit
Intensitatsmafs v ist.

2.4 Punktprozesse auf R?

In diesem Abschnitt wollen wir nun Punktprozesse auf R? einfithren. Wir wihlen
dafiir — entsprechend zu dem Fall d = 1 — wieder den Ansatz der zufalligen
Zahlmafle und beginnen mit der folgenden Definition:

Definition 2.4.1.
Die Menge aller lokalendlichen Ziahlmafe auf B¢ bezeichnen wir mit N¢. Weiter sei
N? = o(N?) die o-Algebra von Teilmengen von N¢, die durch die Mengenfamilie

d
mg = {{gbGNdigb(kX [ak,bk)):j}—oo<ak<bk<oo
=1
firalle 1 <k <d; j€ Ny}

erzeugt wird.

Als Analogon zu Satz 2.2.3 erhalten wir nun das folgende Ergebnis:

Satz 2.4.2.
N enthdlt alle Teilmengen von N¢ der Gestalt {(b € N: ¢(B) = j} fur j € N
und B € B?.

Im Folgenden sollen nur lokalendliche Zihlmafle auf B? betrachtet wer-
den.
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Definition 2.4.3.

Ein (zufilliger) Punktprozess auf R? ist eine Abbildung @ : (Q,2A) — (N9, N%)
eines W-Raums (€, 2, P) in den meBbaren Raum (N?, 9N?). Die Verteilung von &
wird wieder mit P bezeichnet, das heifit fiir alle A € M? ist

P(A) == PlweQ:d(w)eA).

Ebenso wie im Fall d = 1 kann man einen einfachen Punktprozess auf R?
als zufallige Punktfolge darstellen. Um dies zu veranschaulichen, werden wir im

Folgenden eine Folge von Abbildungen X : N4 — R? cinfithren. Dazu definieren
wir auf R? zunichst eine lineare Ordnung:

Definition 2.4.4.
Fiir jedes k € N sei (By, ) jen eine Zerlegung von R? in paarweise disjunkte Mengen
By, € B¢, deren Durchmesser den Wert % nicht iibersteigt, und weiter sei fur jedes

k € N die Funktion f; : R — N durch
fe(x) = jfalls z € By,

definiert. Fiir x1,29 € R schreiben wir x; < x5 genau dann, wenn die Folge
(fr(z1))r>1 in NN bezogen auf die lexikographische Ordnung in NN, kleiner ist
als die Folge (fi(z2))k>1-

Im Folgenden seien alle auftretenden Zahlmafe einfach.

Lemma 2.4.5.
Seien ¢ € N und Sy der Triger von ¢. Zu jedem x € S, gibt es nur endlich
viele Elemente x; € Sy mit x; < x.

Beweis.

Fiir beliebig gewahltes € Sy liegen die x; € Sy mit x; < x in der beschréankten
Ji(x)

Menge |J Bi,. Da ¢ aber lokalendlich ist, kénnen dies nur endlich viele sein. [
j=0

Aufgrund dieses Lemmas konnen wir nun die Atome eines Zahlmafles ¢ durch-
numerieren, indem wir fiir jedes n > 1

x, falls es genau n — 1 Atome von ¢ gibt,
X (9) = die kleiner als = € Sy sind, und ¢(R?) > n ist,
oo, falls ¢p(R?) < n ist,

setzen. Man kann nun zeigen, dass die X' mefibar sind, und dann folgende Defi-
nition treffen:
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Definition 2.4.6.
Sei ® ein einfacher Punktprozess auf R?. Fiir jedes n > 1 wird die Abbildung

Ye:Q— R durch
definiert.

Die Folge Y = (V,?),,>1 ist eine dquivalente Darstellungsmoglichkeit des Punkt-

n
prozesses @, womit gezeigt ist, dass man einen einfachen Punktprozess tatsachlich

auch als zufallige Punktfolge auffassen kann.
Sowohl das IntensitiatsmaB eines Punktprozesses ® auf R? als auch ein Pois-
sonscher Punktprozess auf R? werden auf die gleiche Weise definiert wie im Fall

d=1:

Definition 2.4.7.

Sei @ ein Punktprozess auf R?. Fiir jedes B € B? wird durch
®(B)(w) := ®(w)(B)

die ZufallsgroBe ®(B) : Q@ — N definiert.

Fiir festes B € B? ordnet ®(B) jedem w € © die Anzahl der Atome (entspre-
chend Vielfachheit) des Zahlmafies ®(w) in B zu.

Definition 2.4.8. B
Fiir einen Punktprozess ® auf R? heifit die Funktion v : B¢ — R mit

v(B) = E®(B) fiir alle B € B? (2.4.1)

Intensitatsmafl von ®.

Definition 2.4.9.

Sei v ein o-endliches Maf auf B?. Ein Punktprozess ® : Q — N9 heifit Poisson-
scher Punktprozess mit Intensitatsmafl v, wenn er die beiden folgenden Bedin-
gungen erfiillt:

P(®(B) = k) = %6”(3)’ (2.4.2)

fiir alle £ € N und B € B? mit v(B) < oo
und
®(By),...,P(B,,) sind unabhéngig fiir alle m € N
und paarweise disjunkten Mengen By, ..., B, € B? (2.4.3)
mit v(B;) < oo fiir j=1,...,m.

21



Am Ende dieses Kapitels geben wir noch zwei wichtige Ergebnisse fiir Punkt-
prozesse an.

Satz 2.4.10. (vgl. [Rei|, Theorem 1.2.1)
Seien v ein endliches Maf$ auf (Rd,IB%d), d>1, mitv (Rd) > 0 und

b .= iéxl
=1

ein Punktprozess derart, dass 7, X1, Xs, ... unabhdangig sind und die beiden fol-
genden Bedingungen erfullen:

(i) T 4 B (v (RY)),

(ii) X; < i €N,

_v
V(Rd

Dann ist ® ein Poissonscher Punktprozess mit Intensitdtsmafs v.

Sei nun g : (Rd,IB%d) — (Rd’,Bd/) eine mefbare Funktion. Die Abbildung
g*: N® — N¥ wird durch die Gleichung

g°(p) = p",pe N,
definiert und es gilt:
Lemma 2.4.11. (vgl. [Rei], Lemma 1.1.3)

Ist ® ein Punktprozess auf R? mit Intensititsmafl v, so ist v9 das Intensititsmaf
des Punktprozesses g*(®) auf RY.
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Kapitel 3

Die verzweigende Brownsche
Bewegung

In diesem Kapitel wollen wir uns nun mit der verzweigenden Brownschen Bewe-
gung (VBB) auseinandersetzen. Wir halten uns dabei vor allem an [Lal]. Beson-
dere Beachtung schenken wir der inhomogenen verzweigenden Brownschen Be-
wegung (IVBB), mit deren Modellbildung wir uns im ersten Abschnitt beschéfti-
gen werden. Im zweiten Abschnitt stellen wir kurz ein interessantes Ergebnis
fiir die homogene verzweigende Brownschen Bewegung (HVBB) vor. Im letzten
und grofiten Abschnitt werden wir uns dann genauer mit der [VBB auseinan-
dersetzen und mittels mehrerer Hilfsprozesse auch hier ein interessantes Ergebnis
erhalten.

3.1 Modellbildung

In diesem Paragraphen wollen wir das Modell fiir die VBB angeben. Wir werden
feststellen, dass man das Modell der VBB sogar auf zwei unterschiedliche Arten
beschreiben kann. Dafiir sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, %A, P) gegeben, auf
dem die im Folgenden eingefiithrten Zufallsgrofien definiert sind.

3.1.1 Modellbeschreibung 1

Wir betrachten im Folgenden den bindren Baum

T = oulJ{1,2}"

n>1

und schreiben die Elemente von T\ {@} in der Form v = vy ... v,, v; € {1,2} fir
1 <7 < n. Das Element ) bildet die Wurzel des Baums. Es besitzt die Nachfol-
ger 1 und 2, welche ihrerseits die Nachfolger 11,12 bzw. 21,22 haben, usw. Jedes
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Element v € T entspricht nun einem Teilchen, welches unabhangig von allen
anderen Teilchen eine standard Brownsche Bewegung (SBB) durchfiihrt. Dabei
startet das Urmutterteilchen @ zum Zeitpunkt 0, wahrend alle anderen Teilchen v
ihre Bewegung zu einem zufélligen Zeitpunkt beginnen, dessen Verteilung von der
Bewegung des Mutterteilchens abhéngen kann. Auflerdem startet jedes Tochter-
teilchen seine Bewegung im Sterbeort des Mutterteilchens. Uns interessiert nun
vor allem das Verhalten des zur Zeit t am weitesten rechts befindlichen Teilchens,
dessen Position wir mit R; bezeichnen.

Diese Modellbeschreibung wollen wir nun noch etwas prazisieren: Fiir jedes
v e Tsei XU = (X))o eine SBB, welche die Bewegung des Teilchens v rela-
tiv zur Anfangsposition seiner Bewegung (dem Sterbeort der Mutter) beschreibt.
Weiter sei 7(v) eine nichtnegative Zufallsgrofe, die die zuféllige Zeit angibt, zu
der sich das Teilchen v (bezogen auf seine Startzeit) in die zwei neuen Teilchen
vl und v2 teilt. Dann nennt man 7(v) auch die Lebensdauer von v. Wir setzen
im Folgenden voraus, dass die Paare

(XY 7(v)),veT,

stochastisch unabhéngig und identisch verteilt sind, und dass

P(r(v) > t|X") = exp{—/tﬁoX;) ds},t>0,
0

flir eine nichtnegative, stetige und beschréankte Funktion § gilt. Wir nennen ein
solches Modell dann verzweigende Brownsche Bewegung (VBB). Falls die Funk-
tion 3 : R — [0, 00) konstant ist, also 3(-) = « fiir ein positives « gilt, die 7(v)
also jeweils Exp(a)-verteilt sind, nennen wir die VBB homogen (HVBB), und
ansonsten inhomogen (IVBB). Die Funktion #: R — [0, 00) nennt man Verzwei-
gungsfunktion der VBB.

Nun definieren wir T(@):=0 und fiir v = vy ... v, € T\ {&}

Tw) ==7@)+...+7(V1...0p1).

T'(v) gibt also den Geburtszeitpunkt des Teilchens v an.
Im Folgenden wollen wir noch die Positionen der Teilchen im Zeitablauf
beschreiben. Dafiir definieren wir den Punktprozess (Z;);>¢ durch

2

Zt = ; Zl]1{T(v)+7-(v)§t<T(v)+T(v)+T(Uj)}5XZ}Z(T(U)+T(U))+X:(v)+"'+X9(@) (311)
v j=
V=U1...Un

fiir alle ¢ > 0. Fiir jedes t > 0 ist also Z; das Punktmafl der Positionen aller
zum Zeitpunkt t lebenden Teilchen. Fiir die Position des zum Zeitpunkt ¢ am
weitesten rechts befindlichen Teilchens ergibt sich dann

— vJ v n .
Ry = max {X07 0 + Xi + o X0,
vET,0=vr,... v € (1,2}, T(v) + 7(v) <t < T(v) +7(0) + 7(0])} .
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3.1.2 Modellbeschreibung 2

Geht man nun statt von der obigen Anschauung davon aus, dass ein Teilchen zum
Splittingzeitpunkt nicht stirbt, sondern lediglich ein weiteres Teilchen erzeugt und
gleichzeitig seine eigene Bewegung fortsetzt, so andert diese Auffassung nichts am
Modell, denn die Tatsache, dass die Bewegungen der Teilchen unabhangig sind
und stationare und unabhangige Zuwachse besitzen, sichert, dass die Zusam-
mensetzung der Bewegung eines Mutterteilchen bis zum Splittingzeitpunkt mit
der anschlieBenden Bewegung eines Tochterteilchens eine Brownsche Bewegung
bleibt. Also spielt es keine Rolle, ob man davon ausgeht, dass sich jedes Teil-
chen nach einer zufalligen Zeit in zwei neue Teilchen derselben Art teilt und bis
zu diesem Zeitpunkt eine Brownsche Bewegung ausfiihrt, oder ob jedes Teilchen
ad infinitum gemafl einer SBB wandert und in unabhangig identisch verteilten
Abstéanden Tochterteilchen gebart, die sich in derselben Weise verhalten. Nimmt
man den zweiten Standpunkt ein, so kann man die Teilchen auch mit 1,2,... in
der Folge ihrer Geburtszeiten, die wir mit (i) bezeichnen, durchnummerieren
und jedem Teilchen i eine SBB X = (X});>0, die — entsprechend zur ersten Mo-
dellbeschreibung — die Bewegung des Teilchens relativ zum Geburtsort beschreibt,
zuordnen. Auflerdem kann man jedem Teilchen i eine Folge (7},(7) —Ty(%)),>1 von
Splittingzeiten zuweisen, so dass die ((X*, T},(i) — Ty(i))n>1)i>1 unabhéngig iden-
tisch verteilt sind und

P (Tu(i) = Tpor (i) > X7 T (i), ..., Tor (i) = exp{—/otﬁoXsids}

fiir alle n > 1, alle ¢ > 1 und alle t > 0 gilt. Bezeichnen nun 77,75, ... die
geordnete, aufsteigende Folge aller Geburtszeiten (also 77 = T(0) = 0) und S;
die Position des i-ten Teilchens zum Zeitpunkt ¢, so hat Z; die Form

Ny
Zy = Y Npends, t>0,
=1

wobel

N; = Zl{Tigt} = Z(STi([O7t])

i>1 i>1

den Teilchenzéhlprozess (N);>o definiert. Das zur Zeit ¢ am weitesten rechts
befindliche Teilchen hat dann die Position

R, = max{S},...,SjVi} .
Im Anschluss wird der Begriff der wandernden Welle eingefiihrt.

Definition 3.1.1.
Sei u : R? — R, (t,z) — u(t, r) eine beliebige Funktion. Man sagt, dass u fir
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t — oo eine wandernde Welle mit Geschwindigkeit k ist, wenn es eine Funktion
w:R — Rz +— w(z) und fiir alle ¢ ein m; gibt, so dass die folgenden drei
Bedingungen erfiillt sind:
[WW1] Es gibt ein ¢y € R mit u(t, m;) = & fiir alle t > ¢,.
[WW2] Es gilt =t P k.
[WW3] Fiir alle x € R gibt es ein ¢;(x) mit u(t, m; + z) = w(zx) fur alle
t>t(x).

In diesem Fall nennt man m;, fir alle ¢ > to den Median von v(t, -). Wir sagen
u approximiert fur t — oo eine wandernde Welle mit Geschwindigkeitk, wenn es
eine wandernde Welle v mit Geschwindigkeit k£ und Mediane m; von v(t,-) fiir
hinreichend grofie ¢ gibt, so dass [WW2] und die folgenden beiden Bedingungen
gelten:

[WW4] Es gibt ein ¢y € R mit w(t,my) ~v(t,my) =3 fiir alle ¢ > t,.

[(WW5] Fiir alle 2 € R gibt es ein ¢1(x) mit w(t,m; + x) ~ v(t,m; + x)
fir alle ¢ > t1(x).

Fiir alle ¢ > ¢y nennt man m, dann auch Median von u(t, -).

3.2 Die homogene verzweigende Brownsche
Bewegung

Fiir die HVBB gilt das folgende Ergebnis:

Satz 3.2.1. (vgl. [Lal])
Gegeben sei eine homogene verzweigende Brownsche Bewegung X und es sei wei-
ter u : [0,00) x R — [0, 1] definiert durch die Gleichung

(t,x) —u(t,z) == P(R; <x).

Dann besitzt u(t,-) fir alle t einen Median m; und fir t — oo approximiert u
eine wandernde Welle mit Geschwindigkeit /2.

Wir wollen dieses Ergebnis hier nicht beweisen, sondern erwahnen nur, dass diese
Aussage aus der Tatsache folgt, dass u(t, z) die K-P-P/Fisher-Gleichung

o 102u+ )
— = ——— 4 u’—u
ot 2022

lost.
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3.3 Die inhomogene verzweigende Brownsche
Bewegung

In diesem Abschnitt schauen wir uns nun die IVBB genauer an. Wir werden hier
ein interessantes Endergebnis erhalten:

Satz 3.3.1.
Es sei vorausgesetzt, dass sowohl
‘l‘im Blx) = 0 (3.3.1)
als auch -
/ Blz) de < oo (3.3.2)

gelten. Dann existieren eine Zufallsvariable W : (Q, 2, P) — (0, 00) und Konstan-
ten \g >0, v > 0, so dass fur alle x € R

A
tlim P (Rt <4/ 70 t—l—x) = FEexp {—W’ye’ 2)‘°x} (3.3.3)

qgilt.

Dieses Ergebnis ist nicht fiir die HVBB anwendbar, da diese die Vorausset-
zung (3.3.1) nicht erfiillt. Um Satz 3.3.1 herzuleiten, betrachten wir im ersten
Teil dieses Abschnittes Hilfsprozesse, und zwar sogenannte Poissonsche Flutwel-
len, fiir die wir einige interessante Ergebnisse beweisen werden. Mit Hilfe dieser
Prozesse werden wir dann im zweiten Teil den Satz 3.3.1 fiir den Spezialfall einer
IVBB, deren Verzweigungsfunktion einen kompakten Trager besitz, beweisen. Im
letzten Teil skizzieren wir schlieBlich den Beweis dieses Satzes fiir den allgemeinen

Fall.

3.3.1 Die Poissonsche Flutwelle

Um die Poissonsche Flutwelle mit Parametern C| A, u einzufithren, seien im Fol-
genden ein W-Raum (2,2, P), Konstanten C, A > 0 und ein W-Maf} i auf (R, B)
gegeben. AuBerdem seien (NV,),, ., unabhéingige Zufallsgréfen mit

N, £ 3 ([+1 Ce”) .

Fiir jedes n € Z gebe N,, die Anzahl der Punkte der Flutwelle an, die im Zeitinter-
vall [, n+1) starten. Auierdem seien fiir jedes n € Z (T, Xu),>, unabhingige
Zufallsvariable, die gemaf

(ENR)_l Cekt ]]-[n,n—l—l) (t) A® ,Lt(dt, dl’)
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verteilt sind. Weiter seien (7, Xnk)nez,k21 und (N,),,c,, stochastisch unabhéngig.
Das MaB v auf B? sei definiert durch

v(dt,dr) = CeMA® p(dt,dr).

n+1
v([n,n+1) xR) = / CeMdt

und

v(-N([n,n+1) x R))
v([n,n+1) x R)

— (EN,) ' CeM Ity (8) A @ p(dt, d)

gelten, definiert
Nn
(I)n = Z(S(Tnkaxnk)
k=1

fir alle n € Z nach Satz 2.4.10 einen Poissonschen Punktprozess mit Intensitéts-

maf
v(-N([n,n+1) x R))

und seine Projektion

Nn
U, = ®Rx:) = > 0x,
k=1

ist nach Lemma 2.4.11, wobei 7 die mefbare Funktion ist, ein Poissonscher
Punktprozess mit Intensitatsmafl pu. Dabei ist my die Projektion auf die zweite
Komponente. Man kann erkennen (vgl.[Rei], Beweis von Theorem 2.1.1), dass

P = Zcbn

nez

ein Poissonscher Punktprozess mit Intensitdatsmafl

v =Y v(-n(nn+1)xR)).

nel

Der Punktprozess ® beschreibt fiir alle Teilchen der Flutwelle die Startzeiten und
Startpunkte. Mit N} bezeichnen wir die Anzahl der Teilchen bis zum Zeitpunkt
t, das heif3it

N} = &((—o0,t) x R).

Um nun noch die Bewegung aller Teilchen zu modellieren, sei (B"k)neZ >y €ine
von allen bisherigen Variablen unabhingige Familie unabhingiger SBB. Definie-
ren wir fir t € R

Si* = Xk + B,

28



so gibt fur t > T
nk
St Tk: nk—’_Bt Tk

die Position des Teilchens nk zur Zeit ¢t an. Fiir festes n sind die (Tnk, Xf_ank),
k > 1 unabhéngig und identisch verteilt. Aulerdem definiert fiir alle n € Z und

allet € R
Nn

= J AN |
einen (ausgediinnten) Poissonschen Punktprozess mit Intensitatsmaf
V(A X (=00, z]) = EV! (A X (—o0,x])

— / CeMP (Xux + B, < x) A(ds)
An|

= [ oo [ p(Br <a-y) ud)
AN[n,n+1) R

’ (—y)° /\s} p(dy) dz N(ds)

/Aﬁ[n,n—l—l) /_oo /]R \/% =P {_ 2(t — s)

fir alle A € B(_,4 und 2 € R. Definieren wir nun

-y

nez

so ist dies wieder ein Poissonscher Punktprozess und besitzt (vgl.[Rei], Beweis
von Theorem 2.1.1) das Intensitatsmafl ! mit

Vi (ds,dz) = Z Vi (ds, dz)

nez

—y)?

_ _]1(00,t1(8)\/% /R eXp{_h

Weiter definieren wir fiir alle ¢ € R den Poissonschen Punktprozess der Positionen
der existierenden Teilchen zum Zeitpunkt ¢ durch

+ )\8} w(dy) N*(ds,dz).

Tt = U((—o0,1 x ).

Dieser besitzt das Intensitatsmaf} 7', wobei 7' (dx) = i;(x) dz und

- [ L Stfej (330
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gilt. SchlieBlich definieren wir fiir alle ¢ € R die Position des zur Zeit ¢ rechtesten
Teilchens durch

R; = max {Sf_ank Ty <t,ne€lZk>1} (3.3.5)
die Funktion v : R? — [0, 1] durch
(t,x) —v(t,z) == P(R; <x). (3.3.6)
Es gilt zunachst:

Lemma 3.3.2.
Fur die Funktion v, gilt

. e 2(t s) Ce)\s
i(z) = W
C © (t = s) (3.3.7)
€ - —T
_ No e~ V2Aly—z| u(dy).

Beweis.
Mit dem Satz von Fubini und einer Substitution folgt

/ / e O C’e)‘s
\/27‘('75—8

t—a)

:m// TEC i

et

/ W\; do = \/7 —V2ly-—al (3.3.8)

zu zeigen. Nach Gleichung 3471.9 auf Seite 384 in [Gra] gilt

oo =w® 5, 2\ 1
e = _ o[-y —
/0 = da = 2( ) > Ky < 2(z —y) )\)

= 2%]@( 2(x—y)2/\>,

Also bleibt
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wobei (vgl. [Gra], 8.961)
K, ( 2 — y)2A) = et (z 20z — y)2A>
mit
e (2 2 — y)2A) = Ji <2 2 — y)?A) +iNy <2 2z — y)2A) .

Dabei sind J, und N, wie folgt definiert (vgl. [Gra], S.960) :

J(z) = ;— 2 (— 1)k22kk;!F(i+k;+ 0 larg(z)| <,
N,(z) = sin(lmr) [cos(vm)d,(2) — J_,(2)], |arg(z)| <m,v ¢ Z.

Also erhalten wir wegen sin (5) = 1 und cos (g) =0

H(%l) (z 2(x—y)2/\> _ <" 2(37 Y) ) i < 2(z — y)2>

pa 221D (k + 2)

(g o (5) 2 (=) - m))
ilr—yl Vi) k(_l)k V2X |z —y|
) s sy
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Weiter folgt wegen I'(n + 1) = Q(Qn — )!(vgl. [Gra], S.947) dass
k= (M 5, (Al )"
= V2RAE 2k + 1)

) (L) - (”'f—?ﬂ)

ile —ylVA) = V2RI (2K — 1)

NI

VT \Jz -yl VX k(2K 4+ 1)

k=0

Z, ile—ol) & (VA=)
_ J(L) Ix—y\\/_AZ< y) <k!(2k—31/)!)!

g

=:L

gilt.
Insgesamt ergibt sich also

oo _(x_y)2f)\a _
| e = 2 (e )
0 va (CAYE

_ o VE—ylm m

(2))1 2 2

Es bleibt daher zu zeigen, dass
I = _ef\/ﬁ|yfx|

gilt. Wegen

(2k)!! = 28k und (26 — D! =
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erhalt man

ok
>0 (\/X |z — y|> >
L = |z —y|V2A Z 1l _(2k+2)! _Z 1 2R)!
k=0 TR (1) k=0 L
2k

0 2(\/2/\|x—y|> o0
= [z —ylv2X Z 2k+2)! - Z (2k)!

k=0

- <m|x B y‘>2k+1 -
=2 (2k+1)! -2 (2k)!

k=0 k=0
= sinh (\/ 2\ |x — y|> — cosh (V2 |z — y|>
_ _e*\/ﬁ\y*x\,
und damit ist der Beweis abgeschlossen. O

Bei den nachfolgende Betrachtungen unterscheiden wir zwei Félle:
1.Fall:
Nehmen wir zuerst an, dass der Trager des Mafles p vollsténdig in (—oo, 2] fiir ein
., < oo enthalten ist. Dann erhalten wir folgendes Lemma, welches die Gestalt
von i;(x) fir alle z > x, und alle ¢t € R angibt:

Lemma 3.3.3.
Fur alle v > x, und allet € R gilt

. C’e*m(%\/gﬁ s
i(2) = o /_ e ) (3.3.9)

Bewess.
Mit Hilfe von (3.3.7) erhalten wir fiir beliebiges > x, und beliebiges ¢t € R

At Tx At Tx
Ce e—m\y—w\ d Ce

Zt(x) - \/ﬁ . M( y) - \/ﬁ e

—V2hx T —V2A(z— %t T
- %/ eV w(dy) = Ce \/(_ V3 / eV w(dy).
QA —00 2)\ —00

e VREY) i dy)

O
Als néchstes folgt:

Lemma 3.3.4.
Fiir t — oo ist i;(x) in der Region x > x, eine wandernde Welle mit Geschwin-
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digkeit %, das heif§t es existieren eine Funktion w : R — R und fir alle t ein

my, so dass fur alle x > x, die folgenden Aussagen gelten:

(i) Es gibt ein to € R, so dass i, (my) = % fiir alle t > to gilt.
(iii) Es gibt ein t;(x) € R, so dass fir alle t > t1(x) iy (my + ) = w(x).

Bewes.
Fur ¢t € R sel
At log k' A loghk!
my = — — = {4/ = — , 3.3.10
CTTOVah Ve 2 Vo ( )
wobel

y V2

= > 0.
20 [*7 eV pu(dy)

Es folgt direkt
T A

t t—oo 2
Weiter ergibt sich wegen Lemma 3.3.3, dass fiir hinreichend grofles ¢

ir(my) = eV pu(dy)

20 7 e/ u(dy) /“ 3Ry 1
e dy) = =
o - wdy) = 5

gilt. Aulerdem folgt fiir beliebiges x > x, und hinreichend grofles ¢
0BT VT [ o

’l't(mt‘i‘l') = \/—2_)\
Cefx/ﬁerlogk’

S el

O

Als néchstes geben wir ein Lemma zur Gestalt von v(¢, ) aus (3.3.6) fiir alle
t € R und alle z > z, an:
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Lemma 3.3.5.
Fur alle t € R und alle x > x, gilt

v(t,z) = exp{—f(e’\t’mx}, (3.3.11)
wober o e

K = o eV p(dz). (3.3.12)
Beweis.

Wegen (3.3.9) erhalten wir fiir alle z > x, und alle t € R

o(t,z) = P(Eﬂ((z, oo)):o>
(7'((,00)))° o~ Vt((2,00))

0!
. exp{— [ dy}
Cekt Tx X /oo oy } (3.3.13)
= exp< — eVt e Ve d dz
p{ o /Oo : y pu(dz)

= exp {—T /_Ooe w(dz)
= exp {—f(e’\t’mx}
mit K aus Gleichung (3.3.12). Es folgt die Behauptung. O

Die genaue Gestalt von v(t,z) kann man nun nutzen, um das folgende Er-
gebnis zu beweisen:

Lemma 3.3.6.
Die Funktion v(t,z) ist fir t — oo eine wandernde Welle mit Geschwindigkeit
A

-

Bewes.
Wir definieren zuerst fur alle ¢t € R

log k* A
my = ———— + 1/ —, 3.3.14
wobel Mog 1
9 1
o= %85 (> 0).

O[T eV p(dy)
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Es ergibt sich

my logk* \/7 \/7
t 2 t—oo

AufBlerdem erhalt man wegen Lemma 3.3.5 fir hinreichend grofles t

At—V2Xmy T
o(t,my) = exp{_CeT/ eV ,u(dy)}

logk )\
C At— \/_ 5
= exp{ — / eV w(dy)

Ck* T
= exp{—ﬁ/ eV ,u(dy)} -5

Schliefllich sieht man, dass fiir belibiges € R ein ¢, (z) existiert, so dass fiir alle

C A—V2X(me+x) Tx
v(t,my+x) = exp {— c / eV p(dy)

2\
PUBIVEIY ERLC LUNEAyp W) R
_ _C'e ( Vax Ve ) VB g
exp N eV pu(dy)
Ce*\/ﬁ:ﬂrlogk* Ty
= exp{—T/ eV u(dy) p =: w(x)
gilt. Damit ist der Beweis abgeschlossen. O

A . R:
Zusatzlich erhalten wir ein Lemma zum Grenzverhalten von .

Lemma 3.3.7.
Es gilt
LD
t 2
Beweis.
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Wegen (3.3.11) gilt fiir jedes € > 0 und ¢ > 0
5459
(55

ZP(R;>< ))w(ma([ )) -
:1_p<R*<t<e+ )) <R*<t< ))

zl—eXp{—K)\t\/_tH_%} eXp{ )\t\/_t\/ge}

— 1—6Xp{ K@ \/2_615} +6Xp{ )\et}
Wegen
exp{—Ke_md} p— 1
und
exp{—Kem“} B~ 0
folgt die Behauptung. O
2.Fall:

Gehen wir nun davon aus, dass es kein x, gibt, so dass der Trager des Mafles
p vollstandig in (—oo, x,] enthalten ist. Dann folgt durch Aufteilung des Inte-

grals
/ e~V2lu=2l 1y (dy)

an der Stelle z aus (3.3.7), dass

' CeM—V2iz  rx CeMt+V2hz roo -

i) = T/ eV ,u(dy)+T/ eV u(dy)  (3.3.16)
gilt. Daher erhalten wir:

Lemma 3.3.8.
Falls [~ eV (dy) < oo gilt, so folgt

C X—V2\x oo
gleichmaf$ig in t.
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Bewezs.
Fiir beliebiges z € R gilt

CeMt (e—\/ﬁm 7 eV u(dy) + eV [X VP u(dy)>

sup |2 —1
ek %e*m‘” [ e u(dy)
| [P nldy) eV [ e p(dy)
f, 6\/_21/ 1! dy e~ \/_JJ f, 6\/_21/ ,u(dy)

( )

( )

f:): eV2hy M(dy) 2\/_a:f —V2hy p(dy) -
S eV udy) I eV pu(dy)

Da nach Voraussetzung 0 < ffooo eV u(dy) < oo ist, erhalten wir

T G
T—00 f eru y)

Es bleibt also noch zu zeigen, dass

lim 62‘/59”/ e V2 pu(dy) = 0

r—00

gilt. Dies folgt aber aufgrund der folgenden Uberlegung:

2V / eV y(dy) = / 22V (dy) < / eIV i (dy)

= / eV pu(dy) —— 0,

wobei der letzte Schritt wegen 0 < [ e\/ﬁyu(dy) < oo folgt. O

Mit Hilfe dieses Lemmas kann man schlieflich das folgende Pendant zu Lem-
ma 3.3.4 beweisen:

Lemma 3.3.9.
Falls [~ eV (dy) < oo gilt, so approzimiert iy(x) fir t — oo eine wandernde

Welle mit Geschwindigkeut \/;

Beweis.
Zuerst definieren wir fir t € R




mit

- V2
. O .
% [, eV u(dy)

Dann erhalten wir

AuBlerdem gilt wegen Lemma 3.3.8 fiir hinreichend grofies ¢

C At—V 2 my

i) ~ S / e/ pydy)

At
- C%/ oV2hy 1i(dy)
C’e% \/ﬁy 1

und fiir beliebiges x € R und hinreichend grofies ¢

\/_mt T
Ce )\t\/Q_( +x) \/_y (dy)

i(my + ) ~

06 A:):Jrk
- / & u(dy) = w(a).

Also folgt die Behauptung mit
C At—+/2\z 00
W(t, z):= 67\/2_/ eV p(dy)
als wandernder Welle.

Weiter ergibt sich:

Lemma 3.3.10.
Fur allet € R und x € R gilt

ot z) = exp{—/:oit(y) dy}.
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Bewezs.
Genau wie in Lemma 3.3.5 ergibt sich

o(t,z) = P(@t((x,oo)):o)

o7 ((@,00))

= exp {— /:O it(y) dy}

O
Die néchsten drei Lemmata geben wir ohne Beweis an:
Lemma 3.3.11.
Fualls ffooo eV pu(dy) < oo gilt, so folgt
logv(t,z) ~ —K'eM V2 (1 00) (3.3.20)

gleichmapfig in t, wobei
C( [e.e]
K= / eV u(dy).

Lemma 3.3.12.
Falls [~ eV p(dy) < oo gilt, so approximiert v(t,z) fiirt — oo eine wandern-

—0o0

de Welle mit Geschwindigkeit \/g

Lemma 3.3.13.
Fir alle s < oo gilt

lim P ( rechtestes Teilchen zur Zeit t ist vor der Zeit s geboren )
feo (3.3.21)
= 0.

3.3.2 Ein Spezialfall — Die Verzweigungsfunktion mit
kompaktem Trager

Wir betrachten in diesem Abschnitt nur solche IVBB, deren Verzweigungsfunk-
tionen [ kompakten Trager besitzen. Zuerst geben wir zwei Definitionen an:

Definition 3.3.14.

Seien J C R und t > 0. Mit Ny(.J) bezeichnen wir die Anzahl der IVBB-Teilchen
i J zur Zeit t, das heif3t

N(J) = ﬁ: 55i(J). (3.3.22)
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Definition 3.3.15.
Fiir beliebiges ¢ € R wird die Zufallsgrofie W; auf (2,2, P) durch

Wi(w) = e_’\ot/Rqﬁo(x) Ni(w,dz), w € Q, (3.3.23)

definiert, wobei \g bzw. ¢y Eigenwert bzw. Eigenfunktion des Differentialopera-
tors

L.
9+ 59+ 089
sind. Weiter seien die Zufallsgrofie W auf (€, 2(, P) definiert durch

W(w) = lim Wy(w), w e Q, (3.3.24)

t—o00

und das Maf} v auf (R, B) durch die Gleichung

v(J) = /gbo(x) dx , J € B, (3.3.25)
J
gegeben.

Wir erinnern hier noch an ein Ergebnis von Watanabe:

Satz 3.3.16.
Fur jedes beschrankte Intervall J C R gilt
Ny(J
tlim t/\(ot) = Wuv(J) fast sicher. (3.3.26)
—00 e

Weiter hat man fiir jede nichtnegative, stetige Funktion f auf R mit kompaktem
Trager
Nq(d
i 4 (@) Neldz) W/f dv. (3.3.27)

Nun wollen wir ein starkes Gesetz der grofien Zahlen aus [Lal] zitieren, welches
zum Beweis des nachfolgenden Satzes bendtigt wird.

Lemma 3.3.17.

Es sei (Ny)i>o der zu einem Punktprozess auf (0,00) gehdrende Zihlprozess. Fer-
ner seien (§i)i>o eine Filtration, bzgl. der (Ni¢)i>o adaptiert ist, und \; fiir jedes
t > 0 eine §;-messbare Intensitit des Punktprozesses. Gibt es dann eine steti-
ge Funktion f :[0,00) — [0,00) derart, dass fiir eine positive Zufallsvariable Y

sowohl -
/ f(t) dt = o
0
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als auch

At .
—— — Y fast sicher
f(t) t—o00

gelten, so folgt
Ny

— Y fast sicher.

f; f(s) ds t—oo

Satz 3.3.18.

Sei eine [VBB mit Verzweigungsfunktion mit kompaktem Trager gegeben. Weiter
seten 0 < Cy < Cy < oo beliebige Konstanten und 36 := C1 — Cy . Dann gibt
es auf einem geeigneten W-Raum (Q,2, P) eine Kopie der IVBB und Poisson-
sche Flutwellen Wy, Wy mit Geburtsintensititsmafen Cie*'B(z)v(dz)dt, i=0,1,
derart, dass die folgenden beiden Bedingungen erfullt sind:

(1) Bezeichnen Ry, R), R} die Positionen des zum Zeitpunkt t rechtesten Teil-
chens in der IVBB bzw. in den Poissonschen Flutwellen Wy, Wy, so gibt es
auf dem Ereignis {Co+0 < W < Cy — 0} ein N C Q und ein ty € R, so
dass fir alle t >ty und @ ¢ N

P(N)=0 und R)®) -0 < Ry(®) < R} (@)+6 (3.3.28)

gelten.

(i) Fir alle t sind die o-Algebren §y, va,z =0, 1, stochastisch unabhdangig von
den o-Algebren &, (m,,1,), i = 0,1, p,l, €N, m, € Z, wobei

3 =0 (S Lpeny {T; <t} : ieNyr<t), (3.3.29)

&:W =0 (S:«lki ]1T;'Lk§t {Tﬁk < t} tr<t,ne€l k= 1) (3.3.30)

und
&' (my, ) =0 ((S?PlP)QTmplp) (3.3.31)
mat
Ty, = nf{T >t : (n,k) € Z x N},
Topirtyer = {T >t 0 (n,k) € Zx N \{(my,l1),...,(mp, 1,)}}.
Bewezs.

Seien eine Kopie der IVBB auf (ﬁ,évl, ]5) und zwei unabhangige Poissonsche
Punktprozesse ®;,7 = 0, 1, auf R? mit Intensititsmaf v; gegeben, wobei

vi(dt, dz) == C;e™'B(z) v(dz) dt.

Wir betrachten von nun an nur noch die Kopie der IVBB und bezeichnen diese
wieder als IVBB. Diese Poissonschen Punktprozesse sollen als Geburtsprozesse
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der Flutwellen Wy bzw. W) dienen. Ein Teilchen in einer Flutwelle W; (i € {0,1})
fithrt dannn ausgehend von seinem Geburtsort unabhéngig von der IVBB, den
Geburtsprozessen der Flutwellen und den Bewegungen aller anderen Teilchen
aus den Flutwellen eine standard Brownsche Bewegung aus, bis es sich mit einem
IVBB-Teilchen paart. Von da an folgt es dem IVBB-Teilchen, das heifit es folgt
dem Pfad, der den Abstand zwischen sich und dem IVBB-Teilchen konstant lasst.

Wir wollen nun die Paarungsregeln fiir die W;-Teilchen beschreiben. Dafiir
sei J ein Intervall, welches den Trager von 3 enthalt. Dies bedeutet, dass keine
Teilchen auflerhalb von R x J geboren werden. Sei ¢ > 0 so gewéahlt, dass € < g
gilt. Weiter seien disjunkte Intervalle Ji, ..., J, (h € N) mit

derart gegeben, dass fiir alle j = 1,..., h die Lange von J; hochstens gleich € ist.
a > 0 werden wir spater noch genauer festlegen. Zuerst werden wir die Paarungs-
regel fiir Wi-Teilchen angeben:

Seien n € N und j € {1,...,h} beliebig. Jedes IVBB-Teilchen, das in .J;
wéhrend [na, (n 4+ 1)) geboren wird, wird direkt bei seiner Geburt mit dem
altesten ungepaarten Wi-Teilchen gepaart, das wihrend [(n — 1), na) in J; ge-
boren wurde und sich bis zur Geburtszeit des IVBB-Teilchens nicht weiter als g
von seinem Geburtsort entfernt hat. Falls kein solches Wi-Teilchen existiert, so
wird das IVBB-Teilchen gepaart, sobald es mit einem ungepaarten W;-Teilchen
zusammentrifft, das alter als 2« ist. Die beiden Teilchen paaren sich dann sofort
miteinander.

Die Paarungsregeln fiir die Wy-Teilchen sind &hnlich, nur dass die Rollen
vertauscht sind: Es seien n € Z und j € {1,...,h} beliebig. Jedes Wy-Teilchen,
welches in J; wihrend [na, (n + 1)) geboren wird, wird sofort mit dem dltesten
ungepaarten IVBB-Teilchen gepaart, das wéhrend [(n — 1), na) in J; geboren
wurde und sich bis zur Geburtszeit des Wy-Teilchens nicht weiter als g von sei-
nem Geburtsort entfernt hat. Falls kein solches IVBB-Teilchen existiert, so wird
das Wy-Teilchen gepaart, sobald es mit einem ungepaarten IVBB-Teilchen zu-
sammentrifft, das alter als 2« ist. Die beiden Teilchen paaren sich dann sofort
miteinander.

Diese beiden Paarungsregeln sind dabei unabhangig voneinander zu betrach-
ten, das heifit insbesondere, dass fiir ein Wy-Teilchen ein IVBB-Teilchen als un-
gepaart gilt, wenn es bisher mit keinem anderen Wj-Teilchen gepaart ist. Ob ein
IVBB-Teilchen mit einem W;-Teilchen gepaart ist, spielt dabei also keine Rolle.
Aus der Definition der Paarungsregeln ergibt sich, dass jedes IVBB-Teilchen mit
genau einem Wjp-Teilchen und hochstens einem Wy-Teilchen gepaart wird.

Die Paarungszeiten sind aulerdem Stoppzeiten, denn sie werden nur durch
Ereignisse der Vergangenheit festgelegt. Daher sind die Bewegungen der einzelnen
W;-Teilchen Brownsche Bewegungen, denn nach Satz 1.2.7 ist eine Brownsche
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Bewegung ein homogener Markov-Prozess. Aus der Konstruktion erkennt man
auBerdem, dass fiir alle ¢ die Bewegungen von Teilchen aus W, und W, die nach
t geboren wurden, unabhéangig sind von allen Bewegungen in der IVBB, W, und
Wi bis zum Zeitpunkt ¢. Daher gilt (7).

Es bleibt also zu zeigen, dass a > 0 so gewahlt werden kann, dass (i) gilt.
Wegen e < g, ist der Abstand von gepaarten Teilchen immer hochstens gleich
. Nun wollen wir zeigen, dass auf {Cy+ 9 < W < Cy — ¢} die folgenden beiden
Aussagen fast sicher gelten:

(a) Alle IVBB-Teilchen, die nach einer bestimmten Zeit geboren werden, paaren
sich sofort mit einem W;-Teilchen, und alle Wy-Teilchen, die nach einer be-
stimmten Zeit geboren werden, paaren sich sofort mit einem IVBB-Teilchen.

(b) Die endlich vielen Wy- bzw. IVBB-Teilchen, die nicht direkt bei der Geburt
gepaart werden, paaren sich irgendwann auch mit einem IVBB- bzw. Wi-
Teilchen.

Begriindung:
Es bezeichne p(«) fiir jedes a@ > 0 die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine SBB
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das Intervall [—5, 5] nicht vor der Zeit 2« verlasst. Da die Pfade von Brownschen

Bewegungen fast sicher stetig sind, gilt dann

pla) T 1.

a—0

Daher existiert ein hinreichend kleines a@ > 0, so dass
Cip(a)e ™ > C) — 6 (3.3.32)

und
(Co + 0)pla)e ™ > C, (3.3.33)

gelten. Weiter gehort nach Konstruktion zu jedem W;-Teilchen eine standard
Brownsche Bewegung, die unabhangig von der IVBB, den Geburtsprozessen von
Wy und Wi und den Brownschen Bewegungen aller anderen Teilchen ist. Diese
bestimmt die Bewegung des Teilchens bis zu seiner Paarungszeit. Danach spielt
sie keine Rolle mehr. Wir bezeichnen nun ein Wj-Teilchen als gut , falls seine
zugehorige Brownsche Bewegung das Intervall vom Radius g um seinen Geburts-
punkt nicht vor der Zeit 2« verlasst. Sonst nennen wir es schlecht . Wir bezeichnen
ein W;-Teilchen nk also genau dann als gut , wenn fiir alle r € [T}, | T}, 4-2a/
)

S = St | < 5
gilt.Sei (5 € {1,...,h}) Wir betrachten nun fiir alle J; den Poissonschen Punkt-
prozess, der die Geburten aller guten W;-Teilchen in J; bestimmt. Er besitzt das
Intensitatsmafl 0, definiert durch

0(dx, dt) = p(e)Cie™'B(x)1,,(x) vi(dz) dt
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Weiter bezeichne N/ (J;) die Gesamtzahl von guten Wj-Teilchen, die bis zum
Zeitpunkt ¢ in J; geboren wurden. Dann erhalten wir mit 3.3.17, dass fast si-
cher

Ntl(‘]j) SN p(Oé)CMal B(z) v(dr). (3.3.34)

6)‘0t t—o00

gilt. Nun betrachten wir den Punktprozess der IVBB-Geburten in dem Intervall
J;. Dieser besitzt das Intensitdtsmafl § mit 6(dt) = g(t) dt, wobei

- /Jj B(z) N(dz).

Es folgt dann mit Satz 3.3.16, dass fast sicher

) Ny(dx)
lim fJ A W/ B(x) v(dx
Jj

t—o0 6)‘0t

gilt, wobei W durch (3.3.24) definiert ist. Weiter bezeichne N;*(.J;) die Anzahl der
IVBB-Geburten in J; bis zur Zeit ¢. Dann erhalten wir mit Lemma 3.3.17

N**
Aot — WAy /ﬁ v(dz) fast sicher. (3.3.35)
e

Aus (3.3.32), (3.3.34) und (3.3.35) folgt, dass auf {Cy+ 9 < W < Cy — ¢} gilt:
Fiir alle grofen n iibersteigt die Anzahl der Geburten von guten Wj-Teilchen
in J; wéhrend [(n — 1), na) fast sicher die Anzahl der IVBB-Geburten in J;
wéhrend [na, (n + 1)a). Also werden ab einem gewissen Zeitpunkt alle neuen
IVBB-Teilchen direkt bei ihrer Geburt mit W;-Teilchen gepaart. Auflerdem gibt
es einen unendlichen Uberschuss an guten WW;-Teilchen, so dass die endlich vielen
IVBB-Teilchen, die bei ihrer Geburt nicht gepaart wurden, irgendwann mit einem
Wi-Teilchen gepaart werden.

Auf die gleiche Art und Weise kann man zeigen, dass auf dem Ereignis
{Co+ 06 <W < C) — 0} das Folgende gilt: Fiir alle grofien n iibertrifft die An-
zahl der Geburten von guten IVBB-Teilchen wéhrend [(n — 1)a, na) fast sicher
die Anzahl der Geburten von Wy-Teilchen wahrend [na, (n+1)a). Dabei bezeich-
net man ein IVBB-Teilchen genau dann als gut,wenn seine zugehorige Brownsche
Bewegung das Intervall vom Radius g um seinen Geburtspunkt nicht vor der
Zeit 2« verlasst. Es werden also ab einem gewissen Zeitpunkt alle neuen Wj-
Teilchen direkt bei ihrer Geburt mit einem IVBB-Teilchen gepaart. Auflerdem
gibt es einen unendlichen Uberschuf an guten IVBB-Teilchen, so dass die endlich
vielen Wy-Teilchen, die nicht bei ihrer Geburt gepaart wurden, irgendwann mit
einem [VBB-Teilchen gepaart werden.

Insgesamt erhalten wir also die Aussagen (a) und (b). Daraus folgt aber of-
fensichtlich Bedingung (i) und damit ist der Satz bewiesen. O
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Wir wollen nun zeigen, wie man fiir unseren Spezialfall einer Verzweigungs-
funktion mit kompaktem Tréger aus Satz 3.3.18 die Gleichung (3.3.3) erhalt.
Seien Cy, C] beliebige Konstanten mit 0 < Cy < €] < oo. Im restlichen Teil die-
ses Abschnittes betrachten wir eine IVBB und Poissonsche Flutwellen, die den
Bedingungen dieses Satzes geniigen. Mit Ry, RY bzw. R} bezeichnen wir dann
wieder die Position des zum Zeitpunkt ¢ rechtesten Teilchens des entsprechenden
Prozesses. Zunachst erhalt man folgendes Ergebnis:

Lemma 3.3.19.
Seien A= {Co+0 <W < Cy =68} und By := {Co+0 < Wy < Cy—0} fiirs € R.
Dann gibt es fiir alle e > 0 ein s*(¢) derart, dass P(B;sAA) < € fiir alle s > s*(e)

gilt, wobei B;AA die symmetrische Differenz der Mengen A und By bezeichnet,
das heiffit B{AA = (A\Bs) U (Bs\A).

Beweis.
Es sei (s,)n>0 €eine beliebige Folge von reellen Zahlen, fiir die lim s, = oo gilt.
Wegen

{ﬂ U BSRAA} c {W,, » W}

k>0 n>k

erhalt man sofort

<ﬂ U « 8nAA> =0,

k>0 n>k

und da ( U (BS,LAA)> eine absteigende Mengenfolge in k ist, gilt
k>0

n>k

i U .80 = (U 8.89

n>k k>1 n>k

Also ergibt sich mit der Stetigkeit von oben

P (U (BsnAA)> — 0,

n>k
was
lim P(Bs,AA) = 0
impliziert. Da (s,)n>0 eine beliebige Folge war, folgt die Behauptung. O

Die soeben bewiesene Tatsache ermoglicht nun die Herleitung eines weiteren
Lemmas:
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Lemma 3.3.20.
Firt>0,r € R;s € R und i = 0,1 seien D'(t,z) und D.(t,z) folgendermafen

definiert:
‘ ‘ o
Dz(t,ZL‘)I: Rég ?t+x;00+6<W<01—5 ,

: , )
Di(t,x) :== {R;S Eot—i-:c; Co+(5<Ws<Cl—(5}.

Dann gibt es fir alle e > 0 ein s*(€) € R derart, dass fir alle s > s*(€), allet > 0
und alle x € R die Bedingung

|P (Di(t,z)) — P (D'(t,x))| <e

erfullt ist.

Bewezs.
Seien t > 0 und x € R fest und D' := D(t,x) sowie D! := Di(t,x) fiir s € R.

Seien ferner A und B, wie in Lemma 3.3.19 definiert, C* := {R@ < %t + :c}
(1=0,1) und € > 0 beliebig. Es gilt fiir alle s

|P(D}) — P(D")| = |P(C"'NB,)— P(C"'NA)
B {P( B,) — P(CiN A), falls P(C' N B,) > P(C' N A)
P(CiN A) — P(C'N By), falls P(C' N B,) < P(CiN A)
{P( (CI N B)\(C'N A)), falls P(CI N B,) > P(CIN A)
- P((J@mA (C"'N By)), falls P(C"N By) < P(C'N A)
< P(C'N(B\A)) + P(C" N (A\By))
= )

— P(C'N((B,\A) U (A\B,)))

B
P((C'n (B \A)) U (C"N (A\B,)
(
= P(C

iNAAB,) < P(AAB,).

Es folgt also wegen Lemma 3.3.19 fiir alle hinreichend grofien s, alle ¢ > 0 und
alle z € R ‘ ‘
|P(D— P(D")| < P(AAB,) < e

Damit ist der Beweis abgeschlossen. O

Das néachste Lemma gibt hm P (RZ %t +z; Co+o<W <Oy — (5)
fiir jedes i € {0,1} und jedes z E R an:
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Lemma 3.3.21.
Firt=0,1 und x € R gilt

X
1imP<R;g —°t+a:;00+5<W<01—5>
00 2 (3.3.36)
— exp {—Cﬁe‘ W} P(Co+d<W < —3d)

1

7 = 5 [ ) vdy). (3.3.37)

Beweis.
Aufgrund von Lemma 3.3.13 ergibt sich fiir alle s,z € R und i € {0,1}

. )
lim P(R,ig\/?Ot—m:; 00+5<W8<01—5>

- D)
= P(Co+d<W,<Cy—9) tlim P(Rzg ?0t+x>

Wegen Lemma 3.3.5 gilt weiter fiir alle x € R und i € {0, 1}

lim P (R;; < \/%t—i—x)

= lim exp {— G, eAOt_m<\/§t+x> /emyﬁ(y) V(dy)}

t—o0 2)\0

= tlim exp{—%e*/mx/emyﬁ(y) V(dy)}

= exp {—Cﬁe’ 2’\01}.

Andererseits erhélt man mit Lemma 3.3.20 fiir alle s,z € R und 7 € {0,1}
- A
lim lim P (R; < ,/7%” CCo+d < W, <Oy —5)

, [A
= tlim P(R,ﬁg Eot—i—:c; C’o+5<W<Cl—5>.

Auferdem folgt fiir alle x € R und i € {0, 1}
lim <exp {—C’ﬁe‘ 2)‘075} P(Co+d<Wy<Cy— 5))

§—0Q0

— oxp {—Cﬁe’ W} lim P(Cy+6<W, < C,—0)

S§—00

— oxp {—Cﬁe* W} P(Co+86<W <C—6),
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wobei sich der letzte Schritt wegen Lemma 3.3.19 ergibt. Fiigt man nun alle
Gleichungen zusammen, so folgt direkt (3.3.36). O

Nun konnen wir das am Anfang von Abschnitt 3.3 angekiindigte Ergebnis
beweisen:

Satz 3.3.22.
Fir eine IVBB, deren Verzweigungsfunktion kompaktem Trager besitzt, gilt

lim P <Rt < \/%t + x> = Eexp {—W’ie‘ QW} (3.3.38)
fur alle x € R.

Bewezs.
Der Beweis wird in zwei Schritten gefiihrt.

Zunéchst gelte P (Co+ 6 < W < Cy — 6) > 0. Wegen Gleichung (3.3.36) folgt
fir alle z € R

exp {_ Co%fmccm}

lim P(Rgg Mp g4 00+5<W<01—5>
P(00+5<W<01—5)

A
— tlimP(R?—(Sg\/?Oter
. Ao
> limsup P | Ry < ?t+x
t—o0

Dabei ergibt sich der letzte Schritt wegen Bedingung (i) in Satz 3.3.18. Ebenso
erhalten wir fiir alle x € R

litminf P <Rt < \/%t—Fx

> exp {—Cﬁe’mw"s)} :

(3.3.39)

Co+5<W<Ol—<S>

C’o+5<W<Cl—5>.

Co+5<W<Ol—<S>
(3.3.40)

49



Insgesamt gilt also fiir alle v € R

exp { _C’Oie—m@ﬁ-é) }

[ A
> limsup P (Rt < ?Ot +x
t—o0
. Ao
> hl{nlan R, < ?t—I—x

> exp {—C’ﬁe‘mu”_‘s)} :

(Jo+5<W<Cl—5>
(3.3.41)

CQ+5<W<01—5>

Lasst man nun § gegen 0 laufen, so erhélt man wegen § = % fiir alle
reR
lim exp{—COZyeﬂ/on(eré)} = lim exp {_Cﬁeﬂ/%(zf@}
6—0 6—0
(3.3.42)
= exp{—C’fie_ 2’\0”*’},

wobel

C = 1lmCy—¢ = lim Cy+ 0.
§—0 §—0

Daraus folgt aber mit (3.3.41) fiir alle x € R

exp {—Cﬁe’ 2)‘°x}

L. A
=i hzii;lpP(Rtﬁ Ve
o Ao
= lim liminf P | R; <\/—t+ =
§—0 t—oo 2
- Ao
=lim lim P| R </ t+z
§—0 t—o0 2
. Ao
:thmP R, < ?t—i—x wW=Cc]|.

Co+(5<W<Cl—5>

00+5<W<01—5> (3343)

CQ+5<W<01—5>
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Daher ergibt sich mit majorisierter Konvergenz fiir alle x € R

Eexp{—W’vve_ 2’\0“”} :/ exp{—C’”vve_ 2’\0“”} PY (dC")
0

0o . /\0

:/ lim P(Rtﬁw—t—kx
o t—oo 2

—dm [ PR < W =c"| PY(dc’

= tS it W= (dC”) (3.3.44)
. > Ao W

= lim P\ Ry <[ Ft+a| PTC)

= tlim P <Rt < \/%t%—x) ,

wobei der vorletzte Schritt aus Satz 52.5 aus [Als] folgt.
Gelte nun P{Cy+ 0 < W < Cy — §} = 0. Es folgt mit Lemma 3.3.5

- [ A
exp {—Co’ye*\/ﬁ(erzS)} = tli{& P (Rg < 7015 +x+ 5)
. 0 )\0
:thmP R/ —46< 715—1—1“
. Ao
> limsup P | R; < ?t +x
t—o0

A
lim inf P (Rt < \/?Othx
> exp {—C’ﬁe_m“”_‘”} :

Man erhélt die Behauptung fiir diesen Fall nun auf die gleiche Weise wie im Fall
P(Co+6<W <Cy—90)>0. O

W = (J’) PV (dc")

Co+(5<W<Cl—5>

Co+5<W<Ol—5>

und

CO+5<W<01—5>

3.3.3 Der allgemeine Fall

In diesem Abschnitt beschéaftigen wir uns mit dem allgemeinen Fall. Wir fordern
von der Verzweigungsfunktion der betrachteten IVBB also nur noch, dass sie
die Bedingungen (3.3.1) und (3.3.2) erfiillt. Den Beweis von Satz 3.3.1 werden
wir allerdings nur skizzieren. Seien W, Ao, ¢ und N;(J) (J C R,¢ > 0) wie im
letzten Abschnitt definiert. Als erstes geben wir ohne Beweis folgendes Hilfslemma
an:
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Lemma 3.3.23.

Fiir alle § > 0 gibt es ein M = M(§) < oo, so dass fir alle stetigen Funktionen
f R — [0,00), deren Trager in R\[—0, 4] enthalten und kompakt ist, und fir
allet >0

E ( /R (@) Nt(dx)) < Me! /[R Fla)ePoll gy (3.3.45)

qgilt.
Mit Hilfe dieses Lemmas wollen wir den folgenden Satz beweisen.

Satz 3.3.24.
Fiir alle e > 0 gibt es ein A > 0 und ein N > 0, so dass fir allet > N

P (das zum Zeitpunkt t rechteste Teilchen ist aufferhalb von [—A, A] geboren) < e
qgilt.
Bevor wir diesen Satz beweisen, wollen wir zuerst zeigen, wie aus ihm Satz

3.3.1 folgt. Dazu geben wir die folgende Definition an, die es uns erlaubt Satz
3.3.24 in einer etwas pragnanteren Form aufzuschreiben.

Definition 3.3.25.
Furt > 0und A > 0 sei R;f‘ die Position des zum Zeitpunkt t rechtesten Teilchens,
wobei nur die Teilchen betrachtet werden, die in [—A, A] geboren wurden. Mit
anderen Worten ist

R} =max {8/ :i=1,....N;; S%O(Z-) €A A]}.

Satz 3.3.26.
Fiir alle ¢ > 0 gibt es ein A > 0 und ein N > 0, so dass fir allet > N

P(R,—R!>0)<e (3.3.46)

qgilt.
Dieser Satz impliziert nun das folgende Lemma

Lemma 3.3.27.
Fiir alle ¢ > 0 und fir alle x € R gibt es ein Ag und ein N > 0, so dass fir alle
A > Ay und fur allet > N

P(R}<z)—e<P(R <2)<P(R'<2) (3.3.47)

qgilt.
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Bewezs.

Da die zweite Ungleichung trivialerweise erfiillt ist, gentigt es, die erste zu bewei-
sen. Seien also € > 0 und z € R gegeben. Wegen (3.3.46) gibt es ein Ay > 0 und
ein N > 0, so dass fiir alle t > N

PR, <z)+e¢>P(R <z)+P(R —R">0)
>P(R <z)+P(R"<z; R >x)=P(R"<ux)

gilt. Da (0,00) 2 A — P (R{* < z) eine monoton fallende Funktion ist, gilt diese
Rechnung auch fiir alle A > Ay und es folgt die Behauptung. O

Auf die gleiche Art und Weise, wie im vorangegangenen Abschnitt Satz 3.3.22
fiir eine IVBB mit einer Verzweigungsfunktion mit kompaktem Trager hergeleitet
wurde, kann man nun folgendes Lemma beweisen. Es seien ¢, Ao und W wie in
Definition 3.3.15:

Lemma 3.3.28.
Es gilt fir alle x € R und fir alle A € (0,00)

2
tlim P (RtA < ?Ot + :L‘) = Fexp {—WVAe_ 2’\0“”} : (3.3.48)

wober N
1
vai= o [ ePB(y)doly) dy.
200 J_a
Auflerdem gilt
: L [ e
v = Jl_r)r;o YA = e eV 3(y) do(y) dy < oo . (3.3.49)

Mit Hilfe der beiden vorangegangenen Lemmata kann man nun leicht das
angestrebte Hauptresultat dieses Kapitels beweisen:

Korollar 3.3.29.
Es sei vorausgesetzt, dass sowohl

‘l‘im B(x) = 0 (3.3.50)
als auch -
/ Bx) de < oo (3.3.51)

gelten. Dann gilt fur alle x € R
A
lim P (Rt <\ t—i—x) — Eexp {—nye’*/m f} . (3.3.52)
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Beweis.
Mit (3.3.49) und dem Satz von der majorisierten Konvergenz erhalten wir fiir alle
r e R

/}im Eexp {—nyAe* 2/\0x} = Eexp {—W”ye’ 2/\01}

AuBlerdem folgt aus Ungleichung (3.3.47), dass fiir alle z € R

I\ I\
lim lim P (R;‘ < —0t+x> = lim P (Rt < —°t+x>
A—oo t—oo 2 t—oo 2

gilt. Wegen Gleichung (3.3.48) ergibt sich dann die Behauptung. O

Nun wollen wir noch die folgende Definition angeben, die wir benétigen, um
schlieBlich Satz 3.3.24 beweisen zu konnen:

Definition 3.3.30.

Fiir A > 0, > 0 und J C R bezeichnen wir mit N/ (J) die Anzahl der Teilchen
in J zur Zeit t, die aufSerhalb von [—A, A] geboren wurden.

Falls J die Gestalt [ )‘—2075 + z, oo) fiir ein € R und ein ¢t > 0 annimmt,

erhalten wir das folgende Ergebnis:

Lemma 3.3.31.
Fiir alle ¢ > 0 und alle x € R existiert ein A > 0, so dass fir alle t > 0

ENA ([@Hx, oo)) < % (3.3.53)

qgilt.

Beweis. Es gilt fiir alle A > 0, alle t > 0 und alle x € R

A
EN{ <{,/70t+x,oo)>
_G-p?

2(t—s)
/ / / ¢ dz N,(dy) ds
R\[-A,A] \/’\Ot—i—z 27r(t —5)
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Gemafl Lemma 3.3.23 folgt weiter fiir alle t > 0, alle ¢ > 0 und alle x € R

A
EN <{,/70t+x,oo)>
Merose—V2Xolyl (a—y
< / / / ¢ Bly) e Q(U 9 dz dy ds (3.3.54)
R\[—A,A] \/)\Oter 27T t—s)

e 0
e~ V2Xolyl=v2Xo[2—y
< By) dz dy.
/]R\[ AA /z-i-\/)‘ot V2Xo )

Da aber [ ((y) dy < oo vorausgesetzt war, gibt es fiir alle € R und € > 0 ein
hinreichend grofies A, so dass

BN/ ([\/?m oo)) <

fiir alle ¢ > 0 gilt. O

(3.3.55)

[NNNe

Fiir den Beweis von Satz 3.3.24 bendtigen wir noch eine letzte Hilfsaussa-
ge

Lemma 3.3.32.
Fiir beliebiges € > 0 gibt es ein x € R und ein N > 0 so dass fiir allet > N

)
P(Rtgy/?otjtx) < % (3.3.56)

qgilt.

Bewess.
Fiir alle 0 < A < oo und alle t > 0 gilt Rf < R;. Daher folgt fiir alle 0 < A < oo
und alle z € R wegen Lemma 3.3.28

P<Rt§\/%t+l‘> < P<R;‘§ \/%H—x)

— Eexp{—WyAe_ 2)‘075}

t—o0

Fiir ein festes A gibt es also ein hinreichend kleines x, so dass dieser Limes kleiner
als 7 ist. Damit ist die Behauptung gezeigt. O

Wir wollen zum Ende dieses Abschnitts den angekiindigten Beweis von Satz
3.3.24 (bzw. Satz 3.3.26) angeben:
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Bewezs.

Sei € > 0 beliebig. Wegen Lemma 3.3.32 gibt es ein zp € R und ein N > 0, so
dass fiir alle ¢ > N Ungleichung (3.3.56) gilt. Aulerdem existiert zu € und
nach Lemma 3.3.31 ein Ay > 0, so dass fiir alle ¢t > 0 und A > Ay Ungleichung
(3.3.53) erfiillt ist. Insgesamt folgt daher fiir alle ¢ > 0 und alle A > Ay

A
P(R,—R!>0) = P(Rt—R,;“; Rt§\/§t+xo>
A Ao
+ P Rt_Rt >O;Rt> Et‘i‘l'o
€ A )\0
= §‘|‘P Rt_Rt >O,Rt> ?t—Fl'O

Zu zeigen ist also noch, dass fiir alle A > Ay und fiir alle t > N

)
P(Rt—RtA>O; Rt>\/70t—|—x0> < % (3.3.57)

gilt. Seien dazu A > Ay und t > N fest gewahlt und

I\
B:= {Rt—R{‘>0; R, > Eot—l—l’o}.

€

Nehmen wir zunéchst an, dass P(B) > § gilt. Wegen

Bc {NtA <[\/§t+xo,oo)> > 1},
()
(V5 oe) 1) - 3 o (502 )
|

folgt dann auch

DO ™

n>1
< Z nP | NA \/ &t + xg, 00 =n
- t 2 05 -
n>1
) €
= ENf({ Eot%—xo,oo)) < B
gilt, folgt die Behauptung. O
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