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1 Einleitung

In der vorliegenden Arbeit werden wir zeigen, dass die Poisson-Dirichlet-Verteilung die
eindeutig bestimmte stationére Verteilung des gleichférmigen Split-Merge-Prozesses
ist. Bei diesem Prozess handelt es sich um eine spezielle Variante eines Koagulations-
Fragmentierungs-Prozesses. Bevor wir das verwendete Modell beschreiben und das
weitere Vorgehen skizzieren, erlautern wir zunachst, was allgemein unter einem

Koagulations-Fragmentierungs-Prozess zu verstehen ist (vgl. [4]).

1.1 Koagulations-Fragmentierungs-Prozesse

Koagulations-Fragmentierungs-Prozesse beschreiben die zeitliche Entwicklung eines
Systems von Partikeln, in dem sich die einzelnen Partikel aufspalten bzw. miteinander
vereinigen kénnen. Die Annahme, dass diese Uberginge zufillig sind, machen sie zu
einem stochastischen Prozess.

In der Natur finden sich zahlreiche Beispiele fiir Fragmentation (Abbrechen von
Eisschollen von einem Festeisblock, Brechen von Kristallen in der Kristallografie,
Spalten von Atomkernen in der Kernphysik, Aufteilung von Grundstiicksparzellen
durch fortschreitende Zersiedelung, etc.) wie auch fiir Koagulation (Bildung von Poly-
merketten in der Chemie, Verschmelzung von Trépfchen in Wolken, etc.). Insofern es
sich dabei um Gleichgewichtsprozesse handelt, das heifit, falls die beschriebenen Uber-
ginge in beide Richtungen ablaufen kénnen, findet sowohl Fragmentierung wie auch
Koagulation statt. Dieses Verhalten wird durch einen Koagulations-Fragmentierungs-
Prozess beschrieben.

Um einen solchen Prozess modellieren zu kénnen, sind geeignete Annahmen tiber

den Prozess notwendig. Diese sind tiblicherweise:

(i) Die Evolution ist geddchtnislos, hangt also nur von dem Jetzt-Zustand des

Prozesses ab. Es handelt sich somit um einen Markov-Prozess.
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(ii) Die Wahrscheinlichkeiten fiir die Uberginge hingen nur von einem Parameter,

iiblicherweise der Grofle der Partikel, ab — nicht etwa von Form oder Struktur.

(iii) Die Ubergangswahrscheinlichkeiten sind unabhingig von der Position der
Partikel.

(iv) Die Partikel vereinigen bzw. spalten sich unabhdingig von anderen Partikeln.

1.2 Split-Merge-Prozesse auf Intervallpartitionen

Nun stellen wir den in dieser Arbeit betrachteten Spezialfall eines Koagulations-Frag-
mentierungs-Prozesses vor: einen gleichféormigen Split-Merge-Prozess auf Partitionen
des Einheitsintervalls. Diesen Prozess werden wir auch als stetigen Koagulations-
Fragmentierungs-Prozess (continuous coagulation-fragmentation, CCF) bezeichnen
(vgl. [7], S. 915).

Zunichst zerlegen wir das Einheitsintervall [0, 1] in eine abzidhlbare Menge von
disjunkten Teilintervallen derart, dass die Vereinigung aller Teilintervalle wieder den
gesamten Raum ergibt. Als Partition bezeichnen wir sodann die Folge der Langen aller
Teilintervalle. Den Raum der abzéhlbaren, nichtaufsteigend geordneten Partitionen

von [0, 1] bezeichnen wir mit €2y, d. h.
Q= {pe 0,1 :p1 > pa>...>0, |p|1:1}. (1.1)

lz|1 = Y2, |@i| bezeichnet hierbei die l;-Norm einer Folge (z;);>1. Die einzelnen
Teilintervalle p; von p werden wir als Abschnitte bezeichnen.

Diese Abschnitte stellen nunmehr die Partikel dar, die koagulieren und fragmen-
tieren: Der CCF-Prozess operiert auf einer Intervallpartition, indem er Abschnitte
aufteilt (Split) bzw. verschiedene Abschnitte zu einem neuen Abschnitt vereinigt
(Merge). Die Ubergangswahrscheinlichkeiten hingen dabei nur der Grole des auf-
zuspaltenden Abschnitts bzw. der zu vereinigenden Abschnitte, d. h. der Lénge, ab.
Die Bezeichnung gleichformiger Split-Merge-Prozess besagt, dass es sich dabei um
eine lineare Abhéngigkeit handelt. Diesem Umstand tragt die Definition des lan-

genverzerrten Auswéhlens Rechnung: Ein zufélliges Auswéhlen von Abschnitten aus
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p € Q1 heit ldngenverzerrt, wenn der j-te Abschnitt genau mit Wahrscheinlichkeit
p; ausgewahlt wird.

Somit definieren wir die Transition des CCF-Prozesses wie folgt: Wir wahlen
léngenverzerrt zwei Abschnitte von p € € (mit Zurticklegen); wird zweimal derselbe
Abschnitt gewahlt, so wird dieser aufgeteilt und der Teilungspunkt gleichmaflig aus
dem betreffenden Abschnitt gewahlt (Split). Werden zwei verschiedene Abschnitte
gewahlt, so werden sie miteinander verbunden (Merge). In beiden Féllen wird die
Partition anschliefend neu geordnet.

Offenbar entspricht dieser so definierte Prozess allen Modellannahmen, insbesondere

handelt es sich um einen Markov-Prozess.

Um Aussagen iiber den CCF-Prozess zu erhalten, werden wir auf sein diskre-
tes Analogon zurtickgreifen: einen Split-Merge-Prozess auf Partitionen der Menge
{1,...,n}, den wir im Folgenden auch als diskreten Koagulations-Fragmentierungs-
Prozess (discrete coagulation-fragmentation, DCF ™) bezeichnen (mit n € N; vgl. [7],
S. 915).

Dazu zerlegen wir {1,...,n} in disjunkte Teilmengen. Die Folge der Elementan-
zahlen dieser Teilmengen verstehen wir als diskrete Partition und bezeichnen den

Raum der nichtaufsteigend geordneten diskreten Partitionen von {1,...,n} mit P,,

d.h.
Ppi={l=(l)i>1 €{0,1,...n}" 1 (4, >0 >--->0,|{|s =n} Cny. (12)

Hierbei bezeichnet |z]; = >, |x;| wiederum die /;-Norm. Elemente aus P,, lassen
sich als Folge nattirlicher Zahlen wie bspw. (7,5,3,3,1,1,0,...) darstellen, wobei die
restlichen Eintrage notwendigerweise verschwinden. Insgesamt addieren sich nach
Konstruktion die Langen der einzelnen Abschnitte gerade zu n.

Offenbar kénnen wir Partitionen aus P,, auch als Partitionen von [0,n] bzw. [0, 1]
interpretieren: Jedes Atom x € {1,...,n} reprasentiert ein Teilintervall der Lange 1
von [0,n]. Gehoren k Atome zu einem Abschnitt, so entspricht dieser Abschnitt
einem Teilintervall der Lange k von [0, n]. Aus einer solchen Partition erhalten wir
wiederum eine Partition von [0, 1], wenn wir mit dem Faktor 1/n skalieren. P, ist
somit aquivalent zu einer diskreten Version von €1, in der die Partitionen auf einem

endlichen dquidistanten Gitter in [0, 1] liegen.
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Um eine Partition ¢ € P, zu charakterisieren, definieren wir weiter ihren Typ
No(k):=4#{i: t; =k} furk=1,...,n, (1.3)

der die Anzahl der jeweiligen Abschnitte mit Lénge k angibt. Durch (Ny(k))k=1..n
ist eine Partition bereits vollstindig festgelegt. Die Gesamtzahl der Abschnitte von £

bezeichnen wir mit

N, = Zn: No(k). (1.4)

Die Transition des DCF™-Prozesses definieren wir nun wie folgt: Wir wéhlen
gleichméBig unabhéngig und ohne Zurticklegen zwei Atome x, y aus {1,...,n}. Liegen
2z und y in demselben Abschnitt, so wird dieser gleichméafig aufgespaltet. Liegen x
und y in zwei verschiedenen Abschnitten, so werden beide Abschnitte zu einem neuen

Abschnitt vereinigt. Anschliefend wird die Partition in beiden Fallen neu sortiert.

Offenbar liefert dies wiederum einen Markov-Prozess, der den oben aufgefithrten

Modellannahmen gentigt.

1.3 Invariante Verteilungen von CCF und DCF™

Es ist bekannt, dass der CCF-Prozess eine invariante Verteilung besitzt, namlich
die Poisson-Dirichlet-Verteilung (mit Parameter § = 1) PD;. Dies werden wir in
Kapitel 3, wo wir auch eine Definition der Poisson-Dirichlet-Verteilung geben, noch
einmal nachweisen. Allerdings ist nicht a priori klar, dass diese schon die einzige
ist: Da der Zustandsraum iiberabzédhlbar ist, folgt keinesfalls von selbst, dass eine

invariante Verteilung schon eindeutig bestimmt ist.

Im Falle von DCF™ hingegen ist die Sachlage einfacher: DCF(™ besitzt eine
eindeutige bestimmte invariante Verteilung, wie wir in Kapitel 5 zeigen werden. Diese
Verteilung lésst sich vergleichsweise einfach bestimmen: Wir kénnen P, auch als
Menge der Konjugationsklassen der symmetrischen Gruppe S, interpretieren; DCF ™
beschreibt dann die Evolution des Zyklentyps einer Permutation = € S,, unter der

Aktion von zufélligen Transpositionen. So kénnen wir zeigen, dass die durch die
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Ewens’sche Stichproben-Formel

n -1

wg”)(é):<Hka('“)Ng(k)!> , (e, (1.5)

k=1

beschriebene Verteilung invariant unter dem DCF(-Prozess ist. Da der Zustands-
raum P, endlich ist, folgt aus der Theorie diskreter Markov-Ketten direkt die

Eindeutigkeit der stationaren Verteilung.

Da nun CCF offenbar der Grenzprozess von DCF®™ fiir n — oo ist (bei Skalierung
der diskreten Partitionen mit einem Faktor 1/n) und die (eindeutigen) invarianten
Verteilungen der skalierten DCF™-Prozesse Wé") (n-) fiir n — oo schwach gegen PD,
konvergieren (vgl. etwa [16]), liegt fir CCF die folgende Vermutung nahe (vgl. [7],

S. 916):

1.1 Vermutung (Vershik). PD; ist die eindeutig bestimmte invariante Verteilung
des CCF-Prozesses.

Sie wurde erstmalig von A. M. Vershik im Jahre 1977 formuliert (vgl. [20]). Das

Ziel der vorliegenden Arbeit wird nun sein, einen Beweis dafiir anzugeben.

Die Grundidee ist, die Verbindung zwischen DCF™ und CCF auszunutzen und
so zu zeigen, dass sich die Eindeutigkeit der stationdren Verteilung von DCF(
auf CCF iibertriagt. Dazu konstruieren wir einen CCF- und einen DCF™-Prozess
derart, dass (bei Skalierung der diskreten Partitionen um den Faktor 1/n) eine
geeignete Ahnlichkeitsbeziehung zwischen beiden Prozessen besteht. Dies bezeichnen
wir als Kopplung. Die Verteilung des (skalierten) DCF™-Prozesses konvergiert fiir
jede Anfangsverteilung gegen W(Sn) (n-), was wiederum aufgrund der Konvergenz
Wgn)(n-) 2 PD, fiir groBe n nahe an der Poisson-Dirichlet-Verteilung liegt. So
konnen wir mit n — oo zeigen, dass die Verteilung des CCF-Prozesses fiir beliebige
Anfangsverteilungen gegen PD; konvergiert, woraus unmittelbar folgt, dass jede
invariante Verteilung schon mit der Poisson-Dirichlet-Verteilung iibereinstimmt (vgl.

etwa [1], S. 20f.).
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Das folgende Diagramm gibt das Vorgehen schematisch wieder:

CCF-----"---- - PD,
Kopplung w

(n)_Konv. n

DCF® - DCF™-Konv. _ Wg )

Um auf diese Weise ein Resultat zu erzielen, sind allerdings weitere technische
Einschrinkungen nétig, da sich die Konvergenzrate von DCF™ mit wachsendem
n verschlechtert. Die Verteilung von DCF®™ befindet sich fiir groBe n also erst
ab einem relativ spaten Zeitpunkt hinreichend nahe an Wg"). Andererseits aber
wird die Kopplung CCF«+—DCF® mit weiterem Fortschreiten der Prozesse immer
schwicher, so dass sich zu spiten Zeitpunkten CCF und DCF®™ unter Umsténden
schon deutlich voneinander entfernt haben. Somit wiirde das beschriebene Verfahren
nicht funktionieren.

Um diese Schwierigkeit zu iiberwinden, ist es notig, die Prozesse zu einem Zeitpunkt
zu betrachten, wo sowohl ausreichend gute Kopplung zwischen DCF® und CCF
vorliegt als auch DCF™ sich hinreichend nahe an seiner Gleichverteilung befindet.
Dazu benétigen wir neben einer guten Kopplung vor allem eine schnelle DCF(™)-
Konvergenz. Diese beiden Resultate bereitzustellen, wird jeweils ein Hauptaspekt der
vorliegenden Arbeit sein. Der Schliissel ist in beiden Féllen, als Startverteilung nur
solche Verteilungen zuzulassen, die wenig Masse auf Partitionen mit vielen kleinen
Abschnitten legen. Wir werden zeigen, dass durch diese Einschréinkung die Zahl der
in Frage kommenden Verteilungen nicht verringert wird, da jede CCF-invariante
Verteilung von vornherein diese Eigenschaft hat.

Im Detail werden wir folgendermaflen vorgehen:

1. Wir stellen eine A-priori-Momentenabschatzung bereit, die zeigt, dass jede
CCF-invariante Verteilung zu einer guten Kontrolle der Anzahl der ,kleinen
Abschnitte“ fiithrt.

2. Wir koppeln CCF mit DCF™, d.h. wir approximieren kontinuierliche Partitio-

nen durch diskrete. Starten wir mit CCF mit einer Anfangsverteilung, die tiber
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eine obige Kontrolle des Partitionsendes verfiigt, lasst sich zeigen, dass bis zu

einem Zeitpunkt in der Groflenordnung von /n Kopplung vorliegt.

3. Fiir Anfangsbedingungen wie oben werden wir zeigen konnen, dass auf einem

geeigneten Mengensystem ausreichend schnelle DCF(™-Konvergenz vorliegt.

Im néchsten Kapitel werden wir zunéichst die beiden Prozesse CCF und DCF ™
genau definieren und die A-priori-Abschitzung formulieren (Abschnitt 2.3). Es
folgt Kapitel 3, in dem wir die Poisson-Dirichlet-Verteilung definieren sowie ihre
Invarianz unter CCF zeigen. Im sich anschlieBenden Kapitel 4 stellen wir sodann die
Kopplung von CCF und DCF®™ dar. Da die schnelle DCF™-Konvergenz in Kapitel 6
Resultate aus der Darstellungstheorie endlicher Gruppen verwendet, werden wir zuvor
in Kapitel 5 den benétigten theoretischen Hintergrund bereitstellen. In Kapitel 7
findet sich schliefSlich der eigentliche Beweis der Vermutung unter Verwendung aller
Hilfsmittel.






2 Kontinuierliche und diskrete Koagulation —

Fragmentierung

In diesem Kapitel wollen wir die Prozesse CCF und DCF(™ exakt definieren und einige
ihrer Eigenschaften notieren (vgl. [7], S. 917{.). Zunéchst sind einige Vorbereitungen

notwendig.

2.1 Praliminarien

Zu einem gegebenen topologischen Raum (W, %) bezeichnen wir die zugehorige
Borel’sche o-Algebra, d. h. die kleinste o-Algebra, die alle Mengen aus T umfasst,
mit By,. Den Raum der Wahrscheinlichkeitsmafle auf (W, By, ) bezeichnen wir mit
M, (W). In nicht ganz korrekter Notation werden wir den Teilraum von M, (W),
der alle Wahrscheinlichkeitsmafle enthélt, deren Tréger in einer abgeschlossenen
Teilmenge V' von W liegt, ebenso mit M; (V') bezeichnen. Die Totalvariation eines
MaBes v € M, (W) bezeichnen wir mit ||v|| := sup 4cqp,, [V(A)].

Das in Kapitel 1.2 definierte 2; statten wir mit der durch die [;-Norm | - |;
induzierten Topologie aus und bezeichnen diese mit T;. Die Topologie stimmt auf €2,
mit der Topologie der koordinatenweisen Konvergenz, d. h. der schwachen Topologie,
iberein.

Schliefllich bezeichnen wir die Gleichverteilung auf einem Intervall [a,b] C R mit

Ula, b].

2.2 Der CCF-Prozess

Auf Q; definieren wir nun die CCF-Markov-Kette (p(k))g>0, deren Konstruktion in

der Einleitung bereits kurz umrissen wurde. Als Anfangsverteilung wahlen wir ein
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beliebiges v € M;(€21). Um aus dem Zustand p = p(k) zu einem gegebenen Zeitpunkt
k in den néchsten Zustand p(k + 1) zu springen, werden aus p zwei Abschnitte p;
und p; durch langenverzerrtes Auswéhlen mit Zuriicklegen bestimmt. Fir ¢ # j
werden p; und p; zu einem neuen Abschnitt der Lénge p; + p; zusammengefiihrt
(Koagulation/Merge); fir i = j wird p; in zwei neue Abschnitte mit den Léngen up;
und (1 — u)p; zerlegt mit u ~ U[0, 1] und unabhéngig von allen anderen Zufallsva-
riablen (Fragmentierung/Split). In beiden Féllen wird die Partition anschliefend in

nichtaufsteigender Reihenfolge neu angeordnet.

2.3 A-priori-Momentenabschatzung

Wie schon in der Einleitung erwéhnt, wird fiir unsere Argumentation entscheidend
sein, bereits im Vorfeld zeigen zu konnen, dass jede CCF-invariante Verteilung nicht

zu viel Gewicht auf Partitionen mit vielen kleinen Abschnitten legt (vgl. [7], S. 918):

2.1 Proposition. Sei u € My(Qy) CCF-invariant. Dann gilt fir alle o > 2/5

/Q S0 uldp) < 0. (2.1)

1i>1

Fir o = 1 gilt > .o, p¢ = > .oy pi = 1, und damit nimmt auch das Integral
den Wert 1 an, ist also_ insbesonde_re endlich. Verkleinern wir v nun, so werden die
einzelnen Abschnitte skaliert, wobei kleine Abschnitte deutlich starker vergroflert
werden als Abschnitte, deren Lénge in der Nahe von 1 liegt. Bleibt der Wert des
Integrals selbst fiir kleine v endlich, so muss p auf Partitionen mit vielen kleinen
Abschnitten entsprechend wenig Masse aufweisen.

Ein Beweis der A-priori-Momentenabschatzung findet sich im Anhang A.1.

2.4 Der DCF"_-Prozess

Fiir n € N konstruieren wir nun eine DCF™-Markov-Kette (£(k))z>o auf P,,, die in
ahnlicher Weise wie die CCF-Kette definiert wird. Als Anfangsverteilung wéahlen
wir wiederum ein beliebiges p € M;(P,). Fiir den Ubergang von einem Zustand

¢ = {(k) in den folgenden ¢(k + 1) identifizieren wir jedes ¢ € P, wieder mit

10
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einer Zerlegung (J, 4; von {1,...,n} in disjunkte Teilmengen A;. Dabei sind die
A; so zu wéhlen, dass A; fiur alle ¢ genau ¢; Elemente enthalt. Wir wahlen nun
unabhéngig voneinander zwei Elemente = und y gleichméBig aus {1,...,n} ohne
Zurticklegen; es sei x € A; und y € A;. Falls ¢ # j, ersetze A; und A; durch
A; UA;. Falls i = j, so gilt {; > 2 wegen z # y, und wir koénnen A; in zwei
Teilmengen aufteilen. Die Teilmengen werden dabei so gewahlt, dass die eine die
k kleinsten Elemente von A; enthélt und die andere die ¢; — k iibrigen Elemente,
wobei k gleichméfig aus {1,...,¢; — 1} und unabhéngig von x und y gewahlt wird.
Alle anderen Mengen bleiben jeweils unverandert. Die nichtaufsteigende Folge der
(entsprechend geénderten) Elementanzahlen aller Teilmengen von {1,...,n} ergibt
schlieBlich ¢(k + 1).

Obschon die Ahnlichkeit zu CCF unverkennbar ist, bestehen dennoch einige
Unterschiede: DCF™ ist kein gleichformiger Split-Merge-Prozess, da bei einem
Ubergang das zweite Atom y ohne Zuriicklegen gewihlt wird. Damit wird verhindert,
dass ein Abschnitt mit nur einem Atom aufgespaltet wird: Im Gegensatz zu CCF, wo
Abschnitte beliebiger Linge aufgespaltet werden kénnen, kann beim DCF™-Prozess
der Split-Ubergang nur ausgefiihrt werden, wenn der entsprechende Abschnitt aus

mindestens zwei Atomen besteht.

2.5 Der Ubergangskern von DCF(™

Wir wollen nun den DCF™-Ubergangskern mit seinen Werten auf P,, x P,, angeben
(vel. [7], S. 918f.):

2.2 Satz. Fiir den DCF™-Ubergangskern MM : P, x By — [0,1] gilt

(1) fiir die Vereinigung verschieden groffer Abschnitte bzw. das Aufspalten in ver-
schieden grofle Abschnitte: Seien €,0' € P,, mit Np(j) = No(j) — 1, No(k) =
Ne(k) =1, No(j+ k)= Ne(j + k) + 1 fir j,k e {1,...,n} mit j +k <n und
Ne(q) = No(q) fiir alle g & {j, k,j + k}, so ist

2k

M®™) (¢, 0") = nln — 1)Ng<j)Ng(k’) (Merge-Ubergang), (2.2)
M (¢, ) = %Ng/(j + k) (Split-Ubergang). (2.3)

11
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(2) fir die Vereinigung gleich grofer Abschnitte bzw. das Aufspalten in gleich grofie
Abschnitte: Seien 0,0 € P, mit 0 < Np(j) = No(j) — 2, Ne(27) = No(2j) + 1
fir ein j € {1,...,| %]} und Ny(q) = Nu(q) fir alle q & {j,27}, so ist

2

M (¢, ¢") = n(nj— 1>Ng(j)(Ng(j) —-1) (Merge-Ubergang), (2.4)
M®™ (¢, 0) = %N@(Zj) (Split-Ubergang). (2.5)

Alle anderen Werte des Ubergangskerns verschwinden.

Beweis. (1) Unter den gegebenen Voraussetzungen ist die Wahrscheinlichkeit fiir
den Merge-Ubergang von ¢ zu ¢' gerade die Wahrscheinlichkeit, dass durch z ein
Abschnitt der Lange 7 und durch y ein Abschnitt der Lange k ausgewéahlt wird.
Dies ist jeweils gleich der Anzahl der entsprechenden Abschnitte Ny(j) bzw. N,(k)
mal Lange derselben, geteilt durch die Gesamtzahl an Moglichkeiten fiir z und y.

Aufgrund der Symmetrie x < y erhalten wir noch einen Faktor 2. Es ergibt sich

- Ne(G) k- No(k)
n n—1
_ —n(fff NN

M®™ (¢, 0') =2

Der Split-Ubergang von ¢’ zu £ erfolgt genau dann, wenn = und y beide in demselben
Abschnitt der Lange j + k liegen. Fiir dieses Ereignis gibt es genau (j 4+ k)N (5 + k) -
(7 +k — 1) Moglichkeiten. Weiter muss der gewéhlte Abschnitt passend in Abschnitte

mit den Langen j und k aufgeteilt werden. Nach Konstruktion hat dieses Ereignis

die Wahrscheinlichkeit ﬁ%, wobei der Faktor 2 von der Symmetrie j < k herriihrt.

Es ergibt sich also

’ n n—1 j+k-1

2(j + k) .
= mNg/(] -+ k?)

(2) Unter den gegebenen Voraussetzungen ist die Wahrscheinlichkeit fir den Merge-
Ubergang von ¢ zu ¢’ gerade die Wahrscheinlichkeit, dass x einen Abschnitt mit

12



2.6 Die invariante Verteilung von DCF™

der Lénge j auswahlt und y einen anderen Abschnitt derselben Lénge, wofiir es
JNu(7) 'j(Ng(j) — 1) Moglichkeiten gibt. Wir erhalten

_ e NG) J e (Ned) = 1)

M(")(ﬂ )= n n—1
- L NG - ).

Der Split-Ubergang von ¢’ zu / erfolgt genau dann, wenn z und y beide in demselben
Abschnitt der Lange 25 liegen und die Aufspaltung so erfolgt, dass zwei Abschnitte mit
der Lénge j entstehen. Fiir das erste Ereignis gibt es 25Ny (27)- (25 — 1) Moglichkeiten;

das zweite hat die Wahrscheinlichkeit 2]—1_1 Wir erhalten also

C2j-Np(2)) 2j-1 1
N n n—1 2j—1

2j .
mN@@J)‘

M®™ (¢ ¢)

Nach Konstruktion von DCF™ sind nur diese Ubergéinge moglich; die restlichen

Eintrage des Ubergangskerns verschwinden daher. O]

2.6 Die invariante Verteilung von DCF®

Eine Verteilung p € My (P,,) heiit invariante oder stationdre Verteilung des DCF™)-

Prozesses, wenn
pM™ = g (2.6)

gilt (vgl. [1], S. 20). Dies bedeutet, dass die Verteilung u durch eine DCF™-Transition
wieder in sich selbst iiberfithrt wird. Fir CCF gilt Analoges.

Da der Zustandsraum P,, endlich ist und der DCF(™-Prozess offenbar irreduzibel,
folgt aus der Theorie der diskreten Markov-Ketten schon, dass DCF®™ positiv
rekurrent ist und eine eindeutig bestimmte invariante Verteilung besitzt (vgl. [1],
S. 65).

Um diese zu bestimmen, nutzen wir aus, dass der DCF(™-Prozess auch verstanden

werden kann als die Evolution des Zyklentyps einer Permutation © € S,, unter der

13



2 Kontinuierliche und diskrete Koagulation — Fragmentierung

Aktion von zufélligen Transpositionen, was wir in Kapitel 5.5 naher erlautern. Dort
werden wir zeigen, dass die Ewens’sche Stichproben-Formel mit Parameter 6 = 1
(vgl. etwa [13], S. 11f.)

() = (ﬁ kN‘f(’“)Ng(k;)!)_l - (ﬁg ﬁ Ng(/@)!)_l, teP,  (2.7)
k=1

i=1 k=1

die invariante Verteilung von DCF™ definiert (vgl. Satz 5.37). In der Tat lisst sich
nachrechnen, dass fiir den DCF™-Ubergangskern die detaillierten Gleichgewichts-
gleichungen (vgl. [1], S. 96)

M OM® (0,0 = 75 ()M (¢ 0) (2.8)

fir alle ¢, ¢ € P, erfiillt sind, woraus ebenfalls schon die Stationaritit von ﬂéfn) folgt.

Weiter gilt, dass fiir alle n € N die Verteilung eines DCF™-Prozesses (£ (k))r>0

fir jede Anfangsverteilung p € My (P,,) im zeitlichen Mittel gegen Wé") konvergiert

(vel. [1], S. 63)

e~ .
i |15 pw o o,

k=0

wobei P,f(n)(k) die Verteilung von (£ (k))p>o mit Anfangsverteilung p zum Zeit-
punkt k£ bezeichne. Aus diesem Grunde werden wir Wg") gelegentlich auch als die
Gleichgewichtsverteilung von DCF™ bezeichnen.

Obiges Resultat lédsst sich sogar noch verschéarfen, wenn zusétzlich Aperiodizitét
vorliegt (vgl. [1], S. 40). Dennoch ist offensichtlich, dass die Konvergenzrate im Allge-
meinen noch von n abhangt, denn je grofler die Partition ist, umso mehr Transitionen
sind noétig, um sich der Gleichgewichtsverteilung anzundhern. Insbesondere bedeutet
dies, dass sich — wie bereits in der Einleitung erwihnt — die DCF(™-Konvergenz und
die Kopplung CCF+—DCF®™ nicht ohne Weiteres miteinander kombinieren lassen.
Fiir genauere Aussagen iiber die Konvergenzgeschwindigkeit verweisen wir auf [6],
Kap. 3A und 3D. Dort wird gezeigt, dass in einem dem DCF-Prozess dhnlichen
Modell die Gleichgewichtsverteilung ungefdhr nach %n logn + cn mit ¢ > 0 Schritten
erreicht ist. Wie wir in Kapitel 4 zeigen werden, konnen wir die Kopplung mit CCF

jedoch nur in etwa bis zum Zeitpunkt y/n aufrechterhalten.
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3 Die Poisson-Dirichlet-Verteilung

Wie bereits erwéhnt, stellt die Poisson-Dirichlet-Verteilung mit Parameter § = 1 eine
invariante Verteilung des CCF-Prozesses dar. In diesem Kapitel werden wir diese
Verteilung vorstellen sowie anhand einer weiteren Verteilung néher charakterisieren.

Schlieflich zeigen wir das benannte Invarianzresultat.

3.1 Vorbemerkungen

Bei der Poisson-Dirichlet-Verteilung handelt es sich um eine wenig intuitive Vertei-
lung, deren Einfithrung einiger Vorarbeit bedarf. Wir stiitzen uns bei der folgenden
Darstellung im Wesentlichen auf das Buch von Kingman [17].

Zur Motivation betrachten wir den Wahrscheinlichkeitsvektor einer diskreten

Wabhrscheinlichkeitsverteilung, d. h.

p=(p1,--,pn) (3.1)

mit

p; >0 firj=1,...,n und ijzl. (3.2)
j=1

Der Raum aller Vektoren mit nichtnegativen, sich zu eins addierenden Komponen-
ten wird auch der n-dimensionale Simplex A,, genannt. Nun besteht die Méglichkeit,
dass ein solcher Vektor selbst zuféllig ist. Ein einfaches, nichttriviales Beispiel fiir
eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf A,, ist die Dirichlet-Verteilung D(aq, ..., ay)
mit a; > 0 fir j = 1,...,n. Sie hat die Dichte

Dar+ ..o+ ) oy o
Flpr, - pa) = F(?otl;r...ptaa))pll Lt (3.3)

beziiglich des (n — 1)-dimensionalen Lebesgue-MaBles auf A,,.
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3 Die Poisson-Dirichlet-Verteilung

Lésst man nun n gegen unendlich gehen, so geht A,, in den unendlichdimensionalen
Simplex Ay = {p e 0,1V : |p|, = 1} iiber. Hierbei stellt sich die Frage, ob und
inwiefern eine Folge von Dirichlet-Verteilungen auf A, gegen eine Grenzverteilung
auf A, konvergiert. In der Tat ist dies unter bestimmten Umsténden der Fall; die
Grenzverteilung ist dann gerade die Poisson-Dirichlet-Verteilung. Dies gilt es im
Folgenden zu prézisieren.

Zunachst fithren wir dazu Poisson-Prozesse auf allgemeinen Rédumen sowie den
Moran’schen Gammaprozess ein, mithilfe derer wir eine erste Definition der Poisson-
Dirichlet-Verteilung bringen kénnen. Sodann gehen wir niaher auf das benannte
Konvergenzresultat ein. Weiter zeigen wir noch die Verwandtschaft der Poisson-
Dirichlet-Verteilung mit einer weiteren Wahrscheinlichkeitsverteilung auf A, unter

deren Verwendung wir schliellich das gewtinschte Invarianzresultat zeigen kénnen.

3.2 Poisson-Prozesse auf allgemeinen Raumen

Poisson-Prozesse sind vor allem als Prozesse auf R bekannt. Es ist jedoch ohne
Schwierigkeiten moglich, einen Poisson-Prozess auf einem allgemeinen Raum S zu
definieren. Von den Eigenschaften eines euklidischen Raumes wird hierfiir lediglich die
Messbarkeit von S benotigt. Ein Poisson-Prozess ist dann eine zuféllige Punktmenge
in S dergestalt, dass fiir Teilmengen A von S, die wir gewissermaflen als ,, Test“-

Mengen verstehen konnen,

N(A) :=#{IIN A} (3.4)
wohldefinierte, Poisson-verteilte Zufallsvariablen sind. Die genaue Definition lautet:
3.1 Definition. Sei (5,8) ein messbarer Raum derart, dass D := {(z,y) : x = y}
beziiglich der Produkt-o-Algebra § @ § auf S x S messbar ist!, und sei (Q, A, P)

ein Wahrscheinlichkeitsraum. Weiter bezeichne S die Menge aller abzéhlbaren

Teilmengen von S. Ein Poisson-Prozess 11 ist eine Abbildung

m:Q— S, (3.5)

! Dies stellt sicher, dass § ausreichend viele Punkte enthélt. Aus der Messbarkeit der Diagonalen
D folgt némlich bereits {z} € 8 fiir alle z € S.
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3.2 Poisson-Prozesse auf allgemeinen Raumen

die folgenden Bedingungen geniigt:

(i) Fur beliebige, disjunkte Teilmengen Ay, ..., A, von S gilt:
N(Ay),...,N(A,) sind unabhéngige Zufallsvariable.

(ii) Fur jedes A € § ist N(A) Poisson-verteilt mit Parameter p = u(A) und
0<p< oo

Dies bedeutet: Ist (A) endlich, so ist Il N A mit Sicherheit eine endliche Menge
und mit Sicherheit leer, falls ©(A) = 0. Gilt u(A) = oo, so ist II N A mit Sicherheit
abzahlbar unendlich. Aus den Eigenschaften von p ergibt sich sofort das folgende

Korollar:
3.2 Korollar. p ist ein Maf auf (S,S).

Beweis. Offensichtlich ist p(@) = 0. Nach Eigenschaften der Poisson-Verteilung gilt
fir Ae 8
p(A) = EN(A).

Sind Ay, As, ... € 8 paarweise disjunkt, so gilt

N(DAZ) - iN(AZ-).

Der Ubergang zum Erwartungswert liefert

w(Ua) =3 na,

womit die o-Additivitat gezeigt ist. O

Das Mafl i1 bezeichnen wir auch als das Intensitdtsmafl des Poisson-Prozesses 11.
Beachte, dass umgekehrt nicht jedes Mafl auch ein Intensitatsmafl eines Poisson-
Prozesses ist, denn nehmen wir an, es gebe ein x € S mit m = p(z) > 0, so
folgt

P(N{z})>2)=1—e™—me ™ >0,

was mit

#{IIN{z}} <1 fast sicher
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3 Die Poisson-Dirichlet-Verteilung

unvertraglich ist. Fiir das Intensitdtsmafl eines Poisson-Prozesses muss also gelten
pw({x}) =0 furalle x € S.

Fir S = R? bedeutet dies vor allem, dass p Ng-stetig ist und es eine messbare
Funktion \: S — R gibt mit

p(A) = / AdX; fiir alle A € 8. (3.6)
A

A heilt auch die Intensitit des Poisson-Prozesses. Ist A konstant, sprechen wir
von einem homogenen Poisson-Prozess. Beachte, dass das Integral in (3.6) nicht
notwendigerweise konvergieren muss, da nach Definition auch p(A) = oo zugelassen
ist, was insbesondere weiter unten bei dem von uns betrachteten Prozess der Fall
sein wird.

Fiir unsere weitere Argumentation stellen wir an dieser Stelle noch das Abbil-
dungstheorem vor. Es macht eine Aussage dariiber, wann ein Poisson-Prozess Il
mit Zustandsraum S derart in einen anderen Raum 7' abgebildet werden kann,
dass der Bildprozess wiederum ein Poisson-Prozess ist. Es leuchtet sofort ein, dass
dafiir entscheidend ist, dass nicht zwei Punkte von II auf denselben Punkt in 7T’
abgebildet werden. Eine notwendige Bedingung hierfiir ist, dass das Bildmafl des
Intensititsmafles keine Atome hat. Es zeigt sich, dass diese Bedingung unter der
zusatzlichen Annahme der o-Endlichkeit von g bereits hinreichend ist. Hierauf wollen

wir jedoch nicht weiter eingehen und notieren ohne Beweis (vgl. [17], S. 18):

3.3 Theorem (Abbildungstheorem). Sei II ein Poisson-Prozess mit Zustandsraum
S und o-endlichem Intensititsmaf$ v, und sei f: S — T eine messbare Funktion,
so dass p(f~'({x})) = 0 fiir alle x € S gilt. Dann ist f(II) ein Poisson-Prozess auf
T mit Intensititsmaf p* = p/ = u(f~1(-)).

3.3 Definition der Poisson-Dirichlet-Verteilung

Nun sind alle Grundlagen geschaffen, um einen stochastischen Prozess zu definieren,

der auch als der Moran’sche Gammaprozess bekannt ist. Mithilfe dieses Prozesses
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3.3 Definition der Poisson-Dirichlet-Verteilung

kénnen wir dann die Poisson-Dirichlet-Verteilung definieren. Wir folgen hier im
Wesentlichen der Darstellung in [13].

Sei also IT* ein Poisson-Prozess auf S* := {(z, 2) : x,2 > 0} C R? mit der Intensitét
A*(z,z) = <. Fiir die Anzahl der Punkte von IT* in der Menge

Agy i={(z,2): 0< 2 <0,2> %} (3.7)

mit 6,2y > 0 gilt
#A97ZO ~ PO%(0E1<Z())),

wobei E1(zp) die exponentielle Integralfunktion

00—z 00 —20%
Fi(z0) = / " 4o = / g (3.8)
20 1

z z

bezeichnet. Beachte, dass das Integral E(zg) fir zo = 0 divergiert; dies steht jedoch

nicht im Widerspruch zur Definition des Poisson-Prozesses.

3.4 Satz. Unter Voraussetzungen wie oben gilt fast sicher
"N Ago = {(X;(0), Z»(0)) : 5 = 1,2,... } (3.9)
mit:

(1) Zay(0) > Z)(0) > --- > 0 sind die absteigend angeordneten Punkte eines
nichthomogenen Poisson-Prozesses Il auf R™ mit Intensitdt
fe~*

Mo(z) = = (3.10)

(i) X1(0), X2(0), ... sind davon unabhingige, auf [0, 0] gleichverteilte Zufallsvaria-
ble.

Beweis. Der Beweis ist eine Anwendung des Abbildungstheorems. Il ist die Projek-
tion von IT* auf die z-Achse; dies liefert die Aussage iiber die Z;)(6). Die Intensitét
von [y ergibt sich aus derjenigen von II* durch Integration iiber z. Ebenso ergibt

die Projektion von IT* auf die z-Achse einen homogenen Poisson-Prozess; die X;(6)
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3 Die Poisson-Dirichlet-Verteilung

sind daher gleichverteilt auf [0, #]. Die Unabhéngigkeit resultiert schliefilich aus der
Wahl von \* als ProduktmaZ. O]

Beachte, dass wegen
/ Mo(2) dz = o0
0

1y fast sicher unendlich viele Punkte enthélt, die sich bei 0 haufen. Daraus folgt
weiter, dass die X dicht liegen in (0,6). Wir notieren ohne Beweis (vgl. [13], S. 2):

3.5 Korollar. Flir die Dichte von Z)(0) mit 6 > 0 gilt

fe=* (0E)(2))7 ! o—0F1(2)

fzo0(2) = — G- 1) , 2>0. (3.11)
Schliefllich haben wir (ohne Beweis, vgl. [13], S. 2):
3.6 Satz. Die Zufallsvariable
S(0) == Z;(0) < o0 (3.12)
j=1

mit 6 > 0 ist ['(0, 1)-verteilt.

Hierbei bezeichnet I'(«v, §) die Gammaverteilung mit Parametern oo und 3 («, 8 > 0;
vgl. [2], S. 143).

Der so definierte stochastische Prozess (S(6))g~o wird auch als der Moran’sche
Gammaprozess bezeichnet. Da der zugrunde liegende Poisson-Prozess invariant ist

unter Translationen parallel zur z-Achse, hingen die Zuwéachse
S(@) — S(o) mit 0 >0
nur von der Differenz 6§ — o ab. Es gilt also mit Satz 3.6
S(@)— S(o) ~SO—0)~T(0—0,1). (3.13)

Einen stochastischen Prozess mit positiven, unabhéngigen Zuwéchsen, die nur von

der Differenz abhangen, nennt man auch einen Subordinator. In der Literatur wird
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3.4 Der Poisson-Dirichlet-Grenzfall

der Moran’sche Gammaprozess daher gelegentlich auch als Moran’scher Subordinator
bezeichnet.

Die Verteilung der nichtaufsteigend angeordneten, normalisierten (fast sicher
verschiedenen) Spriinge des Moran’schen Gammaprozesses definieren wir nun als die

Poisson-Dirichlet-Verteilung:

3.7 Definition (Poisson-Dirichlet-Verteilung). Sei fir alle 7 > 1 und 6 > 0

& = . (3.14)

Dann heift die Verteilung von (¢;);>1 die Poisson-Dirichlet- Verteilung mit Parameter
0, kurz PD(0). Falls § = 1, so schreiben wir auch PD;.

Die Poisson-Dirichlet-Verteilung tritt in einer Vielzahl von Anwendungen auf.
Dartiber hinaus kommt sie als stationére Verteilung bei verschiedenen Prozessen vor,
so auch bei dem hier betrachteten CCF-Prozess. Dies werden wir in Abschnitt 3.7

zeigen.

3.4 Der Poisson-Dirichlet-Grenzfall

Nun haben wir das nétige Handwerkszeug beisammen, um auf die Konvergenz der
Dirichlet-Verteilungen auf A,, einzugehen. Unsere Ausfiihrungen stiitzen sich auf [15],
Kapitel 5.

Wir starten mit einem zufélligen Vektor p € A,, mit Verteilung D(ay, ..., ay,),
wobei wir zundchst der Einfachheit halber annehmen, alle o; haben denselben Wert,
etwa o; = o fiir j = 1,...,n. Aufgrund von Symmetrie, und da EZ]. p; = 1 ist,
erhalten wir

1
Ep; = - fir alle 7.

Dies bedeutet, dass bei grofem n die einzelnen p; mit hoher Wahrscheinlichkeit
kleine Werte annehmen. Dennoch kénnen die einzelnen Werte sehr verschieden
ausfallen, und es ist sinnvoll, den Vektor nach nichtaufsteigender Komponentengrofie

anzuordnen;
Py 2 P@) = 2 D) (3.15)

21



3 Die Poisson-Dirichlet-Verteilung

bezeichne die nichtaufsteigend geordnete Sequenz. Die gesuchte Konvergenz besteht
nun in dem Sinne, dass wir zeigen konnen, dass fiir jedes & € N die Verteilung des
Vektors (pay, - - ., p)) filr n — oo konvergiert, allerdings vorausgesetzt, dass o dabei
derart gegen null geht, dass na gegen einen strikt positiven Wert # € R* konvergiert.
Dieser Sachverhalt wird in etwas allgemeinerer Form durch das folgende Theorem
prézisiert (vgl. [15], S. 6):
(n) (

3.8 Theorem. Fiir jedes n € N sei (p(l), e 7p(:3) die nichtaufsteigende Umordnung

(n)

eines Zufallsvektors p™ mit Verteilung @(agn), coan”), 045.") > 0. Fiirn — oo gelte

max(al™, ..., aM) =0 (3.16)

und
O = o ot al g (3.17)

fir ein @ mit 0 < 6 < oco. Dann konvergiert fir jedes k € N die Verteilung des Vektors

(pgl)), e ,péz))) fiir n — oo gegen die Randverteilung der k ersten Komponenten von

PD(6).

Fiir den Beweis benotigen wir etwas Vorarbeit. Zunachst nutzen wir aus, dass
sich ein Dirichlet-verteilter Vektor (pi,...,p,) ebenfalls durch den Moran’schen
Gammaprozess darstellen lasst, und zwar in der Weise, dass wir die p; als normalisierte
Zuwachse des Gammaprozesses auffassen. Dies ist moglich, da zwischen der Dirichlet-
Verteilung und der Gammaverteilung folgende enge Beziehung besteht (vgl. [17],
S.91):

3.9 Lemma. Seien Yi,...,Y, unabhingige, I'(c;, 1)-verteilte Zufallsvariablen mit
a; >0 firj=1,...,n und sei Y = Z?ZIYJ Dann ist der Vektor p = (p1,...,Dn)

mit

Y, .
p; = 7], j=1,...,n (3.18)
D(av, ..., a,)-verteilt und unabhdngig von Y. Ferner ist Y I'(«, 1)-verteilt mit o =

Z?:l Q-
Beweis. Y; hat die Dichte

a;—1

1
) = —Yj .
faj(y]) F(a])y] € Y y_] > O
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3.4 Der Poisson-Dirichlet-Grenzfall

fir j = 1,...,n. Damit ergibt sich als Dichte der gemeinsamen Verteilung von
(Y1,...,Y,)
f(al a)(ylw"ayn):n;'ﬁyqj1'6_2?1%7 yla-">yn>0-
o Hj:l () i1 ’
Ersetzen wir nun die Variablen (Y3,...,Y,) durch (Y, p1,...,pn_1), transformiert

sich die Dichte zu

f(al ..... an)(yapla-"7pn—1) ==

n—1

1 ai—1 an—1 — 8(y17ayn)
" 1/ N p'J (1 - Dj ) . a eV . ‘ .
Hj:l F(a]) H ! Z ’ 8(%]917 s 7pn—1)
8(:’/1 ----- yn) n—1

Die Funktionaldeterminante ‘ ergibt sich gerade zu y" *, so dass wir

O(Y,p1,--Pn—1)
insgesamt erhalten:

n—1 a—1

IMNoqg + - -- n i1 an—1 _
f(al ..... an)<y7p17"~7pn—l): <%:_ F(O—Z)Q)H - ( Zp]) . (Of)

Jj=1 j=1

Daraus ergeben sich die Aussagen iiber die Verteilung sowie die Unabhéngigkeit. [

Fir den Moran’schen Gammaprozess gilt nach Satz 3.6
S(0) ~1(0,1)

und vermoge Gleichung (3.13)

| »
S(:a§">> - S(]Zl%(n)) ~ S(a") ~T(a{”,1) firj=1,...,n. (3.19)

Damit ergibt sich insgesamt in Kombination mit dem vorhergehenden Lemma:

3.10 Lemma. Der Vektor p(™ = (p( ), o ,p,& )) mit

P = S(Xie S)(e(n))(ZZ o) (3.20)
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3 Die Poisson-Dirichlet-Verteilung

ist @(aﬁ"), e ,aﬂn))-verteilt.
Wir konnen also fiir den Beweis des Theorems p™ durch den identisch verteilten

Vektor p(™ ersetzen. Das folgende Konvergenzresultat liefert den Schliissel:

3.11 Lemma. Sei p™ wie im vorhergehenden Lemma definiert. Dann gilt fiir die
nichtaufsteigend angeordneten Sprunghdhen Zpny > Zgy > --- > 0 von S auf (0,0)
und alle j > 1

A4z
=) “0)
Jim ;) = S(6)

Beweis. Wir betrachten eine beliebige Realisierung des Prozesses S. Fiir beliebiges

(3.21)

k € N wahle m € N so groB, dass fiir alle n > m die zu den Sprunghéhen Zy, ..., Zy)

L)

gehorenden Unstetigkeitsstellen von S alle in verschiedenen Intervallen (ajfl,

liegen. Dann gilt (fiir passend gewéhltes ;)

Py s =5 ( Z o) =S(Xal”) = 2

fir 1 < j <k und n > m, und es folgt

lim inf pgj))sw(")) > Zy) firj=1,... k.
Da {0} eine A-Nullmenge ist und somit 6 fast sicher keine Unstetigkeitsstelle ist,
folgt

lim inf S(0™) = lim S(8™) = S(8)

n—oo n—oo

und damit insgesamt

lim inf ]58?)) >

firj=1,... k. 22
T 00 S(G) ur j ) ak (3 )

Da k beliebig war, gilt dies sogar fiir alle j € N, und mit dem Lemma von Fatou

ergibt sich zusammen mit S(0) = 22, Z;)

lim supﬁgl)) = lim sup (1 — Zﬁ&?)

n—oo n—oo . .
i#]

<1-) liminfp})

N ’ n—oo
i#]
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3.5 Die GEM-Verteilung

<1-Y 2o
T 550
% (3.23)
fiir alle j € N. Damit ist die gewtlinschte Konvergenz gezeigt. O]
Beweis des Theorems. Wir setzen fiir alle j > 1
g = Zg;gf) (3.24)

Der Vektor (§;),>1 ist damit PD(#)-verteilt (vgl. Definition 3.7), und aus dem obigen

Lemma folgt, dass fiir jedes & € N die gemeinsame Verteilung von (ﬁgb)), e ﬁEZ)) )
und damit auch die von (pgl)), . ,pgz))) fiir n — oo gegen diejenige von (&, ..., &)
konvergiert. Damit ist alles gezeigt. O

Das gezeigte Konvergenzresultat lésst sich wie folgt noch einmal zusammenfassen:
Die nichtaufsteigende Ordnungsstatistik der Dirichlet-Verteilung D(ay, ..., o) ap-
proximiert PD(f), solange n grof ist, die a; gleichméfig klein und » 77, a; in der
Néhe von @ liegt.

Als Néchstes wollen wir noch eine weitere Charakterisierung der Poisson-Dirichlet-
Verteilung geben. Diese erfolgt iiber die GEM-Verteilung und ist moglicherweise

etwas anschaulicher.

3.5 Die GEM-Verteilung

Bei der GEM-Verteilung — benannt nach Griffiths, Engen and McCloskey — handelt
es sich um eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf A, (vgl. [18], S. 505).

3.12 Definition (GEM-Verteilung). Eine Sequenz von Zufallsvariablen (X,),>1
heifit GEM (0)-verteilt mit Parameter 6 > 0, wenn gilt

n—1
X, =U,||0-0U;) firn>1 (3.25)

1

%
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3 Die Poisson-Dirichlet-Verteilung

mit unabhéngigen, identisch betaverteilten Zufallsvariablen (U;);>1 mit (1, §)-Dichte
01 —2)"',  oO<z<l. (3.26)

GEM(1) kann aufgefasst werden als die Verteilung der Bruchstiickldngen, die
durch gleichméfBiges sukzessives Abbrechen von einem Stab mit der Ausgangslange 1
entstehen: X, entspricht der Lénge des Bruchstiicks im n-ten Schritt, und Y, :=
[T, (1 — U;) stellt die Lénge des hernach tibriggebliebenen Reststiicks dar (mit
Y1 :=1, vgl. auch [7], S. 918).

3.6 Zusammenhang zwischen der GEM- und der

Poisson-Dirichlet-Verteilung

Wir wollen nun auf die enge Beziehung zwischen der G EM- und der Poisson-Dirichlet-
Verteilung eingehen. Dazu definieren wir die folgenden zwei Operationen (vgl. [18],
Definition 3):

3.13 Definition (Langenverzerrte Permutation). Fiir (p,)n>1 € Ao sei (A;,)n>1 eine
Zerlegung von [0, 1] in disjunkte Intervalle derart, dass A, die Lange p,, hat fiir alle
n, und sei (U;);>1 eine Folge unabhéngiger, auf [0, 1] gleichverteilter Zufallsvariablen.

Weiter sei (j,,)n>1 eine Folge natiirlicher Zahlen, die so gewéhlt ist, dass gilt

U0'1 € Ajl mit o1 = 1
Ur, € Aj, mit oy:=min{i >2:U; ¢ A, } (3.27)
l—]a-3 € AJS mit O3 = mln{z 2 3: Ul ¢ Ajl U AJ2}

Dann heifit die Sequenz (¢,)n>1 = (Pj,)n>1 € Ao lingenverzerrte Permutation

(size-biased permutation, SBP) von (pp)n>1-

Durch diese Operation wird ein Markov-Ubergangskern von A, nach A, definiert,
den wir mit SBP(-, -) bezeichnen. Ebenso kénnen wir Vektoren aus A,, abbilden,

indem wir diese als Elemente von A, auffassen.
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3.6 Zusammenhang zwischen der GEM- und der Poisson-Dirichlet-Verteilung

Die Verteilung von SBP ((pn)ngb ) auf A, fir ein gegebenes (py),>1 héngt
allein von der nichtaufsteigenden Anordnung der (p,)n>1 ab. Die nichtaufsteigende
Anordnung ist eine Abbildung A,, — €21, und wir werden sie mit sort bezeichnen.

Dies ist die zweite benotigte Operation.

Nun lasst sich die Beziehung zwischen der Poisson-Dirichlet-Verteilung PD und
der GEM-Verteilung wie folgt darstellen (vgl. [18], (3.1)):

3.14 Satz. Fir 6 > 0 gilt

PD(0) == GEM(H). (3.28)

sort
Dies geht aus dem folgenden Satz hervor (Proposition 4.2 in [13]):

3.15 Satz. Sei (pg)k>1 PD(0)-verteilt mit 6 > 0. Dann gilt fir die lingenverzerrte

Permutation von (p)i>1
SBP((pk)k21) = (Ul, (1 — Ul)UQ, (1 — U1>(1 — U2)U3, .. ) (329)

mit unabhdngigen, identisch ((1,8)-verteilten Zufallsvariablen (Uy)g>1.
Fiir den Beweis bendtigen wir folgendes Lemma:

3.16 Lemma. Sei Z = (Zy,...,Z,) D(a, ..., «a)-verteilt mit o > 0. Dann ldsst sich

die langenverzerrte Permutation von Z darstellen als

SBP(Z) = (Ur,(1 = U)Us,...,(1 =Uy) - (1 = Up_1)Uy) (3.30)
mit unabhdngigen Zufallsvariablen U;, j =1,...,n, wobei U; die B(a+ 1, (n — j)a)-
Dichte

IF'((n—7+1a+1)

2%(1 — g)m—de-t x )
Tlat DT =)o) (1—2x) , O<z<l (3.31)

hat.

Beweis. Die langenverzerrte Permutation von Z stellen wir zunéchst als (Z,,);>1 dar;

die (v;);>1 seien dementsprechend Zufallsvariablen mit Werten in N, die so gewéhlt
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3 Die Poisson-Dirichlet-Verteilung

sind, dass gilt

P(l/lzle):Z] fﬁrj:1,2,...,
P(vy =k|Z,vn) = Z/(1 — Zj) fir k =1,2,..., k # vy,

Um die Verteilung des Vektors nach dem ersten Umordnungsschritt zu bestimmen,
nutzen wir ein Resultat aus der Bayes-Theorie, das besagt (vgl. [11], S. 76): Ist X =

(X1,...,Xp) D(ag, ..., ap)-verteilt und 5 = (G, ..., 5,) ein beliebiger Zufallsvektor
mit

BIX = (Br,-- -, Bu) | X ~ M(k, X)),

wobei M (k, X') die Multinomialverteilung mit Parametern k und Xy, ..., X,, bezeich-
net, so gilt
X6~ D(a+p).

In unserem konkreten Fall (k = 1) gilt fiir 8., := (01,55 -, 0y )
Bu|Z ~ M(1,Z),
und es folgt, dass der Vektor
Z'=(Zy, Z1y ooy Doy 1y Dpyits - -+ L)
die Verteilung D(a + 1, a, ..., «) hat.

Unter Verwendung des Lemmas 3.9 und der Faltungseigenschaft der Gammaver-
teilung (vgl. [2], S. 144) erhalten wir: Der Vektor (Z,,,1 — Z,,) hat die Verteilung

D(a+1,(n—1)a),

und somit hat Z,, die Wahrscheinlichkeitsdichte

I'(na+1)
Fla+DI((n—1)a)

fz, (x) = (1 —z)n el << 1. (3.32)
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3.6 Zusammenhang zwischen der GEM- und der Poisson-Dirichlet-Verteilung

Wir greifen abermals auf das Lemma 3.9 zuriick und betrachten unabhéngige
Zufallsvariablen Yi, ..., Y, mit Verteilungen I'(ay, 1), ..., I'(ap, 1) fiir a; > 0. Dann
hat Y := "7 | Y; die Verteilung I'(oy + - - - + v, 1) und ist unabhéngig vom Vektor
(Y1/Y,....Y,)Y), welcher D(ay, . .., a,)-verteilt ist. Ebenso ist mit YV := Ya+- - -+Y,,

(Y2/Y,...,Y,)Y)

D(aw, . .., ay)-verteilt und unabhéngig von Y und damit auch unabhéangig von
i %
Y vi+Yy

Die Komponenten des obenstehenden Vektors konnen wir auch als

Y, v, Y v 1

Yy Y v Y 1-Y/Y
darstellen (j = 2,...,n).
Ubertragen wir diese Resultate nun vermége Z; = Y;/Y auf unseren Fall, folgt:

Der Vektor
(Zrv o Zn 1 Zonss 2 Z) /(1 = Z)

ist D(a, ..., a)-verteilt und unabhéngig von Z,,. Wir kénnen daher fir Z,,,...,72,,
analog argumentieren wie fir Z,,. Damit ergibt sich fiir SBP(Z) = (Z,,,...,2,,)
die Darstellung

n—1

Zy=U1, Z,=01-U) Uy ..., Z,=][[0-U) U,

n

J=1

wobei U, j = 1,...,n unabhéngige Zufallsvariablen sind; U, hat die Dichte (3.32)

mit n ersetzt durch n — r + 1. O

Beweis des Satzes. Essei Z = (Z1,...,Z,) ~ D(a, ..., a) mit a := 6/n und SBP(Z)

sei dargestellt wie im vorangehenden Lemma. Lassen wir nun n gegen unendlich
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3 Die Poisson-Dirichlet-Verteilung

gehen, so folgt o — 0 und die Dichten der Zufallsvariablen U;

fi, () = F1“<(9a_+<{);(19)i;a1)) w1 —af e 0<e <

konvergieren fiir alle j € N gegen

T(O+1)

faao(x) = W:&)u —2)f =91 —2), O<ax<l,

die (1, §)-Dichte. Somit konvergiert (SBP(Z;,...,Z,),0,0,...) und damit auch
(SBP(Z(1y, - -+ Z(n)),0,0,...) fiir n — oo gegen

(U1, (1 — U)Us, (1 — U)(1 — Us)Us, ...,

wobei (U;),>1 unabhéangige, identisch (1, §)-verteilte Zufallsvariable sind.

Andererseits konvergiert, wie oben gezeigt (vgl. Theorem 3.8),
(Z(l), R ,Z(n),0,0, .. )

fiir n — oo gegen die Poisson-Dirichlet-verteilte Sequenz (p1, pa, .. .).

Fiir einen rigorosen Beweis dieser Konvergenzresultate verweisen wir auf [8], Theo-

rem 3.

Damit erhalten wir sofort auch den umgekehrten Zusammenhang:

3.17 Korollar. Sei (X,,),>1 GEM (0)-verteilt mit > 0. Dann ist sort((X,,)n>1)

PD(0)-verteilt.

Beweis. Wir schreiben (X,,),>1 = SBP((Y,,)n>1) fur eine PD(0)-verteilte Sequenz

(Yy)n>1. Dann ist sort((X,)n>1) = sort (SBP((Ya)n>1)) = (Ya)n>1 PD(0)-verteilt.

Fiir spateren Gebrauch notieren wir noch: Da jedes (x;);>1 € Ay aufgrund der
A-Stetigkeit der 5(1, #)-Verteilung offensichtlich eine GEM (0)-Nullmenge darstellt,

folgt insbesondere, dass jedes p € ) eine PD(6)-Nullmenge darstellt.
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3.7 Invarianz unter CCF

3.7 Invarianz unter CCF

Wir werden nun zeigen, dass die Poisson-Dirichlet-Verteilung eine invariante Vertei-
lung des CCF-Prozesses auf €2y ist. Dazu folgen wir im Wesentlichen den Ausfithrungen
in [12].

Zunéchst fithren wir einen weiteren Split-Merge-Prozess auf A, ein, den wir W -
Split-Merge nennen wollen, weil er von einer Zufallsvariablen W gesteuert wird. Fir
diesen Prozess lasst sich zeigen, dass er die GEM-Verteilung invariant lasst. Sodann
nutzen wir aus, dass die CCF-Transition mittels langenverzerrtem Permutieren und
nichtaufsteigendem Anordnen aus der W-Split-Merge-Transition gewonnen werden
kann. Da die Poisson-Dirichlet-Verteilung und die GEM-Verteilung ebenfalls iiber

SBP und sort zusammenhéngen, erhalten wir das gewiinschte Ergebnis.

Wir definieren nun den W-Split-Merge-Prozess:

3.18 Definition (W-Split-Merge). Sei (X,,),>1 eine Sequenz von nichtnegativen
Zufallsvariablen mit ) X, = 1. Fiir eine Zufallsvariable W mit Werten in [0, 1] und
unabhéangig von (X,,),>1 definieren wir die W-Split-Merge-transformierte Sequenz
(Y,)n>1 durch

(Y Vo V- ) (WXl—W,XQ,Xg,...) fﬁrW<X1, (3 33)
1, X2, I'3,...) = :
(X1+X2,X3,X4,...) fllI‘WZXl

Es ist zweckmafig, sich (X,,),>1 als Partition von [0, 1] zu denken. W markiert
dann einen zufélligen Punkt in [0, 1]. Liegt der Punkt im ersten Abschnitt, so wird
dieser unterteilt in zwei neue Abschnitte W und X; — W. Liegt W in einem anderen
Abschnitt, so werden der erste und der zweite Abschnitt miteinander verbunden.

Offenbar liefert dies eine Markov-Kette auf A,,. Wir werden spéater zeigen, wie

wir aus diesem Prozess fir W ~ UJ0, 1] den CCF-Prozess erhalten.

Wir zeigen nun die Invarianz der G EM-Verteilung unter W-Split-Merge (vgl. [12],
Theorem 1):

3.19 Satz. Seien W, Uy, Us, ... unabhdngige, identisch B(1,0)-verteilte Zufallsvaria-
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3 Die Poisson-Dirichlet-Verteilung

blen auf [0,1] mit @ > 0. Dann ist

n—1

(XMQMI(MJ]O—IM) (3.34)

. n>1
=1 -

invariant unter der W -Split-Merge- Transformation.

Fiir den Beweis formulieren wir zunéchst im folgenden Lemma die Invarianz
als Integralgleichung. Dazu fiihren wir die Verteilungsfunktionen F' und G der

komplementaren Zufallsvariablen 1 — W und 1 —U,,, n > 1
F(t)=P1-U,<t) und G(t):=P(1-W <t) (3.35)

ein. Damit gilt:

3.20 Lemma. (X,),>1 = (U, 1= - Uy)), -, ist genau dann invariant unter der
W -Split-Merge- Transformation, wenn F und G der Gleichung

/ F(u) — F(bu) dG(u) + (1 — F(b)) / (1 — Flau™)G(u) dF (u)

=(1—F(a)(1—=F()) (3.36)

fiir a,b € [0,1] genigen.
Beweis. Wir berechnen neue Zufallsvariablen (V,),>1 aus der W-Split-Merge-trans-
formierten Sequenz (Y,,),>1 vermoge

Y,
V=Y V, = ———— firn>2 (3.37)

11—,

und driicken diese Sequenz anschliefend durch die Zufallsvariablen (U,),>1 aus. Fiir
W < Uj erhalten wir

Vi=Yi=W
p_ Y _Xi-W U-W
Ty, 1-WwW 1-W
Y. X.
‘/3 3 2 U2

1YY, 1-W-U+W
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3.7 Invarianz unter CCF

Vi=Us

Im Falle W > U, gilt

V=Y1=X1+Xo=U+(1—-0U,)U,

Y, X3
Vo = = =U.
Tl -Uy)-QQ-0pu, °
Vs=U,
insgesamt also
W, W 17, Us, ... fir W < Uy,
(Vi Vo Voo Vi) = 4 i U U Y (3.38)

(U1 + (1 - Ul)UQ, Ug, U4, U5, ) fur W Z Ul.

Invarianz liegt genau dann vor, wenn (V},),,>1 dieselbe Verteilung hat wie (U,),>1.
Offensichtlich sind die Zufallsvariablen V3, V4, ... unabhéngig voneinander und haben
dieselbe Verteilung wie Us, Uy, ... . Weiter sind sie nach Konstruktion auch unabhéan-
gig von V; und V5. Es ist daher lediglich zu zeigen, dass die gemeinsame Verteilung

von V; und V5 mit der von U; und U, iibereinstimmt.

Um die gemeinsame Verteilung von V;, V5 zu bestimmen, schreiben wir diese als

Summe von zwei Termen:

PVi<l—aVa<l=b=PWVi<l—aVa<l—bW <U) (3.39)
+PVi<l—a,Vo<1=0bW >1U).

u,—w
1-w

Der erste Term lasst sich unter Verwendung von V; = W und V, =
1-be1—-U; > (1 —W)bumschreiben zu

<

PVi<l—aVo<1—=0bW <U)
=P1-W>a1-W>1-U; > (1-W)b),
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3 Die Poisson-Dirichlet-Verteilung

was sich wiederum als Integral darstellen lasst:
:/P(l—W>1—U1 >(1=W)b|1-W =u)dP'""(u)
1
= / F(u) — F(bu) dG(u). (3.40)

Der zweite Term lasst sich analog mit V}, = U1+ (1-Uy)Us < 1—a < (1-U;)(1—

Us) > a und Vo = Us umformulieren zu

PWVi<l—a,Va<1=0bW >U))
=P(1-U)1-Us)>a,1-Us>b1-W <1-U)
=(1-FO)P(1-U>a/(1-U),1-W <1-U).

Dies kann ebenfalls als Integral dargestellt werden:

= (1—F(b))/1P(1 Uy >a/(1-Up),1 =W <1-U;|1-U =u)dP"" (u)
=(1- F(b))/ (1 = Flau™)G(u) dF (u). (3.41)

P(Vi <1—a,Va < 1—0) ist also gleich der linken Seite der Integralgleichung.
Andererseits gilt

PUy <1—=a,Uy<1=b)=(1-F(a))(1—F(b)),
und die Aussage des Lemmas folgt. O]

Beweis des Satzes. Da nach Voraussetzung die Zufallsvariablen W, Uy, Us, ... alle
B(1, 0)-verteilt sind, ergibt sich fir die Verteilungsfunktionen der inversen Zufallsva-
riablen 1 =W und 1 —-U,,, n > 1

1

Fu) = Gu) = P(1 — W < u) = / oo (x) dA(z)

(1-w)

= /(1 0(1 —2)"~1 d\(z)

1—u)
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3.7 Invarianz unter CCF

Damit folgt
F(u) — F(bu) = u’(1 = b%) = F(u)(1 — F(b)),

und die Integralgleichung (3.36) nimmt nach Division durch 1 — F(b) die Form
1 1 1
/ F(u) dG(u) +/ G(u) dF(u) =1— F(a) + / F(au )G (u) dF(u) (3.42)

an. Die linke Seite lasst sich partiell integrieren zu [GFLIL =1—-G(a)F(a), und wir

konnen die Gleichung weiter umformen zu

/ Flau=)G(u) dF(u) = F(a)(1 — G(a). (3.43)

/ F(au )G (u) dF(u) = F(a)/ dF(u) = F(a)(1 — F(a)) = F(a)(1 — G(a)).

Fir die genannte Wahl von W und (U, ),>; ist die Integralgleichung (3.36) also

offenbar erfiillt, und mit Lemma 3.20 folgt die Invarianz. O

Dieses Ergebnis gilt es nun von der W-Split-Merge-Transformation auf die CCF-

Transformation zu tibertragen. Dies gelingt mittels des folgenden Satzes (vgl. [18],

(4.1)):

3.21 Satz. Seien (pp)n>1, (P))n>1 € Q1 und seien (Gn)n>1, (¢€))n>1 € As. Dann
gilt fir die Transitionsmechanismen des CCF-Prozesses und des W -Split-Merge-
Prozesses mit W ~ U|0, 1] folgendes Diagramm.:

(Pn)nz1 (Ph)nz1 (3.44)

SBP \H sort T sort

W -Split- Merge ,

(qn)n>14> n n>1-

Beweis. Wir zeigen, dass die Hintereinanderausfithrung von SBP, W-Split-Merge
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und sort der Ausfithrung von CCF auf €2, entspricht. Den zugehorigen Ubergangskern
fiir Ersteres bezeichnen wir mit Py, den fiir Letzteres mit P.

Wir betrachten zunéchst einen Split-Ubergang (p,)n>1 — (pl,)n>1. Fiir CCF
erhalten wir nach Konstruktion P(p;; split) = p?. Fiir Py gilt: Die Wahrscheinlichkeit,
dass p; durch SBP an den Anfang der Partition gesetzt wird (also ¢; = p;), ist gerade
p;. Zur Aufteilung des ersten Abschnitts unter W-Split-Merge kommt es auf {W < p;},
was nach Konstruktion ebenfalls die Wahrscheinlichkeit p; hat. Die nachfolgende
sort-Operation hat keinen Einfluss mehr auf die Zusammensetzung der Partition,

lediglich auf die Anordnung. Es ergibt sich also
Py (pi; split) = p? = P(p;; split).

Fiir die Bruchstiicke gilt: Bei CCF wird p; in zwei neue Abschnitte up; und (1—u)p;
mit u ~ U|0, 1] aufgeteilt. Bei W-Split-Merge wird p; in W und p; — W aufgeteilt.
Bedingt auf {W < p;} ist W gleichverteilt auf [0, p;]. Wir erhalten also in beiden
Fallen dieselbe Verteilung der Bruchstiickléngen.

Beim Merge-Ubergang gilt P(p;, p;; merge) = p;p;. Fiir Py erhalten wir: Die
Wahrscheinlichkeit, dass p; durch SBP an den Anfang und p; an die zweite Stelle
Pi 7Zur Vereinigung

l_pz
von p; und p; unter W-Split-Merge kommt es auf {W > p;}. Dieses Ereignis hat die

der Partition gesetzt wird (d. h. (q1,¢q2) = (pi,pj)), betragt p;
Wahrscheinlichkeit 1 — p;, und wir erhalten somit

Pw (p;, pj; merge) = p;p; = P(p;, pj; merge).

Alle anderen Abschnitte werden nicht veréndert, allenfalls umgeordnet. Da sowohl
bei CCF als auch bei der Hintereinanderausfithrung SBP, W-Split-Merge und sort
als Letztes die ganze Partition nichtaufsteigend angeordnet wird, ist dies unerheblich.

Die Verteilungen nach der Transition stimmen in beiden Féllen iiberein. ]

Es ist offensichtlich, dass eine invariante Verteilung fiir die untere Transition nach
entsprechender Transformation durch SBP bzw. sort eine invariante Verteilung fiir
die obere Transition liefert. Wie bereits gezeigt, ist die GEM (6)-Verteilung invariant
unter W-Split-Merge mit W ~ (1, 6) (mit 6 > 0, vgl. Satz 3.19). Wahlen wir nun
6 =1, so gilt 5(1,0) = U|0, 1]. Aus dem vorhergehenden Satz in Kombination mit
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Satz 3.15 und Korollar 3.17 erhalten wir schlief$lich:

3.22 Korollar. Die Poisson-Dirichlet- Verteilung mit Parameter 6 = 1 PDy ist

invariant unter der CCF-Transition auf €.
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4 Kopplung von DCF und CCF

Um die Eindeutigkeit der invarianten Verteilung von CCF durch Riickgriff auf die
eindeutige invariante Verteilung von DCF™ zu zeigen, miissen wir eine geeignete
Beziehung zwischen beiden Prozessen herstellen. Wir approximieren dazu eine kon-
tinuierliche Partition durch eine (mit dem Faktor 1/n skalierte) diskrete Partition
und verwenden diese Partitionen als Startpartitionen fiir einen CCF- und einen
DCF(™-Prozess auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum. Die Transition
dieser Prozesse wird so gewahlt, dass sich in der kontinuierlichen und in der diskreten
Partition moglichst ahnliche Ubergénge ergeben. Haben wir fiir die Startpartitionen
zudem noch eine Kontrolle tiber die Anzahl der kleinen Abschnitte, so erhalten wir
schlielich das folgende Ergebnis (vgl. [7], S. 919):

4.1 Theorem. Fir alle ;n € My (1) und alle o« < 1/2, die

|3 vt ) < 0 (4.1)
D>
erfillen, lassen sich fir alle n > 1 eine CCF-Markov-Kette (p(k))k>0 mit An-
fangsverteilung p und eine DCF™ -Markov-Kette (£(k))xso auf einem gemeinsamen

Wahrscheinlichkeitsraum mit Wahrscheinlichkeitsmafs Q,(L") definieren, so dass gilt

lim QEL”) [Neoy >n°] =0 firallel>pB>a (4.2)

n—oo

n—od

} =0 firale0<p<1/2, (4.3)

1

wobei ELn) den Erwartungswert beztiglich QEL") bezeichnet.

Die Kontrolle iiber die Anzahl der kleinen Abschnitte in der Startpartition von CCF

in Gleichung (4.1) setzt sich fort zu einer entsprechenden asymptotischen Aussage
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4 Kopplung von DCF und CCF

iiber die Startpartition des DCF(™-Prozesses (Gleichung (4.2)). In Gleichung (4.3)
findet sich das eigentliche Kopplungsresultat: Die mittlere Abweichung der beiden
Prozesse zu einem Zeitpunkt kleiner \/n verschwindet fiir n — oo.

Um den Beweis zu erbringen, werden wir zunéchst den gemeinsamen Zustandsraum
einfithren und dann die Konstruktion der Markov-Kette darauf beschreiben, die uns

einen CCF- und einen diesen approximierenden DCF(™-Prozess liefert.

(n)

cde

4.1 Der gemeinsame Zustandsraum )
Als gemeinsamen Zustandsraum wéhlen wir

Q.= {(c,d,e)| c: [0,n) — Z messbar, Z\c([0,n)) unendlich, (4.4)
d:{1,....n} — Z, e {0,1}}.

)

. enthélt gleichsam eine um den Faktor n skalierte konti-

Jedes Element von Qg
nuierliche Partition des Einheitsintervalls sowie eine diskrete Partition: ¢ ist eine
Labelfunktion, die Borel-Mengen von [0,n) ganze Zahlen als Label zuordnet. Eine
Partition p € €); erhalt man daraus durch die Funktion

e o Qq, (4.5)

cde

die jedem Label k € Z das Lebesgue-Ma$ der Urbildmenge in [0, n) zuordnet (skaliert
mit dem Faktor 1/n) und diese Werte anschlieBend nach nichtaufsteigender Grofie
sortiert, d. h.

ro(e,d, e) = sort ((%)}\(cl({k})))kez). (4.6)

Hierbei bezeichnet A das Lebesgue-MaB und sort((z;);>1) wiederum die Sequenz,
die man erhélt, wenn man die x; nach nichtaufsteigender Groflie anordnet, wobei
alle Eintrage gleich null ignoriert werden, falls unendlich viele positive x; vorhanden
sind (vgl. auch S. 27). Zwei Punkte x,y € [0,n) gehoren damit genau dann zum
selben Abschnitt in der Partition von [0,n), wenn ihre Labels tibereinstimmen, also
c(x) = c(y) gilt.

d stellt ebenfalls eine Labelfunktion dar, die den diskreten ,,Atomen“ 1, ..., n ganze
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4.2 Approximation von kontinuierlichen Partitionen durch diskrete

Zahlen als Label zuordnet. Eine (diskrete) Partition wird hieraus in ganz analoger
Weise mittels einer Funktion
ma: QU — P, (4.7)

cde

gewonnen, die die Anzahl der zu jedem k € Z gehorigen Punkte berechnet und diese

Werte anschliefend nach nichtaufsteigender Grofle sortiert:
ma(c, d, e) == sort ((#d_l({k}))kez)' (4.8)

Der Kopplungsindikator e zeigt schliellich an, ob Kopplung zwischen kontinuier-
licher und diskreter Partition besteht (e = 0) oder nicht (e = 1). Dabei bedeutet
,Kopplung“ nicht, dass bspw. die l;-Abweichung zwischen 7.(c, d, e) und %ﬂd(c, d,e)
beschrankt ist oder die Partitionen gar identisch sind. Vielmehr definieren wir die
beiden Partitionen als gekoppelt, solange wir begriindeterweise annehmen koénnen,
dass die Partitionen einander ausreichend dhneln. Was im Einzelnen darunter zu

verstehen ist, werden wir im Abschnitt 4.3 darlegen, wenn wir die Markov-Kette auf
Q™

o €infithren und der Indikator e seine eigentliche Bedeutung erlangt.

4.2 Approximation von kontinuierlichen Partitionen
durch diskrete

Fiir die angestrebte Kopplung von CCF- und DCF™-Prozess ist es wichtig, die
Partitionen so zu wéahlen, dass sie eine gewisse Ahnlichkeit zueinander aufweisen.
Zu einer gegebenen kontinuierlichen Partitionen p € {2; werden wir daher nun eine
diskrete Partition konstruieren, die p approximiert. Dies geschieht mithilfe zweier
Funktionen ¢ und d, die so gewéhlt werden, dass 7.(c,d, e) = p gilt und my(c, d, e)
eine diskrete Approximation der skalierten Partition np € n{); darstellt. Das Finden
von ¢ und d bewerkstelligt fiir n € N eine Funktion

o™ = (o o{ 0): 0, — Q) (4.9)

cde*
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4 Kopplung von DCF und CCF

<I>§”) (p) ordnet jedem Abschnitt np; von [0,n) das Label j zu:

Z-] [0,np;) —&-nz2 1])1( ) T e [0,71) (410)

ji>1

Anhand der Definition ist unmittelbar klar, dass 7, (@g") (p), q)én) (p),0) = p gilt. Die
Funktion @é”) (p) approximiert, indem sie an der Stelle m das Label von <I>§”) (p) an

der Stelle m — 1 iibernimmt:
o (p)(m) = (p)m —1), me{l,...,n}. (4.11)

Die so gewonnene Funktion d := @g") (p) ist so zu verstehen, dass das Label fiir
das Atom m auf das Intervall (m — 1,m| C (0,n] ausgedehnt anzusehen ist. Wir
erhalten dadurch eine diskrete Partition von (0, n], die direkt mit der kontinuierlichen

Partition ¢ := <1>§”) (p) verglichen werden kann'. Dies ist in der folgenden Abbildung

a\\@\\\\\\\\

Abbildung 4.1: Approximation einer kontinuierlichen Partition ¢ = <I>§n) (p) durch eine
diskrete Partition d = q)gn)(p) (fir n = 12 und ein p € Q). Die Pfeile

deuten an, wie die Labels von c fiir d ibernommen werden.

Die dritte Komponente von ®® ist der Wert des zu ®' (p) und ®" (p) gehérenden
Kopplungsindikators. Dass dieser fiir alle p € €y gleich null ist, bedeutet, dass die
zugehorigen Partitionen immer als gekoppelt definiert werden. Dies ist offenbar
sinnvoll, da durch die Approximation in der Tat Ahnlichkeit zwischen den Partitionen
besteht.

'Es wird hier nicht immer genau unterschieden, welcher Typ Intervallgrenze, d.h. offen oder
geschlossen, vorliegt. Dies ist aber flir die im Folgenden eingefithrten Wahrscheinlichkeiten ohne
Belang.
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4.3 Markov-Kette auf QS;Z;

Ist nun auf £2; ein Wahrscheinlichkeitsmafl 1 gegeben, so erhalten wir vermoge
®(™) daraus ein Bildma$ (vgl. [2], S. 22)

1 = o™ (4.12)

das wir im Folgenden mit Qfln) bezeichnen. Mit p ist thn) ebenfalls ein Wahrschein-
lichkeitsmaf.

4.3 Markov-Kette auf Q"

cde

(n)

cde

zu definieren. Diese Kette wird so gewihlt, dass in ihr ein CCF- und ein DCF™-

Prozess mit moglichst analoger Transitionen in dem Sinne ,enthalten“ sind, dass die

Nun stehen alle Hilfsmittel bereit, um auf ;. eine Markov-Kette (cx, di, ex)r>0

Projektionen 7. und m; durch
p(k) == me(ck, di,er) und (k) := mq(ck, di, ex) (4.13)

eine CCF-Markov-Kette (p(k))r>o auf €, sowie eine DCF™-Markov-Kette (£(k))r>0
auf P, liefern. Das Ziel hierbei ist, dass die ¢(k) den p(k) moglichst dhnlich sind. Wir
sagen, dass Kopplung zwischen beiden Prozesse besteht, solange wir davon ausgehen
kénnen, dass (k) und p(k) einander hinreichend ahnlich sind. Auskunft iiber den
Kopplungszustand gibt das ,,Fahnchen“ e, (= 0 fir gekoppelt bzw. = 1 fiir Kopplung
zusammengebrochen).

Die Definition von (cg, dg, ex)r>o ist nun wie folgt: Als Anfangsverteilung wahlen
wir das oben beschriebene Q,(Ln). Damit liegt nach Wahl von ® im Anfangszustand
immer Kopplung vor: Startet unser Prozess im Zustand (cg, do, eg) := ®™(p) fiir ein
p € Qy, so ist die Projektion £(0) = 74(®™(p)) eine diskrete Approximation von p;

beide Partitionen sind sich also hinreichend dhnlich.
(n)

Den Ubergangskern von (c, di, ey )r>o0 auf Qede

wéahlen wir gerade so, dass die

beiden Projektionen 7. und 7y einen CCF- bzw. DCF(™_Prozess liefern. Hierzu
(n)

c,d,e

gilt es, die in Kapitel 2 beschriebenen Split-Merge-Prozesse entsprechend auf €2
umzusetzen.

Ist (c,d,e) ein beliebiger gegebener Zustand, so sei (¢, d, ) der Zustand, zu dem
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4 Kopplung von DCF und CCF

der Prozess als Néchstes springt. Wir beschreiben zunéchst die Konstruktion fiir

2 ¢. Seien dazu & und & zwei unabhéngige, auf [0,n)

die kontinuierliche Partition
gleichverteilte Zufallsvariablen. Die neue kontinuierliche Partition ¢ wird dann wie

folgt definiert:

Falls ¢(&1) # (&), gelte

c(&), falls c(x) = (&),
o(a) = (&), falls ¢(z) = ¢(&2) (4.14)

c(x), sonst,
und falls ¢(&;) = ¢(&2), gelte

o(a) = neu(c,d), falls ¢(x) = c¢(&§) und = > &, (4.15)
c(x), sonst.

neu(c, d) bezeichne hierbei ein beliebiges £ € Z mit k ¢ ¢([0,n)) Ud({L,...,n}).
Nach Wahl von c ist es immer moglich, ein solches & zu finden.

Erhalten also die Punkte &; unter ¢ verschiedene Labels, so werden die beiden zuge-
horigen Urbildmengen ¢! ({c(&1)}) und ¢! ({c(&2)}) zusammengefiigt und erhalten
beide das Label ¢(&;) (Merge).

Erhalten hingegen die Punkte & unter ¢ dasselbe Label, so wird die zugehorige
Urbildmenge ¢ *({c(&1)}) = ¢ ({c(&2)}) aufgeteilt (Split). Als Teilungspunkt wird
& wiederverwendet, der bedingt auf c¢(§) = k fir ein &k € Z gleichverteilt ist
auf ¢! ({k}). Der links von & liegende Teil behélt sein Label, wihrend der rechts
von & liegende Teil ein neues Label k£ erhalt. Welchem Teil der Teilungspunkt
selbst zugeschlagen wird, ist unerheblich, da er eine Lebesgue-Nullmenge bildet; wir
vereinbaren, dass er dem linken Teil angefiigt wird.

Es bleibt noch nachzuweisen, dass (p(k))x>0 ein CCF-Prozess ist: Die Wahrschein-
lichkeit, dass durch & der i-te Abschnitt in 7.(c,d, e) ausgewahlt wird, ist gerade

2 Wir werden im Folgenden nicht immer exakt zwischen den Labelfunktionen ¢, d und den von ihnen
erzeugten Partitionen 7., w4 unterscheiden, und, wenn keine Verwechselungen zu befiirchten
sind, ¢ und d selbst als ,,Partition“ bezeichnen.
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4.3 Markov-Kette auf 92’52

&1 &
} !
¢ 1 2 3, | 4 |5]6|7
| |
| |
dl 1|11 |1 1212|213 3]|4]F¢6
| |
¢ 1 2 4 |5]6(7
dlt 11|11 2|2|2|2]2]4]F6

Abbildung 4.2: In den Partitionen ¢ und d findet ein Merge-Ubergang statt: Die Abschnitte
mit den Labels 2 und 3 werden vereinigt.

A(c™1({i}))/n, was mit (7 (c,d,e)); iibereinstimmt, da 7.(c,d, e) ja bereits sortiert
ist. Dieselbe Uberlegung gilt fiir &. Damit ist gezeigt, dass das Auswihlen der
Abschnitte langenverzerrt vonstatten geht.

Je nachdem, ob verschiedene Abschnitte oder zweimal derselbe ausgewahlt wird,
werden entweder zwei Abschnitte mit den Langen N(c™'({c(&)})) u. A ({c(&2)}))
zu einem Abschnitt der Lange N ({c(&1)})) + M ({c(&)})) = A ({c(&)}))
zusammengefiigt, oder es wird ein Abschnitt der Lange (¢! ({c(&1)})) in zwei
Abschnitte mit den Langen A(¢7!({c(&)})) und A(e™ ! ({neu(c, d)})) aufgeteilt.

Wir miissen noch zeigen, dass der Split-Ubergang den betreffenden Abschnitt
gleichméBig aufteilt: Dies ist jedoch sofort klar, da die Gleichverteilung eingeschrénkt
auf ¢! ({c(&)}) wiederum eine Gleichverteilung auf dieser Menge liefert.

Damit ist gezeigt, dass (p(k))r>o ein CCF-Prozess ist.

Als Néachstes ist nun die Konstruktion fiir die diskrete Partition d vorzunehmen.
Die neue Partition d wird folgendermaflen definiert; wie bereits erwihnt, wird das
Label des Punktes m im Sinne der Approximation der kontinuierlichen Partition

mittels der obere Gauflklammer [ -] auf das Intervall (m — 1, m] ausgedehnt:
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4 Kopplung von DCF und CCF

Falls d([&:]) # d([&2]), gelte

oy o AT, Rl dm) = d(Tes]), 1)

d(m),  sonst,

und falls d([£1]) = d([€2]) und [&1] # [€2], gelte

neu(c,d), falls d(m)=d([&]) und m > [&]

d(m) = oder m = [&] wnd & < |¢] + £LUAGDILE] - (4.17)

d(m), sonst.

Erhalten also die Punkte [£;]| und [&] unter d verschiedene Labels, so ist die
Konstruktion analog zu der im kontinuierlichen Fall: Die beiden zugehorigen Urbild-
mengen d ' ({d([£])}) und d71({d([&])}) werden zusammengefiigt und erhalten
beide das Label d([&;]) (Merge).

Erhalten hingegen die Punkte [{;| unter d dasselbe Label, so ist das Vorgehen
komplizierter als im kontinuierlichen Fall, was darin begriindet zu sehen ist, dass zum
einen das Teilungsatom keine (Zahlmaf)-Nullmenge mehr darstellt. Zum anderen
kann es passieren, dass nicht gesichert ist, dass ein aufzuspaltender Abschnitt aus

mehr als einem Atom besteht:

Stimmen zwar die d-Labels der Punkte iiberein, nicht aber die gewéhlten Atome in
{1,...,n}, so besteht die zugehorige Urbildmenge d~*({d([&1])}) = d ' ({d([&])})
aus mindestens zwei Atomen und kann somit aufgeteilt werden (Spht). Als Tei-
lungsatom wird wie im kontinuierlichen Fall [&;] wiederverwendet, das bedingt auf
d([&1]) = k fiir ein k € Z gleichverteilt ist auf d~'({d([&;])}). Der links von [&;]
liegende Teil behélt sein Label, wihrend der rechts liegende Teil ein neues Label
neu(c, d) erhélt. Welchem Teil das Teilungsatom selbst zugeschlagen wird, ist nun
von entscheidender Bedeutung; die Konstruktion (4.17) ist so gewéhlt, dass es so-
wohl links als auch rechts zugeschlagen werden kann, und zwar genau so, dass die
Aufteilung wie fiir den DCF™-Prozess gefordert erfolgt, was wir weiter unten noch

naher ausfuihren werden.

Im Falle, dass sowohl derselbe Bereich als auch dasselbe Atom gewahlt wird, d. h.
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4.3 Markov-Kette auf 92’52
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Abbildung 4.3: In den Partitionen ¢ und d findet ein Split-Ubergang statt: Der Abschnitt
mit dem Label 1 wird in zwei Abschnitte mit den Labels 1 und 0 = neu(c, d)
aufgespaltet.

d([&]) = d([&]) und [&] = [&], ist nicht mehr sichergestellt, dass der Bereich
sinnvoll aufgeteilt werden kann, da er u. U. nur aus einem Atom besteht. In diesem
Falle werden & und & verworfen, und es wird eine , Ersatzziehung* durchgefiihrt.
Dazu verwenden wir zwei Zufallsvariablen (; und (5, die unabhéngig von &, & und
allen anderen Zufallsvariablen zu wéhlen sind. Weiter seien ((, (2) gleichverteilt auf
[0,n)*\Uj_,[7 — 1,4)?, es werden also zwei zuféllige Atome ohne Zuriicklegen aus
{1,...,n} gewahlt. Die neue Partition d wird dann wie oben definiert, wobei ((i, (2)
fiir (&1, &) einzusetzen ist. Nach Konstruktion ist nun der Split-Ubergang in jeden
Fall sinnvoll durchfithrbar.

Es bleibt noch nachzuweisen, dass (£(k))gso ein DCF(™-Prozess ist: Die Wahr-
scheinlichkeit, dass durch [&;] bzw. [(1] der i-te Abschnitt in 7,4(c, d, e) ausgewéhlt
wird, ist gerade #(d~1({i}))/n, was mit (w4(c, d, k)); iibereinstimmt, da 7.(c,d, k)
ja bereits sortiert ist. Dieselbe Uberlegung greift auch fiir [£5] bzw. [(»]. Damit ist
gezeigt, dass das Auswahlen der Abschnitte mit den korrekten Wahrscheinlichkeiten
geschieht. Durch die, wenn notwendig, zur Anwendung kommende ,,Ersatzziehung*

ist zudem sichergestellt, dass das Auswéhlen der beiden Abschnitte wie gefordert
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4 Kopplung von DCF und CCF

ohne Zuriicklegen stattfindet.

Je nachdem, ob verschiedene Abschnitte oder zweimal derselbe ausgewahlt wird,
werden entweder zwei Abschnitte mit den Langen #d~1(d([£1])) und #d~1(d([&2]))
zu einem Abschnitt mit der Lange #d1(d([&1])) + #d~1(d([&])) = #d 1 (d([&1]))
zusammengefiigt oder es wird ein Abschnitt mit der Lange #d~1(d([&])) in zwei
Abschnitte mit den Lingen #d~1(d([&])) und #d(d(neu(c,d))) aufgeteilt.

Wir miissen nun nur noch zeigen, dass der Split-Ubergang dergestalt ist, wie fiir
DCF®™ gefordert. Dies ldsst sich einfach nachrechnen; wir fithren diese Rechnung
mit den &; durch, im Falle der Ersatzziehung sind dafiir die (; einzusetzen, was aber

an dem Ergebnis nichts andert.

Wir nehmen zunéchst an, dass die Atome der Menge d~'({d([&;])}) nicht tiber
die ganze Menge {1,... n} verteilt sind, wie es iiblicherweise der Fall sein wird,
sondern am linken Ende konzentriert sind: d~*({d([&1)}) = {1,... a} mit a :=
#d 1 ({d([&])}). Geméa Definition wird diese Menge genau dann in die Mengen
{1,...,7} und {j + 1, ... n} aufgeteilt, wenn entweder j Teilungsatom ist und der
linken Menge zugeschlagen wird, d. h. falls gilt?

#{1,...,a}N[1,&]))

. Y
[(&] =7 und & > &)+ Y TR — =] 1+—a_1,

oder wenn j + 1 das Teilungsatom ist, aber der rechten Menge zugeschlagen wird,

also falls gilt

. #({17 s 7(1} N [1?51]) - ]
= 1 d < = _—
[Gl=j+1 md & <la)+ = a—"r 1 =i
Dies lasst sich zusammenfassen als
. Jj—1 . J
J—1l+—= <4<+ ——
a—1 a—1
) — 1 . — 1 a
= j—1~|—‘7—§€1<]—1+]—+ :
a—1 a—1 a-—-1

Die Wahrscheinlichkeit fiir dieses Ereignis, bedingt auf {&; € [0,a)}, ist also gerade

3Der Fall [£;] = & wird hier und im Folgenden nicht weiter betrachtet, da seine Wahrscheinlichkeit
verschwindet.
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4.3 Markov-Kette auf QS;Z;

ﬁ. Das bedeutet, dass die a — 1 Méglichkeiten, die Menge {1, ..., a} aufzuteilen,

alle dieselbe Wahrscheinlichkeit, namlich ﬁ, haben.

Der allgemeine Fall, wo d~'({d([£1])}) eine beliebige Menge ist, ist etwas aufwéin-
diger zu handhaben, kann jedoch analog gezeigt werden, weshalb wir hier darauf

verzichten.

Der Split-Ubergang verliuft also wie gefordert, und (¢(k))x>o ist damit ein DCF -

Prozess.

In den Abbildungen 4.2 und 4.3 sind ein Merge- bzw. ein Split-Ubergang in den

Partitionen ¢ und d dargestellt.

SchlieBlich bleibt noch der Kopplungs-Indikator e zu definieren, dessen néachster

Zustand e wie folgt festgesetzt wird:

1, falls e(&1) # d(&) oder ¢(&) # d(&) oder [&1] = [&],

0 sonst.

(4.18)

o
Il

Das bedeutet: Per Definition von ®™ sind die Prozesse im Anfangszustand gekop-
pelt (vgl. Gleichung (4.10)). Ob diese Kopplung nach einem Ubergang zum néchsten
Zustand immer noch besteht, hangt davon ab, ob wir davon ausgehen konnen, dass
der Ubergang von kontinuierlicher und diskreter Partition ausreichend &hnlich ist:
Dies ist der Fall, wenn in beiden Partitionen korrespondierende Abschnitte aufgeteilt
bzw. vereinigt werden. In allen anderen Féllen, d.h. wenn nicht korrespondieren-
de Abschnitte ausgewéhlt werden (c(&;) # d(&1) bzw. (&) # d(&)) oder wenn
DCF™-Split nicht korrekt ausgefithrt werden kann und auf die Ersatzziehung zuriick-
gegriffen werden muss ([&] = [£2]), ist nicht mehr gesichert, dass kontinuierliche
und diskrete Partition noch ausreichend ahnlich sind; die Kopplung wird dann als
zusammengebrochen definiert. In Abbildung 4.4 sind die verschiedenen Moglichkeiten

der Entkopplung illustriert.

Wir setzen schliefSlich
T:=inf{k >1:¢, =1} (4.19)

fir die Entkopplungszeit der beiden Prozesse (p(k))r>o und (€(k))g>o0. Es ist offen-

sichtlich, dass 7 nach Konstruktion eine Stoppzeit ist.
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Abbildung 4.4: Zwei Situationen, in denen es zur Entkopplung kommt: In d wird zweimal
dasselbe Atome gewihlt (£1,&2) bzw. in ¢ und d werden nicht korrespondie-
rende Abschnitte ausgewéhlt (£1,&5).

4.4 Beweis des Theorems

Beweis von (4.2). Um fir n € N und p € O die Gesamtanzahl Ny der Abschnitte
in £(0) = my(®™(p)) abzuschitzen, machen wir uns zunutze, dass alle Abschnitte in
p mit p; < 1/n in der skalierten Partition np eine Gesamtldnge von ) .o, npilinp,<1}
einnehmen und daher nach Konstruktion hochstens zu [2121 npil{npi;}J Abschnit-

ten (jeweils mit der Lénge eins) in ¢(0) fithren kénnen. Allgemein gilt zunéchst

Ny = #@5”) (p)({1,...,n}) . (4.20)

~
Anzahl der verschiedenen Bildpunkte
(Labels) von {1,..., n}inZ

Die p; mit p; > 1/n haben unter der Skalierung mit n eine Lénge > 1 und fithren
daher alle jeweils zu einem Bildpunkt in Z; den Rest schatzen wir wie oben ab
(v < 1/2):

New) €Y (Linpes1y + npilgupi<y)

i>1

<D (0 Lpupiz1y + (09) " Lapicy)

i>1
— ey (4.21)

i>1

(n)

cde

Unter Verwendung des Transformationssatzes (vgl. [2], S. 57) fiir ™ : Q; — Q
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4.4 Beweis des Theorems

und mithilfe der Voraussetzung [ 2121 ps dp < oo erhalten wir

1

- "
e B Weao] = 15 | Nratea Q) (d(c,d, )

cde

1

= Nfrd(@(n)(p)) M(dp>
n Q

S/ > pfdp < oo,
Q

1>1

also
E [Ny,] = O(n®). (4.22)

Der Ubersichtlichkeit halber schreiben wir El(tn) [Ng(o)] fir E,Sn) [N,r d(.)]. Dank der
Markov-Ungleichung ergibt sich

Q/(Ln) [Ng(o) > nﬁ} < niﬂE/(Ln) [Ng(o)] = O(nai )
und damit fir alle 8 > «

QEL”) [Ny >n’] — 0 fiir n — oc. (4.23)

Beweis von (4.3). Wir bezeichnen mit

pr = AN{z €[0,n): cr(z) #d([2])}), k>0 (4.24)

die Abweichung von ¢, und di, also das Mafl der Teilmenge von [0,n), wo die
Labels der kontinuierlichen und der diskreten Partition nicht iibereinstimmen. In
der diskreten Partition wird dabei — wie bereits erwidhnt — das Label des Atoms
k als Label fir das Intervall [k — 1, k) interpretiert. Fur £ = 0 erhalten wir den
Rundungsfehler, der durch die Approximation von ¢y durch dy entsteht; seine Grofie
ist gerade die Lénge des grau eingefarbten Bereichs in Abbildung 4.5.

Nun ist klar, dass gemafl Konstruktion jeder Abschnitt in dy hochstens eine

Abweichung der Lange eins gegeniiber ¢y hervorrufen kann, wir erhalten also

Po < Neo)- (4.25)
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4 Kopplung von DCF und CCF

Abbildung 4.5: Eine kontinuierliche Partition ¢ und eine diskrete Partition d. Die graue
Unterlegung kennzeichnet den Bereich, in dem die Labels von ¢ und d nicht

ubereinstimmen.

Solange ¢; und dj noch gekoppelt sind, d. h. solange k < 7, kann p; in jedem Schritt
hochstens um 1 zunehmen: Bei einem Merge-Ubergang nimmt p;, iiberhaupt nicht
zu, sondern allenfalls ab. Bei einem Split-Ubergang wird die kontinuierliche Partition
bei & unterteilt, die diskrete Partition hingegen bei |£;] bzw. bei [£]; der neu

entstehende Fehler betragt also maximal
A((L&]), T&l]) = 1.
Es folgt pr+1 < pr + 1 fiir £ < 7 und damit induktiv

pr < po+ k auf dem Ereignis {k < 7}. (4.26)

Wir wollen nun die mittlere {;-Abweichung von p(k) und ¢(k)/n zum Zeitpunkt
k := |n”]| abschétzen. Da fiir q,§ € ; stets |¢ — |1 < 2 gilt, ergibt sich:

")) ]

B oty - AL
nB
(Lt - D

Q'
1

nﬂ ng
- e e K AR N (LR
{r>|nf]|} n 1 (r<|nf]} n )
B
= /{ >nf]) Pln)) - mn . @ +2/1{TSW’J} dQy
= e ) p([n”]) — E(LZ/BD dQ +2Q5 [r < [n”]]. (4.27)
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4.4 Beweis des Theorems

Wir zeigen, dass fiir n — oo beide Terme verschwinden. Dies ist letztlich darauf
zuriickzufiihren, dass mit grofler werdendem n die Approximationsgiite verbessert
wird, wodurch sowohl die Abweichung zwischen beiden Prozessen als auch die Wahr-
scheinlichkeit einer Entkopplung sinken.

Wir schétzen zunéchst den ersten Term ab. Dazu bendtigen wir das folgende

Lemma:

4.2 Lemma. Fir zwei Folgen nichtnegativer reeller Zahlen p = (p;)i>1 und q¢ =

(gi)i>1 mit endlicher ly-Norm gilt

[p = aly = [sort(p) — sort(g)]s. (4.28)

Beweis. Wir fiihren sort zunéchst fiir p aus; ¢ ordnen wir in analoger Weise um. Der
Wert von |p — ¢|1 = Y .~ [pi — ¢;| éndert sich dadurch nicht, da alle Summanden
positiv sind und die Rei_he somit absolut summierbar ist. Der Einfachheit halber
bezeichnen wir die so umsortierten Folgen wiederum mit p und gq.

Nun sortieren wir ¢; dazu suchen wir das grofite Element, etwa ¢, und vertauschen

es mit dem ersten Element der Folge, ¢;. Wir zeigen nun

D1 — @1| + Pn — @nl < |P1— @l + P — @1l (4.29)

Da die Gleichung symmetrisch in p und ¢ ist, geniigt es, die folgenden Félle zu

betrachten (andernfalls vertausche p; < ¢, und p, < ¢):

Lp1 2 pn 2 @n = qu: Es folgt [pr — 1| = [p1 = anl + g0 — qa| und [pn — gu| =
|pn — 1| — |gn — @1], also gilt Gleichheit in (4.29).

2. p1 2 Ggn 2 pn = qu: Es folgt [p1 — q1] = [p1 — ¢ul + |¢n — @] und |pn — ¢a| =
lpn — 1| = |gn — @1, Gleichung (4.29) ist erfiillt.

3. p1 > qn > qu > pp: Es folgt |p1 — q1] > |p1 — ¢n] und |p, — gul > |pn — @1

Induktiv lasst sich so |p — ¢q|1 > |sort(p) — sort(q)|; zeigen, allerdings nur fir
Folgen ¢, die in endlich vielen Schritten sortiert werden kénnen. Um das Ergebnis
auf allgemeine Folgen ¢ ausdehnen zu konnen, definieren wir zunachst fir N € N den

Operator sorty, der genau N Sortierschritte ausfiihrt, und wahlen N so grof3, dass
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4 Kopplung von DCF und CCF

Yo v Ipil <eund Y57 L |sort(q);| < e gilt fir ein € > 0. Da nach Annahme p

und g summierbar sind, ist dies immer moéglich. Somit haben wir

Z [pi — sort(q)i| < > (Ipil + | sort(q)i]) < 2e,
i=N+1 i=N—+1

und insgesamt ergibt sich

N
|p — sort(q Z ; — sort(q);| + Z |p; — sort(q);|
i=1 i=N+1
N
:Z| — sortn(q)i| + Z |p; — sort(q),]
i=1 i=N+1
< |p —sortn(q)ls + 2¢
<|p—ql1 + 2e.
Mit € \, 0 folgt sodann die Behauptung. O]

Auf dem Ereignis {|n®| < 7}, d.h. in gekoppeltem Zustand, kénnen wir die
Abweichung zwischen den Prozessen durch Ny + [n”| abschitzen (vgl. Gleichungen
(4.25) und (4.26)). Da diese Werte noch durch den Faktor 1/n riickskaliert werden
miissen, erhalten wir das gewiinschte Ergebnis. Es gilt

_ %‘ sort ((A(C;ﬁj({l})))el) — sort (( nBJ ({Z})>121>
%‘(»\(Cnlﬁj({i}>))i>l ( nﬁJ ({Z}))Z>1
_ 1! Z N (el (D) — #d L ()]

1>1

= LS A @) = 1) — A(E gy (1) = )]
% ‘ (M{x D sy (@) = 4, cpps () # dins) ([2])})

1 1

<

IA

+ A{z 2 ds) ([2]) = 4, sy () # dmﬁJ(W)})),
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4.4 Beweis des Theorems

wobei fiir die letzte Zeile |N(A) — N(B)| < 3(AN(AN B) + A(B N A°)) verwendet

wurde. Dies lasst sich weiter fortfithren zu

()| 1

p(ln"]) - < —A({z €[0,n) : cjps) () # dpps () })

3

n 1

—_

2 (po + n?))

n

(Ne(o) + [n7)),

= —Ps) S

S|I—3

und es folgt mit Gleichung (4.22)

nB
| il - L g < Lo i + 1%

1

=0 +n) -0 fiir n — oo.

Zu zeigen ist nun noch, dass auch der Term Q,(f ) [T < Lnﬁﬂ fir n — oo ver-
schwindet. Dieser gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass (p(k))r>o und (¢(k))r>o zum
Zeitpunkt |n”| bereits entkoppelt sind.

Nehme dazu o.B.d.A. an, dass a < 3 < 1/2 gilt. Andernfalls wihle 3 mit
1/2 > 3 > a und fithre die nun folgende Rechnung mit 3 durch (siehe weiter unten).

Wir iiberlegen uns fiir beliebiges k € N die Wahrscheinlichkeit, dass ein Prozess,
der im k-ten Schritt noch gekoppelt ist, im k£ + 1-ten Schritt entkoppelt: Gegeben
00, - - - » P, milssen dazu entweder &; oder & zwei verschiedene Abschnitte in ¢, und
dr auswahlen, was jeweils mit Wahrscheinlichkeit py/n geschieht, oder in dj, wird
dasselbe Atom zweimal ausgewdhlt, also [£;]| = [£2], was mit Wahrscheinlichkeit

1/n passiert:

QW [r=k+1|r >k

= QW ({c(&) # d(T&a)} U{c(&) # d([&N Y U{Ta] = [&1})
pe pi
2pi 11 (4.30)

n .

S|

< + +
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4 Kopplung von DCF und CCF

Auf dem Ereignis {py < n”} lisst sich dies weiter abschétzen

20 +1 _ 2(po+ k) +1
n n
2(n + k) +1

und fiir k := |n”] gilt iiberdies

1
< Bl 4 onf1 4 -
< Bl 4 opf~1 4 pf-l
=5nf L (4.31)

Damit erhalten wir induktiv

QL") [T >k, po < nﬁ]

:QL")({T#k}ﬂ{T> k—1,po <nﬂ})
:Qfln)[T#k|T>k—1,po<n6] 'an)[7>k—1,p0<n6}

= (I—QL")[T:k|T>k—l,p0<nﬂ])QL”)[T>k—l,p0<nﬁ}
> (1 —5nﬁ_1)QL”) [7’ >k—1,p < nﬁ}

> (1— 5nﬁ_1)kQEL") [7>0,p0 < nﬁ]
(1-— 5nﬁ_1)kQ£") [po < n”] (4.32)

mit k& = [n”] und somit insbesondere

an) [T > L”ﬁJ] > QLn) [T = Lnﬁj,po < nﬁ]
>(1- 5nﬂ’1)"ﬁQL”) [po < n”]
= ((1 — 5nﬁ71)nl—ﬁ)n267ng«L) [/)0 < nﬁ]. (4.33)

Aus der Analysis ist bekannt lim,, . (1 + %)n = e”. Da wegen 1 — 3 > 0 die Folge
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4.4 Beweis des Theorems

([n'="])n>0 eine Teilfolge von (n),>o ist, gilt somit

[n!=#8]
lim <1 + L) ="

wo 7 1]

und aufgrund der Monotonie von (1 + %)n auch

nl=p
lim (1+ * > = e”.

n—00 nl-8

Sei 6 > 0. Wahle N € N hinreichend grof}, so dass

nt=~

(1— 15 ) >0 farallen> N
nl-0

gilt. Wegen 23 — 1 < 0 folgt n?*~! \{ 0 fiir n — oo und wir erhalten

B—1

((1 - 5n6’1)n1_ﬁ)n — 1 furn — oo.

Der zweite Faktor in Gleichung (4.33) konvergiert fiir § > a wegen Gleichung
(4.23) und (4.25) ebenfalls gegen 1. Es gilt also

QL") [7>|n’]] =1 firn— .
Fiir 8 < a haben wir 3 > 3 mit 8 > a und erhalten dann wegen n’ > nf

QU [r > 1n°)] 2 QW [r > [n’)] =1 fiir n— oo,

Damit ist gezeigt, dass auch der zweite Term in Gleichung (4.27) verschwindet,

und der Beweis ist vollstandig. O

o7
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5 Gruppendarstellungen und Charaktere

Da der Beweis der schnellen DCF(™-Konvergenz Resultate aus der Darstellungstheorie
der symmetrischen Gruppe verwendet, geben wir im Folgenden eine kurze Einfithrung

in das Thema und stellen die in Kapitel 6 benotigten Ergebnisse bereit.

5.1 Darstellungen endlicher Gruppen

Die folgenden Ausfithrungen sind im Wesentlichem dem Buch von Diaconis [6], Kap. 2
entnommen.

Eine Gruppendarstellung ordnet Elementen einer Gruppe lineare Abbildungen zu.
So ist es moglich, gruppentheoretische Probleme auf Probleme der linearen Algebra

zu reduzieren.

5.1 Definition. Sei G eine endliche Gruppe. Eine Darstellung (engl. representation)
(p, V') von G ist ein Homomorphismus p von G in die Gruppe der invertierbaren linea-
ren Abbildungen eines endlichdimensionalen reellen oder komplexen Vektorraumes
v

p: G— GL(V) mit p(st)=p(s)p(t) furalles,teG. (5.1)

Der Vektorraum V wird als Darstellungsraum oder auch als G-Modul bezeichnet,
und die Dimension von V' wird auch Dimension von p genannt und mit d, bezeichnet.
Gelegentlich schreiben wir, falls keine Verwechselungen zu befiirchten sind, fiir eine
Darstellung (p, V') lediglich p.

Direkt aus der Definition folgt (id bezeichne des neutrale Element von G, I die

Einheitsmatrix)

pid) =1, p(s~') =p(s)™t firalleseG. (5.2)
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5 Gruppendarstellungen und Charaktere

Ein Untervektorraum W C V heifit stabil unter GG, wenn gilt
p(s)W C W fir alle s € G. (5.3)

Ist (p, V') eine Darstellung und W ein stabiler Unterraum von V', so heiit (p|w, W)
Subdarstellung von (p, V). Die Einschrankungen von p auf W = {0} und auf W =V
sind die trivialen Subdarstellungen. Lasst eine Darstellung keine nichttrivialen Sub-
darstellungen zu, so heifit sie irreduzibel. Die auf einem beliebigen eindimensionalen
Vektorraum V' definierte Finheitsdarstellung p(s) = I fir alle s € G ist irreduzibel
und wird mit 1 bezeichnet.

Um die Aktion von G auf V' zu betrachten, gentigt es, V' in eine geeignete direkte
Summe von stabilen Untervektorrdumen zu zerlegen und die Aktion auf den einzelnen
Summanden zu betrachten. Dabei heifit V' die direkte Summe der Untervektorraume
(W3)i=1...n, in Zeichen

V= ém,
=1

wenn gilt V=3, W; und W;N 3, W; = {0} fiir alle j. Im Spezialfall V- = W, & W,
heiflen Wi und Wy komplementir.
Wir konstruieren zunéchst ein neues Skalarprodukt: Sei (p, V') eine beliebige

Darstellung und sei (-, -); das Skalarprodukt von V. Wir setzen

(u,v) := Z(p(s)u,p(s)v)l fir u,v € V (5.4)

und erhalten so offenbar wiederum ein Skalarprodukt auf V. Dieses Skalarprodukt

ist invariant unter p(t) fir alle t € G, da gilt

(p(tyu, plt)o) =Y (p(st)u, p(st)o)r = {u, ). (5:5)

seG

Nun lasst sich zeigen:

5.2 Satz. Sei p: G — GL(V) eine lineare Darstellung von G in'V und sei W ein
Untervektorraum von V., der stabil ist unter G. Dann gibt es ein Komplement W°
von W, das ebenfalls stabil ist unter G.
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5.1 Darstellungen endlicher Gruppen

Beweis. Wir wihlen fiir W° das orthogonale Komplement W+ von W beziiglich
(«,): Wo:={veV[{v,w)y=0 Ywe W}. Dann gilt V =W & W° und wir
haben fiir beliebige v € W%, s € G

{p(s)v,w) = (v,p(s Hw) =0 fiir alle w € W

wegen Gleichung (5.5), und somit p(s)W° C W°. O

Wir sagen dann auch: Die Darstellung (p, V') ist die direkte Summe der Darstel-
lungen (p|w, W) und (p|yo, W0).

Allgemein definieren wir fiir zwei Darstellungen (p, V') und (, W) derselben Gruppe
G mit VW = {0} die direkte Summe

(0, V)@ (0, W)= (p®n, VO W) (5.6)
von (p, V) und (n, W) vermége
p @ n(s)(v,w) = (p(s)v,n(s)w) firse G, veV, weW. (5.7)

Dies ist wiederum eine Darstellung von G. Die Dimension der Darstellung betréagt
d, + d,, und (p, V') und (n, W) sind als Subdarstellungen enthalten.

In der Situation von Satz 5.2 kdnnen wir die Zerlegung verfeinern, indem wir W und
WO weiter aufteilen. Dies lasst sich induktiv so lange fortsetzen, bis V' in eine direkte
Summe zerfillt, in der die Einschrénkung von p auf jeden einzelnen Summanden eine

irreduzible Darstellung liefert. Somit erhalten wir das oben angekiindigte Resultat:
5.3 Satz. Jede Darstellung ist eine direkte Summe irreduzibler Darstellungen.

Die Invarianz des inneren Produkts (-, -) liefert noch eine weitere wichtige Fi-
genschaft: Fur eine Orthonormalbasis (e;);e; von V' beziiglich (-, -) und beliebiges
s € G gilt fir die Matrix p(s) = (14;(s))

(@TP(S))M = ZK(S)TTM(S)
= rra(s)rii(s){en er)
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5 Gruppendarstellungen und Charaktere

= (X rulo)en o))

k

= (p(s)ei, p(s)e;) = bij,

also p(s)™! = p'. Eine Matrix bzw. die zugehorige lineare Abbildung mit dieser
Eigenschaft heiflen bekanntlich unitar. Wir kénnen somit ohne Einschrénkung immer
davon ausgehen, dass eine Darstellung unitar ist.
Betrachte nun zwei Darstellungen p: G — GL(V) und 7: G — GL(W). p und
7 heiflen dquivalent, falls es eine bijektive lineare Abbildung f: V — W gibt, so
dass
7(s) = fop(s)o f! firallesecG (5.8)

gilt. Eine wichtige Aussage macht das folgende Lemma:

5.4 Lemma (Schur). Seien p': G — GL(V}) und p*: G — GL(V3) zwei irreduzi-
ble Darstellungen von G und sei f: Vi — V5 eine lineare Abbildung dergestalt, dass
gilt

p’(s)o f=fop'(s) firalleseG. (5.9)

Dann gilt:
(1) Sind p* und p? nicht dquivalent, so ist f = 0.
(2) Ist Vi =V, und p* = p?, so ist f = NI fiir ein A\ € C.

Beweis. Wir schreiben der Ubersichtlichkeit halber p, fiir p(s). Es zeigt sich, dass
sowohl der Kern von f in V; als auch das Bild f(V;) C V5 unter p! bzw. p? invariante
Unterraume sind (fiir alle s € G): Aus f(v) = 0 folgt schon f o pl(v) = p?o f(v) =0,
pl(v) liegt also ebenfalls im Kern. Fiir w = f(v) folgt, dass p?(w) = fopl(v) ebenfalls
schon im Bild liegt. Aus der jeweiligen Irreduzibilitat lasst sich nun folgern, dass
sowohl der Kern als auch das Bild entweder trivial oder schon der ganze Raum sind.

Um (1) zu zeigen, nehmen wir f # 0 an. Dann sind Ker(f) = 0 und Im(f) = V5,
f ist also ein Isomorphismus und p' und p? sind dquivalent. Um (2) zu zeigen,
nehmen wir wiederum f # 0 an (fiir f = 0 ist die Aussage trivialerweise erfiillt).
Dann hat f einen nichtverschwindenden Eigenwert A. Wegen p? o AT = A1 o p!
gilt fiir die Abbildung f := f — A1 ebenfalls p2o f = f o p! fiir alle s € G. Da f
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5.1 Darstellungen endlicher Gruppen

nach Konstruktion einen nichttrivialen Kern hat, muss schon f = 0 gelten, und wir
erhalten f = A1. ]

Mithilfe des Lemmas von Schur ldsst sich zeigen, dass die Matrixeintrage der
irreduziblen Darstellungen einer Gruppe G eine orthogonale Basis fiir Funktionen
G — C bilden.

Wir zeigen zunéchst, dass die Matrixeintrédge ein Orthogonalsystem bilden. Dazu

formulieren wir als Erstes das folgende Korollar:

5.5 Korollar. Seien p' und p* wie im Lemma 5.4 und sei h eine lineare Abbildung
von Vi nach V,. Setze

Z ohoplt). (5.10)

teG

Dann gilt:

(1) Sind p* und p? nicht dquivalent, so gilt h° = 0.

(2) Ist Vi =V, und p' = p?, so ist h® = NI mit \ = Sp;rl(h) = Sp;:;h).

Beweis. Fur jedes s € G gilt

2(s RO pl( 1

p~ (s~ )h'p = |—Z

€G

1 _
= |—Z s Y hpt(ts)

G
1

_ |_ Z

G

(ts)) “hpt (ts) = h°,

also
h? o p'(s) = p*(s) o h°. (5.11)

Sind p' und p? nicht dquivalent, so ist nach Schurs Lemma h° = 0, was (1) zeigt. Ist
Vi = Vo und p; = ps =: p, so gilt nach dem zweiten Teil von Schurs Lemma h® = )\ 1.
Bilden wir bei obiger Gleichung (5.11) auf beiden Seiten die Spur, so ergibt sich

Ad, = X Spur(I) = Spur(h") = Z Spur (p(t)~' o hop(t)) = Spur(h). O

teG
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5 Gruppendarstellungen und Charaktere

Seien nun p', p?, h und h° in Matrixdarstellung gegeben (beziiglich geeigneter

Basen von V; und V5):

Damit lasst sich Gleichung (5.10) schreiben als

1
1221 - § :E : Z2j2 IJ2]1 ]1zl(t)

tEG J1,J2
Z( Z 12]2 111 t)>$j2j1' (512)
Ji,j2 tEG

Im Falle (1) gilt A° = 0 fiir jedes h. Dies kann aber nur der Fall sein, wenn die

Koeffizienten von xj,;, stets verschwinden. Wir erhalten:
5.6 Korollar. Seien p' = (r);) und p*> = (r};) wie in Lemma 5.4.
(1) Sind p* und p? nicht dquivalent, so gilt

Z ’52]2 _1 ]111 ) = 0 fU?" all@ ila i??jlaj2~ (513)

Rrre
(2) Ist Vi =V und p' = p* = (ry;), so gilt

3, Jirip =iy und j = ja, (5.14)
oy 0  sonst.

1G] Z“w D (t) =

Beweis. Fur den Fall (1) ist bereits alles gezeigt. Im Fall (2) gilt fir jede Wahl

von h nach Korollar 5.5 h® = X1, also z; = M, mit X = d—l,gSpur(h) =

1

3 2 e 0jaj1 Tjajr - Setzen wir fir 22, den Ausdruck (5.12) ein, so erhalten wir

1 1
Z (@ Z Tizzjg (t_l)rjl'ud (t)>l'j2j1 = Z d_p5i2i1672j1xj2j1'

J1,J2 teG J1,J2

Da h beliebig war, miissen die Koeffizienten von x;,; auf beiden Seiten iibereinstim-
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5.2 Charakter einer Darstellung

men, und wir erhalten das angegebene Ergebnis. O]

Die Gleichungen (5.13) und (5.14) nehmen eine besonders tibersichtliche Form
an, wenn die beteiligten Darstellungen unitar sind, was wir ohne Einschrinkung
annehmen kénnen (vgl. S. 62). Dann gilt 7;;(s™) = r;;(s) ™" = r;,(s) fiir alle s € G.
Da es sich bei den Matrixeintragen um Funktionen von G nach C handelt, fithren wir
nun das iibliche innere Produkt auf dem Vektorraum derselben ein. Fiir ¢, v : G — C

setzen wir

(@10) = 1 S OIEG) (5.15)

teG

Damit lasst sich das vorangehende Korollar wie folgt neu formulieren:

5.7 Korollar. Seien p* = (rj;) und p* = (r7;) wie in Lemma 5.4, wobei zusdtzlich

angenommen sei, dass die Darstellungen unitdr sind.

(1) Sind p* und p* nicht dquivalent, so gilt

(T'l j |T7522j2) =0 f'U/T’ alle i17i27j17j2- (516)

1171
(2) Ist Vi = Vo und p* = p? = (ri;), so gilt

1
(Thjl |Ti2j2) - d_ 5i1i25j1j2' (5'17)

p

Damit ist insbesondere gezeigt, dass die Matrixeintrage der unitaren irreduziblen
Darstellungen einer Gruppe G ein Orthogonalsystem bilden. Am Ende des néchsten
Abschnitts werden wir zeigen, dass sie sogar eine Orthogonalbasis fiir Funktionen
von GG nach C bilden.

5.2 Charakter einer Darstellung

Als Néchstes wird der Begriff des Charakters eingefiihrt, der in unserem Beweis der
DCF™-Konvergenz entscheidende Verwendung findet (vgl. [6], Kap. 2).

5.8 Definition. Sei (p, V') die Darstellung einer endlichen Gruppe G. Dann heifit
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5 Gruppendarstellungen und Charaktere

die Abbildung

X, G— C, X,(s) := Spur p(s) = Zm(s), (5.18)

)

die jedem s € G die Spur der Matrix p(s) = (r;;(s)) zuordnet, Charakter x, der
Darstellung (p, V).

Ein Charakter ist unabhéngig von der gewahlten Basis. Dies folgt aus der Basis-

invarianz der Spur, denn fiir zwei Matrizen A = (a;;), B = (bw) gilt (vgl. [9], S. 221)

Spur(A - B) = Z a;jbji = Z birag, = Spur(B - A).
Lk

1]
und fir ein invertierbares B (die Matrix einer Basistransformation) folgt somit

Spur(B~' - A- B) = Spur(A).

Dies bedeutet weiter, dass dquivalente Darstellungen denselben Charakter besit-
zen: Sind p und 7 zwei aquivalente Darstellungen, so gibt es eine bijektive lineare

Abbildung f mit p = f o7 o f~!, und wir erhalten fiir die zugehorigen Charaktere
X, = Spurp = Spur(f o7 o f') = Spurt = x.. (5.19)
Der néchste Satz beschreibt grundlegende Eigenschaften der Charaktere:

5.9 Satz. Sei x der Charakter einer Darstellung p mit Dimension d,. Dann gilt fir
s,t € G:

(1) x(id) = d,,
(2) x(s7) = x(s),
(3) x(tst™') = x(s).

Beweis. (1) p(id) = I und Spur(l) = d,. (2) Wahle ein n € N mit s" = id. Somit

gilt p(s™) = I, und es folgt, dass die Eigenwerte \; von p(s) allesamt Einheitswurzeln
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5.2 Charakter einer Darstellung

sind. Somit gilt 1 = |\;|?> = A\, fiir alle 4, und wir erhalten
— 1
X = Spurpls) = 2 A= 3= Spurp(s) ™ = x(s7).

(3) x(tst™") = Spur p(tst') = Spur (p(t)p(s)p(t) ") = Spur p(s) = x(s). 0

Weiter ist festzustellen, dass sich aus Schurs Lemma (in der Form von Korollar 5.7)

eine Orthonormalitétsrelation fiir die Charaktere gewinnen lésst:

5.10 Satz. Die Charaktere der irreduziblen Darstellungen einer Gruppe G (modulo

Aquivalenz) sind orthonormal beziiglich (- ,-) als Funktionen von G nach C.

Beweis. Seien p, p’ unitére irreduzible Darstellungen mit Charakteren x, x’. Sind die
Darstellungen in Matrixform p(t) = (r4(t)) bzw. p'(t) = (r};(t)) gegeben, so haben

wir

(xIx) = |G| erm Z Zrn = Z(TMV;])

teG 1,5 tEG

Ist p' = p (und damit auch x’ = x), so gilt r;; = r;;, und es folgt mit Korollar 5.7

(xIx) = Z r22|r]j Z d, 0 = 1.

(]

Fiir p, p/ dquivalent erhalten wir wegen x = x’ dasselbe Ergebnis (vgl. Gleichung
(5.19)). Sind hingegen p und p’ nicht dquivalent, so gilt nach Korollar 5.7 (ry|r’;) = 0
fur alle 4, j und somit insbesondere (x|x’) = 0. O

Aus der Orthogonalitétsrelation erhalten wir:

5.11 Satz. Sei (p, V') eine Darstellung von G, die sich nach Satz 5.3 in eine direkte

Summe irreduzibler Subdarstellungen (p;, W;) zerlegen ldsst, d. h.

(0, V) = D oi. W), (5.20)

67



5 Gruppendarstellungen und Charaktere

Ist dann (T, W) eine weitere irreduzible Darstellung von G, so gilt fir die Charaktere
¢ und x von (p, V) bzw. (1,W): Die Anzahl der Subdarstellungen (p;, W;), die zu
(1, W) dquivalent sind, ist gerade (¢]x).

Beweis. Fir zwei Darstellungen p; und p, gilt: Die Matrix von p; @ py ist bei

p1 0

0 pQ), und wir erhalten fiir den zugehorigen

geeigneter Wahl der Basen gerade (
Charakter

Xp1@p2 = Xp1 T Xpo-

Sei nun y; der Charakter von p; fiir i = 1,..., k. Dann gilt ¢ = x1 + -+ + x%, und

wir erhalten
(@lx) = (alx) + -+ + (xalx)- (5.21)

Der Wert eines einzelnen Summanden (x;|x) ist entweder 1 oder 0, je nachdem, ob

(pi, W;) und (7, W) dquivalente Darstellungen sind oder nicht. O

Insbesondere heifit dies, dass die Anzahl der W; isomorph zu W nicht von der
Zerlegung (d. h. von der gewéhlten Basis) abhéngt, da y und ¢ und somit auch (¢|y)
nicht von den gewahlten Basen abhangen.

Weiter erhalten wir folgendes wichtige Resultat hinsichtlich der Aquivalenz von

Darstellungen:

5.12 Korollar. Zwei Darstellungen py, ps sind genau dann daquivalent, wenn sie

denselben Charakter ¢ besitzen.

Beweis. ,<* Fir jede irreduzible Darstellung (7, W) mit Charakter y gilt: Die
Anzahl der zu (7, W) dquivalenten irreduziblen Subdarstellungen von p; bzw. von ps
ist gleich (¢|x). Somit sind bei einer Zerlegung von p; bzw. ps in eine direkte Summe
irreduzibler Subdarstellungen alle Summanden aquivalent, und damit sind p; und ps
selbst schon dquivalent.

»,= vgl. Gleichung (5.19). O

Geméf des obigen Satzes konnen wir die Zerlegung einer Darstellung (p, V') in

irreduzible Subdarstellungen nach Satz 5.3 modulo Aquivalenz immer schreiben als

(p, V) = @mi(m, W), (5.22)
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falls (p, V') dieselbe (dquivalente) irreduzible Subdarstellung (p;, W;) jeweils m;-mal
enthélt. Ist ¢ der Charakter von p und x; derjenige von p;, so gilt wegen ¢ = > . m;x;

(9l6) = D mam;(xilxs) = D _mi. (5.23)

ij=1
Ist (¢|¢) = 1, so ist p selbst schon irreduzibel:

5.13 Satz. Ist ¢ der Charakter einer Darstellung, so ist die Darstellung genau dann
irreduzibel, wenn (¢|¢) =1 gilt.

Mithilfe der Charaktere konnen wir nun — wie bereits angekiindigt — zeigen, dass
die Matrixeintridge der unitaren irreduziblen Darstellungen einer Gruppe G eine
Orthonormalbasis fiir Funktionen G — C bilden. Dazu miissen wir noch nachweisen,
dass es gerade |G| solcher Matrixeintrage gibt (vgl. S. 65).

Wir definieren zunéchst die requldre Darstellung (pg, V) einer Gruppe G. Als
Darstellungsraum wéhlen wir den von einer Orthonormalbasis (e,)seq aufgespannten

Vektorraum Vg und setzen
pa(s)es = e fir st € G. (5.24)

Beachte, dass sich V; mit der Menge aller Funktionen G — C identifizieren lasst.

Nach Konstruktion ist die regulare Darstellung ,maximal® in dem Sinne, dass keine
Informationen iiber G verloren gehen. Somit sind alle irreduziblen Darstellungen
bereits in der reguldren Darstellung enthalten (modulo Aquivalenz). Dies ergibt sich

aus dem folgenden Satz:

5.14 Satz. Der Charakter xg der requldren Darstellung einer Gruppe G ist gegeben

durch
|G| fiir s = id,
Xa(s) = (5.25)
0  fiir alle s # id.
Beweis. Es gilt pg(id) = I, also Spur(pg(id)) = |G|. Fur alle s # id haben wir
p(s)er = esor # €, somit verschwinden alle Diagonaleneintrége von p(s) und es folgt

Spur(pg(s)) = 0. O
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5.15 Korollar. Jede irreduzible Darstellung (p, W) einer Gruppe G ist dquivalent
zu mindestens einer Subdarstellung der requldren Darstellung. Die Anzahl der zu

(p, W) dquivalenten Subdarstellungen von (pg, Ve) betrdagt gerade d,.

Beweis. Sei x der Charakter von p. Dann gilt (vgl. Satz 5.9)

(xalx) = ZXG = x(id) = d,.
|G| seG
Satz 5.11 liefert sodann die Behauptung. m

Daraus folgt insbesondere, dass es nur endlich viele irreduzible Darstellungen einer

Gruppe gibt. Das folgende Korollar macht nun die entscheidende Aussage iiber deren
Grade:

5.16 Korollar. Seien (p;, W;), i = 1,...,k, die irreduziblen Darstellungen einer
Gruppe G (modulo Aquivalenz). Dann gilt:

(i) Die Grade d,, erfillen 325 d,* =|G).
(ii) Firs € G mit s #id gilt >.F_ d, xi(s) = 0.

Beweis. Gemaf Korollar 5.15 gilt xa(s) = Y. d,, xi(s); beachte dazu auch die Glei-
chungen (5.22) und (5.21). Um (i) zu zeigen, wihle s = 1. Fiir (ii) wéhle ein beliebiges
s # id. m

Da eine Darstellung immer so gewéhlt werden kann, dass sie unitér ist (vgl. S. 62),
erhalten wir zusammen mit der entsprechenden Fassung des Lemmas von Schur

schliellich das angekiindigte Ergebnis:

5.17 Korollar. Die Matrizeintrage der unitiren irreduziblen Darstellungen einer

Gruppe G bilden eine Orthogonalbasis fiir den Vektorraum der Funktionen G — C.

Beweis. Aus Korollar 5.7 folgt, dass die Matrixeintrage der unitéren irreduziblen
Darstellungen ein Orthogonalsystem bilden. Dieses System ist hinreichend grof}; um
den betreffenden Vektorraum auch aufzuspannen, denn nach Korollar 5.16 gibt es
3. d,.? = |G| solcher Matrixeintrige. Dies stimmt gerade mit der Dimension des

Vektorraumes der Funktionen G — C uberein. O
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5.3 Anzahl der irreduziblen Darstellungen einer

Gruppe

Nach dieser kurzen Einfiihrung in die Grundziige der Darstellungstheorie endlicher
Gruppen wollen wir nun die Anzahl der irreduziblen Darstellungen einer Gruppe
genauer bestimmen. Wir werden zeigen, dass diese im Falle der symmetrischen

Gruppe S, gleich der Anzahl der Partitionen von {1,...,n} ist.

Zunéchst fithren wir eine Aquivalenzrelation auf der Gruppe G ein: Zwei Elemente

s, t € G heiflen konjugiert, wenn es ein u € G gibt, so dass gilt
uosou ' =t (5.26)

Hierdurch erhalten wir eine Zerlegung von G in (disjunkte) Aquivalenzklassen. Ist G
abelsch, so umfassen alle Aquivalenzklassen blof ein einziges Element. Im allgemeinen
Fall kénnen die Aquivalenzklassen durchaus gréfer sein, so zum Beispiel bei der
Sp. Bevor wir uns der Frage nach der Anzahl der irreduziblen Darstellungen der

S, widmen, geben wir zunéchst einige allgemeine Eigenschaften dieser Gruppe an
(vgl. [5], S. 251 1F.).

Ein Element 7 € S,, wird héufig in der Form

geschrieben. Eine Permutation 7 € S,, heifit ein Zyklus, wenn es paarweise verschie-
dene Zahlen x4, ...,z € {1,...,n}, r > 2, gibt mit

m(x;) =xip firl <i<r,
r(z) = o,

m(z) =z firze{l,...,n}\{z1,..., 2}

In diesem Fall nennt man 7 genauer einen 7-Zyklus und verwendet fiir m die Schreib-
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weise (x1,...,2,). Zwei Zyklen (x1,...,2,) und (yi,...,ys) heiflen fremd, wenn

{z1,.. ;e )N {y1, ..., ys} = @
gilt. Ein 2-Zyklus heifit auch Transposition. Wir notieren ohne Beweis:
5.18 Satz. Sein > 2.
(i) Sind 7,7y € S, fremde Zyklen, so gilt m o my = my 0 7.

(ii) Jedes m € S, ist Produkt paarweise fremder Zyklen. Diese sind eindeutig durch
7 bestimmt (bis auf Reihenfolge).

(iii) Jedes w € S, ist Produkt von Transpositionen.

Aussage (ii) gestattet es uns, eine Permutation m € S, in Zyklenschreibweise
anzugeben, d.h. als Produkt paarweise fremder Zyklen. In dieser Schreibweise lasst
sich die Konjugationsoperation auf \S,, besonders tibersichtlich darstellen (vgl. [6],
S. 14): Schreiben wir fiir ein 7 € S,, mit a,b,c,d, e, f € {1,...,n}

so ergibt sich unter Konjugation mit einer beliebigen Permutation o € S,

comoo = (o(a)...ad))(a(c)...a(d)) - (a(e)...a(f)).

Man erkennt, dass 7 und omwo~! fiir jedes r € {1,...,n} dieselbe Anzahl an r-Zyklen
enthalten; wir sagen auch: 7 und oro~! sind von demselben Zyklentyp. Umgekehrt
lésst sich zu zwei Permutationen 7,75 € S, desselben Zyklentyps offensichtlich

1

immer ein o € S, angeben mit 0 o 1 0 07" = my. Damit ist gezeigt:

5.19 Satz. Zwei Permutationen aus S, sind genau dann konjugiert zueinander,

wenn sie vom selben Zyklentyp sind.

Beachte, dass fiir die Definition des Zyklentyps die Reihenfolge der Zyklen ohne
Bedeutung ist. Wir kénnen daher o. B.d. A. annehmen, dass diese nach nichtauf-

steigender Lange angeordnet sind. Dann ist offensichtlich, dass die (geordneten)
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Zyklentypen in bijektiver Weise den (geordneten) Partitionen von {1,...,n} entspre-

chen, und wir haben:

5.20 Korollar. Die Anzahl der Partitionen von {1,...,n} und die der Konjugati-

onsklassen von S,, stimmen tberein.

Nun wenden wir uns wieder einer allgemeinen endlichen Gruppe zu. Es gilt,
eine Verbindung von der Anzahl der Konjugationsklassen zu der der irreduziblen
Darstellungen zu schaffen. Wir fiihren hierzu (fiir eine Gruppe G) den Begriff der
Klassenfunktion ein: Eine Funktion f: G — C heit Klassenfunktion, wenn sie
auf den Konjugationsklassen von G konstant ist. Nach Satz 5.9 sind die Charaktere
Klassenfunktionen.

Fir eine Klassenfunktion f fithren wir weiter die Fouriertransformierte f ein, die

eine Darstellung (p, V') von G auf eine lineare Abbildung in GL(V') abbildet vermége

=" f(s)p(s). (5.27)

seG

Damit kénnen wir nun den folgenden Satz beweisen, der beim Beweis der DCF(™)-

Konvergenz in Kapitel 6 Verwendung findet (vgl. Gleichung (6.14)):

5.21 Satz. Sei [ eine Klassenfunktion auf einer Gruppe G und sei p: G — GL(V)

eine irreduzible Darstellung von G mit Charakter x,. Dann gilt

IGI

flp)=XT mit X\=— Zf 7, U0 (5.28)

P seq

Beweis. Es gilt

o F () =3 pt) f()p()pt™) = S F(s)pltst™

seG seG
=Yt st)p(s) =D f(s)p(s) = f(p)
seG seG

fiir alle t € G, und wir kénnen somit den zweiten Teil von Schurs Lemma 5.4 zur

Anwendung bringen und erhalten f (p) = A 1. Bilden wir hiervon auf beiden Seiten
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die Spur, so erhalten wir

Ad, = Spur(A 1) = Spur (f(p)) = Spur (D f(s)o(s)) = D F(s)x,(s).

seG seG

Wie wir bereits wissen, sind die Charaktere orthonormale Klassenfunktionen. Wir

zeigen, dass sie iiberdies den Raum aller Klassenfunktionen aufspannen:

5.22 Satz. Die Charaktere der irreduziblen Darstellungen bilden eine orthonormale

Basis fiir die Klassenfunktionen.

Beweis. Wir zeigen indirekt, dass sich jede Klassenfunktion als Linearkombinati-
on von derartigen Charakteren schreiben lasst. Seien fiir ein k € N pq, ..., pp die
irreduziblen Darstellungen (bzw. genauer: ein Vetretersystem der Aquivalenzklas-
sen irreduzibler Darstellungen) einer Gruppe und seien i, ..., xx die zugehorigen
Charaktere. Weiter sei f eine Klassenfunktion mit (f[y;) =0 fur i =1,...,k. Dann
erhalten wir mit Satz 5.21 f (p) = 0 fiir jede irreduzible Darstellung p und die inverse

Fouriertransformation liefert f = 0. O

Damit sind wir fast am Ziel: Die Anzahl der irreduziblen Darstellungen ist also
gleich der Dimension des Vektorraumes der Klassenfunktionen. Diese ist aber offenbar
gleich der Anzahl der Konjugationsklassen, da eine Klassenfunktion auf den einzelnen

Konjugationsklassen jeden beliebigen Wert annehmen kann. Es gilt somit:

5.23 Satz. Die Anzahl der irreduziblen Darstellungen (modulo Aquivalenz) einer

Gruppe G ist gleich der Anzahl der Konjugationsklassen von G.
Fiir den Spezialfall G = S, erhalten wir daraus in Kombination mit Korollar 5.20:

5.24 Korollar. Die Anzahl der irreduziblen Darstellungen der S, ist gleich der

Anzahl der Partitionen von {1,... ,n}.

5.4 Darstellungen der S,

Wir wenden uns nun den irreduziblen Darstellungen der Permutationsgruppe S,, zu.

Nachdem wir jetzt um ihre Anzahl wissen, werden wir versuchen, sie — soweit wie
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moglich — auch anzugeben. Wir iiberlegen uns zunachst, welche Darstellungen wir

sofort angeben konnen (vgl. [6], Kap. 2.):

» Die Einheitsdarstellung ist eindimensional (vgl. S. 60). Wir erhalten sie, indem

wir jeder Permutation die identische Abbildung zuordnen:

p(r) =1 fuarallew € S,.

» Die alternierende Darstellung ist ebenfalls eindimensional. Jeder Permutation

7 € S, wird die Multiplikation mit ihrem Signum sgn(7) zugeordnet:
p(m) =sgn(m) - I fur alle m € S,.

Nach Eigenschaften des Signums (vgl. dazu auch [5], S. 252f.) ist diese Abbil-

dung ein Homomorphismus:

p(mime) = sgn(mme) I = sgn(m) I - sgn(ma) I = p(m1)p(m2).

» Die Permutationsdarstellung ist eine n-dimensionale Darstellung. Um sie zu

definieren, sei eq, ..., e, die Standardbasis von R". Wir setzen fiir 7 € S,

p(m)e; = Cri)-

Fir die Matrix der linearen Abbildung p(m) erhalten wir (p(7);j) = (dir(s))-

Mit der Einheitsdarstellung und der alternierenden Darstellung sind damit so-
gar bereits zwei irreduzible Darstellungen gefunden. Die Permutationsdarstellung

hingegen ist nicht irreduzibel — der eindimensionale Unterraum
W :=span(e; + - -+ e,)

ist invariant unter p() fir alle 7 € S,, (dies fithrt wieder auf die Einheitsdarstellung).

Jedoch enthélt sie eine weitere irreduzible Subdarstellung, die sich relativ leicht
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angeben lésst. Nach Satz 5.2 ist das orthogonale Komplement von W

WL:{xG]R”: Zmi:0}

(beachte hierzu (Y, wiei, D5 €5) = >, wi6i; = Y, x;) ebenfalls invariant. Schréinken
wir nun die Permutationsdarstellung auf W+ ein, so erhalten wir eine irreduzible
Darstellung, wie sich zeigen lisst!. Fiir die S3 sind so alle (drei moglichen) irreduziblen

Darstellungen gefunden.

Im allgemeinen Fall gibt es jedoch weit mehr irreduzible Darstellungen. Insgesamt
existiert nach Korollar 5.24 zu jeder Partition von {1,...,n} eine irreduzible Dar-
stellung von S,,. Dies werden wir im Folgenden néher ausfiihren. Dazu ist einige
theoretische Vorarbeit notwendig, bei der wir uns wiederum auf [6], Kap. 7 wie auch
auf [10] stitzen. Zusétzlich verweisen wir noch auf das Buch von James und Kerber
[14], das dieses Thema sehr ausfiihrlich behandelt.

Zunachst fithren wir eine geeignete Diagramm-Schreibweise fiir eine Partition \ =
(A1, ..., Ar) € Py, ein: Das Young-Diagramm von X ist eine geordnete, linksbiindige
Menge von Kastchen, bestehend aus Ny Reihen derart, dass die i-te Reihe \; Kéastchen
umfasst (vgl. Abbildung 5.1). Wir bezeichnen das Diagramm von A mit [A]. Die
Késtchen erhalten die Koordinaten (4, j), wobei i die Zeile von oben gezahlt anzeigt

und 5 die Spalte, gezéhlt von links.
Werden nun in das Young-Diagramm [A] die Zahlen 1,...,n € N in beliebiger

Weise in die einzelnen Kéastchen eingetragen, so sprechen wir von einem \-Tableau.
Offenbar gibt es genau n! A-Tableaus. Lassen wir nun eine Permutation 7 € S,
auf ein A\-Tableau wirken, indem wir den Eintrag i durch 7 (i) ersetzen, so definiert

dies eine Aktion oder Operation der symmetrischen Gruppen S,, auf der Menge der

A-Tabloide (vgl. [5], S. 239).

1 Sei wy := e; —ey und woy := eg—es. Dann gilt W+ = span{wi, wy }: Fiir v = xe; +yea+zes € wt
lasst sich schreiben v = xe; + yes + (—x — y)es = x(e; — e2) + (z + y)(e2 — e3). Sei nun
0 # (x,y,2) € W+ (wir nehmen 0.B.d. A. x # 0 an) und sei W, := span{(z,y, z)} invariant
unter S,,. Dann liegen (1,4, 2") und damit (y/,1,2") und (1 —y/,y’ — 1,0) ebenfalls in W;. Ist
y' # 1, so liegen (1,—1,0) = e; — e3 und damit auch (0,1, —1) = e3 — e3 in W7, und wir haben
Wy =Wt Ist y =1, s0 gilt (1,1,2') € Wy ~ (1 —2,2' —1,0) € Wy ~ (1,—1,0) € Wy ~
(1,1,-2) € Wy ~ (0,—1,1) = —(eg — e3) € Wi ~ (1,—1,0) = e; — eg € W1, also Wy = W,
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A1

A2

Abbildung 5.1: Das Young-Diagramm der Partition A = (9,7,6,4,3,2,0,...) € P3;.

Es liegt nun nahe, auf der Menge der Tableaus eine Aquivalenzrelation einzufiihren:
Zwei A-Tableaus t; und to mit A € P,, heiflen dquivalent, wenn alle Zeilen von t; und %
jeweils dieselben Eintriige enthalten. Die Aquivalenzklasse eines gegebenen \-Tableaus
t nennen wir ein A-Tabloid und bezeichnen es mit {¢}. Man kann sich ein Tabloid also
vorstellen als ein Tableau mit ungeordneten Zeileneintragen. Die oben eingefiihrte
Aktion von S,, auf der Menge der Tableaus setzt sich in offensichtlicher Weise zu
einer Aktion auf der Menge der Tabloide fort. Diese Abbildung ist unabhéngig vom
gewéhlten Reprasentanten.

Wir fassen nun die Menge der A-Tabloide {t} zu gegebenem A € P,, als Basisvek-
toren ey eines Vektorraumes auf. Den so aufgespannten Raum bezeichnen wir mit
M*, d.h.

M* := span {eyy : {t} ist ein A-Tabloid}. (5.29)

Fiir die Aktion von S,, auf M* setzen wir
W(e{t}) = en({t}), (5.30)

wobei 7({t}) die Aktion von S,, auf der Menge der A-Tabloide bezeichnet.
Damit haben wir das notige Handwerkszeug beisammen, um zu einem gegebenen

A € P, die Permutationsdarstellung (px, M) von S, in M* zu definieren:
pa: Sp — GL(M?) vermdge pa(T)eqy := m(eqy) = ex((s))- (5.31)

Die Darstellung entspricht der Aktion der S,, auf der Menge der A-Tabloide. Aus

diesem Grunde werden wir den Begriff ,Darstellung” nicht immer explizit erwéhnen,
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sondern lediglich von der Aktion von S,, auf einer Menge sprechen.

Ein Grofiteil ist jetzt geschafft: Die so definierte Darstellung (pyx, M?) ist zwar redu-
zibel, enthalt aber die irreduzible Darstellung, die wir suchen. Um den entsprechenden
Untervektorraum angeben zu konnen, sind weitere Vorbereitungen vonnoten:

Wir definieren fir A € P,, zu einem gegebenen A\-Tableau ¢t den Spaltenstabilisator
C; C S, der alle Permutationen umfasst, die die Eintrdge von ¢ nur innerhalb der

Spalten umordnen.
Damit kénnen wir nun fiir jedes A\-Tableau t das Polytabloid e; € M* definieren:

e 1= Z sgn(7)exr (1)) (5.32)

weCy

Nach Wahl der Tabloide und des Spaltenstabilisators gilt

ole) = Z Sgﬂ(”)eoow({t}) = Z Sgn(ﬂ-)eﬂoa({t}) = €5(t)

weCly meCy

fir alle 0 € S, und es folgt, dass der Raum
S* := span {e, : t ist ein A\-Tableau} C M* (5.33)

invariant ist unter der Aktion von S,: S* heiit auch Specht-Modul.

Mit (px|gr, S?) ist nunmehr die zu X € P,, gehérige irreduzible Darstellung der S,
gefunden. Um die Irreduzibilitit zu zeigen, benétigen wir eine (partielle) Ordnungs-
relation auf P,,: Sind A und p zwei Partitionen in P, so sagen wir, A dominiert

(in Zeichen A > ), wenn gilt

AL >
AL+ A2 >+ o

Es lasst sich zeigen, dass A > p genau dann gilt, wenn wir [A] aus [u]| erhalten
kénnen, indem wir nacheinander Kéastchen am rechten Rand abwarts bewegen, so
dass jeder Zwischenzustand wieder das Young-Diagramm einer Partition darstellt.

Es ist leicht zu sehen, dass aus A > p und A < p schon A\ = p folgt.
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Das folgende Lemma gibt eine Charakterisierung der Ordnungsrelation:

5.25 Lemma. Seien A\, u € P,,. Weiter sei ty ein A\-Tableau und ty ein pu-Tableau
derart, dass fir jedes k alle Fintrdge aus der k-ten Zeile von ty in verschiedenen

Spalten von t; enthalten sind. Dann gilt X &> p.

Beweis. Da sich die Eintréage der ersten Zeile von ¢y in verschiedenen Spalten von ¢,
befinden, folgt A\; > u;. Die Eintriage in der zweiten Zeile von t5 sind ebenfalls in
verschiedenen Spalten von t; enthalten, womit folgt, dass jede Spalte von ¢; maximal
zwei Eintrage aus den ersten beiden Zeilen von ¢y enthélt. Verschieben wir nun
gedanklich die Késtchen mit diesen Eintragen innerhalb der Spalten von ¢; nach
oben, so finden sie in den ersten beiden Zeilen Platz, es gilt also Ay + Ao > g + po.
Allgemein lésst sich so fiir jedes k zeigen, dass jede Spalte von t; hochstens £ Eintrage
aus der k-ten Zeile von ty enthalt, womit Zle A > Zle 1; gezeigt ist. Insgesamt
folgt A > p. O

5.26 Lemma. Seien A\, u € P,,. Weiter seien t ein A-Tableau und s ein pu-Tableau
derart, dass gilt

Z Sgn(ﬂ')eﬂ.({s}) 7& O. (534)

weCy

Dann folgt X > u. Falls schon A = u, so gilt

Z sgn(m)er(s)) = e (5.35)
TeCh
Beweis. Wir nehmen an, es gebe a,b € {1,...,n}, so dass sich a und b in derselben

Zeile von s und in derselben Spalte von t befinden. Dann folgt
(ld — (ab))e{s} = 6{5} - 6{8} = 0.

Uberdies ist die von id und (ab) erzeugte Gruppe H := (id, (ab)) eine Untergruppe von
C. Da (ab) von der Ordnung 2 ist, umfasst H nur diese beiden Elemente. Bezeichnen

wir die Reprasentanten der Linksnebenklassen von H in C; mit o4, ..., o, so konnen
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wir Cy schreiben als (vgl. [5], S. 151.)

k
::LVJOQEJ
i=1

Setzen wir dies in die obige Summe ein, so erhalten wir

Z sgn(7)exr((s}) ngn ;01d) o;0id(egs)) + ngn g;o(ab)) o;o(ab)(eqsy)

weCt =1 =1

= sen(oy) o (id = (ab)) e()) = 0.

Dies ist jedoch nach Annahme ausgeschlossen, und es folgt somit, dass die Eintrage
einer jeden Zeile von s sich in verschiedenen Spalten von ¢ befinden. Mit dem
vorangehenden Lemma erhalten wir A > pu.

Nehme nun an, dass A = p gilt und dass die Summe nicht verschwindet. Mit
derselben Argumentation wie oben erhalten wir wiederum, dass sich die Eintrége
einer jeden Zeile von s in verschiedenen Spalten von t befinden. Es gibt daher eine

eindeutig bestimmte Permutation 7* € C; mit 7*({t}) = {s}. Wir haben somit

Z sgn(7)exr((s)) Z SgN(T) Eron=({t}) = sgn(n*) e, = ey

meCh meCl

5.27 Lemma. Seiv € M* fiir ein € P,, und sei t ein p-Tableau. Dann gibt es ein
ce R mit

Z sgn(m)m(v) = ¢ - e. (5.36)

weCy

Beweis. v ldsst sich als endliche Linearkombination von u-Basistabloiden ey, schrei-
ben: v =73, cseqsy mit ¢ € R. Auf jeden einzelnen dieser Basisvektoren wenden wir

das vorhergehende Lemma an und erhalten

Z sgn(m Z Cs Z sgn(T)exr((s}) Z Csdg€y

weCy s TeCy s

mit d, € {+1,—1,0}. 0
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5.4 Darstellungen der S,

Als Néchstes fithren wir nun ein inneres Produkt (-, -) auf M* ein, unter dem die

e{s} orthonormal sind:

1 falls {s} = {t},
(esys eq0y) ==
0 sonst.

Dieses Produkt ist invariant unter der Aktion von S, da 7({s}) = 7({t}) genau
dann gilt, wenn {s} = {t} ist. Damit haben wir fiir beliebige u,v € M*" mit der

abkiirzenden Schreibweise A(-) =3 .., sgn(m)7(-) und wegen sgn(r ") = sgn(n)

(Agu,v) = sgn(m)(m(u),v) = Y sgn(m)(u, 7 (v)) = (u, Aw). (5.37)

weCly meCy

Mithilfe dieses Produktes lasst sich der folgende Satz beweisen:

5.28 Satz (Submodul-Satz). Sei U ein unter der Aktion von S, invarianter Un-
tervektorraum von M* fiir ein X € P,. Dann gilt entweder S* C U oder U C S

Insbesondere ist (py|gr, S*) eine irreduzible Subdarstellung von (py, M?).

Beweis. Sei u € U und t ein \-Tableau. Nach Lemma 5.27 gilt A;u = ¢ - e; fir ein
¢ € R. Ist es moglich, u so zu wahlen, dass ¢ nicht verschwindet, so folgt wegen der

Invarianz von U

Damit gilt weiter e.4) = 7(e;) € U fiir alle 7 € Sy, und somit liegt e, fiir jedes
A-Tableau s in U. Dies beweist S* C U.
Gilt hingegen A;u = 0 fiir alle Wahlen von ¢t und u, so haben wir

0 = (A, eqy) = (u, Aregy) = (u, eq)

fiir alle v € U und alle A-Tableaus ¢. Damit ist U ¢ SA gezeigt.
Die Irreduzibilitit von (py|gr, S?) lisst sich nun wie folgt zeigen: Ist W # {0} ein

unter py invarianter Untervektorraum von S?, so gilt schon W O S*, also W = S*.

(palsr, S?) enthélt also nur die trivialen Subdarstellungen. O
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Damit kénnen wir nun zu jedem X\ € P, mittels S* eine irreduzible Darstellung
angeben. Es bleibt jedoch noch nachzuweisen, dass damit in der Tat alle irreduziblen
Darstellungen gefunden sind. Wie bereits angegeben, ist die Anzahl dieser gleich der
Anzahl der Partitionen von {1,...,n}. Wir miissen also nur noch zeigen, dass die
(pr, ) fiir X € P, (paarweise) nicht dquivalent sind. Hierfiir bendtigen wir zwei

weitere Lemmata:

5.29 Lemma. Seien A\, € P,, und sei T: M> —s M* eine lineare Abbildung, die
mit der Aktion von S, auf M» bzw. M* vertauscht. Ist S* ¢ KerT, so gilt A > p.
Ist schon \ = i, so gilt: Die Einschrinkung von T auf S ist ein skalares Vielfaches
der Identitdt.

Beweis. Sei u € M* mit T'(u) = 0. Dann haben wir T'(w(u)) = 7(T(u)) = 0; Ker T
ist also invariant unter der Aktion von S,,. Satz 5.28 liefert sodann Ker T C S)‘L, da

S* C Ker T nach Annahme ausgeschlossen ist. Damit gilt fiir jedes A-Tableau ¢
0 7£ Tet = TAte{t} = AtTe{t}.

Nun ist aber T'eg;; eine Linearkombination von p-Tabloiden ey, und fiir mindestens

ein solches muss somit gelten

Ate{s} 7& 0.
Mit Lemma 5.26 folgt daher A > p bzw. T'e; = ce; im Falle von \ = p. O

5.30 Lemma. Seien A\, € P, und sei T: S» — S* eine lineare Abbildung, die
mit der Aktion von S, auf S* bzw. S* vertauscht. Ist T # 0, so gilt X > p.

Beweis. Jedes solches T kann zu einer Abbildung T': M*» — M* fortgesetzt werden,

indem wir
_ T auf S*,
T

0 auf S’\L

definieren. Da S* und S*" invariant sind unter S,, vertauscht T ebenfalls mit der
Aktion von S,. Ist nun 7' # 0 und damit auch T # 0, so folgt S* O KerT, und
Lemma 5.29 liefert A > pu. O]

Damit kénnen wir schliellich zeigen:
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5.5 DOF™ als Markov-Kette auf S,

5.31 Satz. Die Darstellungen (px|s», S*), A € P, liefern alle irreduziblen Darstel-

lungen der S,,.

Beweis. Seien \, u € P,,. Wir zeigen, dass aus der Aquivalenz von (py|g», S*) und
(pulsw, S*) bereits A = p folgt. Angenommen, p, und p,, sind aquivalente Darstellun-

gen, so gibt es eine bijektive lineare Abbildung
T:S8* — S* mit Topy(r)=pu(r)oT fiiraller € S,.

Aufgrund der Bijektivitat von T konnen wir das vorhergehende Lemma in beiden
Richtungen anwenden und erhalten A > p sowie A < p, was zusammen A\ = p
liefert. O

Wir haben damit unsere gewtinschte Beziehung zwischen Partitionen und irredu-
ziblen Darstellungen gefunden. Leider sind die betreffenden Specht-Moduln recht
unanschaulich. Wir hoffen, dem etwas abhelfen zu kénnen, indem wir noch kurz eine
Basis angeben:

Wir definieren t als ein Standardtableau, wenn die Eintrége im zugehorigen Young-
Diagramm sowohl entlang der Zeilen nach rechts als auch entlang der Spalten nach
unten abnehmen. Es ldsst sich zeigen (vgl. [14], S. 3031.), dass zu gegebenem \ € P,
die Menge {e;|t ist ein Standardtableau der Form A} eine Basis von S* bildet.

Im Anhang A.2 findet sich schliellich eine Tabelle, die die Dimension aller irre-
duziblen Darstellungen der Sy sowie den Wert des zugehorigen Charakters auf der

Konjugationsklasse der Transpositionen angibt.

5.5 DCF®™ als Markov-Kette auf S,

Wir wollen nun noch einmal genauer auf die Beziehung zwischen (diskreten) Partitio-
nen aus P, und Konjugationsklassen von S,, eingehen und darstellen, inwiefern der
DCF™-Prozess als Prozess auf den Konjugationsklassen von S, verstanden werden
kann. Mit diesem Wissen bestimmen wir schliellich die invariante Verteilung von
DCF®™.

Wie bereits gezeigt, entspricht jeder Partition von {1,...,n} genau eine Konju-

gationsklasse von 5,,, welche wiederum genau einen Zyklentyp reprasentiert. Wir
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5 Gruppendarstellungen und Charaktere

konnen daher die Konjugationsklassen bzw. die Zyklentypen mit den Partitionen
identifizieren. Insbesondere stimmen die Anzahl der Partitionen von {1,...,n} und
die der Konjugationsklassen von .S,, iberein. Fiir ein gegebenes m € S, existiert somit
(genau) eine Partition v € P,,, die die Konjugationsklasse von 7 € S, repréasentiert.

Betrachten wir nun die Aktion von S,, auf sich selbst
Sp X Sy — Sy, (o,m)— oo, (5.38)

so ist offensichtlich, dass diese den Zyklentyp einer Permutation und damit die
zugehorige Konjugationsklasse &ndern kann. Dies gilt auch, wenn wir statt allgemeiner
Permutationen ¢ nur Transpositionen 7 zulassen, die tiberdies zufallig sind, d. h.
unter einem Maf k™ € M, (S,,) definiert durch

—2 _ fiir ¢ = 7 Transposition
™ () == { "D P (5.39)
0 sonst,

gewahlt werden. Durch die wiederholte (Links-)Aktion zufélliger Transpositionen auf

S, erhalten wir sodann eine Markov-Kette auf S,,. Fiir den zugehorigen Ubergangskern

MM: S, x By, — [0,1]. (5.40)

gilt: Zu einem Ubergang o — ¢’ kommt es genau dann, wenn die Permutation ¢’ oo ~?

(von links) auf o wirkt, somit ist die Wahrscheinlichkeit fiir diesen Ubergang gerade

die Wahrscheinlichkeit von ¢’ o o~ unter k(™. Wir erhalten also

M (g, 0") = k™ (0’ 0 o7h). (5.41)

Den so gewonnenen Prozess konnen wir nun nach P, abbilden, indem wir jedem

o € 5, die dem Zyklentyp von ¢ entsprechende Partition v € P,, zuordnen. Es gilt:

5.32 Lemma. Die sukzessive Aktion zufilliger Transpositionen auf S,, abgebildet

nach P,, liefert eine Markov-Kette auf P,. Fiir den zugehérigen Ubergangskern

84



5.5 DOF™ als Markov-Kette auf S,

M®™: P, x By, — [0,1] gilt

M®) (, ) = Ifél S Y MO, (5.42)

cEKy o'EK

wobei K., die zu vy € P, gehirige Konjugationsklasse von S, bezeichnet.

Beweis. Wir zeigen, dass die Uberginge in P,, nicht von der betrachteten Permutation

in S, d. h. dem gewéhlten Représentanten einer Konjugationsklasse, abhidngen.

Seien also 7,7 € P,, und sei o eine Permutation aus K,. Weiter sei 7 eine
Transposition, die o auf eine Permutation ¢’ € K., abbildet. Ist nun p eine weitere
Permutation aus K., so gibt es ein 7 € S, mit p = 700 o7 . Setzen wir daher

T, i==mor on !, folgt

1

/ ~ - / -
p =TLOp=TMOT 000N =TOC0 OT 1€KV/,

p wird also durch die Transposition 7; ebenfalls auf eine Permutation in K, abgebildet.
Existiert noch ein weiterer Ubergang ¢ — ¢” € K. mittels einer Transposition
Ty # 71, so erhalten wir wiederum vermoge 7 := T om0 m ! # 7, einen Ubergang
von p nach p” :=moo”on™! € K,/. Somit gibt es zu jedem Ubergang von o nach
K., immer auch einen Ubergang von p nach K... Da alle (méglichen) Uberginge
dieselbe Wahrscheinlichkeit haben, erhalten wir

M(n)<p’ K,) > M(”)(J, K.),
woraus insgesamt
M(n)(ﬂa K,) = M(”)(J, K.,) firalle p,o € K,

folgt.

Fiir den Ubergangskern M des Prozesses auf P,, gilt daher

M) (v,7) = M (0, K),
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wobei o eine beliebige Permutation aus K, ist. Dies kénnen wir auch schreiben als

1
M® (y,v) =

> M™(o, Ky)

| jex,

Z Z M (g, o). O

o€EKy o'€EK

=

—_

K

Obiges Ergebnis lédsst sich weiter prazisieren:

5.33 Satz. Der DCF™-Prozess auf P, entspricht der sukzessiven Aktion zufilliger
Transpositionen auf S,, abgebildet nach P,.

Beweis. Wir zeigen, dass die Wahrscheinlichkeiten fiir einen Ubergang v — 7/ in
P, itbereinstimmen, d.h. M (y,+/) = M®™(y,4/). Dazu geniigt es gemif obigen
Ausfiihrungen, ein beliebiges o € K, zu betrachten.

Wir tiberlegen uns zunéchst, wie o durch eine Transposition 7 = (ij) abgebildet

wird. Es gilt: Liegen ¢ und j in verschiedenen Zyklen von o, d.h., enthalt ¢ Zyklen
(@...bi...c) und (d...ej...f),
so werden diese zu einem Zyklus der Form
(a...bj...fd...ei...c)
verbunden. Liegen 7 und j hingegen in demselben Zyklus, d. h., o enthalt einen Zyklus
(@...bi...cj...d),
so wird dieser in zwei Zyklen
(@...bj...d) und (i...c)

aufgespaltet.

Bilden wir diese Ubergéinge nach P, ab, so gilt: Im ersten Fall werden zwei
Abschnitte von v verschmolzen; im zweiten Fall wird ein Abschnitt v in zwei neue
Abschnitte aufgeteilt. Nach Wahl von s sind die Wahrscheinlichkeiten hierfiir
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offensichtlich gleich den entsprechenden Wahrscheinlichkeiten des DCF(™-Ubergangs
(vgl. Kap. 2.4).

Es bleibt noch zu zeigen, dass bei der Aufspaltung eines Zyklus die Léngen
der entstehenden Teilzyklen genauso verteilt sind, wie es dem DCF™-Ubergang
entspricht.

Wir nehmen dazu o. B.d. A. an, der Zyklus (1, ..., k) mit k£ < n werde aufgespalten.
Die Transposition (ij) stellen wir mittels zweier Zufallsvariabeln &3, & dar, die wir
unabhéngig und ohne Zuriicklegen gleichméafig aus {1,..., k} wihlen, und setzen
(1) := (&1, &2). Offenbar ist dann die Wahrscheinlichkeit fir jede Transposition aus
Sy dieselbe wie unter x¥) (bzw. wie unter £™ bedingt auf Sy).

Wir betrachten nun die Lange des Bruchzyklus, der & enthalt. Der entstehende
Zyklus (&,...) hat genau dann die Lange m, wenn sich fiir ein [ € {1,...,k} der
Eintrag &; an [-ter Stelle von (1, ..., k) befindet und der Eintrag & sich an [ + m-ter
Stelle (bzw. an [+m— k-ter Stelle, falls [+m > k). Fiir dieses Ereignis gibt es offenbar
gerade k Realisierungen von &1, &, die jeweils die Wahrscheinlichkeit m haben.
Folglich betragt die Wahrscheinlichkeit, dass der Bruchzyklus (i, ...) die Lange m
hat, gerade ﬁ Somit entspricht der Split-Ubergang dem des DCF(™-Prozesses. [

Die Aussage des Satzes lisst sich auch so interpretieren: Der DCF(-Prozess
entspricht der Evolution des Zyklentyps einer Permutation aus S, unter der Aktion
von zufalligen Transpositionen.

Hiermit lasst sich nun leicht die stationire Verteilung des DCF(™-Prozesses ermit-
teln. Wir bestimmen die unter zufélligen Transpositionen invariante Verteilung auf

S, und tibertragen dieses Ergebnis anschliefend auf P,,. Es gilt:

5.34 Satz. Die Gleichverteilung auf S, st die (eindeutig bestimmte) stationdre

Verteilung unter der Aktion zufilliger Transpositionen.

Beweis. Wir fassen die sukzessive Aktion zufélliger Transpositionen auf .S,, wiederum
als Markov-Kette mit Zustandsraum S, und Ubergangsmatrix M™ auf. Da jede
Permutation aus S, endliches Produkt von Transpositionen ist (vgl. Satz 5.18),
handelt es sich um eine irreduzible, aufgrund der Endlichkeit von .S,, positiv rekurrente
diskrete Markovkette. Dies impliziert direkt die Existenz einer eindeutig bestimmten

stationdren Verteilung (vgl. [1], S. 65). Es bleibt daher nur noch zu zeigen, dass
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die Gleichverteilung (im Folgenden mit Lg, bezeichnet) stationér ist. Fur beliebiges
T € S, gilt

Ls, M"(r) = Y Lg, (o)™ (r00™")

UESn
= > L, (r T omk™()
7 Transp.
S 2
7 Transp. n! n(n - 1)
1
Die Gleichverteilung Lg, ist also stationér. O

Wir kénnen daher folgern:

5.35 Korollar. Das von der Gleichverteilung auf S,, auf den Konjugationsklassen
von S, induzierte Maf ist die (eindeutig bestimmte) stationdre Verteilung des DCF(™ -

Prozesses.

Beweis. Die Stationaritit folgt direkt aus der Aussage des Satzes. Die Eindeutigkeit
ergibt sich wie oben aus der Irreduzibilitat und der Endlichkeit des Zustandsraumes

(vgl. auch S. 13). O

Um das von der Gleichverteilung auf .S,, induzierte Mafl auf P,, zu beschreiben,

miissen wir die Machtigkeit der einzelnen Konjugationsklassen bestimmen. Es gilt:

5.36 Lemma. Sei v € P,. Die zu v gehdrende Konjugationsklasse von S, umfasst

gerade
!

[Ti BN, ()

(5.43)

Elemente.

Beweis. Wir iiberlegen uns die Zahl der Permutationen aus S,,, die iber den Zyklen-
typ v = (y4); verfugen, d.h. der Permutationen, die IV, (k) Zyklen der Lénge k fiir
k=1,...,n haben.
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Zunachst konnen wir aus jeder Permutation 7w € S, eine Permutation o € S,, mit

Zyklentyp v konstruieren. Wir setzen einfach

o= m1)...7(n) (T +1) ... 7(n+72) - (w(n = +1) ... 7w(n)),

wobei j der grofite Index mit «; # 0 ist. Dies fithrt offenbar auf n! Permutationen
mit Zyklentyp 7, die jedoch nicht alle verschieden sind. Vielfachheiten resultieren

aus folgenden beiden Umstéanden:

(1) Identische Zyklen werden mehrfach gezéhlt: Ein Zyklus der Lénge k kann auf
k verschiedene Arten aufgeschrieben werden (je nachdem, wo der ,,Anfang*
gewahlt wird). Will man diese Vielfachheit beheben, so fihrt dies zu einem
Korrekturfaktor ([T,_, kNw(k))_l.

(2) Die Reihenfolge von Zyklen gleicher Lénge wird féalschlicherweise mit bertick-
sichtigt; dies wird durch den Faktor ([],_, ny(k)!)il kompensiert.

Damit ergibt sich insgesamt das beschriebene Ergebnis. O]

Unter der Gleichverteilung auf S,, tréagt jedes Element einer Konjugationsklasse
die Masse % Damit folgt schlieflich:

5.37 Satz. Die eindeutig bestimmte stationdre Verteilung des DCF™-Prozesses ist

das durch die Ewens’sche Stichproben-Formel

") = o
ST T R 0N ()

veDP, (5.44)

gegebene Mafs.

Fiir weitere Ausfithrungen zur invarianten Verteilung von DCF® verweisen wir
auf Kapitel 2.6.
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6 DCF("-Konvergenz

Wie bereits erwihnt, konvergiert die Verteilung eines DCF(™-Prozesses (£(k))gso filr
k — oo gegen ng"). Allerdings verschlechtert sich diese Konvergenzrate mit grofier
werdendem n, so dass es nicht direkt méglich ist, einen DCF(™-Prozess in geeigneter
Weise mit einem CCF-Prozess zu koppeln, um von der Grenzverteilung von DCF )
auf diejenige von CCF zu schlieBen. Um diese Schwierigkeit zu iiberwinden, bendtigen
wir eine schnellere Konvergenz. Diese erhélt man, wenn man als Startpartitionen des
DCF(™-Prozesses nur solche mit insgesamt relativ wenigen Abschnitten verwendet.
In diesem Falle ist die Wahrscheinlichkeit, dass sich der Prozess lange mit dem
Vereinigen vieler kleiner Abschnitte aufhélt, reduziert und seine Verteilung néhert
sich schnell der Gleichgewichtsverteilung an. Eine solche Konvergenz werden wir
allerdings nur auf bestimmten Mengen zeigen kénnen, nadmlich einer Familie C von §2;-
Umgebungen. Spater, d. h. in Kapitel 7, bleibt nur noch zu zeigen, dass € umfassend

genug ist, um ein Mafl durch seine Werte darauf eindeutig festzulegen.

6.1 Vorbereitungen

Wir definieren fir n € N und g € (0,1] den Raum P, 53 C P, der alle Partitionen

enthilt, die {iber weniger als n” Abschnitte verfiigen:
fpnﬂ = {fEiPn 2Ng<n6} = {gefpn:gl'nﬁ] :0} (61)

Als Nachstes werden wir die Familie € definieren. Sei dazu fir k£ € N eine Familie

von k-dimensionalen Intervallen

k k
Ik = {(a, b) = (ai,bi)le 0<a; < bz < 1,2[)@ < l,ak >1-— Z(Il} (62)

i=1 i=1
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gegeben. Die Elemente aus [, werden dazu dienen, den k-Anfang, d.h. die ersten k

Abschnitte, einer Partition p € €2y zu kontrollieren, indem wir
az-<pi<b7; flll'lzl,,k

verlangen. Der k-Rest ist dann gleichfalls schon abschatzbar, denn die letzte Bedin-

gung in (6.2) sorgt dafiir, dass stets

k k
2p=1-3 p<l=) a<a
i>k i=1 i=1

gilt.

Wir definieren daher fiir jedes (a,b) € I

Ca,b = {LIZ’EQl Tx; € (Gi,bi) fllI'Z:L,]{I}, (63)

also die Menge von Partitionen aus €2y, deren k-Anfang in (a,b) liegt. C,p ist
genau dann nichtleer, wenn das k-dimensionale Intervall (a, b) mit der Sortierung
vertraglich ist, d.h., falls a; < minj<j<;b; gilt fir ¢ = 1,... k. Ein x € O liegt
namlich genau dann in I, wenn a; < x; < b; fir 1 = 1,...,k gilt, was dquivalent
ist zu a; < x; = min<;<; £; < minj<;<; b;. Ein nichtleeres C, p mit (a,b) € I, lasst

sich damit auch schreiben als
Cap = {x =(2,2"): 2" € Gayb,x” e(l- |.’E'|1)Ql}.

Hierbei bezeichnet (-,-) die Verkettung (Hintereinanderfiigung), und die Menge

Glap enthalt alle k-Anfiange von Partitionen, die mit (a, b) vertraglich sind, also

k
Gap = {»’U/ = (®i)i=1, .k € H(ai>bi> CLp 2T > 2 $k} (6.4)

=1

Weiter definieren wir noch

dap = min{l — Xk:bi,ak — (1 —

k
=1 =

ai> } (6.5)

1
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Dieser Wert gibt an, wie stark die Einschrankung ist, die dem k-Rest einer Partition

in C,p auferlegt ist. Wir erhalten fiir alle (2/,2") € C,p wegen |2”|; =1 — |2'|;

k k k
1—Zb1< \:C”|1<1—Zai<xk—ak+1—2ai
i=1 =1 =1

= 5a,b < |l’”|1 < Tk — 5a,b~ (66)
Schliellich setzen wir

C:={Cup: (a,b) € I; fir ein k > 1}. (6.7)

6.2 Das Konvergenz-Theorem und Beziige zur

Darstellungstheorie
Damit kénnen wir nun das Ergebnis formulieren (vgl. [7], S. 926):

6.1 Theorem. Sei 3 € (0, 3). Fiir jedes n € N sei (X™(k))y>0 eine DCF™ -Markov-
Kette mit Wahrscheinlichkeitsmafl P™ und Anfangsverteilung u((]n) € My (P, 5). Dann
gilt fiir C € ©, ' > B und eine Folge natiirlicher Zahlen (ky)ps1 mit ky, > n®

A(g)(k:n) = p (X(”)(kn) enC) — Wg«n) (nC) — 0 fir n — oo. (6.8)

Um den Beweis zu fiihren, verwenden wir Ergebnisse aus der Darstellungstheorie der
Sy (vgl. Kap. 5). Beachte, dass alle hier vorkommenden Vektorrdaume, Funktionswerte,
etc. reell sind.

Zunéchst sei daran erinnert, dass die Partitionen \ € P, gerade den Aquivalenzklas-
sen in S,, unter Konjugation entsprechen. Wir kénnen daher die Konjugationsklassen
durch die Partitionen indizieren und schreiben (K )xep,. Den Vektorraum der Funk-

tionen, die auf den Konjugationsklassen konstant sind, bezeichnen wir mit
F, = {f: S, — R: f(omo™) = f(r) fiiralle 7,0 € Sn}. (6.9)

Eine solche Klassenfunktion f € F), konnen wir auch als Funktion auf P, auffassen,
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6 DCF™-Konvergenz

indem wir fiir alle A € P,, ein beliebiges 7 € K wéhlen und

setzen. Den Raum der Funktionen auf P, bezeichnen wir mit
Fo={f: P, — R}. (6.10)

Die Charaktere x: S, — R sind ebenfalls Klassenfunktionen und kénnen somit
auch als Elemente aus &, aufgefasst werden. Da zu jeder Partition A € P, eine
irreduzible Darstellung p) und ein entsprechender Charakter x, gehoéren, konnen wir

die Charaktere ebenfalls durch die Partitionen indizieren: (x)xes, -

In Gleichung (5.15) haben wir auf F,, das Produkt

> fmg(r), fg€F,

TESy

(flg) = |S|

eingefiithrt. Fassen wir nun f, g als Elemente aus F,, auf und setzen

(f.9) = fy (), (6.11)

YEPn

so stimmt der Wert der beiden Produkte iiberein — denn zerlegen wir die Summe iiber
alle Permutationen aus S, in eine Summation iiber alle Konjugationsklassen K, in

Sy, und iiber die jeweils in K, enthaltenen Permutationen, so gilt (vgl. Lemma 5.36)

PIDIFIC

(flg) =

|S |’y€fP TeK,

=Y f(g()- [;7'
YEPn

=Y fiv (M) =(f.9).
vEP

Wie bereits gezeigt (vgl. Satz 5.22), bilden die Charaktere der irreduziblen Dar-
stellungen eine Orthonormalbasis von F,, (beziiglich (-, -)). Offenbar bilden die

Charaktere, aufgefasst als Elemente aus F,,, dann ebenfalls eine Orthonormalbasis
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von JF,, (beztglich (-, -)).

Dies gestattet es uns, die Zustinde des DCF(™-Prozesses, die wir als Elemente
von F,, auffassen konnen, in ihre Anteile auf den Basis-Charakteren zu zerlegen. Wir
werden zeigen, dass die Charaktere, jeweils multipliziert mit ﬂé"), Eigenvektoren der
DCF™-Ubergangsmatrix sind. Damit lisst sich die Evolution des Prozesses mithilfe
der Eigenwerte von M darzustellen.

Um die Eigenvektoren und Eigenwerte von M zu ermitteln, greifen wir auf die
in Kapitel 5.5 beschriebene Aktion zufalliger Transpositionen auf 5, zuriick und
betrachten die zugehorige Ubergangsmatrix M™ . deren Eigenwerte und -funktionen
wir als Erstes bestimmen.

M™ kénnen wir zundchst als Matrix einer linearen Abbildung
MM My (S,) — My(S,) (6.12)

auffassen (vgl. Gleichung (5.40)). Wir schreiben dazu die Elemente aus M, (.5,) als
Vektoren mit tiber 5, indizierten Komponenten, was im Falle eines diskreten Mafles
ohne Weiteres moglich ist, und bilden ab, indem wir von rechts mit der Matrix M™
multiplizieren. Dies behalten wir auch im Folgenden bei. Allgemeiner kénnen wir
auch beliebige Funktionen auf S, zulassen und erhalten durch M™ eine Abbildung
auf dem Vektorraum derselben.

In Kapitel 5.5 haben wir gezeigt, dass die Aktion zufélliger Transpositionen aus
S, eine stationdre Verteilung besitzt, was bedeutet, dass M™ {iber mindestens einen
nichtnegativen linken Eigenvektor verfiigt. Dieser ist offenbar ein Eigenvektor zum
Eigenwert 1, denn da M™ eine stochastische Matrix ist, gehéren alle nichtnegativen
Eigenvektoren notwendigerweise zum Eigenwert 1. Weil die stationére Verteilung
eindeutig bestimmt ist, gibt es jedoch nur genau einen solchen Vektor, da jede andere
nichtnegative normierte Eigenfunktion auf S,, ebenfalls ein invariantes Maf} auf .S,
definieren wiirde. Dennoch kann M™ weitere Eigenvektoren haben, wenn es sich
dabei um allgemeine Vektoren handelt. Wir werden nun zeigen, dass alle Charaktere

v Eigenvektoren von M™ sind:

6.2 Satz. Sei M™ die darstellende Matriz einer zufilligen Transposition auf S,.
Dann gilt:
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(i) Die Charaktere (xx)aep, der irreduziblen Darstellungen von S, sind Eigenfunk-

tionen von M™.

(ii) Fir den zu x\ gehorigen Eigenwert 9&") gilt HE\n) = ;‘:ng)), wobei T eine beliebige

Transposition aus S, ist.

Beweis. (i) Fir 7 € S, und A\ € P, gilt (vgl. Gleichung (5.41))

=Y oo (o)

gémmw>xx Lo

=g?%m<ow

= tz; £ (1) - Spur (pA(r o))
=®;<§25Wﬂmﬁ*wﬂﬂ) (6.13)

wobei im letzten Schritt ausgenutzt wurde, dass die Spur eine lineare Abbildung ist.

1

Da fiir Transpositionen 77 = 7 gilt, haben wir

> @) = 3 K@) = 3 (0)alo)

TESY TESK 0ESH

was gerade der Fouriertransformierten ™ von x(™ an der Stelle p, entspricht (vgl.

Gleichung (5.27)). Wir kénnen nun Satz 5.21 anwenden und erhalten

R (py) =6 T mit 60" = Zﬁ (6.14)

TI'ESn

Mit diesen Ergebnissen léasst sich die obige Rechnung wie folgt fortfithren:

xo M™ () = Spur (R (pa)pa(m))
= Spur (9& ,0,\(7r))
= 6 x(m), (6.15)
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Y. ist also Eigenvektor von M™ zum Eigenwert 9§n)

ii) Fiir den Eigenwert 6" gilt mit x,(id) = d,, (vgl. Satz 5.9
A P

A= Y Amam = g Y e = 20 @)

PX nes, PX g1 Transpos.

wobei 7 eine beliebige Transposition in 5, ist; da die Charaktere Klassenfunktionen

sind, gilt x\(7") = xu(7) fiir alle Transpositionen 7, 7" € S,. O
Dieses Ergebnis lisst sich direkt auf den DCF(™-Prozess iibertragen:

6.3 Korollar. Die Eigenfunktionen der Ubergangsmatriz des DCF™ -Prozesses M(™

sind die Charaktere (xx)rep, der irreduziblen Darstellungen der S, jeweils multipli-

ziert mat Wén). Die zugehdrigen Figenwerte stimmen tiberein mit denen von M™,

Beweis. Seiy € P,. Unter Verwendung von Gleichung (5.42) mit M(™ = M ergibt

sich

T aM® () = 3 7 () (7 )M® (7, )

Y ePn,

Bl >y
:Z Maa
v E€Pn |}( ’aekf/aeK

.

- Z % Z Z a(e MM (o' o)

Y ePn, " oleK /O'EK,Y

:mZZX)‘ M (o', o)

€K,y o'eSp

1 n
= Z 0" v (o)

T oeK,

IKI

o)

= 9;)”5 )(V)XA(V)- O

Da nun die Eigenvektoren und Eigenwerte von M gefunden sind, iiberlegen wir
uns, inwieweit wir diese bzw. die Charaktere berechnen oder geeignet abschatzen

kénnen. Die Eigenwerte 9/(\”) lassen sich prinzipiell sogar auch bestimmen, ohne dass

97
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man den Charakter y, und die Dimension der Darstellung kennt; dies ist jedoch

nicht immer méglich. Die entsprechende Formel lautet (vgl. [6], D-2, S. 40):

A1

Jj=1

Dabei bezeichnet A die adjungierte Partition, die weiter unten definiert wird.

Fiir unsere Zwecke ist vor allem der Charakter der trivialen Partition A = (n,0,...)
wichtig. Diesen konnen wir anhand unserer Uberlegungen in Kapitel 5.4 direkt
bestimmen: Wir nutzen aus, dass es fiir diese Partition nur ein Standardtableau
t gibt (vgl. S. 83); die zugehorige irreduzible Darstellung (p(mo,m),S(”’O"“)) mit
Sm0-) = span{e;} ist also eindimensional. Da das (n,0,...)-Tabloid {t} tiber
wird das Polytabloid e; = egy (vgl. Gleichung (5.32)) unter allen p(,....(m) auf sich
selbst abgebildet, wir haben also

Pno,..)(m) =1 fir aller € 5,. (6.18)

) =d , = 1 und damit auch 982,)0,..‘) =1.

P(n,0,...

Um auch im allgemeinen Fall die Charaktere bestimmen zu kénnen, greifen wir
noch einmal auf das Young-Diagramm [)] einer Partition A € P, zurtick (vgl. S. 76)

und definieren einige neue Groflen:

1. X € P, ist die Partition, die man erhélt, wenn man das Young-Diagramm von
A transponiert: [N] = [A]T.

2. By:=max {i: (i,i) € [\]} =max{i:\; > i} ist die Diagonalenlinge von [A].

3. Ry(i,7) == {(u, v) i <u <N iV A <o < )\u} ist das Randsegment von
[A], das durch (i, ) eingegrenzt wird.

4. [)\,(f’j)] := [A]\RA(4, j) definiert eine Partition AP ¢ PR, (,j)- Beachte dazu,
dass das Entfernen eines Randsegments von [\ wieder das Young-Diagramm

einer Partition liefert.
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)\:(7,5,3,3,2,1,0,...) 7:(8,5,4,3,1,0,...)
N o
AN Rx(1,4)
M . | \
By=3 R)\(Z,S)
|

Ba(4D) 2\ —-(4,333,2,1,0.
A3 =(7,2,2,2,2,1,0.. 7?=(8,4,3,1,0,...)
A =(7,5,3,1,0,0,0..

Abbildung 6.1: Die Young-Diagramme zweier Partitionen A,y € Pa;1. Die A-Zellen (1,4),
(2,3) und (4,1) erzeugen jeweils ein Randsegment der Lénge 5 (Rx(4,1) ist
grau hinterlegt), die bei Anwendung der Murnaghan-Nakayama-Formel

zusammen mit 2 geloscht werden. Es gilt somit x) = =X, (1) (’yé) +

Schliellich definieren wir noch fir v € P, die Partition, die man aus v erhalt, wenn

man den r-ten Abschnitt entfernt:

V= (Vs Y1y Vet - ). (6.19)

In Abbildung 6.1 findet sich eine Veranschaulichung der neu eingefiihrten Grofien.
Damit steht nun das Begriffsinventar fiir die folgende Formel bereit, die es uns

erlaubt, Charaktere rekursiv zu berechnen (vgl. [10], Theorem 3.4):

6.4 Murnaghan-Nakayama-Formel. Fir Partitionen X,y € P, und1 <r <N,
qgilt

M= > =) e (), (6.19)

(7’7.7) : |R>\(27J)‘:77‘
wobei die Summe verschwindet, wenn tber eine leere Indexmenge summiert wird,

sowie X (D) = 1.

Dies bedeutet: Fiir gegebene A,y € P, lasst sich der Charakter x, () berechnen,
indem wir ihn auf eine Summe von Charakteren reduzierter Partitionen zurtuckfihren.

Diese Reduktion geschieht, indem von [)] alle Randsegmente der Lange ~;, entfernt
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werden, wahrend gleichzeitig der Abschnitt 7;, von v geléscht wird. Dieses Vorgehen
wird nun mit ,,, 4, . .. wiederholt, bis letztlich nur noch Charaktere der leeren Parti-
tion xg, ausgewertet an &, iibrighleiben. Ist in einem bestimmten Reduktionsschritt
eine solche Ausschopfung von [A] durch v nicht moglich, weil kein Randsegment der
geforderten Lénge existiert, verschwindet der betreffende Summand. Insgesamt ist es
somit moglich, den Charakter x,(7) als Summe > +xz(2&) = > £1 zu schreiben.
Insbesondere gilt x(7) = 0, falls es keine Moglichkeit gibt, [A] durch v vollstéandig
auszuschopfen. Da jedes Randsegment R, maximal ein Késtchen auf der Diagonalen
beinhaltet, muss v mindestens iiber so viele Abschnitte verfiigen, wie [\] Késtchen
auf der Diagonalen besitzt, sonst kann [A] nicht vollstédndig ausgeschopft werden und

der Charakter verschwindet an der entsprechenden Stelle. Es gilt also fiir A,y € P,
By > N,y = X)\<’}/) = 0. (620)

Ein Beweis fiir die Murnaghan-Nakayama-Formel findet sich in [14], Kap. 2.4,
S. 581t

6.3 Beweis des Theorems

Bevor wir mit dem eigentlichen Beweis beginnen, ist es sinnvoll, eine Charakterisierung
der Partitionen v € P,, vorzunehmen, die in nC' = nCyp fir ein gegebenes k£ € N und
(a,b) € I liegen (wir nehmen an, C' # @). Geméf den Eigenschaften von Cyy, kann
jedes solches v ausgedriickt werden als die Verkettung (7/,7”) von einem v/ € GE:B)
und einem v" € P,,_}|,. Hierbei bezeichnet Gf:& die diskrete Entsprechung von G, p,
d.h.

Gg?l)) = {(&)izl _____ R €{0,....n}" by > > U, 4 € (nag,nby) fir i =1, .. .,k}.
(6.21)
Aus Gleichung (6.6) erhalten wir sodann:

1) [V <mn,

(ii)) 30 =0(C) > 0, so dass ;. > (n — |¥'|1) + on und |¥'|; =n — |y/|1 > on gilt
(wihle bspw. § := dap).
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Dieser Sachverhalt ist in der folgenden Abbildung illustriert:

"

Y3

Abbildung 6.2: Eine Partition v = (v/,7”) aus nCap (hier n = 122) lisst sich in einen
Anteil o' € nGZ(:g und einen Anteil v € Pp,_ |/,
(a,b) ist v # @ und es gilt 7, > |7”|1. Dies ist auch in der Abbildung
wiedergegeben: Die beiden schraffierten Bereiche entsprechen jeweils |v”];.

zerlegen. Nach Wahl von

Beweis von Theorem 6.1. Um Agl)(k:n) abzuschatzen, zerlegen wir die Zustande
des DCF(™-Prozesses mittels harmonischer Analyse in ihre Anteile beziiglich der
Charaktere-Basis und berechnen die Evolution dieser Anteile iiber die Eigenwerte
von M.

Zunichst formen wir P™(X™(k,) € nC) um. Sei also C' € € fest; wir setzen
fn=1,c. Da ,u(()n) (") stetig ist, sei weiter g( )(7) u(()n (v )/ﬂg") () die Dichte von
,u(()”) beziiglich Wg«n) (vgl. [2], S. 55). Dann gilt mit P m X ) _ uén)l\\/[[(”)k”

PM(X™(k,) enC) =Y P = fulv)
YEPn
n nk'ﬂ
= "MV () fuly)
yEPy
n n n k'n
= Y g )M ) faly)
7Y €Pn
n n n kn
=Y g ()Y MO T ()
v'eP,
= (g, M™""f,). (6.22)
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g(()n) lésst sich in der Basis (xa)cp, entwickeln zu g(()”) =Y e, (g(()")jxk)x,\. Dies

setzen wir in die obige Formel ein und erhalten

n n)kn
POX (k) € nC) =3 (g5, xa) (o MO,

AeP,
n K, n
= >0 a6 0 (Fan xa) (6.23)
AeP,

denn es gilt mit Korollar 6.3

o MO F) = 3 7l () xa ()M £,()

yEPn

- Z Wén) () X)\(’Y)M(n)kn (V) fu ()

¥V €Pn

= 3 6" 2 () faly)

¥ ePy

= 00" (£, x0)- (6.24)

Als Néchstes gilt es, den Term der Gleichgewichtsverteilung entsprechend umzu-

formen. ﬂgn) entspricht gerade der Eigenfunktion Wg") x von M™ mit y = 1. Dies ist

gooe

Darstellung der S,,; der Eigenwert QEZ,)O,...) ist ebenfalls gleich 1 (vgl. auch Gleichung
(6.18)). Wir konnen also schreiben

YEPn
= <fn> X(n,O,...)>
n En
= egn,)o,) <fn>X(n 0,...)>
(n,0,...) 9o "5 X(n,0,...) ny X(n,0,...)/ .

wobei fir die letzte Zeile 1 = Z/\e?n ,u(()”)()\) = er?n g(()")()\)w(sn)()\) = (g(()”)7 1)

verwendet wurde.

Damit entspricht die Abweichung A(Cn )(k:n) gerade der Summe der Anteile des
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Prozesses auf allen anderen Basis-Charakteren, d. h.

n nk” n

AL( > 0 a6 ) (e ) (6.26)
AeP,
)\#(TL,O,)

Diese Summe kénnen wir zunéchst vereinfachen: Da wir uns auf Startpartitionen
7 beschrénkt haben, die iiber héchstens n® Abschnitte verfiigen, gilt /Jé") (7) =0 und
damit ¢ (7) = 0 fiir alle v € P, mit N, > n?. Fiir N, < n liefert die Folgerung
(6.20) zur Murnaghan-Nakayama-Formel y,(y) = 0 fiir alle A € P, mit By > n®.

Damit reduziert sich die Summation auf

n n kn
AL (k) = > 05" (98" X (fs X0)-
A€P,
A#(n,0,...), By<nP

Der Beweis gelingt nun, indem wir die verbleibende Summationsmenge so aufteilen,
dass die entsprechenden Basisvektoren entweder orthogonal zur Funktion f,, sind (vgl.
Lemma 6.6) oder aber der Eigenwert fiir grofies n hinreichend klein wird (Lemma 6.5).

Damit lasst sich zeigen, dass die gesamte Summe fiir n — oo verschwindet.

Wir wihlen 7 € (0,1) mit 1 — (8 — 3) < 1 < 1 und setzen ng := 507, Fiir

n > ng zerlegen wir die Summationsmenge wie folgt:

A G) = (304 D0+ 3 ) el o) (627)

AePL AeP! &P
mit

P=P (n,B) = {)\Gan:B)\SnB,)\l <n—2n" Ny <n-2n"},
Pl =Pr(n,B) :=={N€P,: By <n’n—2n" <X\ <n},
P =P, B) :={A€P,: By <n’n—2m" <N}

Nach Wahl von n sind diese drei Mengen paarweise disjunkt, und ihre Vereinigung

ergibt gerade die gesamte Summationsmenge:

PLUPIUPY ={Ne P, A# (n,0,...), By <n’}.
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Beachte hierzu, dass fiir A € P
M<n—Ny+l<n—-—m+2n"+1=2n"+1

und fir A € P
AL >n—2n"

gilt. Nach Wahl von ng gilt aber fiir n > nyg

1 1
1=4(50)"" + = > dn7 ! 4 =
5) n

= n-=2n">2n"+1,

woraus insbesondere folgt, dass P” und P disjunkt sind. Weiter folgt fiir A € P
auch
M<2nT+1<n-2n"T<n

und damit (n,0,...) & P,
Die Menge P!, ist so gewéahlt, dass A\; und N, gleichméfBig beschrankt sind. In

diesem Fall konnen wir den zugehorigen Eigenwert 9@ geeignet abschétzen:

6.5 Lemma. Fir alle A\ € P, gilt |9§")| < % Insbesondere gibt es ein ny =

ni(n) € N, so dass fir A € P, gilt
6 < e Wi >n (6.28)

Die Mengen P” und P enthalten die restlichen Partitionen: Dies sind solche, wo
die Masse im zugehorigen Young-Diagramm entweder auf die erste Zeile konzentriert
ist (P7) oder auf die erste Spalte (P)). In beiden Fallen lasst sich zeigen, dass der

zugehorige Charakter fiir grole n orthogonal zu f, ist:
6.6 Lemma. Es gibt ein ny = no(3,C) € N, so dass fir A € P UPY gilt
(fnsxa) =0 Vn >ns. (6.29)

Beweis von Lemma 6.5. Wir wollen den Eigenwert 9&”) des Charakters x, abschatzen.
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Aus der Formel (6.17) fur Hg\n) erhalten wir fur beliebiges A € P,

n A1l
) _ 1 )2
W (B2
= J=1
1 n A1
S PIEP D
= 7j=1
A1
< m()\m—)\l) =

Ersetzen wir in der ersten Zeile X\ durch die transponierte Partition X', so dndert
sich nur das Vorzeichen auf der linken Seite. Wir erhalten also —9§"> = 9&7) <\ /n=
Ny /n, und damit |05\n)| < A

Fir A € P/, konnen wir dieses Ergebnis weiter verscharfen: Wahle ny; € N derart,
dass (1 — 2 )nH’ < et gilt fiir alle n > n;. Wegen \; V Ny < n—2n" folgt sodann

i
nl—n.pn—1
(n) 2 2 et

fur alle n > ny. ]

Beweis von Lemma 6.6. Um die Aussage zu zeigen, gehen wir sinngemafl wie folgt
vor: Wir nutzen aus, dass der Wert der Indikatorfunktion f,, = 1, an der Stelle
A € Py, also f,,(A), nach Eigenschaften von C' € € nur vom k-Anfang einer Partition
A abhéngt (fir ein bestimmtes k& € N). Modifizieren wir also f,, so, dass der k-
Anfang ignoriert wird und bezeichnen diese Funktion mit f*", so folgt f* = 1.
Dies entspricht jedoch gerade dem Charakter der trivialen Partition, und da die
Charaktere orthonormal sind, folgt schon (f*", x-) = 0 fiir alle anderen Charaktere.

Da f,, verandert wurde, muss der Charakter x, ebenfalls passend modifiziert werden,
was durch das y,- angedeutet ist. Hierzu werden wir die Murnaghan-Nakayama-
Formel 6.4 verwenden, deren entsprechende Anwendbarkeit durch die spezielle Form

von A € P bzw. A € P! sowie die von C' € C sichergestellt ist.

Fiir die eigentliche Beweisfithrung beginnen wir mit A € P).. Sei also C' = Cap
mit (a,b) € I} fur ein £ € N und sei 0 := 6,1 (vgl. Gleichung (6.5)). Wie bereits
geschildert, lasst sich nun v € nC,y, darstellen als v = (7/,7”) mit ' € Gfﬁg und
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7" € Pu_jyp,- Wir erhalten also

Faxn) = Y Luc()xa() s ()

YEPn
= Y ()
'yGnCa,b

= > Y w00 (6.30)

1"
v eG) V' E€Pn—ty iy

Beachte, dass wegen n — |y/|; > dn (vgl. S. 100) die innere Summe stets nicht leer ist.

Wir wollen nun zeigen, dass fiir jedes o' € Gg% die innere Summe fiir grofle n
verschwindet. Wir nutzen dabei aus, dass gemafl Definition von P die Masse von
A im Wesentlichen auf \; konzentriert ist: Mit hinreichend groem nl = n4(3,n,C)
gilt Ay > n—2n" > n—dn fur alle A € P mit n > nfj, woraus gleichzeitig folgt, dass

die Gesamtmasse aller anderen Abschnitte hochstens n — A\ < dn betrégt.

Andererseits gilt fir 7' € G’gf& nach Konstruktion v, > v, > onfiri=1,...,k (vgl
S. 100). Wenn wir nun die Murnaghan-Nakayama-Formel k-mal auf x,(7/,~") anwen-
den, indem wir sukzessive Randsegmente der Langen 71, ..., von A abtrennen, ist
damit sichergestellt, dass wir in jedem Reduktionsschritt nur genau ein Randsegment
mit der vorgeschriebenen Lénge vorfinden, nédmlich die letzten v/ Késtchen von A;.
Insgesamt werden so |v'|; Késtchen abgezogen, was wegen |7/|; < n—dn < \; immer

moglich ist. Wir erhalten somit

(") = x0-(7")
mit \* € P,,_},s|, definiert durch A} := Ay — [7/[1 und A} := A; fir j > 2.

Nun modifizieren wir noch den Faktor Wgn) (v/,7"): Geméa$ Definition von wg”) und

wegen ;. >~/ konnen wir

WK(S’TL)(’Y,”V”) — 1 —. R(ﬁ/) < 00

n—|y' k k :
Wg " ‘1)(7”) [Tici i Hj:l Ny (5)!
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setzen; damit lasst sich die innere Summe aus (6.30) wie folgt schreiben:

Y mE A =RE) Y w0 ) ()

V'EP, V'EPn 1)y

= R(7/><X)\*7 1>n—\’7'|1' (631)

-7

Wegen A\ # (n,0,...) ist A* # (n — [7/]1,0,...), und wir erhalten somit aus der
Orthonormalitét der Charaktere (x3,1)n—jy, = 0. Da 7' € Gayp beliebig war, ist

damit gezeigt, dass die innere Summe verschwindet.

Ahnliches Vorgehen liefert dasselbe Ergebnis fiir A € P”. Wir nutzen aus, dass
jetzt die Masse von A iiberwiegend in der ersten Spalte von [\] konzentriert ist: Mit
hinreichend groBem nf’ = nf'(5,n,C) gilt Ny > n—2n" > n—dn+ 1 fir alle A € PV
mit n > nf’. Die Gesamtmasse auflerhalb der ersten Spalte betrigt damit hochstens
n— Ny <dn—1.

Wenden wir nun fir ein 7 € th)) die Murnaghan-Nakayama-Formel wie oben
an, so gibt es zu jedem 4, wiederum nur genau ein Randsegment der passenden
Lénge in A\, und zwar sind dies jetzt die untersten v, Késtchen in der ersten Spalte.
Auch hier ist wegen |y'|y = n — |7"]1 < n —dn < N, sichergestellt, dass es insgesamt

ausreichend Abschnitte mit der Lange 1 in A gibt. Wir erhalten also entsprechend

X" = o (")
mit A € Pp,_ |, definiert durch A\7* := A; fiir 1 < j < Ny — |[7'|1, AJ* := 0 sonst.
Wir miissen nun nur noch nachweisen, dass (x~,1) = 0 gilt, A** also nicht die
triviale Partition (n — |7/[1,0,...) ist. Wéare dies der Fall, so miisste Ny = |/|; + 1

gelten, was wegen
n—m+1<Ny=p1hi+1l<n—-dn+1

auf einen Widerspruch fiithrt. A** ist also nicht die triviale Partition, und die innere

Summe verschwindet fiir alle 4" € Ggf&.

Setzen wir schlielich ny := nj V n}’, so folgt das gewiinschte Ergebnis. O

Nun konnen wir Gleichung (6.27) neu aufschreiben: Wegen Lemma 6.6 fallen fur

107



6 DCF™-Konvergenz

grofles n die Summationen tiber P! und P! weg, und wir erhalten

AP (k) =" 0" (g5 ) (s o). (6.32)

AEP,

Der jetzt folgenden Anwendung des ersten Lemmas kommt eine Schliisselstellung
zu: Fur den mit k, potenzierten Eigenwert QE\”)’% erhalten wir aufgrund der Vor-
aussetzungen an (k,),>1 eine Abschétzung, die stark genug ist, um zu zeigen, dass
trotz der wachsenden Summandenzahl |P/ | und des Terms (g(()"), X») die verbleibende
Summe fiir n — oo verschwindet. Damit ist dann die gewiinschte Konvergenz gezeigt.

Unter Verwendung von Lemma 6.5 erhalten wir zunachst

Fa)l < 16871 18" o) 1 (s X)|

AeP,

<3 (@) e o )

AEP,

Da nach Voraussetzung k, > n? gilt, folgt weiter

n —pn—1 ”’6/ n
AL EI < S @™ )" 1 X (x|
AP,
—pB -1
=D e 96”1 X0 (6.33)
NP,

Nun schétzen wir die Anzahl der Summanden ab. Dazu tiberlegen wir uns, dass das
Young-Diagramm [\] eines beliebigen A € P,, mit By = s aus einem quadratischen
s X s Block von Kastchen besteht, an den pro Reihe und Zeile jeweils hochstens
n — 1 Kéastchen angefiigt werden. Um also die Anzahl der Partitionen \ € P, mit

gegebener Diagonalenlédnge sehr grob abzuschétzen, erhalten wir

#NE€P,:By=s}<npn-... -n=n*

2s Faktoren

und weiter vereinfacht mit ¢ > 0

#{\ € P, : By <t} <tn®.
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6.3 Beweis des Theorems

Damit kénnen wir |P/ | wie folgt abschétzen:

|[‘P;z| < #{)\ cP,: By < nﬁ} < n6n2n5 _ 6(ﬂ-i-Qnﬁ)logn < 63n510gn‘

Schliellich fehlen noch die beiden letzten Terme aus (6.33). Fiir den einen erhalten

wir aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

(Frsxa) < {fs ) (25 xa) < 1, (6.34)

<1 =1

sowie fur den anderen

s e < 3 g N ()|

YEPn

wegen ,uo Jep .3

Jetzt gilt es nur noch, den Charakter x,(7v) geeignet abzuschatzen (fir A,y € P,
und N, < n”). Dies gelingt abermals unter Verwendung der Murnaghan-Nakayama-
Formel 6.4, mithilfe derer wir y,(7) als Summe von Charakteren reduzierter Parti-
tionen X« (7) schreiben konnen. Da wir Partitionen aus P,, betrachten, umfasst die
Summe hochstens n Summanden. Diese zerlegen wir wiederum, was so lange fortge-
setzt wird, bis als reduzierte Partitionen nur noch die leere Partition & tibrigbleibt;

wegen N, < n” ist dies nach hochstens n” Schritten der Fall. Wir erhalten also

~ nﬁ nﬁ N
|X)\<7)| §Z|X)\*(’7>| < ...<n |X®(®)| —e log ’
= =1

was schlieflich

1(gd™ )| < sup_ ha(y)| < e?’8™ fiir alle A € P, (6.35)
Ny<n
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6 DCF™-Konvergenz

liefert.
Nachdem nun alle Bestandteile von Gleichung (6.33) geeignet abgeschétzt sind,

miissen wir die Ergebnisse nur noch passend zusammensetzen. Es gilt

n n k" n
A EI< Y o s (e
\eP,

< e3nﬁlogn . e—nﬂl“’*l . enﬁlogn . 1

. efnﬁ (n(8' =B =(1=1) _41og n)

Die Summandenanzahl und der Term <g(()"), X») sind zusammen von der GréSenord-

nung ni"” = ein”’len Dies kann jedoch durch ng) " kompensiert werden: Wegen

(8= B)— (1 —n) >0 gilt n¥=H=0=1 _4]ogn > 1 fir hinreichend grofe n, und
wir erhalten schliefSlich
N
|Agl)(kn)| <e 2 =0 firn— oo

Damit ist der Beweis des Theorems abgeschlossen. O]
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7 Beweis der Vermutung

Nun stehen alle Hilfsmittel bereit, um Vermutung 1.1 zu beweisen, die wir hier noch

einmal neu formulieren wollen (vgl. [7], S. 931):

7.1 Theorem. Ist i € M(2y) CCF-invariant, so ist y die Poisson-Dirichlet-
Verteilung PD;.

Beweis. Um die Eindeutigkeit zu zeigen, miissen wir
u(A) = PDi(A)

fiir alle A € B, nachweisen. Eine solche Gleichheit der Mafle kénnen wir zunéchst
nur auf dem kleineren Mengensystem € C Bg, zeigen, da nur dort schnelle DCF™)-

Konvergenz vorliegt:

7.2 Lemma. Ist p € My(y) CCF-invariant, so gilt
u(C) =PD(C) fiir alle C € C. (7.1)

Um zu zeigen, dass daraus schon die Gleichheit auf allen Mengen folgt, benotigen

wir noch ein weiteres Lemma:

7.3 Lemma. Sei ] = {p € Oy : 3 unendlich viele n € N mit p, > Zj>npj}.
Dann gilt:

(i) PD1(Q) = 1.

it) Durch seine Werte auf {C N QY : C € C} C By ist ein Maf§ bereits auf ganz
1 1
(QII,BQ/l) festgelegt.

(i) p(h) = 1.

111



7 Beweis der Vermutung

Aus (i) und (iii) folgt sodann, dass sich die Aussage von Lemma 7.2 auch schreiben

lasst als
p(CNQY) =PD(CNQY) firalle C € C,

woraus mit (ii) die Gleichheit der Mafle auf B¢, folgt. Da sowohl i als auch PD,
keine Masse auflerhalb von ) besitzen, folgt damit schon die Behauptung des

Theorems. [
Wir bringen nun die Beweise der beiden Lemmata.

Beweis von Lemma 7.3. Zum Beweis von (i) sei daran erinnert, dass die Poisson-
Dirichlet-Verteilung durch nichtaufsteigendes Anordnen aus der GEM-Verteilung
gewonnen werden kann (vgl. Satz 3.14). Sei (X,,),>1 eine GEM (1)-verteilte Sequenz,
also X, := U, [[/=] (1 = U;) fiir n > 1 mit U; ~ U[0,1] (vgl. Definition 3.12). Wir

setzen zusatzlich

n—1
Yoo=[[1-U:) fiirn>1. (7.2)
i=1
Beachte, dass dann gilt
n—2 n—2
i=1 i=1 . j<n i>n
~Xn

sowie X,, = U,Y,. Wir zeigen nun, dass jede Realisierung von (X,,),>1 nach nichtauf-
steigender Anordnung stets auf ein p € ] fithrt, was die Behauptung beweist.

Hierfir definieren wir Stoppzeiten (74)x>1 mit 7 := 1 und
Thy1 = Min {n >T Xp AN (Y, — X)) <X; V5 < Tk} fur k> 1. (7.3)

Interpretieren wir (X,,),>1 wieder als Realisierung des gleichméfigen Abbrech-
prozesses (vgl. S. 26), so ist zum Zeitpunkt 7, mindestens eins der entstehenden
Bruchstiicke X,, bzw. Y,, — X, kleiner als alle zuvor abgebrochenen Stiicke. Wegen
Doms1 Xn = 1 gilt X, \, 0 f.s. fir n — oo und es folgt, dass jedes 7, fast sicher
endlich ist.
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Wir werden nun zeigen:

1
Ay = {UTk > 5} = {XTk >Y, — XTk}, k € N sind unabhéingig. (7.4)
1
P(Ag) = 5 VE>1. (7.5)

Hieraus folgt sofort U,, > % unendlich oft f.s. Mit diesem Wissen lésst sich leicht
nachweisen, dass die nichtaufsteigende Anordnung der (X,,),>1 eine Partition aus )
liefert: Die 7, mit U, > % fithren jeweils gerade zu einem Abschnitt in p € €] mit

der gewtinschten Eigenschaft. Auf jedem A, gilt nach Wahl von 7

ZXj:YT'k+1:YT'k_XTk<Xi Vi< 7,

J>Tk

woraus insbesondere folgt, dass bei der nichtaufsteigenden Sortierung von (X,,),>1
Elemente mit Index aus {1,..., 7} nicht mit Elementen mit Index aus {7, +1,...}
vertauscht werden. Damit gilt insgesamt

D7, = min X; > X; = ij.

1<7y 4 £
J>Tk I>Tk

Um die Unabhéangigkeit der Ay, sowie P(A) = % zu beweisen, stellen wir fiur n > 1

die Teilungsvariable U,, wie folgt dar:

Vi, falls n, =1,
U, = (7.6)
1-V,, fallsn, =0,

wobei V;, ~ U[0,1] und 7, ~ B(1, ) voneinander unabhéngige Zufallsvariablen sind.

Damit kénnen wir das Ereignis A schreiben als
Ay = (Bx N Ck) U (BN CY)

mit By = {V,, > %} und Cy == {n,, = 1}.
Setzen wir nun &, := o(V4,..., Vi, m0, ..., Mn—1) (mit 19 := 1), so sind die oben

definierten (7x)r>1 Stoppzeiten beziiglich der Filtration (F,),>1. Nach Konstruktion
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7 Beweis der Vermutung

gilt dann By € F,,, wahrend C} unabhangig von JF, ist fiir alle £ € N. Wir erhalten
damit fir beliebiges D € J,

P(DNAg) = P((DNBy)NCy) + P((DN B;) NCy)
= P(D N Byg) - P(Cy) + P(D N By) - P(Cy)

(
(P(DNBy)+ P(DNBy))

| =D —
s

—

)

N—

unter Verwendung von P(Cy) = P(Cf) = 5. Wihlen wir nun D := , so erhalten
wir P(Ag) = %, was die zweite Behauptung zeigt.
Fiir den Beweis der ersten Behauptung sei £ > 1 und D := ﬂjeJ A; mit J C

{1,...,k—1}. Wegen A; € I 4, C I, fiir alle j < k gilt D € F,, und wir erhalten

P(ﬂAijk) - P(Ak)-P(ﬂAj>.

jed jed

Da k beliebig war, lasst sich dies induktiv fortsetzen zu

P(ﬂ Ai> = H P(A;) fur beliebige endliche I C N,

iel i€l
womit die Unabhéngigkeit gezeigt ist.

Um (ii) zu zeigen, miissen wir nachweisen, dass €' := {CN Q| : C € C} ein
N-stabiles Erzeugendensystem von B, ist (vgl. [2], S. 10).

Dazu machen wir einen Umweg tiber die Topologie auf ] (vgl. Kapitel 2.1):
By ist die von der Topologie auf €} erzeugte o-Algebra, d. h. die kleinste o-Algebra,
die alle offenen Mengen umfasst. Die Topologie von 2] wiederum ist die von der
[;-Norm induzierte Topologie ¥, die aus allen Vereinigungen von offenen /;-Kugeln
besteht (vgl. etwa [19], S. 22). Wir sagen daher auch, die Topologie wird von den
offenen /;-Kugeln erzeugt, und schreiben ¥; = T(By).

Wir zeigen nun, dass T; schon von € erzeugt wird, d.h. ¥; = T(¢). Fir die
Inklusion ¥; C F(€') miissen wir nachweisen, dass es fiir p € ] zu jeder offenen
l1-Kugel B.(p) mit ¢ > 0 ein C' € € gibt derart, dass p € C N Q) C B.(p) gilt
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(vgl. [19], S. 23). Hierbei wird sich als entscheidend erweisen, dass aus ,p € C' fiir
ein C' € C“ nicht nur Aussagen iiber den Anfang von p folgen, sondern sich dadurch
auch der Partitionsrest abschétzen lasst (vgl. S. 911f.).

Sei also € > 0 und p € Q]. Aufgrund der speziellen Form von p kénnen wir ein
geeignetes C' = C,p konstruieren, so dass p in Uy, enthalten ist. Dazu wahlen wir
ein hinreichend grofies k£ € N, so dass ¢ := ) sk Pj < min(py, ) gilt. Dies ist nach

Wahl von €] immer moglich, ebenso gilt stets ¢ > 0. Wir setzen dann

5. WPk =)
’ k42

sowie

a; = i—-d
b firi=1,...,k
bi:==pi+0

und behaupten, dass das so konstruierte (a, b) = (a;, b;)%_, in I liegt. In der Tat gilt
aufgrund der Wahl von § und wegen ¢ > 0

k
b, = i <1- —
E g (pi+0) <1 Q+k+2Q<1
i<k i<k
sowie

ak+zai:(pk_5)+2(pi_5)

i<k i<k

= +1—q)—(k+1)0

k+1
> 1 —)(1-2=) >
> 1+ (px q)( k+2) :

>0
und es folgt (a,b) € I, (vgl. Gleichung (6.2)).
Fiir beliebiges x € Cyp gilt nun
k k

ijzl—ijgl—Z(pj—é)

>k j=1 j=1
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7 Beweis der Vermutung

k
=1-> pj+ks
j=1

k
§q+—k+2q<2q

und damit

k
e —ple <Y ey —pil + D pi+ Y
j=1

i>k >k

<6-2k+q+2q

k
< 2—
_(3+ k+2)¢]<57

was zeigt, dass zu jeder offenen [;-Kugel B.(p) von p in Q] ein solches C' € C existiert,
so dass p € C'N Q) C B:(p) gilt. Umgekehrt gibt es fir jedes p € C N Q) mit C' € €
ein £ > 0, so dass B.(p) C C'N Q] gilt. Damit ist auch ¥; D T(C’) gezeigt, und es
gilt insgesamt ¥; = T(C').

Offenbar konnen wir genauso argumentieren, wenn wir zusatzlich verlangen, dass
die Endpunkte des Intervalls (a,b) = (a4, b;)%_, alle rational sind. Somit ldsst sich

zeigen, dass die Topologie von 2] sogar schon von
CLi={CNQ,:C=Capmit(ab)efireink>1abeQ"}ce (7.7

erzeugt wird, d.h. T, = F(C)). Da €}, nach Konstruktion abzéhlbar ist, ist jede

Vereinigung von Mengen aus C, schon abzahlbar, woraus insbesondere
T(C) C o (Cy)
folgt. Damit ergibt sich fir die Borel’sche o-Algebra
Ba, = 0(Th) = 0(3(Ey)) C o(€) C o(€),

und zusammen mit €' C T(C') = T, erhalten wir schlieflich Bg, = o(C').
Es fehlt nun noch der Nachweis, dass € (und damit auch €') abgeschlossen ist

unter Schnitten. Seien also (a,,b,) € I; und (a,,b,) € I, fir j,k € Nmit j < k.
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Falls j < k, so setzen wir aq; := 0 und by; := 1 fiiri = 541, ..., k. Definieren wir nun
(a,b) durch a; := ay; V ag; und b; := by; A by fir i = 1,.. ., k, so gilt offensichtlich
(a,b) € I} und Ca, b; N Cay by = Cap. Damit ist (ii) bewiesen.

Fir den Beweis von (iii) sei zunédchst angemerkt, dass die Gleichheit der Mafle
w und PDy, wie sie in Gleichung (7.1) formuliert ist, sogar schon fiir alle Mengen
aus der von C erzeugten o-Algebra gilt, da — wie im Beweis von (ii) gezeigt — € ein

N-stabiles Erzeugendensystem ist (vgl. [2], S. 10). Wir haben also
u(A) =PDy(A) fir alle A € 0(C)
Zeigen wir nun, dass 2] selbst schon in ¢(€) liegt, so folgt mit (i)
p(€) = PDy(2) = 1,

und die Behauptung ist bewiesen.

Fiir den Nachweis von Q) € o(C) stellen wir §2} wie folgt dar:

Q) = ﬂ {p € €y : 3 n verschiedene k € N mit p; > ZPZ}

n>1 >k
= ﬂ U ﬂ {peﬁlrpk>2pi}.
n>1 |§|C:I\711 kel >k

Ersetzen wir hierin {p € Qy : py > >, pi} durch

k
Ak = {pGQl :pk>2pi,2pi< 1} (78)

1>k i=1

fir k € N, so wird die Menge auf der rechten Seite der Gleichung hochstens kleiner.
Da jedoch fiir jedes p € Q) immer schon Zle p; < 1 fir alle £ € N gilt, herrscht

sogar Gleichheit, und wir konnen €2} auch schreiben als

o= U 4 (7.9)

n>1 ICN kel
[|=n
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7 Beweis der Vermutung

Da die Vereinigung und beide Schnitte hochstens abzahlbar sind (beachte dazu,
dass insbesondere die Menge aller endlichen Teilmengen von N abzahlbar ist), folgt
Q) € 0(C), wenn wir zeigen, dass alle Ay in o(C) liegen. Dazu tiberlegen wir uns fir
ein beliebiges k € N, dass wir fiir ein p € Ay und ¢ = 1, ...,k immer hinreichend

grofe a; € Q mit a; < p; wahlen kénnen, so dass
k k
pr>ar>1=Y ai>1=Y pi=>Y p
i=1 i=1 i>k

gilt. Ebenso lassen sich fir ¢ = 1,..., k hinreichend kleine b; € Q mit b; > p; finden,

k k
Zpi < Zbl <1
=1 =1

erfiillt ist. Nach Wahl der a; und b; liegt das Intervall (a,b) = (a;, b;)%_, in I;.
Umgekehrt gilt fir jedes p € Oy mit p; € (a;, b;) fir ein (a,b) € I nach Wahl von
I}, stets

k k k k
pk>ak>1—Zai>1—Zpi:Zpi sowie Zpi<2bi<1.
i=1 i=1 i=1 i=1

i>k

so dass

Somit haben wir

U {peuipe(ab)fivi=1,..k}= (] Cap
(a,b)elk (ab Elk
a,beQ¥ a,beQk

Da diese Vereinigung wiederum abzahlbar ist, liegt mit den C,p auch Ay in o(C).
Da k beliebig war, gilt dies fiir alle k£ € N. O]

Beweis von Lemma 7.2. An dieser Stelle fliefen nun unsere gesammelten Vorarbei-
ten ein. Seien dazu «, 3,7 € R beliebig mit % <a<f<y< % Da p nach Annahme
CCF-invariant ist, gilt die A-priori-Momentenabschétzung 2.1 und wir erhalten
fﬂl i>1 P8 1(dp) < oo, d.h. p legt nicht so viel Masse auf Partitionen mit vielen
kleinen Abschnitten. Unter diesen Voraussetzungen kénnen wir Theorem 4.1 zur

Anwendung bringen und erhalten fiir jedes n € N einen Wahrscheinlichkeitsraum Qggi
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mit Wahrscheinlichkeitsmaf Q™ = Q,Sn), auf dem ein Prozess definiert ist, aus dem
wir eine CCF-Markov-Kette (p(k))g>o mit (stationédrer) Anfangsverteilung p und eine
DCF™-Markov-Kette (/") (k))z>o erhalten. Der diskrete Prozess (£ (k))z>o appro-
ximiert jeweils (p(k))r>o derart, dass zwischen beiden Prozessen bis zum Zeitpunkt
|n"| Kopplung besteht. Uberdies gilt lim,,_o Q' [Newoy = nP] = 0, wir haben
also eine gewisse Kontrolle tiber die Anzahl der Abschnitte in der Startpartition von
(0" (K)o Es ldsst sich zeigen, dass dies geniigt, um Theorem 6.1 anzuwenden; auf
@ liegt somit schnelle Konvergenz des DCF™-Prozesses gegen Wgn)(n -) vor. Wenn
wir schlielich noch W(S") (n-) = PD, fiir n — oo verwenden (vgl. S. 5), lisst sich die

Behauptung zeigen.

Um das beschriebene Vorgehen umzusetzen, sind allerdings noch einige technische
Einschrankungen notig: Die Konvergenzaussage iiber die DCF-CCF-Kopplung ist
nicht dergestalt, dass damit die Gleichheit u(C) = PDy(C) fir C € C direkt
gezeigt werden kann — Gleichung (4.3) macht nur eine Aussage uiber die erwartete
l;-Abweichung. Wir behelfen uns, indem wir die Menge C' ein wenig vergréfern bzw.
verkleinern: Mit (a,b) € I}, fiir ein k € N gilt auch ((1 +¢)a, (1 — e)b) € I} fir alle
¢ in einer geeigneten Umgebung von 0. Gilt fir (a, b) itberdies C' := Cap # 9, so
gilt auch O = Cli4e)a,(1—e)p # D fiir alle € in einer geeigneten Umgebung von
0. Fiir diese Mengen werden wir vermoge des Weges iiber Kopplung und DCF(™)-

Konvergenz eine Ungleichung der Form
PD(CT) > pu(C) > PDy (C9) (7.10)

fir alle hinreichend kleinen £ > 0 angeben kénnen. Lassen wir hierin nun € gegen
null gehen (setze € := 1/n und n — o0), so bilden die C®) eine konvergente isotone
Mengenfolge C©) 1 C (die C=%) bilden entsprechend eine antitone Mengenfolge

C=9) | C). Wie man sich leicht iiberlegt, kénnen wir ein nichtleeres C' = Cab

Ly

und es lasst sich unter Riickgriff auf die GEM-Verteilung (vgl. S. 30) zeigen, dass
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7 Beweis der Vermutung

J0C eine PD;-Nullmenge ist. Somit erhalten wir (vgl. [2], S. 5)
fir e \{ 0, und Gleichung (7.10) liefert uns mit € \, 0 die Behauptung.

Wir stellen nun die gewiinschte Ungleichung (7.10) auf, zunéchst den rechten Teil.
Sei dazu C' = Cup € C nichtleer mit (a, b) € I fiir ein £ > 1 und € > 0 hinreichend
klein, so dass C'*¢) ebenfalls nicht leer ist. Wir schreiben u als Q™ (p(|n?]) € )
und stellen die Differenz zu PD; mithilfe des approximierenden DCF(™-Prozesses
(0" (E)) =0 sowie der DCF(™-Gleichgewichtsverteilung Wén) (n-) dar. Somit erhalten
wir flir beliebiges n € N unter zusétzlicher Verwendung der umgekehrten Dreiecksun-

gleichung

u(C) = PD,(CO) = QW (p(|n"]) € C) — PD,(C)

> QU pll]) € ) = @ (L (L) € )

) (%WQW |) e C<s>) — 1 (nC®)

+ 75 (nC®) — PD, (C¥))
= D9 (n) — D (n) + D (n). (7.11)

Wir zeigen nun, dass der Limes inferior der D%E) (n) groBer gleich null ist, wéhrend

die anderen beiden Terme fiir n — oo verschwinden.
Dazu schéatzen wir Dgg) (n) unter Zuhilfenahme einer gleichméfBigen Schranke
g == emin{a; : 1 < i < k} > 0 ab und nutzen aus, dass zum Zeitpunkt |[n? |

(p(k))r=o und (£™(k))x>0 noch gekoppelt sind:
DY (n) = - (‘Q(n) (p(ln7]) € C) +Q™ (%g(n)(tnw” c C(a)))
> - ({a(l)) ¢ o { Loy € 0}

>5’>.
1

> -0 ([ptl)) - 1897

120



Hierauf wenden wir die Markov-Ungleichung (vgl. [2], S. 72) an, was

J

liefert. Gemafl Theorem 4.1 verschwindet die rechte Seite fiir n — oo und es folgt
lim inf,_.. D\ (n) > 0.

Um Dge) (n) abzuschitzen, machen wir von der schnellen DCF™-Konvergenz

D) 2 3 B |[pa7)) = 261

Gebrauch. Das entsprechende Theorem 6.1 kann jedoch nur verwendet werden, wenn
der Anfangszustand des Prozesses mit Sicherheit in P, 5 liegt, was fiir (£ (k)0
wegen lim,, QM [Né(n)(o) > nﬁ] = 0 jedoch nur anndhernd der Fall ist. In dieser
Situation ist aber die Definition eines neuen Wahrscheinlichkeitsmafles sinnvoll, das

nach Konstruktion schon in M; (P, 5) liegt; wir setzen
QM (+) = QM (- [(™(0) € P, 5). (7.12)

Offenbar ist (¢ (k))r>o auch unter Q™ eine DCF™-Kette.
Es gilt nun

0 < DY (n) < |Q™ (£ ([n"]) € nC©®) — 7l (nCE)|
+ |@(n) (5(")(@”) c nC(S)) — Q™ (ﬁ(”)(WJ) e n(j(s))’
< ‘@(n) (g(n)(m”) c nC’(a)) _ Wg”) (nc(a)” + H@(n) — Q(n)H (7.13)

fir alle n € N, wobei der erste Term geméf Theorem 6.1 (mit # = 8 und k, = [n"])
fiir n — oo verschwindet.
Um zu zeigen, dass auch der zweite Term verschwindet, benétigen wir folgendes

Lemma:

7.4 Lemma. Sei (2, A, Q) ein Wahrscheinlichkeitsraum und sei B € A mit Q(B) >
0. Dann gilt fir Q'(-) = Q(-|B)

1Q — Q' < Q(B). (7.14)

Beweis. (Q—Q' stellt ein signiertes Mafl auf (€2, A) dar, das sich nach der Hahn-Jordan-

Zerlegung in einen positiven und einen negativen Teil zerlegen ldsst (vgl. [3], S. 188).
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7 Beweis der Vermutung

Wir behaupten, dass (Q — Q')(A) > 0 fir alle A C B¢ gilt sowie (Q — Q')(A) <0
fir alle A C B. Fiir den Nachweis sei A € A; wir erhalten

Q)
Q(A) — =——= <0 falls AC B,
Q- @) = Q) - A5 o)
Q(A) >0 falls A C B,

Somit gilt

Q-Q'=Q-Q)(-NB)—(Q -Q)(-NB),
und es folgt

1Q — Q'll = max {(Q — Q)(B), (@' ~ Q)(B)}.

Wegen (Q — Q') (B°) = Q(B°) sowie (@' — Q)(B) =1—Q(B) = Q(B°) ist damit die
Behauptung gezeigt. O]

Mit dem Lemma gilt sodann

Q™ — Q™| < Q™ (£™(0) ¢ P,.5),

und wir erhalten wegen Q™ (¢ (0) ¢ P, 5) = Q™ [Ny = n?] — 0 fiir n — oo
gemafl Theorem 4.1 schliefllich

D;E)(n) — 0 fir n — oc.

Fir DY (n) nutzen wir 74" (n-) % PD, fir n — oo aus (vgl. S. 5). Wegen
PD,(0C®) =0 (vgl. S. 119) folgt mit dem Portmanteau-Theorem (vgl. [2], S. 186)

Wén) (nC’(E)) — (P’Dl(C'(E)) fiir n — oo,
und wir erhalten lim,, D:(f) (n) = 0. Damit ergibt sich insgesamt
1(C) — PD;(C®) > liminf D (n) — lim D (n) + lim Dés)(n) > 0.

n—oo n—oo n—oo
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Fiir die umgekehrte Ungleichung PD,(C(%)) > 1(C) erhalten wir analog

PD,(C) = u(C) = PDy(CT) = Q™ (p([n]) € C)
> PD, (CD) — 7l (nC )
|l (a9 — (%g(n)(mv |) e C<s>) ‘

=D (n) — DS (n) — DI (n). (7.15)

Fiir die Terme D§ = (n) und DS (n) gelten dieselben Uberlegungen wie fiir DS (n)
und Dz(f) (n). Fir D\"9(n) erhalten wir mit &” := emin{b; : 1 <i < k} > 0 &hnlich

wie oben

D) = QO (p(l)) € €) = @ (e () € 9

< QW ({p(WJ) echn {%ﬂn)(m) ¢ c(@})

> 5”)
1

J. (7.16)

<@ (ol = L)

< S |pla7]) = L)

Fiir n — oo verschwindet wiederum die rechte Seite der Gleichung, und wir erhalten

limsup,,_, D§‘5) (n) < 0. Somit gilt

PD,(CTF) — u(C) > — lim D (n) — lim DS (n) — limsup D2 (n) > 0,

n—00 n—00 n—oo

und insgesamt folgt
PD1(CT) 2 u(C) 2 PDL(CY),

womit Lemma 7.2 bewiesen ist. O

123



124



A Anhang

125



A Anhang

A.1 Beweis der A-priori-Momentenabschatzung

Wir greifen noch einmal die Proposition 2.1 auf, um sie anschlieBend zu beweisen

(vgl. [7], S. 9351.):

A.1 Proposition. Sei € M;(€) CCF-invariant. Dann gilt fir alle oo > 2/5

/Q S0 ldp) < 0. (A1)

1g>1

Beweis. Um den CCF-Ubergang in einer Partition p € Q; darzustellen, zerlegen
wir (0, 1] in disjunkte Intervalle J,, := (27771, 27"], n > 0, und definieren fiir n > 1

Zufallsvariablen W,,: 2; — R vermoge

Wn(p) = Zpilpp%m (A.Q)

i>1
Ein solches W,, gibt die Gesamtmasse aller Abschnitte mit einer Linge > 27" in p

an. Ist nun g € M;(€Q;) CCF-invariant, so gilt

: M(p, -) p(dp) = u(-),

wobei M den CCF-Ubergangskern M: € x Ba, — [0, 1] bezeichnet. Ubertragen

auf die Zufallsvariablen W,, liefert dies

Wa(p) u(dp) = | Wa(p') p(dp’)
Q1 Q1

= [ W) [ M(p,dp') pu(dp)

91 Q1
= / W, (p') Mi(p, dp') p(dp).
Q1 J

~

Dies konnen wir wegen W, (p) = [, W,.(p) M(p, dp’) auch schreiben als

941

0= i Wh(p) pu(dp) — /Q g W,.(p') M(p, dp') p(dp)
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A.1 Beweis der A-priori-Momentenabschétzung

— /Q ) W(p) — W (p') M(p, dp') pu(dp). (A.3)

Die Differenz W,,(p) — W,,(p’) zerlegen wir nun in einen positiven und einen negativen
Teil:
Wa(p) = Wa(p) == Av(p,p)) = A(p,p)) mit A, A >0. (A4)

Damit kénnen wir Gleichung (A.3) weiter umformen zu

0= / | / A1) - A ) B ) i)

:/Q ( | Aslp ) M(pdp) = | A-(pp) M@,dp/)) u(dp).

941

Setzen wir nun noch EA, (p) := le AL(p,p) I\\7J1(p, dp'), so haben wir schlieflich

/Q EAL(p) ~ EA_(p) pldp) = 0. (A.5)

Um damit die gewiinschte Abschétzung (A.1) zeigen zu kénnen, miissen wir EA
und EA_ berechnen bzw. abschitzen. Dazu tiberlegen wir uns fiir ein festes n € N,
wie sich ein CCF-Ubergang auf die Zufallsvariable W,, auswirkt. Bei einem Merge-
Ubergang kann W,, héchstens wachsen. Dies ist der Fall, wenn ein neuer Abschnitt
mit einer Lénge > 27" entsteht, und mindestens einer der beiden Ausgangsabschnitte
iiber eine Lange < 27" verfiigte. Andernfalls bleibt W,, konstant. Bei einem Split-
Ubergang hingegen kann W, hochstens abnehmen: Wird ein Abschnitt mit einer
Lange > 27" aufgeteilt, so verringert sich W,, um die Lénge eines bzw. beider
Bruchstiicke, so diese Werte kleiner gleich 27" sind.

Damit folgt, dass sich A, nur aus Merge-Ubergingen speisen kann, wihrend
A_ nur von Split-Ubergéngen herriihren kann. Wir kénnen daher A, nach unten
abschétzen, indem wir alle Zuwachse, die sich aus der Vereinigung von Abschnitten
p; € J, mit Abschnitten p; > 277! ergibt, berechnen; andere Ubergénge, die ggf.
auch zu einem Zuwachs von W, fithren, bleiben unberiicksichtigt. Bei den genannten
Ubergéngen entsteht ein neuer Abschnitt mit einer Lange p; + p; > 27", und W,
wichst mindestens um p; (nach Annahme wurde p; unter Umsténden schon zuvor

erfasst). Die Wahrscheinlichkeit eines solchen Merge-Ereignisses betragt gerade p;p;.
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A Anhang

Damit ergibt sich

EA,(p) = /Q A (p, ) Bl(p, dp)

2 Zpi1p¢€Jn1pj>2_n_1 : plp]
i

= <Zp?1p¢€Jn) <ij1pj>2—"—1) - Zp?]-pieJn
i>1 j>1 i>1
> g 2n—2 < Z 1pieJn> ( ij 1pj>2*"*1> — 27 Zpilpie]n. (A.6)
i>1 >1 i>1

A_ hingegen kénnen wir direkt berechnen: Wird ein Abschnitt p; > 27" aufgeteilt,
so entstehen daraus die Bruchstiicke Xp; und (1 — X)p; mit X ~ UJ0,1]. W,
verringert sich genau dann, wenn mindestens einer dieser beiden neuen Abschnitte
kleiner gleich 27" ist, und zwar genau um die Lange der entsprechenden Abschnitte.

Die Wahrscheinlichkeit fiir das Aufteilen von p; ist gerade p?, es gilt also

EA_(p)= | A_(p,p) M(p, dp)
951
1 1
=> (/ pilap,<a-nap, - P; A2 +/ (1 = 2)pila—aypica-n<p;  P; dx)-
i>1 0 0

Mit fol zf(z) de = fol(l —x)f(1 — x) dx vereinfacht sich dies zu

1
EA_(p) =2 Z/ TPilyp,<o-nep, - D; dT
0

i>1
1
=2 Zp?127"<}7i / xlISQHL/Pi dx
i>1 0
22 27" /p; )
- 22??12—”<m {?} =27 ZpiIQ‘”<pr (A7)
i>1 0 i>1

Fir EAL(p) — EA_(p) erhalten wir somit unter Ausnutzung von », p;l,.cs, +
z] pj]'pj>2_" == Z’L pilpi>27n71
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A.1 Beweis der A-priori-Momentenabschétzung

EA(p) — EA_(p) > 2 2n( (Z 1p1€Jn> (Z 1pj>2*n*1> - Zpi12"1<pi)

i>1 7j>1 1>1
1
5 g2 (Z ( 3 1],1.%) (Z 1,,].>27n71> - 1). (A.8)
i>1 i>1

Fir die letzte Ungleichung wurde ) .o, pil,,so-n-1 < > .o, p; = 1 benutzt.

Bei Integration tiber €2; erhalten wir daraus mit Gleichung (A.5)

0> / 2” 2”( (Z ]-pléJn> (; 1pj>2*n*1> - 1) 1(dp),

: —n—1
was sich unter Verwendung von >, pjly so-n-1 > 2 > j>1 1pes, umformen

lasst zu

1z | (zlm)<zpjlw> (i) 43

2> j>1
>2n1/ > tyes,) )
Q1 ">
(/ S Ly, i dp).
i>1

Im letzten Schritt wurde die Jensen’sche Ungleichung ¢(EX) < E¢(X) fir ¢(X) =

X? konvex (vgl. [2], S. 73) verwendet. Das Ergebnis kénnen wir weiter umformulieren

| Sty ) <277 <2
Q1

i>1

zZu

w|3

+

N|w

Da n > 1 beliebig war, gilt also

/ Z 1piEJn /"L(dp) = 0(2%) fur n — Q.
Q1

i>1

Dies liefert schlieflich mit monotoner Konvergenz

/Zp, (dp) = /Zzpz pican 11(dp)

i>1 i>1 n>0
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3 [ St

n>0 Q1>
<ed) 2 <o (A.10)
n>0

fir jedes @ > 1/2 und fiir ein geeignetes ¢ > 0, was die Proposition fiir alle o > 1/2

beweist.

Dieses Ergebnis werden wir nun wie gefordert auf alle 2/5 < o < 1 ausdehnen.
Aus Gleichung (A.9) erhalten wir fiir ein beliebiges 0 < # < 1

/ ( Z 1pz€Jn> ( ij ]‘pj>2_n_1> 1{27'21 lepj>27n71 >2-nf} ,u(dp)
! j=1

- 2"”/9 2 e U i ey 1)
1

i>1
=92 nﬁ(/ > Lpes, pldp) — / IR P N T WS nﬁ}u(dp)>
i>1 1>1

unter Verwendung von 14 =1 — 1 4.. Wegen
27 >N il et 227y L, e 27Ny 1, o,
J J J

lasst sich dies weiter umformulieren zu

422_n6(/ leleJn dp 9—n— 1”[2173 p;j>2—n—1 <2 nﬁ})
Q2

i>1 jzl
> 2—"ﬁ( / > Lpes, pldp) =270 pufp; <27 > 1])- (A-11)
Q1 >1

Im letzten Schritt wurde benutzt, dass aus 2]21 pilyso-n-1 < 278 schon pj < 28
fir alle j > 1 folgt.
Um die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis {p; < 277 Vj > 1} abzuschétzen,

kénnen wir Gleichung (A.10) verwenden und erhalten

o> [ S prutdn) = [ (0t ndn) (112

i>1 931 i>1
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A.1 Beweis der A-priori-Momentenabschétzung

fir alle 1/2 < @ < 1 und n > 1. Auf dem Ereignis {p; < 27"’ Vi > 1} gilt unter
Verwendung der Jensen’schen Ungleichung ¢(EX) < E¢(X) fir ¢(X) = X!
konvex (vgl. [2], S. 73)

o= pien > (Zpi -pz»)a_l > (2‘”52192-)&_1 > gnili=e),

i>1 i> i>1 i>1
und wir erhalten aus Gleichung (A.12)
o0 > Q”ﬁ(lfa)u[pi <27V > 1} fur alle n > 1.
Somit gilt fur alle 1/2 < a < 1

plps <27 Vi > 1] = 02707 )) fiir n — oo.

Formen wir nun Gleichung (A.11) passend um zu

/ D e, pldp) <4220 427y [p, < 270 G > 1]
Q

i>1

und setzen das obige Ergebnis ein, so erhalten wir

/ > s, pldp) = 02" 4 20 mnil—el)
Q1

i>1

= O(2nmatB1I=AC2=a}) iy p — oo0.

Da dieses Ergebnis fiir alle 0 < § < 1und 1/2 < o < 1 gilt, konnen diese Parameter
geeignet gewahlt werden. Es lasst sich durch einfache Rechnung zeigen, dass § >
1— (2 —a) dquivalent ist zu § > (3—a)~'. Wegen inf; pcq<1(3—a)~! = 2/5 konnen
wir daher fiir jedes § > 2/5 ein o € (%, 1) wéhlen, so dass max{f3,1 - f(2—a)} =
gilt. Somit haben wir fiir alle 8 > 2/5

/ > Lpes, pldp) = 0(2°")  fiir n — oo.
Q1

i>1
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Daraus ergibt sich schliellich wie oben (vgl. Gleichung (A.10))

/lep? pldp) = /lezpialpieJn pu(dp)

i>1 i>1 n>0

< CZQ”(B_a) < 00
n>0

fiir alle @ >  und geeignetes ¢ > 0. Damit ist die Proposition fiir alle 2/5 < a < 1

bewiesen. O]
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A.2 Charaktere und Darstellungen der Sy

A.2 Charaktere und Darstellungen der 5

Partition d, | xp(T) Partition d, | xp(T)
(10) 1 1] [(433) 210| 14
(9,1) ol 7| | (4321 68| 0
(8.2) 35 21| | (431,1,1) 525| -35
(8,1,1) 36| 20| |(4222) 300| -20
(7.3) 75 35| | (4.22,1,1) 567 | -63
(7.2,1) 160 | 64 | (4,2,1,1,1,1) 350 | -70
(7,1,1,1) 84| 28| |(41,1,1,1,1,1) 84| -28
(6,4) 90| 34| |(3331) 210| -14
(6,3,1) 35| 91| | (33.22) 252 | -8
(6,2,2) 225 | 55| | (3,3,2,1,1) 450 | =70
(6,2,1,1) 350 70 (3,3,1,1,1,1) 225 -55
(6,1,1,1,1) 126 14/ |(3,2,2,2,1) 288 | -64
(5,5) 2 14 | (3221,1,1) 315 | 91
(5.:4,1) 288 | 64| | (32,1,1,1,1,1) 160 | -64
(5,3,2) 450 | 70| | (3,1,1,1,1,1,1,1) 36| -20
(5,3,1,1) 567 63| | (2:2222) 42| -14
(5.2,2,1) 525 | 35| |(2.2:2.2.1.1) 90| -34
(5,2,1,1,1) 448 0] |(2221,1,1,1) 75| =35
(5,1,1,1,1,1) 126 | -14| | (22,1,1,1,1,1,1) 35| -21
(4,4,2) 252 | 28| |(2,1,1,1,1,1,1,1,1) 7
(4,4,1,1) 300 20| | (1,1,1,1,1,1,1,1,1,1) 1| -7

Tabelle A.1: Irreduzible Darstellungen der Sig: Dimension d, und Wert des Charakters
X,(7) auf der Aquivalenzklasse der Transpositionen 7 (aus [14], S. 354)
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