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Einleitung

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit dem Langzeitverhalten absorbieren-
der Markov-Prozesse. Wir gehen dabei von einem zeitstetigen Markov-Prozess
X = (X})i>0 auf dem abzdhlbaren Zustandsraum & = Ny aus. Weiter nehmen
wir an, dass fast sichere Absorption im Zustand 0 vorliegt und der Prozess X auf
S\ {0} irreduzibel ist. Bei der Untersuchung des Langzeitverhaltens eines solchen
Prozesses mochte man Erkenntnisse erlangen, die das Verhalten des Prozesses
vor dessen Absorption beschreiben. Die Berechnung einer stationéren Verteilung
liefert einzig die fast sichere Absorption. Um weiterfithrende Erkenntnisse zu ge-
winnen, fithrt man deshalb quasi-stationédre Verteilungen ein. Bei diesen handelt
es sich um Verteilungen auf S\ {0}, die, bedingt unter Nichtabsorption bis zum
Zeitpunkt ¢, unabhéngig von ¢ sind.

Das Ziel der Arbeit ist der Beweis eines Satzes, der eine notwendige und hin-
reichende Bedingung fiir die Existenz einer quasi-stationédren Verteilung liefert.
Dieses Resultat ist fir Geburts- und Todesprozesse von van Doorn in [van91],
Ferrari, Martinez und Picco in [FMP92] und van Doorn und Schrijner in [vS95]
gezeigt worden. Wir halten uns in dieser Arbeit weitestgehend an die Resulta-
te aus der Arbeit [FKMP95] von Ferrari, Kesten, Martinez und Picco, die das
Hauptresultat fiir Markov-Prozesse der oben beschriebenen Art gezeigt haben.
Unter starkeren Voraussetzungen an den Prozess zeigen wir die Existenz so ge-
nannter minimaler quasi-stationédrer Verteilungen 7, die durch minimalen Erwar-
tungswert der Absorptionszeit bei Wahl von 7 als Startverteilung gekennzeichnet
sind. Cavender zeigte in [Cav78|, dass im Gegensatz zur Eindeutigkeit der statio-
naren Verteilung fiir ergodische Markov-Prozesse, unendlich viele quasi-stationare
Verteilungen existieren kénnen. Im Fall von Geburts- und Todesprozessen folgt
unter geeigneten Voraussetzungen sogar die Eindeutigkeit der minimalen quasi-

stationdren Verteilung.



Anwendung finden die Ergebnisse beispielsweise bei der Untersuchung von Po-
pulationsgrofen und in der Epidemiologie. Eine umfangreiche Bibliographie zum
Thema quasi-stationére Verteilungen und deren Anwendungen liefert Pollett in
[Pol0g].

Wir gehen in der Arbeit folgendermafien vor: Kapitel 1 liefert die Grundlagen
iber zeitstetige Markov-Prozesse und Erneuerungsprozesse, die in der Arbeit be-
notigt werden. In Kapitel 2 werden wir quasi-stationdre Verteilungen definieren
und eine Charakterisierung mittels so genannter [-invarianter Mafe einfiihren.
Mit Hilfe dieser Charakterisierung ist es moglich, quasi-stationidre Verteilungen
als Fixpunkte einer Transformation ® von Wahrscheinlichkeitsmafsen zu beschrei-
ben. Diese Transformation und deren Iterationen ®" werden wir analysieren. Da-
zu greifen wir im Kapitel 3 auf Erneuerungsprozesse zuriick. In diesem Kapitel
stellen wir den Zusammenhang mit einer weiteren Abbildung W her. Fiir diese
liefern Harkness und Shantaram in [HS69] Ergebnisse. Die Resultate werden wir
nutzen, um im Kapitel 4.2 zu zeigen, dass Fixpunkte der Transformation ® exis-
tieren, die als Limes einer Teilfolge von ®"¢; beschrieben werden kénnen. Mit
den Ergebnissen aus Kapitel 2 ist dies gleichbedeutend mit der Existenz einer
quasi-stationaren Verteilung. Dies ermoglicht uns den Beweis des Hauptresultats
der Arbeit.

In Kapitel 5 werden wir mit diesem Ergebnis unter starkeren Bedingungen an den
Prozess zeigen kénnen, dass minimale quasi-stationdre Verteilungen existieren.
Fiir Geburts- und Todesprozesse mit gleichmiifig beschrinkten Ubergangsraten
wird in Kapitel 5.2 gezeigt, dass fiir diese minimale quasi-stationdre Verteilungen
existieren und eindeutig sind. Wahrend wir in Kapitel 4.2 Teilfolgen von ®"9;

betrachten, kénnen wir hier die Konvergenz entlang der gesamten Folge zeigen.

Ich danke Herrn Professor Dr. Alsmeyer fiir die Vergabe des interessanten The-
mas und fiir die Betreuung bei der Erstellung dieser Arbeit. Weiter mochte ich

meiner Familie fiir die Unterstiitzung wahrend des Studiums danken.



1 Allgemeine Grundlagen

Dieses Kapitel dient dazu grundlegende Definitionen und Ergebnisse aus der
Theorie der Markov-Prozesse und der Erneuerungstheorie anzugeben, auf die in
der Arbeit zuriickgegriffen wird. Dabei werden wir grofitenteils auf Angabe der

Beweise verzichten und stattdessen auf Literatur verweisen.

1.1 Grundlegende Definitionen

Definition 1.1.1: Ein stochastischer Prozess X = (X;);>0, auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (2,2, P) mit Werten in einer abzdhlbaren Menge S, dem
Zustandsraum, heifst zeitstetiger Markov-Prozess, wenn fiir jede endliche Menge
0 <t <ty <...<t, <ty von Zeitpunkten und der zugehorigen Menge
11,12, - - -, in_1,1,J von Zusténden in S, mit

P (X, =4, X4, =tn-1,..., Xy, =11) >0, gilt

P(Xp =7 |1 Xe, =0, X, =tn1,..., Xy, =11)

: ) - (1.1)
=P (th+1 =j X, = z) =P, 4.0, 5) P-fs.

Wenn die bedingten Wahrscheinlichkeiten P(X; = j | X5 = i) von s,¢ nur durch
t — s abhdngen, nennt man den Markov-Prozess zeitlich homogen und schreibt P,

statt P; ;. P, bildet eine Familie von Ubergangskernen des Markov-Prozesses.

Wir gehen im Folgenden von zeitlich homogenen Markov-Prozessen aus.
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Ist S abzéhlbar, wird P; bereits durch p;;(t) .= P (7,{j}), i,7 € S, festgelegt.
Deshalb kann die Halbgruppe P, mit der so genannten Ubergangsmatrixfunktion
(P(t)):>0 identifiziert werden.

Definition 1.1.2: Sei X = (X;);>0 ein Markov-Prozess mit abzdhlbarem Zu-
standsraum S und Halbgruppe (P;);>o von Ubergangskernen. Die Matrix P, de-
finiert durch P(t) := (pi;(t))ijes, heikt Ubergangsmatrizfunktion.

Die Ubergangsmatrixfunktion P(#) erfiillt:

(i) pij(t) >0 firallet >0 und 4,j € S und

1, fir i = j,
pij(0) = 0 = o
0, fir i#j.

JjeS

(ili) pij(s+1t) = > pir(s)pk;(t) fiir alle s, > 0 und alle 7, j € S.
keS
Sie heift Standard-Ubergangsmatrizfunktion (SUMF), wenn aukerdem

(iv) 1ir%pm»(t) =1 fiir alle 1 € S gilt.
t—0
(Wegen 0 < > p;;(t) <1 —p;; folgt damit p;;(t) — 0 fiir alle 4,5 € S).
Fi
Bemerkung 1.1.3: Die in (iii) auftretenden Gleichungen werden Chapman-

Kolmogorov-Gleichungen genannt.

(P(t))e>0 heilt stochastisch, wenn Y p;;(t) =1 fiir alle t > 0, i € S und substo-
JjES
chastisch andernfalls.

Definition 1.1.4: Sei F = (F;)i>0 eine Filtration. Ein stochastischer Prozess
X = (X¢)t>0 mit abzdhlbarem Zustandsraum S heift Markov-Prozess beziiglich
F, wenn er F-adaptiert ist und beziiglich F die Markov-Eigenschaft besitzt, d.h.

P(Xt:j|~7:s):P(Xt:]|Xs) P-fs.

firalle0 <s<t<oound j€S.



1.1. Grundlegende Definitionen

Eine wichtige Verallgemeinerung der Markov-Eigenschaft liefert die folgende
Definition.

Definition 1.1.5: Sei (X;);>¢ ein Markov-Prozess mit abzihlbarem Zustands-
raum S und kanonischer Filtration (F;);>0, gegeben durch F; = o(X,, s < t) fiir
alle t > 0. Ist

P(X; €| F)=P( X4 €] X,) P-fs. auf {r <oo} (1.2)

fiir eine Stoppzeit 7 fiir (X;);>o erfiillt, sagt man, dass (X;);>o die starke Markov-
Eigenschaft beziglich T besitzt. Aquivalent zu (1.2) ist

E[f(X‘r; XT+1J - )’fT] = EXTf<X0> Xl; e )

fiir alle t > 0 und f € bS. Mit bG sei der Raum der beschrankten Funktionen
auf S bezeichnet.

Definition 1.1.6: Eine Matrix Q = (¢i;)i jes heilt Q-Matriz zur Ubergangsma-
trixfunktion (P(t));>0, wenn folgende Eigenschaften erfiillt sind:

—q; == qi = pj;(0) und g¢; = lim

in ; , falls i # 7.

Dabei gilt g;; > 0 fiir alle 7 # j, weil der Differenzenquotient immer > 0 ist, und
¢ii < 0 fir alle 1 € S. Aufserdem gilt wegen Fatous Lemma

. pzj ng 1 pll<t)
E' 0 = > 11I% hrtn 10nf E = PI% . i (1.3)
J#i i

fir alle ¢« € S. Die ¢;; werden als Ubergangsraten bezeichnet.

Definition 1.1.7: Wenn
qu'j =q; < 00 (1.4)
J#i
fir alle i € S gilt, werden (X;);>o und Q als konservativ bezeichnet.
Definition 1.1.8: Eine Standard-Ubergangsmatrixfunktion (P(t));>o heift Q-
Funktion zur Q-Matrix Q, wenn pj;(0+) = ¢;; fiir alle 4, j € S gilt.
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Definition 1.1.9: Ein konservativer Markov-Prozess mit Zustandsraum & = Nj,
der von einem Zustand ¢ nur in die jeweiligen Nachbarzustinde ¢ — 1 und 7 + 1

springen kann, heifst Geburts- und Todesprozess. Die Q-Matrix hat die Gestalt

—Xo Ao 0 0 O
J251 —(>\1 + ,Ul) )\1 0 0
Q =

0 M2 —()\2 + ,uz) )\2 0

Die A, € [0,00), n > 0, sind dabei die so genannten Geburtsraten und die
tn € 10,00), n >0, die Sterberaten.
Ein Markov-Prozess, dessen Q-Matrix durch

—Xo o 0 0 0
0O =X X 0 O

Q=14 S VD VO

gegeben ist, heift (reiner) Geburtsprozess.

1.2 Minimale Konstruktion von Markov-Sprung-

prozessen

Sei X = (X})i>0 ein zeitstetiger Markov-Prozess mit Zustandsraum S, Standard-
Ubergangsmatrixfunktion (P(t));>0, konservativer Q-Matrix Q = (g;;); jes und
kanonischer Filtration (F;);>0, gegeben durch F; = o(Xs, s < t) fiir alle ¢ > 0.
Zusétzlich sei angenommen, dass X rechtsseitig stetige, stiickweise konstante Pfa-
de besitzt. Wir nennen einen Prozess mit diesen Eigenschaften Markov-Sprung-
prozess (MSP). Es stellt sich die Frage, ob zu einer gegebenen konservativen
Q-Matrix Q ein Markov-Sprungprozess konstruiert werden kann. Man kann zei-
gen, dass dies der Fall ist. Wir werden zwei Sétze angegeben, mit deren Hilfe wir
die so genannte minimale Konstruktion eines Markov-Sprungprozesses angeben.
Auf die Beweise der Sétze wird in diesem Abschnitt verzichtet. Soweit dies nicht

anders vermerkt ist, stammen die Sitze aus [Als91], (vgl. Seiten 172-180).
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1.2. Minimale Konstruktion von Markov-Sprungprozessen

Die sukzessiven Sprungzeiten seien definiert durch

00=0, oy=inf{t>0:X;# Xo} und firn>2
op =inf{t > 0,1 : Xy # X5, , }

Diese bilden Stoppzeiten bzgl. (F;)i>o-
Dariiber hinaus setzen wir als Absorptionszeit

04 = sup{oy : o3, < 00}
und fir n > 1

Ty = (On — On—1)1{0n_1 < 00} + 0010, = 00}

X, = X5, 1{o, < 00} + X,, 10, = 00}.

Der néchste Satz gibt Auskunft iiber die Struktur eines Markov-Sprungprozesses
und zeigt, dass (X,)n>o eine diskrete Markov-Kette bildet, die als eingebettete
Markov-Kette von (X;);>o bezeichnet wird.

Satz 1.2.1: Unter den zuvor gemachten Annahmen existiert eine Ubergangsmas-
triz P(t) = (pij(t))ijes mit pi(t) = 0 bzw. 1, falls ¢; € (0,00) bzw. ¢; = 0, so
dass fir allen € Ny, j € §,t > 0 und jede Startverteilung \ gilt

P(Xnﬂ =J,Tat1 >t | Fo,) = Zﬁije_qitl{f(n:i} fs.
i€S

Insbesondere bildet X unter jedem Py eine diskrete Markov-Kette mit Zustands-
raum S, Ubergangsmatriz P und Startverteilung X\, und Ty, 7y,... sind bedingt

unter X stochastisch unabhéingig mit T, ~ Exp(qg, ) fir allen € N.

Satz 1.2.2: Unter den bisher gemachten Annahmen ist die Ubergangsmatriz

A~

P = (pij)ijes der eingebetteten Markov-Kette (X,,)n0 wie folgt durch Q bestimmt:
Falls 0 < q; < 00, gilt

Falls ¢; = 0, gilt p;; = 6,5 fiir alle j € S.

11
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Unter Zuhilfenahme der Sétze 1.2.1 und 1.2.2 kann man nun zu einer belie-
bigen konservativen Q-Matrix Q einen Markov-Sprungprozess X konstruieren.
Dazu konstruiert man eine diskrete Markov-Kette (Xn)nZO mit Ubergangsmatrix
P gegeben wie in Satz 1.2.2 und eine Folge (7,,),,>1 von Verweildauern, die bedingt
unter (X, )nso stochastisch unabhingig sind, wobei 7, ~ Erp(qy, ) fiir alle n > 1
gelten muss. Hierbei tritt das Problem einer méglichen Explosion auf. Darunter
versteht man, dass der Prozess in endlicher Zeit unendlich viele Spriinge macht,
also

Pi(supo, < o00) >0 fireinieS.
n>0

Der Prozess (X¢):>o wird bei Explosion durch das angegebene Vorgehen nur bis
zur Explosionszeit gp = sup,,» 0, bestimmt. Nach gg ist die Fortsetzung unter
Wahrung der Markov-Eigenschaft durch Q nicht in eindeutiger Weise bestimmt.
Um dem Problem der Explosion zu begegnen, erweitern wir den Zustandsraum
S um einen absorbierenden Zustand A und gehen zu Q-Matrix Q* iiber, wobei
Q" := (qij)ijes, die Erweiterung von Q auf Sa ist. Die Fortsetzung von (P(t));>0

auf S bezeichnen wir mit (P*(¢)):>0, so dass gilt

pia(t) =1=> (p;;(t)), paa=1und pai(t) =0 (1.6)

JjeS

fiir alle 7 € S und t > 0.
Wir wihlen das Modell fiir die eingebettete Markov-Kette X* und die Verweil-

dauern (7,),>0 des zu konstruierenden MSP X* folgendermafsen:
Seien Q = (Sa x [0, 00])Y und

A

Xo Q= 8a, (g te)kso0 = in

Tp - Q— [O» 00]7 (Zku tk)kZO — tn
die zugehorigen Projektionen. P sci wie in Satz 1.2.2 festgelegt und fiir beliebiges

1 € S sei das Wahrscheinlichkeitsmals P;, wie in Satz 1.2.1 gefordert, definiert
durch:

n—1
PZ()(,;k = ik7Tk > 1 fir 0 S k S n) = 5(@0) ({]} X [to, OO)) (Hﬁikaik+16(_q%tk+l)>
k=0

12



1.2. Minimale Konstruktion von Markov-Sprungprozessen

fir beliebige n > 1,4g...,4, € S und t,...,t, € [0,00), und

X, 7)n
Pé Inzo 0(A,0),(A,00),..

~

Man sieht dann, dass (X}),>o unter jedem P;, i € S, eine diskrete Markov-Kette
mit Zustandsraum S, Startpunkt ¢ und Ubergangsmatrix P ist und 7,,,n > 1,
bedingt unter (X:Z)nzoa stochastisch unabhéngig sind mit 7,, ~ Exp (qXZq) fiir
alle n > 0.

Wir konstruieren nun (X;);>o durch

Xy, fallso, <t <o,41 oder o, =00,n €N,
X = (1.7)
A, falls t > o = lim o,

wobei 0g =0 und 0, =71 + ...+ 7, fiir n € N die Sprungzeiten bezeichnen.
Der anschliefsende Satz zeigt, dass der so konstruierte Prozess tatséichlich ein

Markov-Sprungprozess ist.

Satz 1.2.3: Der zu Q konstruierte Prozess X* ist unter jedem P;, i € S, ein
Markov-Sprungprozess mit Zustandsraum Sa, Startpunkt i, Q-Matrix Q* und ei-
ner SUMF P*(t) = (pij(t))ijess, die (1.6) erfiillt.

Satz 1.2.4: Fiir jede zu Q gehorende SUMF (P(t))i>o gilt

pij(t) > pi;(t) (1.8)

fir alle i,7 € S und t > 0. Ist P*(t) stochastisch, also p;a(t) = 0 fiir alle
i€ S,t>0,soist P*(t) die einzige 2u Q gehorige SUMF.

Die durch (1.8) beschriebene Minimalitatseigenschaft ist der Grund dafiir,
dass man X* als zu Q gehorige minimale Konstruktion und P*(t) als minima-
le Q-Funktion bezeichnet. P*(t) ist genau dann stochastisch, wenn X* nicht-
explodierend ist. Der folgende Satz gibt eine notwendige und hinreichende Be-
dingung an Q, dass der zugehdrige Markov-Sprungprozess nicht explodierend ist.
Das Ergebnis ist bekannt als Reuters Explosionskriterium (vgl. [Als91], Satz 7.2.3
auf Seite 179).

13
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Satz 1.2.5: Die minimale Konstruktion X* ist genau dann nicht-explodierend,
wenn x = 0 die einzige nichtnegative und beschrinkte Losung die Gleichung

Qx = z bildet.
Weitere Auskunft gibt der nichste Satz.
Satz 1.2.6: Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) Die minimale Q-Funktion (P(t));>o ist die einzige Losung der Rickwdrts-

Differentialgleichungen.

(i1) Die Gleichung Qr = Az, 0 < z < 1 hat keine nicht-triviale Lésung fir ein
(und damit alle) A > 0.

(11i) Die Ungleichung Qx > Az, 0 < x < 1 hat keine nicht-triviale Losung fiir
ein (und damit alle) A > 0.

(iv) Die Gleichung Qr = \x, —1 < x < 1 hat keine nicht-triviale Losung, fir
ein (und damit alle) X > 0.

Wenn Q konservativ ist, dann ist (P(t));>0 genau dann die einzige Q-Funktion,

wenn eine obigen der Bedingungen erfillt ist.
Beweis: Siche [And91], Theorem 2.9 auf Seite 80. O

Definition 1.2.7: Eine konservative Q-Matrix Q, die eine der Bedingungen (i)-
(iv) aus Satz 1.2.6 erfiillt, heifst reguldr. In diesem Fall ist die minimale Q-Funktion

stochastisch und die einzige Q-Funktion.

Definition 1.2.8: Eine Q-Matrix Q wird als gleichmdj$ig beschrinkt bezeichnet,

wenn sup ¢q; < +090.
i€S

Satz 1.2.9: Sei Q eine gleichmdfSig beschrinkte Q-Matriz. Dann ist die minimale
Q-Funktion die einzige Q-Funktion.

Beweis: Siehe [And91]|, Proposition 2.9 auf Seite 83. O
Satz 1.2.10: Jeder MSP besitzt die starke Markov-Figenschaft.

Beweis: Siehe [Als91], Korollar 1.3.3 auf Seite 34. O

14



1.3. Klassifikation von Zustanden

1.3 Klassifikation von Zustanden

Definition 1.3.1: Gegeben 7,5 € S, heiltt j von i erreichbar, kurz ¢ — j, wenn
pij(t) > 0 fiir ein (und damit alle) ¢t > 0 gilt.

Zwei Zustande 7, 5 € S heifen kommunizierend oder verbunden, kurz ¢ < j, wenn
¢t — 7 und j — 7 gilt.

Definition 1.3.2: Ein Zustand i € S heiflt stabil, wenn 0 < ¢; < 400 und
augenblicklich, wenn ¢; = +oo. Eine Ubergangsmatrixfunktion heift stabil, wenn
alle Zustinde ¢ € § stabil sind. Ein Zustand ¢ € S heifst absorbierend, wenn
¢; = 0. Dazu dquivalent ist p;(t) = 1 fiir alle ¢t > 0.

Bemerkung 1.3.3: Bei konservativen Markov-Sprungprozessen treten augen-
blickliche Zustédnde nicht auf.

Fiir die néchste Definition fiihren wir die Folge der sukzessiven Eintrittszeiten

(0E(i)) >0 in einen beliebigen Zustand i € S ein:

ol (i) == inf{oy, > o (i) : X,, =i}

n

fiir n > 1, wobei of’(i) = 0. Weiter definieren wir

£ = Pi(o7 (j) < 0)
piij = Eio " (j).

Definition 1.3.4: Ein stabiler Zustand 7 € S heif$t

rekurrent, falls f; = 1.

transient, falls f7; < 1.

positiv rekurrent, falls f; =1 und p; < oo.
- null-rekurrent, falls f5 =1 und p; = oo.

Dabei wird pu;; als mittlere Rekurrenzzeit von ¢ bezeichnet.

15
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Lemma 1.3.5: Seii € S ein stabiler Zustand. Wenn 1
- rekurrent ist, dann gilt [ py(t) dt = oo.
- transient ist, dann gilt fooo pii(t) dt < oco.

Definition 1.3.6: Eine Zustandseigenschaft, die, wenn sie fiir einen Zustand aus
einer irreduziblen Klasse C; = {j € § : j < i} gilt, bereits fiir jeden Zustand
j € C; gilt, heifst Solidarititseigenschaft.

Der néchste Satz gibt Auskunft {iber Solidarititseigenschaften.
Satz 1.3.7: Rekurrenz, Transienz, positive Rekurrenz und Null-Rekurrenz bilden
Solidarititseigenschaften.

Beweis: Siehe [Asm03|, Proposition 1.3 auf Seite 6. O

Definition 1.3.8: Ein reguldrer Markov-Sprungprozess mit Zustandsraum S
heifst rekurrent/transient, positiv rekurrent/null-rekurrent, wenn er irreduzibel
ist und die jeweilige Eigenschaft fiir einen und damit nach Satz 1.3.7 fiir alle
1€ S gilt.

Definition 1.3.9: Sei X = (X}):>0 ein positiv rekurrenter Markov-Prozess mit
stationdrer Verteilung 7. Dann heifit dieser exponentiell ergodisch, wenn reelle

Zahlen o;; > 0 und Cj; > 0 existieren, so dass gilt

|Pyj(t) — w5 < Ciye ', ¢ >0. (1.9)

1.4 Differentialgleichungen

Ein wichtiges Ergebnis der Theorie der Markov-Prozesse sind die so genannten
Riickwdrts- bzw. Vorwdrts-Differentialgleichungen, die den Zusammenhang zwi-

schen Q-Matrix Q und Ubergangsmatrixfunktion (P(t));>o verdeutlichen.

Pt = qupr;(t), firt>0,ij €S, (RDGL)
keS
/ . ..
pi;(t) = Zpik(t)qkj, firt > 0,i,j € S. (VDGL)
keS

16



1.5. Stationare Male

In Matrixschreibweise lauten diese
P'(t)=QP(t) und P'(t)=P@1)Q.

Diese sind nicht notwendigerweise in jedem Fall erfiillt. Liegt eine konservative
Q-Matrix vor, sichert der folgende Satz die Giiltigkeit der Riickwérts-Differential-

gleichungen.

Satz 1.4.1: Sei Q eine Q-Matriz, (P(t))o eine Standard-Ubergangsmatrizfunk-
tion und i ein stabiler Zustand. Ist (P(t));>0 stochastisch, erfillt (P(t));>o die

(RDGL) genau dann, wenn Q konservativ ist.
Beweis: Sieche [And91]|, Proposition 1.2.7(2) auf Seite 13. O

Die Vorwiérts-Differentialgleichungen (VDGL) sind moglicherweise nicht er-
fillt. Es ist aber moglich zu zeigen, dass (P(t));>0 die so genannten Vorwdrts-
Differentialungleichungen

Pyt = Y palta (VDUGL)
kes
fir t > 0,4,j € S erfiillt (vgl. [And91|, Proposition 1.2.7(1) auf Seite 13).

Setzt man voraus, dass (P(t));>o die einzige SMUF mit Q-Matrix Q ist, sind
sowohl (VDGL) als auch die (RDGL) giiltig.

Satz 1.4.2: Sei Q eine Q-Matrix auf dem abzdhlbaren Zustandsraum S und
X = (Xi)i>o der zugehorige minimale Markov-Sprungprozess. Dann erfillt die
SUMF (P(t))so die Vorwdrts- und Riickwdrts-Differentialgleichungen (VDGL)
und (RDGL).

Beweis: Siche [Asm03|, Theorem 3.4 auf Seite 48. O

1.5 Stationare Malie

Bei der Untersuchung des Langzeitverhaltens stochastischer Prozesse spielen sta-
tiondre Mafse, insbesondere stationdre Verteilungen, eine wichtige Rolle. Diese

sind wie folgt definiert:
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Kapitel 1. Allgemeine Grundlagen

Definition 1.5.1: Gegeben eine Ubergangsmatrixfunktion (P(t));>0, heikt ein

Vektor m = (7;),.¢ nicht-negativer Zahlen mit

Zﬂ-ipij(t):ﬂ-j fir allejGSundtZO
i€S

invariantes Maf fir P(t). Wenn aufserdem ) m; = 1 gilt, heifst © invariante Ver-
i€s

teilung. In der Literatur findet sich hierfiir auch der Begrift stationdre Verteilung.

In Matrixschreibweise ergibt sich 7P(t) = = fiir alle ¢ > 0. 7 bildet also einen

linken Eigenvektor zur Ubergangsmatrixfunktion (P (#));>o.

Satz 1.5.2: Sei (X;)i>0 ein irreduzibler und rekurrenter Markov-Sprungprozess
auf S und 7(i) :=inf{t > 0: X, =1, lings # i}. Dann ist durch

7(4)
0

ein stationdres Maff m = (7j)jes definiert. Es gilt m; > 0 fir alle j und 7 ist
bis auf ein skalares Vielfaches eindeutig bestimmt. Fiir einen positiv rekurrenten

Prozess X ist durch 7} = m;/E;(7(i)) eine stationdre Verteilung definiert.

Beweis: Um den Satz zu zeigen berechnen wir die j-te Komponente von 7P (s)
fiir alle s > 0. Fiir alle j € § und s > 0 gilt:

D mpiy(s) = (/O > pii(8)Lix,=r) dt)

keS keS
=L </ pth dt) (/ pXt]( )1{T >t} dt)
0 0
:E(/ P(Xyho = jir ()>t\]—"t)dt>
0
= EZ (/ 1{Xt+.5—_]7' l)>t} dt)
0
7(i)+s
=F; / 1{Xt+s} =j dt | = E; / 1{Xt 0 dt
0 s
7(i)+s
=F; / 1{Xt =5} dt | + E; / 1{Xt j} dt
(i)

18



1.5. Stationare Male

7(4) s
s 0
7(4)

= B / Lix=gy dt | =
0

Bei der Rechnung wurde die starke Markov-Eigenschaft und X, ; = ¢ benutzt.

Aufterdem spielt bei der Aufspaltung des Riemann-Integrals keine Rolle, ob
7(1) < s oder 7(i) > s gilt.
]

Eine weitere Moglichkeit ein stationdres Mafs m zu berechnen gibt der néchste
Satz, der m mittels der Q-Matrix Q charakterisiert.

Satz 1.5.3: X = (X})i>0 sei ein reguldrer Markov-Sprungprozess mit Q-Matriz
Q. Ein o-endliches Maf§ m # 0 auf S ist genau dann stationdr, wenn es die
Gleichung mQ = 0 erfullt.

Beweis: Mit der Vorwérts-DGL P’(t) = P(¢)Q,t > 0, folgt

P(t):IJr/OtP’(s) ds =T+ (/Otp@ ds)Q

und fiir jedes stationdre Maf m
T=7P(t) =7+ trQ

fiir alle £ > 0, also 7Q = 0.
Die Rickwirts-DGL P’(t) = QP(t),t > 0, liefern entsprechend

P(t):I—l-/OtP/(s) ds:I—l—Q(/OtP(S) ds)

und damit fiir jedes 7 mit 7Q = 0

TP(t) = 7+ 1Q (/OtP(s) ds> _

fir alle t > 0. L]
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Kapitel 1. Allgemeine Grundlagen

1.6 Erneuerungsprozesse

In diesem Abschnitt werden grundlegende Definitionen und Eigenschaften von Er-
neuerungsprozessen geliefert. Sofern nicht anders gekennzeichnet, stammen diese
aus [Als91]. Zunéchst werden wir einige allgemeine Definitionen und Klassifika-
tionen aus der Theorie der Random Walks geben. Diese werden wir dann auf
den fiir Anwendung in dieser Arbeit relevanten Fall nichtarithmetischer Random
Walks einschranken. Fiir die Behandlung des Falls d-arithmetischer Verteilungen

verweisen wir auf [Als91].

Sei (Sp)n>0 ein Random Walk mit Zuwéchsen X, Xs, ... und von diesen unab-
hingigem Anfangspunkt Sp, d.h. S, = So + >, Xj. Sei @ die Verteilung von
X; und Qg die von Sp. Wir werden nun Klassifikationen von (S,,),>0 angeben,

die das Verhalten von (S,,),>0 grundlegend beeinflussen.

Definition 1.6.1: (S,),, heikt Standard-Random-Walk, falls So = 0 f.s. gilt
und sonst verschobener Random Walk. Sind Sy, X1, Xo, ... alle f.s. nichtnegativ
und EX; > 0, so heift (Sy,)n>0 Erneuerungsprozess. Gilt Sy = 0 f.s. heifst (S5),)n>0

Standard-Erneuerungsprozess, sonst verschobener Erneuerungsprozess.

Eine zweite Klassifikation betrifft den Gittertyp von () und )y. Dazu bezeich-
nen wir mit G4 = dZ und G, = {0} die additiven Untergruppen von Gy = R.

Definition 1.6.2: Fiir ein Wahrscheinlichkeitsmafs ) auf R wird durch

d(Q) = sup{d € [0,00] : Q(Cy) = 1}

die Spanne von ) definiert. Aufserdem sei (@), ).cr die zugehorige Translationsfa-

milie, die durch @, = Q(z + ) gegeben ist. () bezeichnet man dann als
- nichtarithmetisch, falls d(Q) = 0;

- vollstandig nichtarithmetisch, falls d(Q,) = 0 fir alle z € R;

d-arithmetisch, falls d(Q) = d > 0;

vollstdndig d-arithmetisch, falls d(Q,) = d > 0 fiir alle z € G,.

Entsprechend heifit eine ZufallsgroRe X nichtarithmetisch,. .., falls PX nicht-

arithmetisch,. . . ist.
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1.6. Erneuerungsprozesse

Definition 1.6.3: Ein Random Walk (.S,,),>0 heifst (vollsténdig) nichtarithme-
tisch, falls X (vollstdndig) nichtarithmetisch ist, und (vollstandig) d-arithmetisch,
falls X; (vollstandig) d-arithmetisch ist und P(Sy € Gy) = 1.

Definition 1.6.4: Sei () € 20(R), wobei 20(R) die Menge der Wahrscheinlich-
keitsmake auf (R, B) bezeichne. Dann heift jedes Modell

(Q7 Qla (Sn>n207 (P)\))\EQU(R))7

so dass S, : (2,2) — (R,®B),n > 0, unter Py einen Random Walk mit Zuwachs-
verteilung () und Anfangsverteilung A bildet, Standardmodell zu Q. Es gilt also
P,\(So S ) = A und PA(Xl € ) = Q.

Ab jetzt werden wir nur noch nichtarithmetische Random Walks betrachten,
da dies der fiir die Anwendung in dieser Arbeit interessante Fall ist. Fiir einen
Erneuerungsprozess definieren wir das so genannte Erneuerungsmak. Dazu sei
fiir eine beliebige, messbare Teilmenge A von [0, 00) die Zufallsgrofe N(A) mit
Werten in Ny U {co} definiert durch

N(A) =) 1(5, € A).

n>0

Dieses ist die zuféllige Anzahl an Erneuerungen in der Menge A. Die erwartete

Anzahl von Erneuerungen in A ist dann gegeben durch

U(A) = EN(A) =) P(S, € A).

n>0

Dieses U definiert ein unendliches Maf auf BT. Es wird wie oben angekiindigt
Erneuerungsmafl von (Sy)n>0 genannt. Im Anschluss werden wir die stationére

Erneuerungsverteilung definieren.

Definition 1.6.5: Sei (5,,),>0 ein Standard-Random-Walk mit positiver Drift
p=EX; € (0,00). Dann heift eine Anfangsverteilung 7* fiir Sy stationdre Er-

neuerungsverteilung, wenn Uy« = m*xUy auf ganz (0, oo) mit p~* A iibereinstimmt.
Hierbei bezeichne A das Lebesguemafs auf (R, B).

Der folgende Satz zeigt, dass eine solche stationdre Erneuerungsverteilung

existiert. Dazu sei (S,,)n>0 ein Erneuerungsprozess mit Drift = EX; € (0, 00).

21



Kapitel 1. Allgemeine Grundlagen

Wir definieren die Funktion 7 : R — [0, 00) durch 7 (¢) = 0 fir £ < 0 und
r(t) = / P(X, > s) A(ds)
[0¢]
fiir t > 0. 7 ist monoton wachsend und rechtsstetig mit
7(c0) :/ P(X, > s) A(ds) = / P(X, > s)ds=p.
[0,00] 0

Durch 7 ist ein Maf auf [0, 00) definiert, das genau dann endlich ist, wenn
= FEX; <oo. Falls u < 0o, wird durch

m(t) _ ()

m(oo)  p

T (t) ==

Y

ein Wahrscheinlichkeitsmafs auf [0, co) definiert.
Der nun folgende Satz zeigt, dass durch 7* eine zu S,, gehérende stationédre Er-
neuerungsverteilung gegeben ist, falls die Zuwéchse endlichen Erwartungswert

besitzen.

Satz 1.6.6: Fir einen Erneuerungsprozess (Sy)n>0 in einem Standardmodell gilt
U, =7xUy= A"
und, falls p = EX; € (0,00),
Upe = 7" 5 Uy = AT,

wobei fiir ein Maf X auf (R,B) mit AT := A(-N[0,00)) dessen Restriktion auf

[0, 00) bezeichnet werden soll.

Beweis: Siehe [Als05], Satz 29.6 auf Seite 265. O

Definition 1.6.7: Gegeben einen Erneuerungsprozess (.S,)n>0, bezeichne

7(t) =inf{n >0:S5, >t}, t>0,
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1.6. Erneuerungsprozesse

die Erstaustrittszeiten. Dann heifst

Prozess der Vorwdrts-Rekurrenzzeiten. In der Literatur auch Fxzess, Uberschuss

oder verbleibende Wartezeit genannt.
Rt =t — Sr(t)7 t>0,

heif’t Prozess der Riickwdrts-Rekurrenzzeiten.

Satz 1.6.8: Seiyu= EX; < oo und m* die in (1.6) definierte stationdre Erneue-

rungsverteilung. Dann gilt

lim Py(R, < r) = lim Py(R, < 1) = 7*(r)

t—o0 t—o00

fir alle r € R und X € (R).
Beweis: Siehe [Als05], Satz 34.3 auf Seite 309. O

Der Satz besagt also, dass R; und R, unter Py bzw. P, schwach gegen die

stationdre Erneuerungsverteilung 7* konvergieren.
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2 (Quasi-stationare Verteilungen

In diesem Kapitel geben wir zunéchst allgemeine Definitionen und Charakterisie-
rungen quasi-stationdrer Verteilungen. Im zweiten Teil gehen wir auf die speziell
auf das Hauptresultat zugeschnittene Situation ein, indem wir quasi-stationére

Verteilungen als Fixpunkte einer Transformationsabbildung charakterisieren.

2.1 Allgemeines iiber quasi-stationare Verteilun-

gen

Fiir einen Prozess mit fast sicherer Absorption in 0 ist es nicht zielfithrend, nach
einer stationéren Verteilung iiber den gesamten Zeitraum 7' = [0, c0) zu suchen,
um das Verhalten des Prozesses zu analysieren. Dies ist die triviale Verteilung im
absorbierenden Zustand 0 und gibt somit keine befriedigende Auskunft tiber das
Verhalten des Prozesses vor dessen Absorption. Wir suchen deshalb nach statio-
ndren Verteilungen unter der Bedingung, dass der Prozess noch nicht absorbiert
wurde. Zunéchst geben wir zwei verschiedene Definitionen an. Wir werden diese

zur Unterscheidung quasi-invariant bzw. quasi-stationdr nennen.

Im Folgenden gehen wir immer von einem Markov-Prozess X = (X;):>o auf dem
abzahlbaren Zustandsraum S = Ny, fiir den 0 € S der einzige absorbierende

Zustand ist und alle Zustéande i # 0 eine irreduzible Klasse C bilden.
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2.1. Allgemeines iiber quasi-stationdre Verteilungen

Definition 2.1.1: Ein Wahrscheinlichkeitsmaf = auf C := {1,2,...} = S\ {0}

heilt quasi-invariante Verteilung fiir den Prozess X = (X})i>0, wenn

2@1 m(i) Pi( Xy = j)

- =qm(7) firt>0und alle 7 €C 2.1
S AR £ Y J (21)

gilt.

Das bedeutet, dass die Verteilung des in ¢t = 0 geméls der Verteilung 7 gest-
arteten Prozesses, unter der Bedingung zur Zeit ¢ noch nicht absorbiert zu sein,

ebenfalls 7 ist.

Definition 2.1.2: Ein Wahrscheinlichkeitsmaf = auf C = S\ {0} = {1,2,...}
heifst quasi-stationdre Verteilung fir den mit p gestarteten Prozess X = (X}):>o,

wenn PLX, = )
im e\ =) T ;
thj?o PAX, £0) w(j) firallejeC (2.2)

gilt.

Bemerkung 2.1.3: (2.2) wird auch Yaglom-Limes genannt. Vere-Jones hat in
[VJI69] gezeigt, dass dieser eine quasi-invariante Verteilung definiert, falls er exis-
tiert und ein Wahrscheinlichkeitsmafs ist.

Andererseits gilt fiir einen, geméf einer quasi-invarianten Verteilung 7, gestarte-

ten Prozess
= lim n(j) =n(j) firalle j €C, (2.3)

so dass eine quasi-invariante Verteilung immer eine quasi-stationdre Verteilung
darstellt.

In der Literatur wird auch die durch (2.1) definierte Verteilung quasi-stationire
Verteilung genannt. Wir schreiben im Text quasi-invariante Verteilung, um klar

zu machen, mit welcher Definition wir arbeiten.

Eine Moglichkeit die Quasi-Invarianz einer Verteilung zu zeigen, geht auf eine
Arbeit [NP93] von Nair und Pollett zuriick. Dort werden quasi-invariante Vertei-

lungen durch so genannte (-invariante Verteilungen charakterisiert.
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Wir werden hier einige Definitionen und Ergebnisse aus der oben genannten
Arbeit angeben. Wir nehmen wieder an, dass 0 der einzige absorbierende Zustand
ist und der Prozess auf S\ {0} irreduzibel ist. Ausgegangen werden soll von der

Definition der g-Invarianz:

Definition 2.1.4: Sei C eine Teilmenge von S, 5 > 0 und (P(¢)):>o eine Stan-
dard-Ubergangsmatrixfunktion zur Q-Matrix Q. Dann heift ein Mah 7 = () ec

B-subinvariantes Maf$ auf C fir Q, wenn

Zm’%j < —pnr;, jeC, (2.4)
ieC
gilt und [-invariant, wenn in (2.4) Gleichheit gilt fiir alle j € C.

7 heiltt B-subinvariant auf C fir P, wenn

Zmpl-j(t) <exp(—pt)m;, je€Cundt>0, (2.5)

ieC
gilt und [-invariant, wenn in (2.5) Gleichheit gilt fiir alle j € C und ¢ > 0.

Die p-Invarianz bietet eine Moglichkeit quasi-invariante Verteilungen zu cha-
rakterisieren, wie die nun folgenden Sétze zeigen. Dabei setzen wir zunéchst nicht
voraus, dass die betrachtete Q-Funktion stochastisch ist. Die Beweise der Sétze

geben wir im Anhang A.1 dieser Arbeit.

Satz 2.1.5: Gegeben eine beliebige Q-Funktion (P(t))i>o, ist eine Wahrschein-
lichkeitsverteilung m auf C genau dann eine quasi-invariante Verteilung auf C fiir

P, wenn 7 ein B-invariantes Maf$ auf C fir P ist fir ein 3 > 0.

Satz 2.1.6: Sei m ein (-subinvariantes MafS auf C fir P fir B > 0. Dann st w
ein B-subinvariantes Maf auf C fir Q.

Ist m B-invariant auf C fir P, so ist m genau dann ein B-invariantes MafS auf C
fir Q, wenn P die Vorwarts-Differentialgleichungen (VDGL) firi,j € C erfillt.

Aus den beiden Sétzen ergibt sich das folgende Ergebnis.

Korollar 2.1.7: Sei w eine quasi-invariante Verteilung auf C fiir P und g > 0.

Dann ist m ein B-subinvariantes Maf$ auf C fiir Q und [-invariant genau dann,
wenn (P(t))i>0 die Vorwdirts-Differentialgleichung (VDGL) fir i,j € C erfillt.
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Im Folgenden bezeichne af, i € C, die durch af = tlim pio(t) gegebene Ab-

[

sorptionswahrscheinlichkeit.

Lemma 2.1.8: Sei (P(t))i>0 eine Q-Funktion und § > 0. Es ezistiere ein (3-

invariantes Maf 7 auf C fiir P mit Y m; < oo. Dann gilt af = h¥ fiir alle i € C,
ieC

wober

Beweis: Da 7 ein (-subinvariantes Maf auf C ist, gilt m;p;;(t) < exp(—/pt)n; fir
t,7 € C. Daraus folgt

Sopult) < exp(~50~ Som, i€C.

jec v jec

Weil Y m; < oo und > 0 vorausgesetzt wurde ergibt sich limy o, Y jec pij(t) =0
ieC
fiir alle i € C. Das liefert

P — ] .. f— ] .. ] . Pt P
Y = fim D palt) = Jim 3 pi(®) + Ji po = af
JE€S jec

[]

Satz 2.1.9: Sei (P(t))i>0 eine Q-Funktion und 7 ein [B-invariantes Maf$ auf C

fir P fir ein > 0. Fir dieses gelte Y m; < o0o. Dann gilt
ieC

ZWiQiO
> €€ . 2.6

1eC

Satz 2.1.10: Sei (P(t))i>0 eine Q-Funktion zur Q-Matriz Q, die die Vorwdrts-
Differentialgleichung (VDGL) fiiri, j € C erfullt. Weiter seim ein (3-subinvariantes
Maf auf C fir P fir ein 8 > 0. Dann gilt

gsz < Zﬂ'%‘o- (2.7)

1€C i€C
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Ist (P(t))i>0 auferdem stochastisch, gilt

;7@‘%0
6 < Zﬂ-i . (2.8)

1eC

Korollar 2.1.11: Sei (P(t))i>o eine Q-Funktion, die die Vorwdirts-Differential-
gleichungen piy(t) = >, cs Pik(t)qio fiir i € C erfillt. Weiter sei m fiir ein > 0
ein B-invariantes Mafs auf C fir P mit > m; < co. Dann gilt
ieC
> Tidio
_ieC
= > mia;

1eC

und
Z T qi0

_iec
B = S

ic€C

genau dann, wenn (P(t));>0 stochastisch ist.
Aus den beiden Korollaren 2.1.7 und 2.1.11 ergibt sich der folgende Satz.

Satz 2.1.12: Sei 7 eine quasi-invariante Verteilung auf C fir P und (P(t))i>o
erfille die Vorwdrts-Differentialgleichungen (VDGL) firi,j € S. Dann ist 7w ein
B-invariantes Mafs auf C fiir Q mat

Zéﬂ-iqm
B = e
Zmaf

1eC

und

B = ZWiQio

1€C

genau dann, wenn (P(t));>o stochastisch ist.
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Satz 2.1.13: Sei F(-) = (fi;(-))ijes die minimale Q-Funktion und 7 ein [3-

subinvariantes MafS auf C fir Q fir ein § > 0, das Y m < oo erfillt. Genau
ieC

dann ist m ein (-invariantes MafS auf C fir F, wenn

527%'@? = ZmiQiO- (2-9)

ieC ieC
Wenn diese Bedingung erfiillt ist, dann ist m G-invariant auf C fir Q.

Bemerkung 2.1.14: Ist F stochastisch, gilt a!" = hf" = 1 fiir alle i € C und

(2.9) wird zu
527&‘ = Z%’q@'a (2.10)

ieC ieC

2.2 Charakterisierung quasi-invarianter

Verteilungen mittels Transformation

In diesem Abschnitt wird eine Charakterisierung quasi-invarianter Verteilungen

gegeben, die sich fiir die weitere Untersuchung als niitzlich erweisen wird.

Dazu sei wieder die folgende Situation gegeben: X = (X;):>o bezeichne die mi-
nimale Konstruktion eines regularen Markov-Sprungprozesses zur konservativen
Q-Matrix Q. Dieser sei auf C = {1,2,...} irreduzibel und der Zustand 0 stellt
den einzigen absorbierenden Zustand dar. Die Absorptionszeit in 0 definieren wir
durch

R:=inf{t >0: X, =0}. (2.11)

Wir konstruieren nun einen weiteren Markov-Prozess Y* auf {1,2,...} fiir ein
beliebiges Wahrscheinlichkeitsmaf 1 auf {1,2,...}. Dabei gehen wir wie in der
Arbeit [Pak93| von Pakes vor. Es wird sich zeigen, dass 7 eine quasi-invariante
Verteilung des Prozesses X ist, wenn sie eine invariante Verteilung des Prozesses
Y# ist. Dieser Prozess Y* wird mit Hilfe des Prozesses X konstruiert und zeich-
net sich durch die Eigenschaft aus, dass unmittelbar nach Absorption ein neuer

Prozess geméf Startverteilung p gestartet wird.
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Die Konstruktion verlauft folgendermafen. Sei (Xt(k))kzl,g,.,, eine Folge unab-
hangiger Kopien von X, jeweils mit Startverteilung p, und Absorptionszeiten
t, = inf{t > 0 : x® = 0}. Weiter seien 5o = 0, s, = S.v_, t fiir [ > 1. Der

Prozess Y} wird dann definiert durch

o

k
Y;/‘ - Z Xt(—)sk—l]‘[sk—hsk)(t)' (2.12)
k=1

Das folgende Resultat beschreibt die Q-Matrix von Y.

Satz 2.2.1: Die Q-Matrix Q" des so konstruierten Prozesses Y/ ist gegeben
durch

U = Qi + Gop(j), 4 =1 (2.13)
Beweis: Siehe [Pak93], Theorem 4.1 auf Seite 95. u

Die s; stellen die Erneuerungszeitpunkte eines Erneuerungsprozesses mit Zu-
wachsverteilung F'* dar. Hierbei bezeichne F'* die Verteilung der Absorptionszeit
des mit Verteilung i gestarteten Prozesses X.

Da alle Zustdnde {1, 2, ...} verbunden sind, liefert die Annahme E,; R < oo, dass
Y," positiv rekurrent ist. Daher folgt mit Satz 1.5.3, dass eine eindeutig bestimmte
invariante Verteilung v fiir Y™ existiert, die vQ™ = 0 erfiillt.

Um diese zu berechnen und zu analysieren, fithren wir eine Transformation ® ein.

Wir definieren diese durch

O : W(N) — W(N)
1

o W) = g [ R =) 2.14)

fir alle 4 € 20(N). Dabei bezeichne 20(N) die Menge der Wahrscheinlichkeitsma-
fe auf N = {1,2,...}.

Nach Satz 1.5.2 gilt, dass ®u die eindeutig bestimmte stationédre Verteilung von
Y*# ist. Der folgende Satz zeigt, dass Fixpunkte der Transformation ® quasi-
invariante Verteilungen bilden. Dieses wird im Beweis des Hauptresultates eine

wesentliche Rolle spielen.
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Satz 2.2.2: Sei w ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf {1,2,...}, so dass E; R < o0
und Q eine requlire Q-Matriz. Gilt & = m, dann folgt TQ™ = 0. Die Verteilung

7 15t genau dann eine quasi-invariante Vertellung, wenn Q™ = 0 gilt .

Beweis: Da durch &7 = v das eindeutige Wahrscheinlichkeitsmafs gegeben ist,
das vQ™ = 0 erfiillt, ergibt sich, dass aus &7 = 7 die Gleichung 7Q™ = 0 folgt.
Zu zeigen bleibt also, dass 7Q™ = 0 &dquivalent dazu ist, dass m eine quasi-
invariante Verteilung ist. Dieses ergibt sich folgendermafsen aus den in Abschnitt
2.1 angegebenen Satzen.

Da wir Q als reguldr vorausgesetzt haben, existiert nur eine Q-Funktion (P(t));>o,
und zwar die minimale Q-Funktion, die sowohl die Riickwarts- als auch die
Vorwarts-Differentialgleichungen fiir i, j € S erfiillt.

Sei also 7 eine quasi-invariante Verteilung. Nach Satz 2.1.12 wissen wir, dass 7
ein [B-invariantes Maf auf C fiir Q mit 3 = ), _, mgo, wenn 7 eine quasi-invari-
ante Verteilung auf C fiir P ist und (P(t)):>o die Vorwérts-Differentialgleichung
(VDGL) fiir 4,5 € S erfiillt. Es gilt also

Z Tiqij = — P,

ieC
= Zﬂ'i%’j = —Zﬂi%‘oﬂj

ieC ieC (2‘15)
< Z(Wiqz'j + migiom;) = 0

ieC
= Zm(%’j + giom;) = 0.

ieC

Aus der letzten Zeile aus (2.15) folgt, dass 7Q™ = 0 erfiillt ist fiir ¢f; wie in
(2.13).
Umgekehrt gelte 7Q™ = 0. Aus Rechnung (2.15) ergibt sich, dass dann 7 ein
(-invariantes Mak auf C fiir Q ist mit § = >, . m;qio. Da P stochastisch ist, gilt
mit Bemerkung 2.1.14, af = 1 fiir alle i € C. Da 7 ein WahrscheinlichkeitsmaR

auf C ist, gilt
BZW =p= Zﬂ'iqio. (2.16)

ieC ieC
Dies entspricht (2.9). Somit ist 7 ein [f-invariantes Maf auf C fiir P, wie Satz

2.1.13 zeigt. Dies impliziert nach Satz 2.1.5 die Quasi-Invarianz von 7. O]
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3 (Quasi-stationarer Verteilungen

und Erneuerungsprozesse

In diesem Kapitel werden wir eine Transformation W fiir eine Familie von Erneue-
rungsprozessen einfiihren und studieren, mit deren Hilfe die Abbildung ® weiter

untersucht werden kann.

3.1 Zusammenhang mit Erneuerungsprozessen

Wir betrachten nun Erneuerungsprozesse. Mit 7; bezeichnen wir die Zwischenan-
kunftszeiten eines Erneuerungsprozesses, das heiftt 7;, 7 > 1, sind unabhéngig
und identisch verteilt wie eine zuféllige Zeit 7 mit zugehoriger Verteilung F'. Sei
N(t) die Anzahl der Erneuerungen bis zum Zeitpunkt ¢ > 0 und sei ; = 2221 Tk
die Zeit der i-ten Erneuerung. Des Weiteren nehmen wir an, dass £7 < oo und
F' nichtarithmetisch ist.

Wir fiithren eine Abbildung ¥ : F' +— WF ein und definieren mit dieser rekursiv
eine Folge von Verteilungsfunktionen (Fj)g>0. Mit m,(F) bezeichnen wir das
n-te Moment von F. Im Folgenden nehmen wir m,(F) < oo fiir alle n € N an.
Wir setzen Fy := F und F), = UFF fiir £ > 1. Damit definieren wir nun ¥ und

(Fy)k>0, indem wir fiir k =1

1(F) / L= F(t) dt, fiirs>0

Fi(s) =UF(s) =< ™
0

; fir s <0
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3.1. Zusammenhang mit Erneuerungsprozessen

und fur k > 1

[1— Fy(t)] dt, fiirs>0

Flyi(s) = UFHE(s) = (3.2)

[e=]

0, fiir s <0

setzen. Daraus ergibt sich mit der Beziehung

o0

_ 71;” Flz)=n / 21— F(2)] da, (3.3)

0

dass F} und somit auch Fj Verteilungsfunktionen sind. Aus Satz 1.6.8 folgt, dass

U F' die Grenzverteilung der Riickwérts-Rekurrenzzeit ist. Diese ist gegeben durch

s

1
lim P (o1 — £ < 5) = - / (1= F(t)) dt = UF(s).
0

Das folgende Lemma zeigt den Zusammenhang zwischen der stationédren Ver-
teilung &7 und WF™. Dies wird im spateren Beweis der Existenz einer quasi-
invarianten Verteilung genutzt. Wir schreiben wieder F* fiir die Verteilung der
Absorptionszeit eines mit Anfangsverteilung p gestarteten Markov-Prozesses. Da-

bei ist pu zunéchst eine beliebige Verteilung auf N.

Lemma 3.1.1: Sei E,R < oo. Dann gilt F®™ = UFT™.

Beweis: Die Verteilung von R unter &7 ist gegeben durch:

1 — F®"(s) = Pyps(R > s)
—Z(I)ﬂ' P, (R > s)

i>1

 (Xy =1) dtP; (R > s) (3.4)

> P.(X;=1i) P (R>s) dt
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Kapitel 3. Quasi-stationire Verteilungen und Erneuerungsprozesse

oo

! /PW(R>t+s)dt
0

E:R

[e.9]

1
:EWR/Pﬂ(R>t)dt

S

=1—UF7"(s)

O

Damit folgt induktiv die Beziehung F®"™ = U" ™, die wir spiter bendtigen.
Nach dem wir den Zusammenhang hergestellt haben, analysieren wir die Folge
der Abbildungen W F™. Dazu dienen uns die folgenden Ergebnisse aus [HS69|.

Satz 3.1.2: Mit den obigen Bezeichnungen gelten die folgenden Aussagen:

(i)

my(Fy) = G T%l;:;)(F) fiir alle k € N. (3.5)
(i)
mn(Fk) k4+n—1 )
= H mq (F;) fir alle k,n € N. (3.6)
' i=k

Um dies zu beweisen, werden die beiden folgenden Lemmata benotigt.

Lemma 3.1.3: Unter den bisher gemachten Voraussetzungen gelten die folgen-
den Aussagen:

(i)

mn—i—l(F)
(n+ 1) ma(F)

my,(Fy) = fiir alle n € N.

(i)
Mp+1 (kal)
n -+ 1) ml(kal)

mp(Fr) = ( fiir alle k,n € N.

Beweis:

o0 (e 9]

mn(Fl) = /xn dFl(gj) = /ZL‘" [1 _ F(l’)] dx (?;3) mn+1(F)

0 0
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3.1. Zusammenhang mit Erneuerungsprozessen

Wendet man die Rekursion aus (3.2) an, so ergibt sich

00 o) | : I
0 0

Fk: 1) (n+1) my(F-1)
]
Lemma 3.1.4: Fiir alle n,k € N gilt
k+n\ T My (F)
W(FL) = — 3.7
() = () el (5.7

Beweis: Der Beweis des Lemmas basiert auf Induktion nach k.
Der Induktionsanfang k=1 ist durch die Aussage in Lemma 3.1.3 gezeigt.
Sei also (3.7) fiir alle & < m fiir ein m € N als Induktionsvoraussetzung erfillt.

Als néchstes zeigen wir den Induktionsschritt (k — 1) — k:

3.1.3(if) Mpg1 (Fr-1)
(n + 1) ml(Fk_l)

Lo () e
()

(k—1Dl(n+1)!
(k+n)!
(n+1)(k—1)!
k!

mk—l—n(F)
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Kapitel 3. Quasi-stationire Verteilungen und Erneuerungsprozesse

Unter Benutzung der Lemmata kann nun der Satz gezeigt werden.

Beweis von Satz 3.1.2: Setzt man in (3.7) n = 1, so folgt aus

k + 1)_1mk+1(F) o (F)

my(Fy) = ( 1 mi(F) (k4 1) mg(F)

unmittelbar (3.5).
Gleichung (3.6) ergibt sich aus folgender Rechnung:

Ma(Fe) 1 (k+n\ mpn(F)  mgen(F) 1
nl o\ n mi(F)  mg(F) el
_mn(F) i () mua (F) H 1
M1 (F) M2 (F) " my(F) i+1
:k—ﬁl 1 mi+1(F)
k+n—1

3.5
i=k

3.2 Konvergenzbetrachtungen

Mit den zuvor gewonnenen Ergebnissen kann die Folge (Fj)r>o auf Konvergenz
entlang einer Teilfolge untersucht werden. Mit der bereits gezeigten Beziehung
werden die Ergebnisse im Abschnitt 4.2 benutzt um die Konvergenz einer Teil-
folge von (®"m),—12, . gegen eine quasi-invariante Verteilung zeigen. Die Konver-

genzaussage liefern die nichsten Satze.

Satz 3.2.1: Sei N = (n;);en eine aufsteigenden Folge in N, so dass fir allel > 1

mnj+l(F)

gilt. Dann konvergiert F,, schwach gegen eine Exponentialverteilung mit Erwar-

tungswert 0. Im Fall 6 = 0 entspricht dies oy, der Dirac-Verteilung in 0.
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3.2. Konvergenzbetrachtungen

Der Beweis basiert auf folgendem Satz aus [Chu74| auf Seite 99, den wir an

dieser Stelle angeben, aber nicht beweisen.

Satz 3.2.2: Sei F' eine Verteilungsfunktion mit endlichen Momenten (m,.),>1und

(Fn)n>0 eme Folge von Verteilungsfunktionen, so dass deren jeweilige Momente

m™ f x" dF, alle endlich sind. Auflerdem gelte fiir alle r > 1

lim m{™ = m,.

Dann konvergiert F,, schwach gegen F, in Zeichen F,, = F.

Beweis von Satz 3.2.1: Aus Satz 3.1.2 folgt

(3.6) n+k—1 n+k—1 m

0.0 z—i—l
mn(Fy) = n! H ma (F, n! H G+ 1) F)
1 mn+k(F)

"t D). (nt k) mu(F)

— 0 ml+k(F> I gn
" H (l+/€) M4+ k— 1(F> o

fir £k — oo, ke N.

Sei F' eine exponentialverteilte Zufallsvariable mit Erwartungswert 6. Dann gilt

[e.o]

1
n! " = g /t"e‘t/e dt = m,(F).
0

Damit gilt fiir alle n > 0
lim m,(Fy) = m,(F)

und mit Satz 3.2.2 folgt die schwache Konvergenz von F,,; gegen die gewiinschte

Verteilung. O]
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Kapitel 3. Quasi-stationire Verteilungen und Erneuerungsprozesse

Der anschliefsende Satz wird im néchsten Kapitel Verwendung finden, um die
Konvergenz der Teilfolge von (®"7),—1 2 . gegen eine quasi-invariante Verteilung

Zu zeigen.

Satz 3.2.3: Seien C < oo, A > 0 und 1 — F(t) < Ce ™ fiir alle t > 0. Dann
ezistiert ein @ < 1/X\ und eine aufsteigende Folge N' = (ng)ren in N, so dass
E, fir n — oo, n € N, gegen eine Exponentialverteilung mit Erwartungswert 0

konvergiert.

Beweis: Aus 1 — F(t) < Ce ™ fiir alle t > 0 folgt

my(F) = /OOO thdF(t) = [-t*(1 = F(t)]; + k/ooo 11— F(t)) dt

= k:/ 11— F(t)) dt < C’k:/ th=1e=A gt
0 0

= CkINF,

Daraus folgt mit

die Abschétzung
0 := lim inf M 1
Jj—0o0 jmj,l(F) A

Sei J = {Jj1, Ja, . . .} eine Teilfolge von N mit

mg, (F)

— 2 _ 0 firl — oo.
jlmjl—l(F)

Um diese zu analysieren, betrachten wir zwei Falle:
Im Fall 6§ = 0 gilt

35)  my(F)

F. 1) = 0 =0.
m1{Fi1) Gy (F)

Das zeigt, dass Fj,_; gegen dy konvergiert.
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3.2. Konvergenzbetrachtungen

Betrachten wir nun den Fall 6 > 0:
Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung gilt fiir die Zufallsvariable R mit Ver-

teilung F'
2 it =1\ 2
m;(F)? = (R © R )
< B(#%y) B (R7Y)
= mj1(F) mj_1(F)
und damit

m;(F) _ mj(F)
mj—1(F) = m;(F)

Dies impliziert, dass m;41(F')/m;(F) wachsend in j ist, und es folgt fiir alle £ > 0

o my, 1 (F) : my, 1 (F)
6 < liminf — I < lim sup — I
=R G Ry (F) e Ut — By (F)
W(F) 62 (F

= limsupw < limsup ,mﬂ( ) =0.

oo JiMj—k—1(F) oo Jimj—1(F)

Daraus folgt, dass fiir jedes feste k gilt:
o k(F
murlF) (3.8)

(1 = k)ymj,—k—1 (F)
Wir setzen nun n; = j; — r; mit r; — oo langsam genug, so dass fiir jedes k > 0

lim mnl-f-k(F)

P T E) Mo () (39)

gilt.
Wendet man nun Satz 3.2.1 an, so sieht man, dass F,, gegen eine Exp(1/6)-

Verteilung konvergiert.

[]
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4 Existenz quasi-stationarer

Verteilungen

In diesem Kapitel geben wir zuerst das Hauptresultat der Arbeit an, das eine
notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Existenz quasi-invarianter Ver-
teilungen liefert. Im zweiten Abschnitt bereiten wir den Beweis vor und fithren
diesen im letzten Teil des Kapitels. Dabei werden die Ergebnisse aus dem vorhe-
rigen Kapitel genutzt, um die Verteilung der Absorptionszeit R zu analysieren.
Die Resultate dieses Kapitels stammen aus [FKMP95|.

4.1 Hauptresultat

Wir geben nun das Hauptresultat an, dass wir am Ende des Kapitels beweisen.

Wir nehmen wie vorher an, dass 0 der einzige absorbierende Zustand und der
Prozess X = (X})i>0 auf {1,2,...} irreduzibel ist.

Theorem 1: Sei X = (X;)i>0 ein Markov-Prozess mit zugehdriger konservativer

und requldrer Q-Matriz Q. Es gelte
lim P(R<t)=0 firallet>0 (4.1)

i—00

und P;(R < o0) =1 fir eini € {1,2,...}.Unter diesen Voraussetzungen existiert

genau dann eine quasi-invariante Verteillung, wenn
EieM < 00 (4.2)

fir ein A >0 und i € {1,2,...}.
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4.1. Hauptresultat

Aufgrund der Irreduzibilitit des Prozesses X gelten die Aussagen fiir alle
i€{1,2,...}, wenn sie fiir einen Zustand i gelten.

Der folgende Satz liefert eine Bedingung, die zu E;e*? < oo #quivalent ist.

Satz 4.1.1: Unter den Bedingungen von Theorem 1 sind dquivalent,
(i) E;eM < oo fiir ein X >0 und i € {1,2,...}.

(ii) Die Absorptionszeit R hat exponentiell beschrinkte Tail- Wahrscheinlichkeiten,

d.h. es existieren Konstanten C,vy > 0, so dass

P(R>1t) < Ce . (4.3)

Beweis: Die Rechnung
Ei(eM—1) = / h ANeMPi(R > t) dt < / T MO dt < o0 (4.4)
0 0
fir C > 0 und v > A > 0 beweist (ii)=(i).
Da E;eM < oo gilt, folgt (i)=-(ii) aus der Markov-Ungleichung, wegen
P(R>1t) = P(eM > M) < e MEeM = Ce ™.

O

Eine weitere Moglichkeit (4.3) zu verifizieren, ist ein passendes Supermartingal

zu finden. Die Details liefert der nachste Satz.

Satz 4.1.2: Sei f eine auf N definierte Funktion fiir die Konstanten
Dy,Dy, D5 >0, Dy, D3, Dg < o0 und Dg € N existieren mit

f(i) >0 und f(i) — oo fiiri— oo, (4.5)
> 4iif(j) < f(i) =Dy fiiri > D, (4.6)
ji

|f(i) — f()| £ Dy fiiri > Dg und q;; > 0, (4.7)
> iy < Dse P fiir 1 <i < Dg— 1 undn > 1, (4.8)
f(ngn
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Kapitel 4. Existenz quasi-stationdrer Verteilungen

und

Dann gilt
Eie’\R < 00

fur ein A >0 und 1 > 1.

Beweis: 01,09,... seien die sukzessiven Sprungzeiten von (X;);>o. Weiter sei
i > Dg, A > 0 und () definiert durch

p(A) = [Dy + D] ?[exp(M(Dy + Dy) — 1 = A(Dy + Dy)]. (4.10)

Nach den Ergebnissen aus [Nev75|, Lemma VII-2-8, gilt in einer Umgebung von 0

ﬂM—%V+OQ% (4.11)

und

exp(Ay) < 14 Ay + p(N)y°.

Mit diesen Voraussetzungen ergibt sich

Eiexp(A[f(X (o1) — f(i) + Di])
< Ei<1 + ALf(X (1) = f() + Di] + (N [f(X(o1) — f(i) + D1]2>

< 1+ E(\[f(X(01) — f(i) + D1]) + (N)[D1 + D2J? (4.12)

s + DJ?
< exp(@(A)[D1 + Dy?).
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4.1. Hauptresultat

Sei 0 < € < Dj5. Dann folgt mit dem vorher Gezeigten

Eiexp (A[f(X(o1)) = f(i) + £01)

(4.13)
< exp(—=AD; + ¢(\)[D; + Dy

Dabei wurde

— qii > Ds

& — qiDs — Dse > —q;;Ds + qi¢
& Ds(—qii —€) > —qu(D5 — ¢)

benutzt.
Wegen (4.11) kann man ein festes A > 0 wihlen, so dass
—AD;

—)\Dl + QO(/\)[Dl + D2]2 < 5

Anschliefsend wéhlt man ein € > 0, so dass

Ds <1

exp(—ADy + p(A\)[ Dy + DQ]Q)D <
s

gilt. Setzt man mit dieser Wahl

g(t) = exp(A[f(Xy) — f(Xo)] + et),

so gilt
Ei(g(01)) <1=g¢(0) fiir i > Dg.

(4.13)

(4.14)
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Wir definieren jetzt T := inf{t > oy : X} < Dg}und v :=inf{k > 1: 0, > T}.
Dann ist (g(X,,,,))k>0 nach (4.14) ein positives Supermartingal. Auf der Menge
{T >t} gilt aukerdem o, >t und daraus ergibt sich

9(Xo,) = exp(A[f(Xo,) — f(Xo)] +c0,) = exp(=Af(Xo) +et).
Daraus folgt fiir ¢« > Dg

BT >t) = E(Lir>y)
< Ei(Lgrssy exp(Af(Xo) — et) exp(A[f (X, ) — f(X0)] +€0v))

< exp(Af(Xo) — et) Ei (exp(A\[f(X,) — f(Xo)] + €0,,)) (4.15)
= exp(Af(Xo) — et) Ei(9(Xo,))
(4.14)

< exp(Af(Xo) — et) < Drexp(—et).
Im Fall ¢ < Dg gilt andererseits mit der starken Markov-Eigenschaft

=Y P(T >t —s)P(X,, =y,01 €ds)+ P01 > t)

Jj>Ds
(4.15

< ) Z exp(Af(j) —e(t — s))Pi(X,, =y,01 € ds) + P(oy > t)

Jj=2Ds
< Ei(exp(Af(Xo,) + €01) exp(—et); Xo, = Dg) + Pi(o1 2 1)
= exp(—et)Ei(exp(Af(X,,) +€01); Xo, 2> D) + Pi(01 > 1)
< Dgexp(—et)

fiir eine Konstante Dg > 0.

Diese ist wegen (4.8) und der Regularitdt der Q-Matrix endlich, wenn A und
¢ hinreichend klein gewéhlt werden. Damit gilt P;(T" > 0) < Cexp(—et) fur
ein C > 0. Da P(R > t) < P(T > t) < Cexp(—et) gilt, folgt somit, dass
R exponentiell beschrankte Tail-Wahrscheinlichkeiten besitzt. Nach Satz 4.1.1
ist somit Eje*® < oo fiir ein A > 0 und i > 1 gewihrleistet und der Beweis

abgeschlossen. ]
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4.2. Vorbereitungen fiir den Beweis

4.2 Vorbereitungen fiir den Beweis

In diesem Abschnitt analysieren wir die Folge F;, := ®"9;. Wir werden mit Hilfe
der Ergebnisse aus Kapitel 3 zeigen, dass eine Teilfolge dieser gegen eine quasi-

invariante Verteilung konvergiert.

Lemma 4.2.1: Sei X = (X;)i>0 ein Markov-Prozess mit zugehdriger konserva-
tiver und reguldrer Q-Matriz Q. Seien (4.1) sowie (4.2) erfillt. Dann ist
Ao = sup{\ > 0 : E;e*? < oo} unabhingig von der Wahl von i.

Beweis: Angenommen, )\ ist nicht unabhéngig von . Dann sei fiir alle i € S

jeweils \; definiert durch
A i=sup{\ > 0: e < ool

Sei 0.B.d.A. \; > A, fiir i # j. Fiir £, s > 0 muss wegen (4.3) und der Definition

von \; gelten

C€_>\it )\i2>0 Oe—)\i(H-S)
> Pi(R>1t+s)
> ZPz(Xs = k)Pk(R > t)
E>1
> Pz(Xs = J)P](R > t)'

Dies impliziert Pj(R > t) < Cje ' mit C; = , weil aus der Irreduzi-

bilitat P;(Xs = 7) > 0 fiir alle j > 0 folgt. Dies ist ein Widerspruch zur Definition

von A; und damit ist A\g unabhingig von i. O]
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Der nun anschliefsende Satz ist ein Kernbestandteil des Beweises des Hauptre-

sultats.

Satz 4.2.2: Sei X = (X;)i>0 ein Markov-Prozess mit zugehoriger konservativer
und reguldrer Q-Matriz Q. Seien (4.1) und (4.2) erfillt und sei Ao wie in Lemma
4.2.1 definiert.

Dann gilt fir alle

Fo(t) := F®"%(t) = Ppns (R < t) — 1 — e, (4.16)
mit
0 < Ao = (lim Egns, R) ™" < 00. (4.17)

Fiir ein fest gewdhltes i > 1 existiert auflerdem eine Teilfolge N’ von N und
ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ o, auf {1,2,...}, so dass ®"6; — 7 fiir n — oo,
ne N, und

P, (R >1t) = (4.18)

qgilt.

Beweis: Da )\ unabhéngig von ¢ ist, wahlen wir fiir den Beweis ein beliebiges,
aber fest gewiihltes i > 1. Wir schreiben F fiir Fy = F%, d.h. F(t) = P;(R < t).

Wenn (F) )
. Mp+1
lm —MM—— = — 4.19
n—oo (n+ 1)m,(F) Ao ( )
gilt, folgt mit Satz 3.2.1 die Konvergenz von F), gegen den gewiinschten Grenz-
wert.

Um die Giiltigkeit von (4.19) nachzuweisen, zeigen wir

. . mn+1<F) 1
| f——————— > 4.20
e (n+ Dmn(F) = Ao (4.20)

und P )
lim sup i1 (F) < (4.21)

nooo (M4 1)m,(F) — Ao

Wir beweisen dieses, indem wir einen Widerspruch zeigen.
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4.2. Vorbereitungen fiir den Beweis

Sei angenommen, (4.20) gilt nicht. Dann kann man, wie im Beweis von Satz

3.2.3, eine aufsteigende Folge N' = (ny)ren in N finden, so dass (F,,),en schwach

1
Ao

setzen 7, = ®"J; und zeigen, dass M = (7, ),en straff ist. Aus der fast sicheren

gegen eine Exponentialverteilung mit Erwartungswert 6 < konvergiert. Wir

Absorption ergibt sich fiir alle ¢ > 0 die Existenz eines t(¢), so dass fiir allen € N/

e> P (R>1te)) =1— F,(t())
=Y mG)B (R > 1)
> Y mG)PER> )

i>1
{j:Pj(R>t(e))>1/2}

j>1
{5:P;(R>t())>1/2}
gilt. Dies zeigt
2 > ﬂn({j P (R<t(e) < 1/2}),

woraus mit (4.34) die Straffheit von 9t folgt. Damit existiert nach Satz A.2.5
eine Teilfolge N von N und ein Wahrscheinlichkeitsmaf 7., auf {1,2,...} mit
der Eigenschaft, dass 7, schwach gegen 7., konvergiert fiir n — oo, n € N, kurz
T — Moo

Dariiber hinaus gilt wegen majorisierter Konvergenz

Pro(R>1) =) moo(j)P(R > 1)

Jj=1

= lim » " m,(j)Pj(R > t) (4.22)
neN’ j>1

= lim (1 - F,(t)) = e % fiir alle t > 0.
neN’

Weil 7., ein Wahrscheinlichkeitsmafs auf {1,2,...} ist, gilt m(j) > 0 fiir ein
j€{1,2,...} und mit (4.22) ergibt sich daraus

Too(j)P(R > ) < Py _(R>1) fiir alle t > 0. (4.23)
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Somit kommt man insgesamt zu dem Ergebnis

1

e_t/g.
Too ()

Py(R > 1)

Fiir 1/6 ist also (4.3) erfiillt und es ergibt sich ein Widerspruch zur Wahl von Ay,
denn )y < 1/6. Damit folgt (4.20).

Wir zeigen nun, dass man ein 7, finden kann, das (4.18) erfiillt. Nach der Defi-
nition von A existiert zu jedem e > 0 eine positive Konstante C' = C(e) > 0, fiir
die gilt

Pi(R >t) < Cel=P0=9  fiiy alle t > 0.

In Satz 3.2.3 haben wir gezeigt, dass unter den gegebenen Voraussetzungen eine
Folge N existiert, fiir die (F},),en gegen eine Exponentialverteilung mit Erwar-
tungswert 6 < 1/(\g — ¢) konvergiert. Macht man dieses fiir verschiedene ¢, so
findet man eine Folge N, so dass (F},).en gegen eine Exponentialverteilung mit
Erwartungswert o < /\lo konvergiert. Analog zu den Berechnungen aus dem ersten
Teil dieses Beweises zeigt man fiir die Folge A, dass a = /\—10 gelten muss. Das
impliziert, dass ein 7., existiert, das (4.18) erfiillt. Aus der Existenz dieses 7o,
folgt

Pi(R >t) < Ce", (4.24)

Der Beweis von (4.21) verlauft ebenfalls per Widerspruch.
Angenommen (4.21) gilt nicht. Dann existiert ein &’ > 0 und eine Teilfolge N,

so dass

mn+1<F) 1 / .. 17
_— > — f; 11 . 4.25
(n+1)mn(F)_)\o+€ iir alle n € N ( )

Seien n < j<j+1<n(l+C¢e),neN" und C > 0 so gewahlt, dass

1 1 ; €
— > — 4.26
1+C€,<)\0+€)_)\0+2 ( )

gilt.
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4.2. Vorbereitungen fiir den Beweis

Dann ergibt sich

i + 8_/ < 1 (i + 5’)
Ao 27 140\ N
425) 1 Moyt (F)
1+ Ce' (n+ 1)m,(F)
@420 n M1 (F)
n+1(j+1)m,(F)
1L mu(F)
~j+1 m,(F)
< 1 mjn(F)
T+l my(F)

Dabei wurde die aus (4.26) abgeleitete Relation

1 n
+1<n(l+Ce < 4.27
JHlsnl+0e) & mg S o0 (4.27)
und die Monotonie von my1(F)/my(F) benutzt.
Somit haben wir P . .
min(F) 1, ¢ (4.28)

G+ )m;(F) — Ao 2
Um die nachfolgenden Rechnungen iibersichtlicher zu gestalten, bezeichnen

wir den ganzzahligen Anteil von n(1 + C¢’) fiir n € N mit i(n). Dies impliziert
|Ce'n| =i(n) —n=(i(n) — 1) — (n —1). (4.29)

Zusammen mit (4.28) liefert dies

Min) _ My (F) ﬂ

i(n)!
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1
n

Um den Beweis abschliefsen zu kénnen, benétigen wir nun noch Informationen
tiber (m,(F)/n!)n. Nach (4.25) wissen wir, dass

M1 (F) (|
B S A TS
(n + 1)mn(F) - )\0 2 - /\()

Wendet man m("ntig ) > m’j\gF) rekursiv an, so ergibt sich

= ()

Abschliefsend folgt also

> lim inf

TLENN

4.30
1 /1 & ce ew 1 30
> (=4 >
= )\0<)\0 2) = o

Mit Pj(R > t) < Ce ! kann man, analog zu den Rechnungen im Beweis von
Satz 3.2.3, die Giiltigkeit von my(F) < C’k!(%o)k zeigen. Damit schliefst man

. F i(n)
lim inf (ml("—m) < 1

n— o0

neN" Z(TL)'

lim inf (M)

neN" z(n)'

und erhélt einen Widerspruch zu (4.30).
Insgesamt ergibt sich also

lim ) (/) __ 1

n—oo (n + 1)m, (F) X

Wendet man jetzt Satz 3.2.1 an, so garantiert dieser die Konvergenz der Folge F,

gegen eine Exponentialverteilung mit Erwartungswert 1/Ag. Wir haben somit die
Aussage in (4.16) ist bewiesen.
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4.2. Vorbereitungen fiir den Beweis

Zu zeigen bleibt noch (4.17), also 0 < A\ = (lim,,_o Faens, R) ™! < 0.

Aus (3.5) folgt
mn+1(F) 1

(n+ Dma(F) X
Fiir jede Wahrscheinlichkeitsverteilung 7 auf {1,2,...} gilt fiir ¢ mit = (:) > 0

Eq;ngiR = ml(Fn) =

E.R > n(i)E;R > 0

und E;R — oo fiir i — oo, wegen (4.1). Daraus folgt \g = (Egns, R) ™ < 00.
Aus (4.2) folgt direkt Ao > 0.
[

Wir geben jetzt eine Version des Schauderschen Fixpunktsatzes an. Diese
wurde von Cauty in [Cau0l] gezeigt und wird zum Beweis des néchsten Satzes
benétigt.

Satz 4.2.3: Sei K eine kompakte, konvere Teilmenge eines hausdorffschen topo-
logischen Vektorraums V und F : K — K eine stetige Abbildung. Dann hat F

einen Fixpunkt.

Wir verzichten an dieser Stelle auf den Beweis und verweisen auf die angege-
bene Arbeit.

Ausgehend von diesem Satz zeigen wir, dass unter den bisher gemachten Voraus-
setzungen ein Fixpunkt der Abbildung ® existiert. Dazu folgen einige einfiihrende
Bemerkungen.

Wir bezeichnen die Menge der endlichen signierten Mafse auf N mit 9t(N). Diese

Menge bildet einen reellen Vektorraum. Auf diesem wird durch

d(my,m) = Y |mi(j) — ma(h)]/5°

Jjz1

eine Metrik definiert. Daraus folgt, dass 9(N) hausdorffsch ist. Durch die Metrik
wird eine Topologie erzeugt. Dies ist die Topologie der punktweisen Konvergenz,

d. h. es gilt m; — 7 genau dann, wenn 7y (i) — 7 (i) fiir alle i > 0, 7 € M(N).
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Wir definieren
My = {m: 7 W-MaR auf {1,2,...} mit P.(R >t) = e */?}.

M, bildet eine Teilmenge des Raums 9(N) und ist somit ebenfalls ein metrischer
Raum, der die Topologie der punktweisen Konvergenz tréagt. Wir kommen nun

zum angekiindigten Resultat.

Satz 4.2.4: Sei X = (X;)i>0 ein Markov-Prozess mit zugehdriger konservativer
und reguldrer Q-Matriz Q, der (4.1) und (4.2) erfullt. Wie in Lemma 4.2.1 sei
Ao = sup{\ > 0 : E;e* < oo}. Dann hat die Abbildung ® einen Fizpunkt in
My, falls My # ().

Beweis: Fiir § = 1/)\o wurde in Satz 4.2.2 gezeigt, dass eine Teilfolge N existiert,
so dass ®"6; — 7o und Py (R > t) = e7¥/% gilt. Das impliziert, dass My # (.

Dariiber hinaus gilt

d: My — M, (4.31)
denn fiir 7 € My gilt mit (3.4)
Pyr(R > s) = ! 713 (R>1t) dt = 176-'5/9 dt = e=s/°
o E.R) T 0 '

Um Satz 4.2.3 anwenden zu konnen, bleibt zu zeigen, dass
(i) die Abbildung ® auf M, stetig ist,
(ii) My eine kompakte und konvexe Menge ist.

Zeigen wir zuerst (i). Fir die Stetigkeit von @, geniigt es ®mi(z) — Pw(z) fiir
mr(z) — m(z) und alle z > 1 zu zeigen, da My ein metrischer Raum ist (vgl. Satz
A.2.3). Wenn 7. (z) — 7(2) fiir alle z > 0 und 7, m € My, dann gilt

E.R=E.R=0.
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4.2. Vorbereitungen fiir den Beweis

Fiir eine beliebige Teilmenge A aus {1,2,...} gilt dann mit (2.14) und dem

Lemma von Fatou

| 1T
liminf Y @m () “2 limint 7 [ Pu (Xi=j) dt
k—o00 oA k—oo oA L
1 [e.9]
= hminfz /Zwk(z)Pz (X;=j) dt
k—o0 ﬂ-kRO 1
= lim inf /Zﬂk(z) ZPZ (X;=7) dt
k—o00 Tk = e
>5/hminf2ﬂk(2) ZPZ (Xy=7) dt
AN jeA
1 o0
>5[ S Y=g a
0 z>1 JjEA
=> " or(j)
jeA

Also ergibt sich insgesamt

liminf Y~ @m(j) > > o (j). (4.32)

k—oo 4 -
JeEA jEA

Da A beliebig war, muss dies auch fiir A° gelten, und wir haben

liminf Y " ®m(j) = > n(y). (4.33)

k—oo < -
JjeEA JjeEA

Des Weiteren gilt

> lim sup ®m(j) + li;riglf Z D7y (2)

oo 2]
(4.32)
> limsup @i (j) + Z P z).
k—o00 :
2#£]
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Damit haben wir nun

1— Z Pm(z) > limsup ¢7(5)

— heo
& Or(j) > limsup Omy(7)
k—o0
=  dn(j) 3 Jim sup O (5)

k—o0

und es folgt

lim ®m(5) = Pn(j).

k—oo

Zusammen mit 7, (j) — 7(j) folgt daraus die Stetigkeit der Abb. ®.
Jetzt zeigen wir (ii) und beginnen mit der Konvexitat von My. Fiir my, m € My,
a €[0,1] gilt

Parisi-am(R > 1) = Y (am() + (1 = a)ma(j) ) B (R > 1)

=a Y m(PR > 1)+ (- ) Y m()B(R > 1

Dies zeigt die Konvexitdt von M,.

Bleibt die Kompaktheit von My zu zeigen. Da die Topologie metrisch ist, gentigt
es Folgenkompaktheit von My zu zeigen, was mit Satz A.2.2 die Kompaktheit
von My impliziert. Wir zeigen nun, dass jede Folge aus M, straff ist, was nach

dem Satz A.2.5 die Folgenkompaktheit impliziert.
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4.2. Vorbereitungen fiir den Beweis

Aus der fast sicheren Absorption ergibt sich, dass wie im Beweis von Satz

4.2.2 fiir jedes € > 0 ein t(e) existiert, so dass fiir alle 7 in My gilt

e 2 Pr(R>1t(e) =) w(j)F;(R > t(e))

Jj=1

> Y a()BE> 1)
[P, (REH(0)>1/2)

> ) w(j)%-

i>1
{j:Pj(R>t(e))>1/2}

Mit
2% > ﬂ({j Py (R < He)) < 1/2})

und Voraussetzung (4.1) folgern wir wieder die Straffheit von My. Zu zeigen
bleibt, dass der Limes wieder in My liegt. Dazu wahlt man das gleiche Vorgehen
wie in im Beweis von Satz 4.2.2.

Sei N/ = (ny) eine Folge mit m,, — 7. Dann gilt

P (R>1) = molj)P(R>1)

Daraus folgt 7o, € My und somit die Folgenkompaktheit. Nach Satz A.2.2 folgt
daraus bereits, dass My kompakt ist.
Die Voraussetzungen von Satz 4.2.3 sind somit erfiillt und die Existenz eines

Fixpunkts der Transformation ¢ gesichert. O
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4.3 Beweis des Hauptresultats

An dieser Stelle stehen alle Hilfsmittel fiir den Beweis des Hauptresultats zur

Verfiigung. Wir geben es zur Erinnerung noch einmal an.

Satz 4.3.1: Sei X = (X;)i>0 ein Markov-Prozess mit zugehdriger konservativer

und requldrer Q-Matriz Q. Es gelte

lim P,(R<t)=0 firallet>0 (4.34)
und Pi(R < 00) =1 fir eini € {1,2,...}.
Unter diesen Voraussetzungen existiert genau dann eine quasi-invariante Vertei-

lung, wenn
Eie* < o (4.35)

fir ein A >0 und i € {1,2,...} gilt.

Beweis von Satz 4.3.1: Zunichst werden wir zeigen, dass E;e*® < oo eine not-

wendige Bedingung fiir die Existenz einer quasi-invarianten Verteilung ist.

Sei 7 eine quasi-invariante Verteilung. Dann ergibt sich aus den Chapman-
Kolmogorov-Gleichungen P,.(R > s +t) = P.(R > s)P;(R > t). Das impliziert,
dass die Absorptionszeit R eine Exponentialverteilung F'™ besitzt. Nach Voraus-
setzung gilt P(R < oo) = 1 fiir alle ¢. Daraus ergibt sich die Giiltigkeit von
P.(R < o0) =1 und folglich F;R < 0.

Sei nun \ < E R.
Mit
Yr(A) = / MR (dr) = Epet
R

bezeichnen wir die momenterzeugende Funktion von R. Fiir die exponentialver-

teilte Zufallsvariable R berechnet man

(E-R)"

E
Pr(A) = (EﬂR)—*—A

Nach Wahl von A muss dann E,eM < oo gelten.
Die Irreduzibilitat auf {1,2,...} impliziert m (i) > 0 fir alle i € {1,2,...}. Somit
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4.3. Beweis des Hauptresultats

haben wir .
EeM < —F M < 0.
7 (i)
Das zeigt das Gewlinschte.

Als nichstes werden wir zeigen, dass F;e*® < oo hinreichend fiir die Existenz einer
quasi-invarianten Verteilung ist. In Satz 4.2.2 wurde gezeigt, dass die Menge My
fiir & = 1/X¢ unter den hier gemachten Voraussetzungen nicht leer ist. Mit Satz
4.2 4 folgt, dass die Transformation ® einen Fixpunkt in My besitzt. Dies ist nach
Satz 2.2.2 gleichbedeutend mit der Existenz einer quasi-invarianten Verteilung.

]
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5 Minimale quasi-stationare

Verteilungen

Dieses Kapitel beschéftigt sich mit so genannten minimalen quasi-invarianten
Verteilungen. Wir zeigen, dass minimale quasi-invariante Verteilungen als Limes
einer Teilfolge von ®"9; beschrieben werden konnen. Dazu muss gleichméfige
Beschrinktheit der Ubergangsraten gefordert werden. Im zweiten Abschnitt die-
ses Kapitels betrachten wir Geburts- und Todesprozesse. Fiir diesen Spezialfall
lasst sich iiber die Existenzaussage hinaus auch eine Eindeutigkeitsaussage tref-
fen. Wenn nicht anders vermerkt, stammen die Ergebnisse dieses Kapitels aus
[FKMP95].

5.1 Minimale quasi-stationare Verteilungen: Der

allgemeine Fall

Vor der Definition minimaler quasi-invarianter Verteilungen machen wir einige

einfithrende Bemerkungen:
Sei A\(7) definiert durch \(r) := sup{\ > 0 : E e*? < co}. Dann gilt

A7) < Ao = sup{A > 0: EieM < o0} (5.1)
fiir jedes Wahrscheinlichkeitsmaf 7 auf {1,2,...}, weil
rl) PR > 1) < P (R > 1)

(vgl. 4.23). Wir haben in Satz 4.3.1 gezeigt, dass F'™ eine Exponentialverteilung

besitzt, wenn 7 eine quasi-invariante Verteilung ist.
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5.1. Der allgemeine Fall

Aus der Definition von A(w) leitet man ab, dass F™ Erwartungswert
E.R = 1/\(m) besitzt. Daraus ergibt sich A(7) = ﬁ < o

Mit diesen Bezeichnungen kommen wir zur angekiindigten Definition.

Definition 5.1.1: Sei 7 eine quasi-invariante Verteilung mit A(7) = A\g. Dann

heiltt m minimale quasi-invariante Verteilung.

Die Wahl dieser Bezeichnung begriindet sich darin, dass die erwartete Absorp-
tionszeit bei Gleichheit in (5.1) minimal ist. Im vorherigen Kapitel wurde gezeigt,
dass die Menge M, fiir alle # mit My # () eine quasi-invariante Verteilung ent-
halt. Das Ziel dieses Kapitels ist es minimale quasi-invariante Verteilungen, die
zu 0 = /\io gehoren, als Limes einer Teilfolge von (9"0;),>1 zu charakterisieren.

Dazu fordern wir die gleichmiRige Beschrinktheit der Ubergangsraten, d.h.

—Qii = Zqij < (Ci < oo fiir ein ¢ und alle 7 € N. (5.2)
J#i
Das néchste Lemma bildet die Grundlage des anschliefsenden Resultats.

Lemma 5.1.2: Sei —q; = > q;; < Cy < oo fir ein Cy und alle i € N . Dann

J#
qilt
(i)
lim (F(X; = )Y =e™ (5.3)

fir ein Ay € (Ao, 00) und alle i,j > 1.

(i)
. Pi(Xt+s = j) Y
].lm — Y — = € 15 54
A% P(X, =) (54)

fiir dasselbe Ay und alle i,7 > 1 und s > 0.

Dariiber hinaus ist Ay unabhdngig von v und j.

Beweis: (i) Wie iiblich schreiben wir p;;(t) = P,(X; = j) fir alle ¢,j € S und
t > 0. Wegen der Chapman-Kolmogorov-Gleichungen gilt p;;(s +t) > pii(s)pii (%)
fiir alle s, > 0.
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Weil p;;(t) > 0 gilt, ist die Funktion ¢(t), definiert durch

o(t) = —logpi(t),

eine endliche, nicht-negative, subadditive Funktion fiir ¢ > 0. Aus Satz A.24
folgt, dass der Limes

A= lim o()/t = inf o(0)/1 (5.5

existiert und 0 < \; < oo gilt. Daraus ergibt sich ¢(¢t) > A\;t und folglich gilt
pii(t) < e it Seien a,b,t > 0, dann gilt

Pij(@)ps; (O)pji(b) < pu(t + a+b) < e M+t
woraus p;;(t) < Ke i fiir ein K > 0 folgt. Daraus ergibt sich
1 1
—glogpjj(t) < ;log(K) -\

und unter Beachtung von (5.5) schlieflich A; > ;. Vertauscht man die Rollen von
¢ und j zeigen analoge Rechnungen \; > )\;, also die gewiinschte Unabhéngigkeit.

Wir schreiben \; fiir den Grenzwert. Fiir a,t > 0 gilt

pijla+1t) > piy(a)ps(t) und  pjila+1t) > pji(a)pi;(t),

woraus
¢! log pij(a) + 1 log p;;(t — a) (5.6)

<t log pi; (1)
< t"'logpjj(a+1t) — ™' logpsi(a) (5.7)

fir t > a folgt. Die Ausdriicke in (5.6) und (5.6) haben jeweils Limes —\; fir
t — oo. Daraus ergibt sich dann ¢~!log p;;(t) — —A; und schlieRt den Beweis von
(i) ab.
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(ii) Fiir A > 0 und kh <t < (k + 1)h gilt:

Pi(th = j)Pj(Xt—kh = j)

< Pi(Xt = ])

< Pi(Xgeriyn = §) P (Xprnyn—e = )"
Auferdem gilt fiir alle uw mit 0 <u < h

1> P(X,=1) > P(X, =1, fir 0 <v < h)>e 0

Fiir h — 0 folgt somit P;(X, =1i) = 1.
Mit Hilfe dieser Rechnungen folgt, dass es geniigt

Pi(X =]
lim ( h(k+1) 7) — itk

k—oo  Py(Xpk = J) (5:8)

fir alle¢,7 > 1,1 > 1 und h > 0 zu zeigen.
Dies ergibt sich, weil fiir (I — 1)h < s < (I + 1)h einerseits

Pi(Xiys = j)
Pi(Xy =)
< Pi(Xns141) = 1) Py (Xngrir11)—(t4s) = J)
o Pi(X; =)
Pi(Xh(kHJrl) = ]')Pj(Xh(k+l+1)f(t+s) - j)_l
- Pi( Xk = )Py (Xe—nx = 7)

-1

und andererseits

]Dz'(XtJrs = ])
Pi(X: =j)
- Py(Xngerny = 3) P (Xnger—+s) = J)
- P(Xy = j)

Pi(Xng+1) = )P (Xnsn—(t+5) =
Pi(Xh(lc+1) = ])P (Xt h(k+1) )

J

H\_/

>

gilt. Damit folgt die Aussage (5.4) aus Lemma 5.1.4, das die Giiltigkeit von (5.8)

beweist.
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Schliefslich zeigen wir noch A\; € [Ag, 00). Fiir € > 0 und geniigend grofes ¢

folgt aus der Definition von \g

€_>\1t < -PZ(R > t) _ Z-Pz(Xt :j) < e—()\o—t‘)t

Jj>1
und somit die Behauptung A\; > . O

Im Lemma benétigen wir folgende Bezeichnungen fiir diskrete Markov-Ketten.

Definition 5.1.3: Sei P eine Matrix gegeben durch P = (p;;); jes. Sie heift po-
sitiv, wenn p;; > 0 fiir alle 7, j € S. P heit irreduzibel, wenn fiir alle 7,5 € S ein
n =n(i,j) existiert mit P, > 0 und aperiodisch, wenn ggT(n > 1: P} > 0) = 1,
wobei ggT den grofiten gemeinsamen Teiler bezeichnet. Eine Matrix P heifst sub-
stochastisch, wenn »_ p; ; < 1 fiir alle i € S\ {0}.
jES
Lemma 5.1.4: Sei P = (p; j)ijes €ine substochastische, irreduzible Matriz. Es
existieren Konstanten 61 > 0 und N < oo, und fir jedes i € S = {1,2,...}
existieren natirliche Zahlen 1 < ky, ...k, < N (mit k; = k;(i) und r = r(i)), so
dass P*s(i,i) > 6, fir 1 < s <r und ggT(ky ..., k) = 1. Dann gilt fiir feste i,j
P4, §) ik

lim ————= =e¢ ,
m—oo P™(i, j)

fiir dasselbe Ay wie in (5.3).

Wir verzichten auf den langen Beweis fiir diskrete Markov-Ketten. Dieser fin-
det sich in [Kes95|, Seite 661ff. Die Forderung (5.2) wird fiir den Beweis dieses
Lemmas benétigt und impliziert die im Lemma angegebenen Bedingungen. Durch
diese wird eine gleichméfige Aperiodizitat fiir die diskrete Markov-Kette gegeben.
Vergleiche dazu [Kes95|, Seite 657.

Ziel des Abschnittes ist der Beweis des folgenden Satzes.

Satz 5.1.5: Sei X = (Xi)i>0 mit —qi = >, qij < C1 < oo fiir ein Cy und alle
J#i
i € N und es gelte (4.2). Dann gelten folgende Aussagen:
(i) Sei N = (ng)k>1 , 1 <ng < ..., eine Folge ganzer Zahlen, so dass ®"*¢;
fiir ein i > 1 schwach gegen ein Wahrscheinlichkeitsmafl 7o auf {1,2,...}

konvergiert. Dann ist T, eine minimale quasi-invariante Verteilung.
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(11) Sei T = (ty)r>1 eine Folge reeller Zahlen mit ty, — oo und 7y ein Wahr-
scheinlichkeitsmafl auf {1,2,...}. Fir eini > 1 gelte

: PZ(th - ]) _ .
Ijl_{gom = oo (J) (5.9)

fir 3 > 1. Dann ist T eine minimale quasi-invariante Verteilung.

Beweis: (i) Zuerst zeigen wir mit Induktion eine Darstellung von ®"v(j), gege-
ben durch

D"v(j) = Ecbk / / / (Xt ttotrttn, = J) dby ... dty dty

(5.10)

n—1 1

=[] Ber.B)" 1) /OO "L P, (X, = j) dt.

0

Nach (2.14) gilt fir ein Wahrscheinlichkeitsmafs v auf {1,2,...} und j > 1,

oo

1 * 1
_ VPA(X, = j) dt = P(X, = j) dt
N=gn Tvor=na= gy [ A=)

womit der Induktionsanfang fiir n = 1 gezeigt ist. Sei also (5.10) fiir beliebiges n
als Induktionsvoraussetzung angenommen.

Fiir den Induktionsschluss (n — 1) — n zeigen wir:
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n—1 * % n—2
=11 (Eq)kyR)—l// i Py (Xoye = j) ds dt
k=0 (n—2)
0 0
n—1 1 c0
_ . -1 n—1 _
0

Damit ist (5.10) gezeigt und fiir festes i € S die folgende Darstellung:

®"6:(5) :Cn/ " P(X, = g) dt (5.11)
0

n—1

! 1 (Bar, B)

mit ¢, = ——
(n—1)! i

Um die Aussage in (i) zu zeigen, verifizieren wir
Pr (X, =j) = e 1)) (5.12)

Summation iiber 7 > 1 liefert dann

(R>s) Z Ze Moo(f) = M5, (5.13)

7>1 7>1

Dabei wurde benutzt, dass m., ein Wahrscheinlichkeitsmafs ist.

Damit gelangen wir dann zum gewiinschten Ergebnis

P (Xs =) _ Zizl Too (1) P3(Xs = )
Pr (R >5s) > is1 Too (1) Pi(Xs # 0)

Too(J) =
Die Minimalitét ergibt sich aus (5.13), weil fiir alle ¢ mit 7., (7) > 0 und € > 0
Woo(z')Eie(Al’E)R < Eﬂme()‘l’E)R < 0.
folgt, was \g > Ay zeigt. In Lemma 5.1.2 wurde bereits A\; > \¢ hergeleitet, so

dass \; = g gilt. Dies gewéhrleistet, dass m,, eine minimale quasi-invariante

Verteilung ist.
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Abschliefsend beweisen wir die Giiltigkeit von (5.12). Dazu zeigen wir, dass in

lim ¢, / t" P Xy = 7) dt (5.14)

n—oo

neN

der Beitrag iiber das Intervall [0, 7] zu vernachléssigen ist. Dabei werden wir mit
der Konvergenzgeschwindigkeit der Integrale argumentieren. Die daran anschlie-
flende Rechnung schlieft den Beweis ab.

Zum einen gilt fiir festes T > 0

T T
/t" 'P(X, =j) dt < /t"‘l dt <T"/n. (5.15)
0 0

Andererseits gilt fiir 0 < e < A\;/2 und grofse n

/ t"IP(X, = j) dt
0

> /OO tnflef()\ﬁ»s)t dt
/(2eA1)
00 n/2e\i
> / tn—le—(Al-f—é)t dt _ / tn—le—()\l-H’:‘)t dt
a 0 0
%) n/2ek
> / e (atelt gy / "t dt (5.16)
0 0
 (n—=1)! nnt
N (/\1 + 8)” (26)\1)”
(n—1)! (n—1)! nmt
2()\1 + 5) 2()\1 + €)n (26)\1)”
S (n—1)! '
- 2()\1 + 8)”
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Die letzte Ungleichung ergibt sich aus nachstehender Rechnung.

(n—1)! nmt S n! 3n"
2\ + &) (2eA)™ T 3n(A 4+ e)™  3n(2A)men
1 | 3n"
= 3n(2n)" (n - e_”)
1 3n™
= 3n(2x)" (n! - 37) =0
(*2*)0

(xx) folgt aus der bekannten Relation n! > 3 (%)n

Damit haben wir

o0

/t“lPi(Xt =) dt > (n—1):

Z ST (5.17)

0

Anhand der Konvergenzgeschwindigkeit kann man nun schlieffen, dass das Inte-
gral tiber [0, T] vernachléssigt werden kann: Das Integral in (5.15) hat eine Gro-

fslenordnung von hochstens 7", wihrend das Integral in (5.17) schneller wéchst
(n—1)!
2(A1+e)n”

als Damit ist der Beitrag des Integrals iiber [0, T fiir n — oo gering.

Sei nun N eine Folge, wie in (i) gefordert, d.h ®"§; = 7. fiir n € N und ein
Wahrscheinlichkeitsmaf 7o, auf {1,2,...}. Dann gilt fiir s > 0 und j > 1

PTI'OO(XS :.7) = ZWOO(Z)PZ(XS :j)

z>1

=Y lim @"5,(2)P.(X, = J)
i
:LEJO\? z>1

=lim > e, /t"‘lPAXt = 2)P:(X, = j) dt
0

neN z>1
Pi(Xt45=j)
A\

— lim e, / ST R(X, = 2)PUX, = ) dt

n—oo
z>1

neN

0
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[e.o]

= lim cn/t"_IPi(XHs =j)dt

n—oo

neN

L B(Xe =) |
= lim cn/t” 120 ts — D p(X, = ) dt.
0

Da, wie oben gezeigt, der Anteil des Integrals fiir festes T klein ist, folgt mit (5.4)

[ P(Xp =) |
P, (Xs=7)=Ilim cn/t” 122 P p(X, =) dt
(Xs =) PX, =) (Xi =)

n—0oQ

neN
= lim cn/t"_le_AlsPi(Xt =j) dt
nenN (5.18)
<I>n5i17roo(j)

t"_IPZ-(Xt =j)dt = e_’\lsﬁoo(j).

= lim e M?%¢,
n—oo

neN

Das zeigt die Giiltigkeit von (5.12) und der Beweis von Teil (i) ist abgeschlossen.
Um (ii) zu zeigen, also dass 7., unter (5.9) eine minimale quasi-stationére Ver-

teilung ist, betrachten wir folgende Rechnung.

-1
Wir setzen ¢, := (Bi(R > t3,)) " = (z Pi(X,, = z)> . Damit gilt

z>1

2 im Y g PAX, =) (5.19)

= Ifll—>1£lo Ck’Pi(th-i-s = ])
= e lim e PA(X, = ) = Tl

Dabei nutzen wir einen Satz von Scheffé, der die Vertauschung von Summation
und Limes ermoglicht (vgl. Satz A.2.1 im Anhang der Arbeit).
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Damit folgt, dass 7., eine minimale quasi-stationédre Verteilung ist, weil sich aus
(5.19) und Summation iiber j > 1 die Identitét

P, (R>s)=eM*

und schlieflich .
P, Too (X s — ] )

Tel) = B R )

ergibt. \; = Ao ergibt sich wie im Beweis von Teil (i).
[

Zum Abschlufs dieser Betrachtungen geben wir ein Korollar an, das ein Krite-
rium fiir die Gleichheit von A\g und A\; und somit fiir die Existenz einer minimalen

quasi-invarianten Verteilung liefert.

Korollar 5.1.6: Sei X = (Xi)i>0 ein Markov-Prozess zur Q-Matriz Q mit
(4.1),(4.2) und —q;; = > qij < Ci1 < oo fir ein Cy und alle i € N . Dann
Fi

gilt A\g = 1.

Beweis: Unter den gemachten Voraussetzungen existiert nach Satz 4.2.2 ein
Wahrscheinlichkeitsmaff 7., und eine Folge N in N, so dass ®"§;, — ms fiir
n — oo,n € N . Fiir dieses 7o, gilt Pr_(R > t) = e ! Satz 5.1.5 zeigt, dass
dieses Ty auch P,_(R > t) = e M erfiillt. Damit folgt sofort, dass \; = Ao
erfullt ist. O
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5.2 Minimale quasi-invariante Verteilungen

fiir Geburts- und Todesprozesse

Nachdem wir im vorhergehenden Abschnitt einen Satz zur Existenz minimaler
quasi-stationdrer Verteilungen im allgemeinen Fall bewiesen haben, werden wir
nun den Spezialfall der Geburts- und Todesprozesse betrachten. Fiir diese kann
man unter Annahme gleichméRiger Beschrénktheit der Ubergangsraten zeigen,
dass minimale quasi-invariante Verteilungen existieren. Dariiber hinaus kann man

eine Eindeutigkeitsaussage treffen.

Von nun an sei X = (X¢):>0 ein Geburts- und Todesprozess. Zusétzlich nehmen
wir an, dass die Ubergangsraten gleichmiRig beschrinkt sind, also ein C' > 0

existiert, so dass
—q;; < C  fir alle i € N. (5.20)

Daraus folgt mit Satz 1.2.9, dass die Q-Matrix Q regulér ist. Da Q fiir einen
Geburts- und Todesprozess konservativ ist, gelten die Riickwérts-Differentialglei-

chungen, also
dtpz,] Z szpk:j

Die gleichméfige Beschrianktheit impliziert auferdem, dass (4.1) erfiillt ist.

Seien dariiber hinaus alle Zustédnde ¢ # 0 verbunden, d.h.
ii+1 > 0 und Qii-1 > 0, fir alle 7 > 0 (521)

und gelte weiter E;eM < oo fiir ein A > 0. Dann folgt unter Benutzung von Satz
4.3.1 die Existenz einer quasi-invarianten Verteilung.
Als Vorbereitung des angekiindigten Eindeutigkeitsresultats beweisen wir das fol-

gende Lemma.

Lemma 5.2.1: Sei X = (X)i>o ein Geburts- und Todesprozess mit (5.20) und
(5.21) und v ein Wahrscheinlichkeitsmafs auf {1,2,...}. Dann ist die Funktion

v — FY injektiv.
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Beweis: Aus der gleichmifigen Beschriinktheit der Ubergangsraten folgt mit
den (RDGL)

pz] Z qzk pk]

wobei qg,?) den 7j-ten Eintrag der Matrix Q" bezeichne. Damit ergibt sich

a
dtr

= qz(g) = Z Qik19k1kso - - - Ak, _21410-

t=0 k1,k2,....kn—2

Pio(t)

Im Fall von Geburts- und Todesprozessen erhélt man damit

dn

dtnplo(t) = qz%l) = Qn(n—-1)9(n—1)(n—-2) - - - 410 (5.22)
t=0
und
L — (5.23)
dtnpzo o - .
fir k& > n.

Da wir Geburts- und Todesprozesse betrachten kann ¢;; > 0 nur fiir endlich
viele i € S gelten. Dies zusammen mit der gleichméfigen Beschrianktheit der
Ubergangsraten impliziert, dass die n-te Ableitung d_z;F Y(t) existiert. Diese ist
gegeben durch

da d" &
T (t) =T > " v(k)pro(t)
k=0
(0.) dn
= Z’/(k)%pkﬂ( )
k=0
Aus (5.22) und (5.23) folgt
i V) S p(t)| = y V) pro()
dt” dtm
k=0 t=0 k=0 t=0

Nutzt man an dieser Stelle

dF ..
%pko(t) = Qetk—1)---qu0 >0 firk=1,...,n
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k
folgt, dass v(n) eine lineare Funktion von %F “(t)| firk =1,...,nist. Daraus
t=0

folgt die Injektivitit der Abbildung. n
Mit dem Lemma ist es moglich, die folgende Aussage fiir Geburts- und To-

desprozesse mit gleichméfig beschriankten Ubergangsraten zu beweisen.

Korollar 5.2.2: Fin Wahrscheinlichkeitsmaff © auf {1,2,...} ist genau dann
eine quasi-invariante Verteilung fiir einen Geburts- und Todesprozess mit (5.20)
und (5.21), wenn die Absorptionszeit R eine Exponentialverteilung F™ besitzt.

Fiir jedes 6 existiert hochstens eine quasi-invariante Verteilung m mit £, R = 6.

Beweis: Im Beweis von Satz 4.3.1 haben wir gezeigt, dass F™ fiir eine quasi-
invariante Verteilung 7 exponentialverteilt ist.

Umgekehrt sei F'™ exponentialverteilt mit § = E,R. Dann gilt nach vorherigen
Lemma, dass My aus einem einzelnen Wahrscheinlichkeitsmaf 7 bestehen muss.
Mit Satz 4.2.4, der die Existenz eines Fixpunktes zeigt, folgt schliefslich, dass 7

ein Fixpunkt von ® und damit eine quasi-invariante Verteilung ist. O

Der folgende Satz zeigt, dass eine eindeutige minimale quasi-invariante Ver-

teilung existiert.

Satz 5.2.3: Fir einen Geburts- und Todesprozess X = (X¢)i>o mit (5.20), (5.21)
und E;e*? < oo fiir ein X > 0 ezistiert 1o = lim ®"0; n € N. Dieses 7o ist die

eindeutige (minimale) quasi-invariante Verteilung.

Beweis: Analog zu den Berechnungen im Beweis von Satz 4.2.2 zeigt man, dass
(D"0;)nen straff ist. Fiir jede Teilfolge N’ von N existiert nach Satz A.2.5 der Li-
mes lim ®"¢;,n € N’. Nach Satz 5.1.5 gilt, dass der Grenzwert lim ®™¢; = 7,
eine ?r?i?fimale quasi-invariante Verteilung ist. Fiir jede minimale azgéi—invariante
Verteilung, muss nach Definition gelten, dass die Absorptionszeit eine Exp(1/\g)-
Verteilung besitzt. Lemma 5.2.1 impliziert, dass die Limiten aller Teilfolgen von
lim ®"9;, n € N {ibereinstimmen miissen. Damit ist die Eindeutigkeit gezeigt.

n—oo

Insbesondere existiert dann lim ®"4;, n € N. n

n—oo
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A Anhang

Im Anhang geben wir zunéchst die Beweise aus Kapitel 2.1 an. Im zweiten Teil
geben wir Resultate an, die in der Arbeit benutzt werden, aber nicht sinnvoll im

Text integriert werden konnen.

A.1 Beweise der Satze aus Kapitel 2.1

Dieser Abschnitt dient dazu, die Beweise der Sétze aus Abschnitt 2.1 anzuge-
ben, soweit dies dort nicht geschehen ist. Der Lesbarkeit halber fiihren wir die

Resultate erneut an.

Satz A.1.1 (Satz 2.1.5): Gegeben eine beliebige Q-Funktion (P(t));>o ist eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung © auf C genau dann eine quasi-invariante Vertei-
lung auf C fiir P, wenn m ein B-invariantes Maf auf C fir P ist fir ein 5 > 0.

Beweis: Sei > 0 und 7 ein (-invariantes Mak auf C fiir P.
Definiere p(-) = (p;(+));ec durch

pi(t) = Zﬂ-ipij(t)a JeES,t>0.

ieC

Wegen der f-Invarianz von 7 gilt p;(t) = exp(—pFt)m;. Da 7 eine Wahrscheinlich-
keitsverteilung auf C ist, folgt

> pi(t) = exp(—pt)m; = exp(—pt).

jec jec
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Kombiniert man dieses, erhélt man

S 1O R /1)
7 exp(—pt) ;pj(t)'

Das zeigt, dass m quasi-invariant ist.

Sei m umgekehrt eine quasi-invariante Verteilung auf C fiir P.
Dann gilt p;(t) = g(¢)m; mit g(t) = >_ . p;(t). Das ist nach Definition dquivalent
Al

> mipi(t) = g(t)m;, j€Ct>0.

ieC
Wir zeigen ¢(t) = exp(—pt) fir ein 8 > 0. Mit den Chapman-Kolmogorov-
Gleichungen folgt nach Multiplikation mit m;, Summation iiber ¢ € C und der

Tatsache, dass 0 ein absorbierender Zustand ist,

Z ﬂzng s+ t Z T szk pkj

ieC 1€C keC
& pi(s+1) Zpk $)pk; (L
keC

fir alle j € C und s,t > 0. Setzt man den Ausdruck p;(t) = g(t)x; fiir p(-) ein,

erhalt man

g(t+ s)m Z g(&)mpr;(t) = g(t)p,(1).
keC

Summiert man iiber j € C zeigt dies, dass g die Gleichung g(t + s) = g(s)g(t) fiir
s,t > 0 erfiillt.
Es muss 0 < g(t) < 1 gelten, weil p;(t) > m;p;;(t) > 0 und

=3 mpyt)=> m > pit) <1
jec iec ieC  jec

gilt. Daraus folgt, dass g(t) = exp(—/t) fiir ein § > 0. Da p;o(t) > 0 fiir alle t > 0
fiir mindestens ein i € C gelten muss, folgt g(t) < 1 fir alle ¢ > 0 und damit ist
der Fall 8 = 0 ausgeschlossen. O
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Satz A.1.2 (Satz 2.1.6): Seiw ein B-subinvariantes MafS auf C fir P fir > 0.
Dann ist m ein B-subinvariantes Maf$ auf C fiir Q.

Ist ™ B-invariant auf C fiir P, so ist m genau dann ein (-invariantes Mafs auf C
fiir Q, wenn P die Vorwdrts-Differentialgleichungen (VDGL) fir i,j € C erfillt.

Beweis: Sei 7 ein f-invariantes Maf auf C fir P und (P*(t)):>o definiert durch

pi;(t) = eﬁtw firi,j€C, t > 0.
T

Dann ist P* eine Standard-Matrixiibergangsfunktion auf C mit einer stabilen Q-

Matrix Q*, gegeben durch

« _ Tj95i

Y T
7

+ (9;; fiir alled,j € C,

die genau dann konservativ ist, wenn 7w [-invariant auf C fiir Q ist. Aus der (-
Invarianz auf C fiir P folgt direkt, dass P* stochastisch ist, denn in diesem Fall
gilt

> o) = (e Mm) Y mpalt) = 1.

jec jec
Aufserdem gilt, dass P genau dann die (VDGL) erfiillt, wenn P* die RDGL fiir
i,j € C erfillt (vgl. dazu [PVJ92]|, Seite 533).

Sei also 7 (-invariant fiir Q ist, dann ist Q* konservativ und somit erfiillt P*
die (RDGL). Nach obigen Uberlegungen erfiillt P dann die (VDGL) fiir 4,5 € C.
Gelte umgekehrt, dass P die (VDGL) fir alle 4,j € C erfiillt. Dann erfiillt P*
die (RDGL) und weil P* stochastisch ist, folgt dass Q* konservativ ist (vgl. Satz
1.4.1). Somit ist 7 ein [-invariantes Mak auf C fiir Q. ]

Satz A.1.3 (Satz 2.1.9): Sei (P(t))i>0 eine Q-Funktion und 7 ein B-invariantes
Maf$ auf C fir P fir ein f >0 mit > m; < co. Dann gilt

ieC

Z 450
> i€C . Al
125 s (A1)

ieC
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Beweis: Wir nutzen die Vorwérts-Differentialungleichung pl,(t) > > pir(t)qro
keS
fiir ¢« € C. Integriert man diese, so folgt

on > Z/ pzk qkods 1€C.
keC

Multiplikation mit 7; und Summation iiber ¢ € C liefert, dass ), . Trqro kon-
vergiert, weil 7 als [-invariantes Maf auf C fir P mit > m; < oo vorausgesetzt
ieC
wurde. Aufserdem gilt fiir alle t > 0,
1

> it > (1= exp(=51)) ) rro- (A.2)

1eC keC
Weil 7 (-invariant auf C fiir P ist, gilt

Z L sz‘j(t) = exp(—ft) Z i,

ieC  jec icC

Fiir eine substochastische Funktion eP(:) = (eF(:),i € &), definiert durch
eP(t)=1— > py(t),t >0, folgt
jes

S malt) = (1 - () Y- Xm0, t20. (A3
ieC ieC ieC
Zusammen mit (A.2) haben wir
1
LT (ﬁzm zmo) - Y e
ieC ieC ieC

Daraus folgt fiir ¢ — oo mit majorisierter Konvergenz

ﬁzﬂ'i > Z%’%o +5Z7Tz'€1?,

ieC ieC ieC
wobei ef = limy .. eF(¢). Da e = 1 — k¥ ist und nach Lemma 2.1.8 hY = af,
tiir alle 7 € C gilt, folgt
p Z ma; > Z Tiio-
ieC ieC
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Weil ¢;o > 0 fiir mindestens ein i € C erfillt ist, gilt > mqgo > 0 und damit
ieC

E 450
> = €€ _ Daraus ergibt sich (A.1). O
p g
E : T,

ieC
Satz A.1.4 (Satz 2.1.10): Sei (P(t)):>0 eine Q-Funktion zur Q-Matriz Q, die die
Vorwdrts-Differentialgleichung (VDGL) fiir i,7 € C erfillt. Sei 7 fir ein 3 > 0
ein B-subinvariantes Maf$ auf C fir P. Dann gilt

5 Z may < Z Tidi0- (A.4)
ieC ieC
Ist (P(t))i>0 auflerdem stochastisch, gilt
Z; Tiqi0
< € : A5
peit (A5)
ieC

Beweis: Da (P(t)):>o die Vorwérts-DGL erfiillt, gilt
Pio(t Z/ pik(8)qro ds, i €C.
keC

Multipliziert man dieses mit 7; und summiert iiber ¢ € C erhélt man, wegen der
B-Invarianz von 7

Z 7sz10 l ]- - eXp ﬁt Z Tkqko

keC

Q

ieC
fur alle t > 0. Aus

Zﬁ sz’j(t) < exp(—pt) Zﬁz‘, t >0,

icC  jeC ieC

folgt aufserdem

Zmplo (1 — exp(—pit) Z?TZ Zm ), > 0.
ieC ieC ieC
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Daraus folgt
1
B(l — exp(—ft)) <ﬁz7ﬁ - Zm’%‘o) < Zm’ef(t)
ieC ieC ieC
und fiir ¢ — oo schlieflich
5 Z T < Z TiGio + ﬁz miey (1).
ieC ieC ieC

Dies ist aquivalent zu

ﬁz mihi < Z i G50-

ieC ieC

Mit Lemma 2.1.8 folgt dann 85 mal < 3 migio, also (A.4). Wenn (P(t));>0
ieC ieC

stochastisch ist, dann ist hY = 1 und somit (A.5) erfiillt. O

Satz A.1.5 (Satz 2.1.13): Sei F'(-) = (fi;())ijes die minimale Q-Funktion und

7 ein [(-subinvariantes Maf auf C fir Q fir ein 3 > 0, dass Y m; < oo erfillt.
ieC

Genau dann ist m ein B-invariantes Maf$ auf C fir F', wenn

ﬁzﬂiaf = ZmiQiO- (A.6)

1€C i€C
Wenn diese Bedingung ertfiillt ist, dann ist w (G-invariant auf C fir Q.

Beweis: Es gilt, dass F' die Vorwarts-Differentialgleichungen fiir i, j € C erfiillt.
Mit Korollar 2.1.11 folgt unmittelbar, dass (A.6) erfiillt sein muss.

Sei umgekehrt (A.6) erfiillt. Wir zeigen nun, dass 7 ein S-invariantes Maf auf C
fiir F ist.

Sei Q" = (qj;)ijec, die zum zeitinvertierten Prozess gehorende Q-Matrix , wobei

- 5.
ﬂ—k(QJk +/6 Jk) ]7]{: c C

Ty

* Pyp—
;5 =

F* = (f)ijes bezeichne die minimale Q*-Funktion.
Dann gilt 7; fi;(t) = exp(—Bt)m; f;;(t) fiir 4,7 € C (vgl. Lemma 3.3 aus [Pol88]).
Summation iiber i zeigt, dass m ein [-subinvariantes Maf fiir F' ist. Dieses ist

genau dann [-invariant, wenn F* stochastisch ist. Der Beweis ist abgeschlossen,
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wenn man nachgewiesen hat, dass F™* stochastisch ist. Um dieses zu zeigen, wird
auf Laplace-Transformierte zuriickgegriffen. Fiir die ausfiihrlichen Rechnungen
verweisen wir an dieser Stelle auf [NP93|, Seite 91f. Die letzte Behauptung folgt

aus Proposition 2 aus der Arbeit [Twe74] von Tweedie . O

A.2 Weitere Hilfsresultate

Satz A.2.1: Sei (f,)n>1 eine Folge von Dichten von absolutstetigen Verteilungs-
funktionen mit lim f,(x) = f(z) fir fast alle x € R. Sei f(x) ebenfalls eine
Dichte. Dann gilt lim [, f,(z) do = [, p(x) fir alle Borelmengen B C R.

Beweis: Siehe [Sch47]|, Seite 435f. O
Satz A.2.2: Fir einen metrischen Raum (M,d) sind dquivalent:

(i) M ist kompakt.

(i1) Jede Folge in M hat eine konvergente Teilfolge (,M ist folgenkompakt®).
Beweis: Siehe [Wer(07|, Satz B.1.7 auf Seite 503f. O

Satz A.2.3: Sei f: Ty — T; eine Abbildung zwischen metrischen Rdumen. Dann

sind folgende Bedingungen dquivalent:
(i) f ist stetig bei t.
(i1) t, — to = f(tn) — f(to) fiir alle Folgen (t,).
Beweis: Siehe [Wer(7|, Satz B.1.3 auf Seite 501. O

Satz A.2.4: Sei f(t) eine subadditive Funktion, die endlich ist auf (a,00), a > 0.
Dann gilt

lim m:infm < 00.
t—oo t t>a
Beweis: Siehe [HP57|, Theorem 7.6.1 auf Seite 244. O

Satz A.2.5: Sei (m,) eine straffe Folge von Wahrscheinlichkeitsmafen auf N,

dann besitzt jede Folge in (m,) eine schwach konvergente Teilfolge.

Beweis: Siehe [Bil68], Theorem 6.1 auf Seite 37. O
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