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1. Einleitung

In der Natur finden sich gleichermafen zahlreiche Beispiele fiir Zerlegungs-
und Agglomerationsprozesse. Gerade im Bereich chemischer Reaktionen, z.B. Poly-
merisation, bei galaktischen Clusterbildungen oder Erosionsprozessen treten kom-
plexe Entwicklungen solcher Art auf (fiir weitere Beispiele siehe [Al4]). Lassen wir
die Zeit riickwérts laufen, so werden Aggregations- zu Fragmentierungsprozessen et
vice versa. Dieser Zusammenhang spiegelt sich auch in der mathematischen Theorie
wider, die bestrebt ist, grundlegende Modelle und deren Analyse zur abstrahierten
Beschreibung der Realitdt anzugeben. Die in der Mathematik zur Deskription von
sich verdichtenden Systemen eingesetzten sogenannten ,Coalescents* (siehe hierzu
z.B. |[EvPi|, [Kil], [Pi]), die hdufig in der Form von Verzweigungsprozessen darge-
stellt werden (siehe hierzu z.B. [Al2], [A13]), fiihren durch Zeitinversion zu Fragmen-
tierungsprozessen (siehe hierzu z.B. [AIPi|). Unabhéngig von dieser engen Bindung
hat sich Bertoin der Aufgabe angenommen, ein eigensténdiges theoretisches Geriist
fiir Fragmentierungsprozesse zu erstellen. Diese Arbeit setzt sich mit den Grundla-

gen der von ihm eingefiihrten selbstiahnlichen Fragmentierungen auseinander.

Anschaulich lasst sich solch ein stochastischer Prozess folgendermafen be-
schreiben: Zeitstetig und markovsch wird dargestellt, wie eine Einheitsmasse im
Zeitablauf in moglicherweise unendlich viele Fragmente zerlegt wird. Zu einzelnen
Zeitpunkten gibt der Prozess die absteigend geordnete Folge der Fragmentmassen
an. Sei (m;);>1 mit 1 > my; > my > ... > 0 die entsprechende Folge zu einem
Zeitpunkt ¢ > 0. Die bedingte Verteilung des Post-t-Prozesses wird durch zwei Ei-

genschaften niher bestimmt:

(1) Fragmentierungseigenschaft: Die weitere Zerlegung der einzelnen Fragmente

erfolgt unabhéngig voneinander.

(2) Skalierungseigenschaft: Bezeichnet (m;;)jen die Folge der Teilmassen von
mi,j)

m; /jEN
die Folge der Teilmassen, die zum Zeitpunkt m{*r fiir ein bestimmtes o € R

m; > 0 zum Zeitpunkt £ + r, r > 0, so hat ( dieselbe Verteilung wie

aus der Zerlegung der Einheitsmasse entsteht.

Es liegt eine sogenannte selbstihnliche Fragmentierung mit Index « vor. « ist als
Geschwindigkeit der Zerlegung interpretierbar. Je grofer « ist, desto langsamer wer-
den kleine Fragmente zerlegt. Im Falle o = 0 heift der Prozess homogene Fragmen-

tierung. Der Begriff Selbstahnlichkeit ist seit einiger Zeit (vergleiche z.B. [La| aus



dem Jahre 1972) fester Bestandteil der Wahrscheinlichkeitstheorie. Im Rahmen die-
ser Arbeit wird dieses Konzept mit der unabhingigen Zerlegung einzelner Fragmente

vereint.

Ziel dieser Arbeit ist es, im Anschluss an die Festlegung selbstédhnlicher Frag-
mentierungen deren Struktur besser zu verstehen und genauer zu erfassen, durch
welche Phanomene die Zerlegung mafgeblich gesteuert wird. Da die Definition dieser
Prozesse iiber stochastische Kerne erfolgt, besteht zugleich der Bedarf nach Klarung

der Existenz, dem in Form einer Konstruktionsanleitung Rechnung getragen wird.

Neben der oben skizzierten Fragmentierung in Form von geordneten Massen-
folgen (S*-Fragmentierung) gibt es andere Moglichkeiten der Darstellung. In Kapitel
2 werden wir zusitzlich zur S*-Fragmentierung zwei weitere Arten von selbstihn-
lichen Fragmentierungen formal einfithren. Als Zustandsrdume wihlen wir hierbei
die Menge der Partitionen von N (P-Fragmentierungen) und die Menge der offe-
nen Teilmengen von (0,1) (Intervall-Fragmentierungen). Bei den P-und Intervall-
Fragmentierungen werden wir grundlegende Eigenschaften nachweisen, die fiir das
spatere Vorgehen notwendig sein werden. Die Definition der drei Prozesstypen er-
folgt jeweils {iber sogenannte Fragmentierungskerne und wird durch die Verbindung
von Fragmentierungs- und Skalierungseigenschaft gepragt. Die Vermutung, dass die
Prozesse eine enge Beziehung zueinander aufweisen, wird in Kapitel 3 bestatigt
und prézisiert: Die Fragmentierungen der drei Prozesstypen lassen sich ineinander
iiberfiihren. Somit erweist sich jeder Prozesstyp lediglich als eine alternative Dar-
stellungsform, und wir konnen fiir die weitere Analyse die jeweils am besten geeig-
nete auswihlen. P- und Intervall-Fragmentierungen werden dabei den Vorzug vor
St-Fragmentierungen erhalten. Am Anfang des Kapitels priisentieren wir fiir uns
relevante Ergebnisse aus der Theorie der Austauschbarkeit, die der Schliissel zu
entscheidenden Resultaten in Abschnitt 3.2 und Kapitel 4 sein wird. In Abschnitt
4.1 konstruieren wir homogene P-Fragmentierungen mit Hilfe von Poisson-Punkt-
Prozessen. Der zweite Teil liefert die wichtige Erkenntnis, dass zur Verteilung einer
homogenen P-Fragmentierung ein sogenanntes Lévy-Mafl v und eine Erosionsrate
c korrespondieren. Diese Zuordnung ermoglicht das Verstdndnis von homogenen P-
Fragmentierungen als Uberlagerung von kontinuierlicher und abrupter Zerlegung.
Um diese Ergebnisse auch bei nichthomogenen P-Fragmentierungen anwenden zu
konnen, stellen wir in Kapitel 5 eine geeignete Zeittransformation vor, die den Zu-

sammenhang zwischen homogenen und nichthomogenen Fragmentierungen herstellt.



Dabei argumentieren wir zunéchst auf der Basis von Intervall-Fragmentierungen und
iibertragen mit Unterstiitzung von Kapitel 3 das Resultat auf P-Fragmentierungen.
Wir erhalten das zentrale Ergebnis, dass selbstdhnliche Fragmentierungen durch die
drei Parameter «, v und c fixiert werden. Ferner konnen wir eine Konstruktionsanlei-
tung fiir sdmtliche selbstdhnliche Fragmentierungen angeben. Im ersten Abschnitt
des letzten Kapitels gehen wir der Frage nach, wie sich die Masse eines zufillig
ausgewahlten Fragments im Zeitablauf entwickelt. Wir werden sehen, dass die Ver-
teilung dieses Prozesses ebenfalls durch die drei Parameter beschrieben werden kann.
Als hilfreich wird sich die Theorie iiber Subordinatoren herausstellen. Im zweiten
Abschnitt werden wir die Bedeutung von Lévy-Mak und Erosionrate eingehender
untersuchen. Beschlieen wollen wir diese Arbeit mit einem Beispiel, bei dem einige

der prasentierten Resultate noch einmal zur Anwendung kommen werden.

Die von uns vorgestellten Ergebnisse entstammen hauptséchlich den Verof-
fentlichungen von Bertoin und Beresticky ([Ber4], [Ber6] und [Be]) aus den Jahren
2001-2002 . In der letzten Zeit sind auf der Grundlage dieser Artikel weitere Arbei-
ten zu diesem Themengebiet verfasst worden. Zum einen lassen sich in [Ber5|, [Ber7]
und [Ha| detaillierte Aussagen iiber das asymptotische Verhalten des in Kapitel 6
behandelten Prozesses finden. Zum anderen werden in [Mi|, [MiSc| und [Ber3] kon-
krete Beispiele fiir selbstdhnliche Fragmentierungen untersucht. Zuletzt sei erwihnt,
dass Haas eine leichte Verallgemeinerung der selbstihnlichen Fragmentierungen vor-
nimmt, indem an die Stelle des Selbstdhnlichkeitsindexes eine stetige Funktion tritt
(siehe dazu [Ha]).



2. Einfuihrung der selbstahnlichen
Fragmentierungen

In diesem Kapitel wollen wir drei Arten von Fragmentierungsprozessen vor-
stellen. Grundlegend wird jeweils das Zusammenwirken einer sogenannten Frag-
mentierungseigenschaft und einer Skalierungseigenschaft sein. Wir werden uns bei
den S*-Fragmentierungen auf deren Definition beschriinken. Bei P- und Intervall-
Fragmentierungen werden wir dariiber hinaus elementare Eigenschaften nachweisen,

die im weiteren Verlauf dieser Arbeit von Nutzen sein werden.

2.1 S*-Fragmentierungen

Es soll die zufillige Zerlegung einer Einheitsmasse im Zeitablauf beschrie-
ben werden. Hierbei betrachten wir lediglich die der Grofe nach geordneten Folgen
von Fragmenten. Als Zustandsraum eines derartigen stochastischen Prozesses wih-

len wir folglich

S = {5:(51,525---%512822---20,251§1} c [0, 1],

i>1

Wir versehen S¥ mit der Supremumsmetrik p, definiert durch
o(s, s') = sup{s; — s;}
i>1

fiir s = (s1,82,...) und s’ = (s}, s),...). Sei &+ die durch g induzierte (Borelsche)
o-Algebra auf S¥.

2.1. Bemerkungen. a) Der Fall ) ., s; < 1 steht fiir Situationen, in denen
ein Teil der urspriinglichen Masse verloren éegangen ist.

b) Es gilt s < % fiir alle £ > 1. Aus diesem Grund bedingt die punktweise
(komponentenweise) Konvergenz in S* die gleichmiiRige Konvergenz, also die Kon-
vergenz beziiglich p.

c) Als abgeschlossene Teilmenge des kompakten metrischen Raums ([0, 1]Y, o)

ist auch (S*, o) kompakt.



Die Festlegung eines Fragmentierungsprozesses - im Folgenden auch einfach
Fragmentierung genannt - erfolgt iiber die sogenannten Fragmentierungskerne. Zur

formalen Einfithrung benétigen wir einige weitere Bezeichnungen. Fiir [ € [0, 1] sei

SlL = {S: (81,82,...) ESJ'IZSZ' Sl}

i>1

und GZL =G+N Sl‘L. Offenbar ist (Sl‘L, 0) ein abgeschlossener Unterraum von (S¥, p).
Fiir jedes [ € [0, 1] sei nun ein Wahrscheinlichkeitsmaf @), auf (Sl‘L,GzL) gegeben,
welches die zufillige Zerlegung einer Teilmasse der Grofse [ beschreibt. Zu beliebigem
L = (I1,l,...) € S* sei (X;);i>1 eine Folge stochastisch unabhiingiger S*-wertiger

Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) mit
d
Xi = (Xij)j1 = Qui-

Bezeichnet schlieflich 7' die Ordnungsstatistik auf [0, 1]N und X := (X;); >1, so sei
P(L,-) die Verteilung von T'(X), genauer

P(L,B) :=P(T(X) € B) = (@ Qli) , Be&h

i>1

Ein einfaches Argument zeigt, dass P einen stochastischen Kern von S¥ nach S¥

definiert, wenn die Zuordnung
[0,1] 51— Qu(B)

fiir jedes B € &+ messbar ist, d.h. wenn Q(l, B) := Q;(B) einen stochastischen Kern
von [0, 1] nach S* bildet. Dies sei hiernach stets unterstellt.

2.2. Definition. Ein stochastischer Kern P der soeben eingefiihrten Art

heift Fragmentierungskern auf S* und (Q1)icpo, die P induzierende Familie.

Wir sind nun in der Lage, mit Hilfe von Fragmentierungskernen Fragmen-
tierungen auf S* einzufiihren. Die Existenz derartiger Prozesse bleibt hier zunichst

offen.

2.3. Definition. Ein zeitlich homogener Markov-Prozess A(-) = (A(%),
t > 0) auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 2, P) mit Werten in (S, &%) heifit

S*-Fragmentierung, wenn er folgende Eigenschaften besitzt:



(1) A(0) = (1,0,...) fast sicher.

(2) A(-) ist stetig in Wahrscheinlichkeit, d.h. fiir alle ¢ > 0 konvergiert A(t + s) in
Wabhrscheinlichkeit gegen A(t) fiir s — 0.

(3) A(+) erfiillt die Fragmentierungseigenschaft, d.h. die Halbgruppe (P(-,-))i>0
der t-Schritt-Ubergangskerne (PY(L,-) = P(A(s +1t) € -|A(s) = L) fiir alle
s,t > 0und L € S¥) wird durch Fragmentierungskerne auf S+ gegeben.

Die Halbgruppeneigenschaft manifestiert sich in den Kolmogorov-Chapman

Gleichungen. Es gilt

PH(Ly, ) = PPPY(Ly, ) = / P!(Ly,-) P*(Ly,dLy)

sS4

fiir alle L; € S* und s,t > 0, wobei P°(L,,-) := dy,.

Wir notieren, dass fiir A\(¢) = (A1(t), A2(t),...) jedes Fragment \;(¢) identifi-
ziert mit (X\;(¢),0,...) als Anfangswert eines unabhéngigen Fragmentierungsprozes-
ses, dessen Verteilung nur von dem Wert \;(¢) abhéngt, aufgefasst werden kann. Die
Vereinigung und Neuordnung aller Komponenten dieser Prozesse zum Zeitpunkt s
ergibt offenbar \(s + t). Fiir [ € [0, 1] sei g; : S* — S* definiert durch

91 ((s1,82,...)) :== (Is1,ls9,...).

2.4. Definition. Sei \(-) eine S*-Fragmentierung mit Ubergangshalbgruppe
(P")i>0 und (Q+(1))iepo,17 die den Kern P' induzierende Familie fiir jedes ¢t > 0. A(+)
heift selbstihnlich mit Inder o € R, falls () die Skalierungseigenschaft

Qi(l) = (Quee (1))

fiir alle [ € [0,1] und ¢ > 0 erfiillt. Im Falle & = 0 nennt man \(-) homogene S*-

Fragmentierung.

2.5. Bemerkungen. (a) Die Skalierungseigenschaft ldsst sich auch folgen-
dermafen umschreiben: Fiir r,¢ > 0 entspricht die bedingte Verteilung von A(¢ + )
gegeben A(t) = (1,0,...), L € [0,1], der Verteilung von [\(rl®).

(b) Fragmentierungs- und Skalierungseigenschaft lassen sich zusammen auch



folgendermafen umschreiben: Fiir r,¢ > 0 entspricht die bedingte Verteilung von
A(t + 1) gegeben A(t) = (I1,ls,...) € St der Verteilung von

T (LA (1), AP (19),....),

wobei AN (-),A®)(.), ... eine Folge stochastisch unabhingiger Kopien von A(-) und

r; = rl fir i > 1 sei.

2.2 'P-Fragmentierungen

Beginnen wollen wir diesen Abschnitt mit der Vorstellung des Zustandsraumes
von P-Fragmentierungen. Einige der in diesem Kontext relevanten Begriffe werden
uns durch die gesamte Arbeit begleiten.

Sei E eine Teilmenge von N. Eine Partition I' = (By, By, ...) von E ist eine
unendliche Folge von paarweise disjunkten Teilmengen B; C E, genannt Bldcke, mit

der Eigenschaft £ = > .., B;. Wir vereinbaren als Normierung, dass stets

i>1
min B; <minB, < ...

gilt, wobei min A := min{n : n € A} und inf () := co. Fiir notwendige Renormierun-
gen verwenden wir das Symbol [-], indem wir [By(1y, By(2),---| := (B1, Bo,...) fiir
jede beliebige Permutation o : N — N setzen. Es bezeichne P(FE) die Menge aller
derartig normierten Partitionen von E. Zwecks Abkiirzung schreiben wir P und P,
anstelle von P(N) bzw. P({1,...,n}). Durch die Festlegung

z'ij & 1,J € B, fiireink €N

induziert I' eine Aquivalenzrelation auf F, die ihrerseits I' eindeutig festlegt. Eine
Partition IV heilst feiner als I, falls ¢ K j stets ¢ LY j impliziert. Dies bedeutet nichts
anderes, als dass jeder Block der Partition I'" als Vereinigung von Blécken der Par-

tition I' dargestellt werden kann.

2.6. Definition. (a) Gegeben eine endliche oder unendliche Menge
C={c,co,...} CNmite; <cog<...undI' = (B, By,...) € P, sei

IF'oC := (Al,AQ, .. .), Az = U {Cj},

JEB;



wobei {¢;} := 0 fiir j > |C], sowie
Fof:=(0,0,...).

Dann heifit I'o C die durch I induzierte Partition von C'. Sie ist wegen ¢; < ¢ < ...

wieder normiert.

(b) Gegeben I' = (By, By, ...) € P(E) (E C N), A € P und k € N heifit
AST :=(Bi,...,Bp1,A 0By, Bipi,...)

die Verfeinerung von I' durch A in k.
(c) Gegeben I' = (By,Bs,...) € P(E) und E' C E, sei 'y € P(FE') die
Einschrinkung von I auf E' in dem Sinne, dass fiir 7,7 € E gilt:
iNj o= i
Offenbar entspricht dies [B; N E', B, N E’,...].Im Falle E' = {1,...,n} wird T’y n}
durch I',, abgekiirzt.
(d) SeiI' = (By, Bs,...) € P und 0 : N — N eine endliche Permutation, d.h.
o(n) = n fiir alle hinreichend grofen n. Dann wird ¢(I') € P durch die Partition
[0(B1),0(B3),...] definiert, also
o) . 1/ 1.
i~ oT (i) v o ()
fiir alle 7,5 € N.
(e) Jede Partition der Form (E,0,...) heifit trivial, und wir setzen

Pr={leP:Ty#({l...,nH0,.. )}

(f) Eine Folge (I'¥);5, von Partitionen mit I'V € P(E;) und F, C Fy C ...
heiflt konsistent, falls
ry =1

fiir alle 7 > 1 und j > ¢ gilt.

2.7. Bemerkungen. (a) Fir n, n’ € Nmit n < »’ und I' € P stimmt
', mit der Einschrankung von I,y auf {1,...,n} iiberein. Die Familie (I',),> ist
folglich konsistent.

b) Ist hingegen (7,)n>1 eine konsistente Familie von Partitionen mit v, € P,

fiir jedes n > 1, so existiert genau eine Partition I' € P mit der Eigenschaft

', =1, firalleneN. (1)



Die Eindeutigkeit folgt sofort. Fiir I', I € P, die die Bedmgung (1) erfiillen, impli-

ziert namlich ' # I die Existenz von 4,j € N mit 4 X j und 1 76 j oder umgekehrt
und somit Iy, # I fiir m > max{4i, j}. Dies ist aber ein Widerspruch zur Annahme
[y = Ym = I',. Definiert man 4 rl:Jj & i & j fiir n > max{i, j}, so ist T’ wegen der
Konsistenzeigenschaft von (7,),>1 wohldefiniert und I' erfiillt offensichtlich (1).

Eine geeignete Metrik dp auf P wird durch
dp(D,T") := 270 mit p(D, 1) :=sup{n >1:, ="}
fiir I', ' € P gegeben. Wir bemerken, dass n(I',I") = oo dquivalent zu I' = I" ist.

2.8. Lemma. (P,dp) ist ein kompakter metrischer Raum und damit ins-

besondere polnisch.

BEWEIS: Gezeigt wird, dass jede Folge von Partitionen in P eine konver-
gente Teilfolge besitzt. Sei (I'™),; eine beliebige Folge in P. Da |P,| < oo fiir
alle m > 1, kann man mittels eines Induktionsarguments leicht zeigen, dass es eine

konsistente Folge y(™ € P,,,m > 1, gibt, so dass alle
Kp:={n>1:y"=TM} m>1,

unendlich viele Elemente besitzen und K; D Ky D ... gilt. Fiir jedes m > 1 definie-
ren wir nun n,, als das m-te aufsteigend geordnete Element von K,,. Da (F%n ))mZI
konsistent ist, existiert nach Bemerkung 2.7 (b) ein eindeutig bestimmtes I' € P mit

[, = I fiir alle m > 1, was insbesondere n(I',[™)) > m und somit
dp(D, T(nm)) < 2—m

fiir alle m > 1 impliziert. T(™=) konvergiert also gegen T. 0

2.9. Bemerkung. Da dp offenbar auch auf P,, eine Metrik definiert und
|P.| < oo fiir alle m > 1 gilt, bildet auch (P,dp) mit P := P + > -m>1 Pm einen
metrischen Raum. Man kann ferner leicht zeigen, dass diese Erweiterung von (P, dp)

weiterhin kompakt ist.

Nachdem wir P metrisiert haben, sei Bp die zugehorige Borelsche o-Algebra,



die bekanntlich von den (beziiglich dp) offenen Mengen erzeugt wird. Fiir C' C N sei
auferdem

%'p(c) = {.AC A€ %73}, Ac = {FC I'e .A}

Wir kommen nun zur Einfiihrung von P-Fragmentierungen, die anschaulich
gesprochen die zeitstetige zufillige Verfeinerung von Partitionen von N beschreiben,
wobei zu jedem Zeitpunkt die Blocke der aktuell gegebenen Partition unabhéngig
voneinander weiter zerlegt werden. Die formale Beschreibung geschieht wie in Ab-
schnitt 2.1 mit Hilfe von Fragmentierungskernen. Fiir jedes B C N sei (g ein Wahr-
scheinlichkeitsmaf auf (P(B), Bp(p)). Gegeben eine Partition I' = (By, By, ...) € P,
sei X1, Xy, ... eine Folge stochastisch unabhéngiger Zufallspartitionen von N mit
X; L Q@ p,. Die Verteilung der Zufallspartition [X;, Xs,...] € P, die sich durch
Zusammenfassung der Partitionen X; und anschliefender Normierung |-| ergibt, be-
zeichnen wir mit P(T,-). Wir setzen hierbei stillschweigend voraus, dass die Zuord-
nung

[
P>T = (By,B,,..)— (@Q&.)
i>1

messbar und somit P ein stochastischer Kern von (P, ®Bp) nach (P,Bp) ist.

2.10. Definition. Ein stochastischer Kern P der soeben eingefiihrten Art

heift P-Fragmentierungskern und (Qg)scn die P induzierende Familie.

2.11. Definition. Ein zeitlich homogener Markov-Prozess II(-) = (II(%),
t > 0) auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 2, P) mit Werten in (P, Bp) heilt
P-Fragmentierung, wenn er folgende Eigenschaften besitzt:
(1) TI(0) = (N, 0, ...) fast sicher.
(2) II(-) ist stetig in Wahrscheinlichkeit.
(3) II() erfiillt die Fragmentierungseigenschaft, d.h. die Halbgruppe (P'(-,)):>0
der t-Schritt-Ubergangskerne (PY(I',-) = P(Il(s +t) € -|lI(s) = I) fiir alle
s,t > 0und I' € P) wird durch P-Fragmentierungskerne gegeben, wobei

(Q%)Bcn die P! induzierende Familie bezeichne.
(4) II(-) ist austauschbar, d.h. P(Il € -) = P(o(II) € -) fiir jede endliche Permuta-
tion o : N — N

Offenkundig beschreibt jede P-Fragmentierung eine sukzessive Verfeinerung

von Partitionen von N, d.h. TI(s + t) ist stets eine Verfeinerung von II(s) fiir al-

10



le s,t > 0. Die Forderung der Austauschbarkeit ist wesentlich. Sie beschrinkt die
Klasse der P-Fragmentierungen in sinnvoller Weise, wie Kapitel 3 und die Struk-
turaussage in Kapitel 4 belegen werden.

Auch fiir P-Fragmentierungen wollen wir als Néchstes den Begriff der Selbst-
dhnlichkeit einfithren (Definition 2.14) und bendétigen hierfiir zunéchst die Definition

der asymptotischen Frequenzen.

2.12. Definition. Gegeben I' = (B, By, ...) € P bezeichnet
1
A(B;) = nh_)rgo H\{l <k<n:keB},
sofern dieser Limes existiert, die asymptotische Frequenz von B;. Existiert der Limes
nicht, setzen wir

1
A(B;) :=liminf = {1 <k <n:k € B}
n—oo N
SchlieRlich sei A¥(T') die absteigend geordnete Folge der A(B;), i > 1.

Nach dem Lemma von Fatou gilt .., A(B;) < 1fiir jedes ' = (By, By, ...) €
P. Damit ist A¥(T") ein Element der in Abschnitt 2.1 definierten Menge S*. Erwiihnt
sei bereits hier, dass asymptotische Frequenzen im Rahmen von P-Fragmentierungen

zu festen Zeitpunkten fast sicher existieren, wie Satz 3.5 konstatieren wird.

2.13. Definition. Eine P-Fragmentierung II(-) = (II(¢),¢ > 0) heift re-
gulir, wenn auferhalb einer Nullmenge die Komponenten aller A+(TI(t)),¢ > 0, als

Limiten existieren.

Mit Hilfe des bisherigen Riistzeugs lassen sich jetzt selbstdhnliche P-Fragmen-
tierungen beschreiben, wobei die Existenz an dieser Stelle offen bleibt. Diesbeziiglich

sei auf die Kapitel 4 und 5 verwiesen.

2.14. Definition. Eine P-Fragmentierung I1(-) = (I1(¢),¢ > 0) mit Uber-
gangskernen P! induziert durch (Q%)pcn (t > 0) heillt selbstihnlich mit Index . € R,
falls gilt:

(1) II(-) ist regulér.

(2) AH(II(-)) = (A¥(I1(t)),t > 0) ist stetig in Wahrscheinlichkeit.

(3) II(-) erfiillt folgende Skalierungseigenschaft: Fiir alle B C N und ¢t > 0 ist Q%
die Verteilung von II(tA(B)%) o B.
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Im Falle a = 0 heifst II(-) homogene P-Fragmentierung.

2.15. Lemma. Gegeben eine P-Fragmentierung I1(-), ist folgende Bedin-
gung dquivalent zu (3) in Definition 2.14:
(3°) Fiir alle B C N und t > 0 ist Q% die Verteilung von I(tA(B)*)g, der Ein-
schrankung von IL(tA(B)*) auf B.

Die behauptete Aquivalenz von (3) und (3’) hiingt mafgeblich an der Aus-
tauschbarkeit von II(-), wie der anschlieRende Beweis zeigt, denn im Allgemeinen
sind ['o Bund I'g fiir ' € P und B C N verschieden.

BEWEIS: Offenbar reicht es zu zeigen, dass I1(t) 5 & I[1(t) o B fiir alle t > 0
und B C N gilt. Es sei B = {b1, bs, ...} (endlich oder unendlich) mit b; < by < ...
und B, := BN {1,...,n} fiir n > 1. Wir wihlen fiir n > 1 endliche Permutationen
0n, * N — N mit der Eigenschaft

on(i) =b; firl <i<|B,|.

Dann gilt unter Benutzung der Austauschbarkeit von II(-)

I(t)p, < (0n(I1(t))5, = I1(t) o B,

fir alle n > 1 und ¢ > 0 und deshalb auch

(t)s = lim I(t)p, < lim II(t) o B, = II(¢) o B

n—00 n—00

fiir alle ¢ > 0, wobei die Limiten natiirlich beziiglich dp gebildet werden. O

2.16. Bemerkungen. (a) Die Fragmentierungs- und Skalierungseigenschaft
lassen sich zusammen auch folgendermafen umschreiben: Fiir r,¢ > 0 entspricht
die bedingte Verteilung von II(¢ + r) gegeben II(t) = I' = (B, By,...) € P der
Verteilung der Zufallspartition

IF(r) :== [IY(ry) 0 B, 11®(ry) 0 By, .. ]

bzw.
ﬂF(T) = [H(l)(Tl)Bla H(Z)(T2)Bza x } .

Hierbei sei (II")(-));>; eine Folge stochastisch unabhéingiger Kopien von II(-) und
ri = rA(B;)® fiir s > 1.
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(b) Die Fragmentierungs- und Skalierungseigenschaft implizieren, dass die Ver-
teilung der weiteren Fragmentierung eines Blockes ausschliefslich von dessen asymp-
totischer Frequenz abhangt.

(c) Gemif Teil (a) legen die eindimensionalen Randverteilungen die Verteilung
von II(-) fest.

(d) Wie in Korollar 6.12 gezeigt wird, kann bei homogenen P-Fragmentierun-
gen auf die Forderungen (1) und (2) der Definition 2.14 verzichtet werden, da jene
generell regulér und deren assoziierte Prozesse der geordneten asymptotischen Fre-

quenzen stetig in Wahrscheinlichkeit sind.

2.17. Definition. P bezeichnet die Verteilung eines Fragmentierungspro-
zesses, der von einer beliebigen Partition I' € P startet, d.h. genauer - bezogen auf

die Situation in Bemerkung 2.16 (a) -
Pr(II(r) € -) := P (t +r) € |TI(t) =) = PIT"(r) € -) = PAT" (r) € -)
fiir r, t > 0.

Im Interesse des spiteren Vorgehens nutzen wir den Rest dieses Abschnit-
tes dazu, elementare Resultate iiber die soeben eingefiihrten selbstdhnlichen P-
Fragmentierungen zu présentieren. Zunéchst konstruieren wir basierend auf der Ver-
feinerungseigenschaft von P-Fragmentierungen eine sogenannte cadlag- Version einer
selbstdhnlichen P-Fragmentierung I1(-). Das Vorliegen eines cadlag-Prozesses, d.h.
eines Prozesses, der fast sicher rechtsseitig stetig ist und fast sicher linke Limiten
besitzt, ist gerade bei der Behandlung von Markov-Prozessen von Vorteil. Das fol-

gende einfache Lemma ist hierfiir niitzlich.

2.18. Monotonielemma. (a) Aus TM c T® c T'®) folgt stets
dp(T®,TM) <dp(T®, TV) und  dp(T®, T®) < dp(TD, 1),

(b) Jede monotone Folge (I'™),>, von Elementen aus P konvergiert (beziig-

lich dp) gegen ein T € P.

BEWEIS: Zu (a): Es geniigt der Hinweis, dass offenbar

n([‘@),p(l)) > n(p(?))’ [‘(1)) und n(p(Q),p(?»)) > n(p(l)’p(3))
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gilt (zur Definition von n(-,-) siehe die Ausfithrungen vor Lemma 2.8).

Zu (b): Da (P, dp) nach Lemma 2.8 ein kompakter metrischer Raum ist, exis-
tiert eine konvergente Teilfolge von (I'™),5; mit Grenzwert I € P. Teil (a) liefert
die Behauptung fiir I := I". O

Definieren wir fiir ¢ > 0 die Zufallsvariable I1(¢4) durch die Aquivalenzre-
lation

iH(ﬁL)j s iHr(i)j fiir ein ¢' € QN (¢, 00),

so gilt:
2.19. Proposition. (II(t+),t > 0) ist eine cadlag- Version von I1(-).

BEWEIS: Nach Definition der P-Fragmentierung II(-) existiert eine Null-
menge N € 2, so dass die Pfade Q" 5 ¢ — II(¢)(w) fiir alle w € N° monoton fallend
sind. Da der Prozess (II(t+),t > 0) durch (II(¢),t € Q) festgelegt wird, erhalten
wir die fallende Monotonie der Pfade R* 5 ¢ — II(¢+)(w) fiir alle w € N°.

Seien nun ¢ > 0 und w € N°¢ fest, aber beliebig. Zum Nachweis der rechtssei-
tigen Stetigkeit betrachten wir

lsiirtll_[(s%—)(w) =:T,

wobei die Existenz des Grenzwertes durch das vorherige Lemma gesichert ist. Aus

TR S o 3¢ e QN (¢, 00) mit i T

(" +)(w)
VA ~

& ' eQn (¢ o00) mit g fir t" € (¢,t)

P A
& 1~
fiir 4, j € N folgt I1(¢+)(w) = I' und damit die rechtsseitige Stetigkeit. Die Existenz
linksseitiger Limiten ist ebenfalls eine direkte Konsequenz des Monotonielemmas.

Es bleibt P((II(t+) =1II(t)) = 1 zu zeigen. Sei (t,)n>1 eine Folge mit
Q" > t, | t fiir n — oco. Da II(+) stetig in Wahrscheinlichkeit ist, gilt

I(t,) — 11(2)

fir n — oco. Nach einem Resultat der Wahrscheinlichkeitstheorie (vergleiche z.B.
|Als1], S. 170) existiert eine Teilfolge von (%,),>1, so dass fiir diese fast sichere

Konvergenz vorliegt. Aufgrund der Monotonieeigenschaft erhalten wir damit nach
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Lemma 2.18 sogar
T(t,) =3 TI(t) fast sicher

und wegen
P ( lim 11(t,) = 1(t+)) =1

n—oo

die Behauptung. O

2.20. Bemerkung. Stetigkeit in Wahrscheinlichkeit und Monotonie von
(I1(¢t+),t > 0) implizieren ferner dessen fast sichere Stetigkeit fiir festes ¢ > 0.

Wir werden von nun an eine selbstahnliche P-Fragmentierung II(-) als cadlag-
Version unterstellen. Ferner sei II(-) im Folgenden stets nicht-trivial, d.h. II(-) #
(N,0,...) mit positiver Wahrscheinlichkeit.

2.21. Bemerkung. In diesem Fall gilt II(co—) = ({1}, {2}, ...), d.h. nicht-
triviale selbstdhnliche P-Fragmentierungen streben fast sicher gegen die Partition,
die nur aus einelementigen Blocken besteht. Der Prozess hat demnach in dieser
Partition seinen einzigen absorbierenden Zustand. Wir verzichten an dieser Stelle
auf einen Beweis, sondern verweisen darauf, dass dieses Resultat unmittelbar aus
Proposition 2.38, Satz 3.10 und Satz 3.14 folgt. Das analoge Ergebnis fiir selbstihn-
liche Intervall-Fragmentierungen (Proposition 2.38) besitzt den Vorteil des kiirzeren

Nachweises.

Der Einsatz von Stoppzeiten im Rahmen von homogenen P-Fragmentierungen
wird im weiteren Verlauf notwendig sein. Dafiir definieren wir zunéchst die natiirli-

che Filtration (F;)¢>o fiir eine P-Fragmentierung II(-) durch
F=0(c(Il(s),s <t)UN)

fiir alle ¢t > 0 mit N :={N € A : P(N) = 0}.
2.22. Lemma. Die natirliche Filtration (F;);>o ist rechtsseitig stetig.
BEWEIS: Siehe [Berl], S. 18.

Wir beschréinken uns ab jetzt in diesem Abschnitt auf die Betrachtung von ho-

mogenen P-Fragmentierungen. Wir werden sehen, dass diese bzw. deren Halbgruppe

15



von Ubergangskernen die sogenannte Feller-Eigenschaft erfiillen. Es sei angemerkt,
dass dies fiir selbstdhnliche P-Fragmentierungen mit Index o # 0 im Allgemeinen
nicht zutrifft. Hinsichtlich der Festlegung von II" () und Pr verweisen wir auf Be-
merkung 2.16 (a) und Definition 2.17.

2.23. Satz (Feller-Eigenschaft). FEs seiIl(-) = (II(¢),t > 0) eine homogene
P-Fragmentierung. Fir jede stetige Funktion ¥ : P — R und t > 0 ist die Abbildung

I'— E-¥(II(¢), I'eP,
stetig, und fir jedes I' € P gilt

lim B O(T1()) = W(T).

BEWEIS: Wir definieren 7, := (m,,{n + 1,n+2,...},0,...) fir 7 € P
und T0,(-) = (TI()p, {n + 1,n +2,...},0,...) fiir alle n € N. Offenbar gilt dann
dp(m,7,) < 27" Jede stetige Funktion ¥ : P — R ist wegen der Kompaktheit von
P sogar gleichméfig stetig, d.h. fiir beliebiges € > 0 existiert ein n. € N, so dass fiir
alle m € P gilt:

|W(m) —U(7,)| < % fiir alle n > n,.
Ferner ist im Falle dp(I',T") < 27" fiir ' = (By, By, ...),[" = (C1,Cy,...) € P die

Verteilung von I1,,(¢) unter Pr identisch mit der unter P/, d.h. insbesondere
Er ¥ (IL,(¢)) = Ex U(IL,(2))

fiir alle ¢ > 0. Gem#f Konstruktion hingt die Verteilung von IIL(-) bzw. IIL (-)
namlich nur von B;N{1,...,n} bzw. C;N{1,...,n} fiir i > 1 ab, und diese Mengen
entsprechen einander wegen I';, =1 .

Insgesamt folgt dann fiir ', T” € P mit dp([, ') < 27"

Ep W(II(2)) — lErf\I'( (©))]

< [Er¥(I(2) — Er¥(,, ()] + [Er @ (I, (£)) — Er ¥ (I, (1))
+|Ep U (I, (2)) —Erf\I'(H(t))l

< Ep[U(II(#)) — ¥, ()] + Ep [¥(I, (1) — U(I(E)]| < e

)
)

Die Abbildung I' — ErW(I1(#)) ist daher stetig fiir jedes ¢t > 0.
Wegen I1''(0) = T fast sicher und der Stetigkeit in Wahrscheinlichkeit kon-
vergiert II'(¢) in Wahrscheinlichkeit gegen I' fiir ¢ | 0. Somit konvergiert II(¢)
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unter Pr schwach gegen I' fiir ¢ | 0. Aufgrund der Kompaktheit von P, die die
Beschrianktheit der stetigen Funktionen W bedingt, ist dies gleichbedeutend mit
limy o U(II(2)) = ¥(T) fiir alle " € P. O

Die Giiltigkeit der Feller-Eigenschaft und die rechtsseitige Stetigkeit der na-

tiirlichen Filtration fiihren abschliefend zu folgendem Resultat:

2.24. Korollar. Die homogene P-Fragmentierung I1(-) gentgt der starken
Markov-Eigenschaft, d.h. fiir jede Stoppzeit T beziiglich der natiirlichen Filtration
(Ft)i>o ist die Fragmentierung (II(T + t),t > 0) unter P(:|I[(T") = T') unabhdngig
von Fr und hat die Verteilung Pr.

BEWEIS: Siehe [Br], S. 323 und S. 357.

Wegen II(oc0) = ({1)},{2},...) ldsst sich II(T + t) selbst fiir den Fall defi-

nieren, dass 7" = oo mit positiver Wahrscheinlichkeit gilt.

2.3 Intervall-Fragmentierungen

Bevor wir zur eigentlichen Definition von Intervall-Fragmentierungen kom-
men, befassen wir uns wie bei den P-Fragmentierungen mit dem entsprechenden
Zustandsraum. Ohne Kenntnis dessen zentraler Eigenschaften wire eine Analyse
des stochastischen Prozesses spater nicht durchfiihrbar.

Als Zustandsraum der dritten Klasse von Fragmentierungsprozessen wihlen
wir den Raum der offenen Teilmengen von [0, 1], den wir mit V bezeichnen. Jedes

V € V wird durch die stetige und beschrinkte Funktion xy : [0,1] — [0, 3],
xv(z) = min{|lz —y|:y € V}
mit V¢ :=[0,1] \ V, eindeutig festgelegt. Durch den Abstand
dy(U,V) = llxv — xvlle = wrg[%i(]ﬂXU(ﬂ?) —xv(@)|} firU VeV

wird eine Metrik auf V gegeben. Sei @y die durch dy induzierte (Borelsche) o-
Algebra.
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2.25. Bemerkungen. (a) dy(U,V) stimmt fiir U,V € V mit dem Hausdorff-
Abstand zwischen den kompakten Komplementen von U und V iiberein, d.h.

dy (U, V) = max{sup d(z,V*), sup d(y, U}

zeU¢ yeve

mit d(z, V) := inf,ey{|z — v|}. Der Beweis wird im Anhang im Anschluss an diesen
Abschnitt gegeben. Da der Raum der kompakten Teilmengen von [0, 1] versehen mit
der Hausdorff-Metrik kompakt ist (siehe dazu [Ed]|, S. 66ff), ist auch (V,dy) ein
kompakter metrischer Raum.

(b) Vi C Vo C V5 impliziert

dV(‘/?a ‘/1) S dV(‘/{ia‘/l) und dV(‘/Qa ‘/23) S dV(‘/la Vzi)a

da xv; () > xw(2) > xw(z) fiir alle z € [0, 1] gilt. Mit Teil (a) folgt ferner, dass
jede monotone Folge (V;,),>1 von Elementen aus V gegen ein V' € V (beziiglich dy)
konvergiert.

(c) Eine Folge ((bn,cn))n>1 von offenen Intervallen konvergiert beziiglich dy
genau dann gegen (ag, by) mit 0 < a, < b, < 1 fiir n € Ny, wenn lim,,_,, a, = a

und lim,, o b, = by gilt.

Das folgende Lemma zeigt, dass jede offene Teilmenge von [0, 1] eindeutig
in offene, paarweise disjunkte Intervalle zerlegbar ist. Dies ist der entscheidende
Grund dafiir, dass sich die Menge V fiir die Beschreibung von Fragmentierungen

eignet.

2.26. Lemma. Gegeben ein V € V), existiert eine (bis auf Permutatio-
nen) eindeutig bestimmte Folge (Iy)ren von offenen, paarweise disjunkten Interval-
len C[0,1] mit V =3, I

BEWEIS: Siehe Anhang im Anschluss an diesen Abschnitt.

2.27. Definition. Die im vorherigen Lemma eingefiihrte Folge (Ix)ren

heifkt Intervallzerlegung von V.
Wir vereinbaren, dass die Intervalle der Linge nach absteigend und bei glei-

cher Lange von links nach rechts geordnet sein sollen, falls explizit keine andere

Normierung vorgegeben wird.
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Die folgenden zwei technischen Resultate werden fiir die weitere Behand-
lung von Fragmentierungsprozessen auf V, insbesondere fiir den Nachweis der Feller-

Eigenschaft, niitzlich sein.

2.28. Lemma. Sei (V,;i)ni>1 eine Familie von Elementen aus V, fir die
qgilt:
(1) Fir jedes i € N konvergiert V,,; (beziiglich der Metrik dy) gegen ein V; € V
fiir n — oo.

(2) Fir jedes n € N ist V,1,V,0,... eine Folge disjunkter Mengen und
lim; 00 Vi = 0 gleichmapig in n € N.

Dann gilt:

lim | JV,: = Vi
n—00 i>1

i>1

BEWEIS: Siehe Anhang im Anschluss an diesen Abschnitt.

2.29. Lemma. Sei (V;,)nen eine Folge von Elementen aus V mit lim, o V;, =

V € V. Bei geeigneter Indizierung der Intervallzerlegungen (I, ;)ien und (I;)ien von
Vi bzw. V' gilt:

(1) lim, o0 In; = I; fiir alle i € N,

(2) limy; o0 Inn; = 0 gleichmapig in n € N.

BEWEIS: Siehe Anhang im Anschluss an diesen Abschnitt.

Wir stellen nun das Pendant zu den geordneten asymptotischen Frequen-
zen aus Abschnitt 2.1 vor. Mit N\ sei das Lebesgue-Mafk bezeichnet. Wir setzen
|I| := W(I) fiir ein Intervall 1. Wir definieren die Abbildung s : (V,dy) — (S¥, 0)
durch

s(V) = (s1(V),52(V),...) mit s;(V):= ||

fiir i € N, wobei ([;);en die Intervallzerlegung von V' sei. Dabei gilt wie vereinbart
|I;] < |I;| fiir ¢ > j. Die Abbildung s gibt also fiir V' € V die absteigend geordneten
Liangen der einzelnen Intervalle der Zerlegung von V an. Im Gegensatz zur geord-

neten asymptotischen Frequenz weist sie folgende Eigenschaften auf:
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2.30. Lemma. (a) Die Abbildung s ist stetig.

(b) Sei (Vi,)n>o eine Folge von Elementen aus V mit
VicVeoC...CVy oder ViDVoaD...DV,

und es konvergiere s(Vy,) gegen s(Vy) fiir n — co. Dann gilt V, =3 V.

BEWEIS: Zu (a): Sei (V;,)nen eine Folge mit V,, € V fiir n > 1 und lim,, ,, V3, =
V € V. Nach Lemma 2.29 kénnen wir die Indizierungen der Intervallzerlegungen
(In,i)ien und (1;)ien von Vi, n > 1, bzw. V so wéhlen, dass lim,_,o I, ; = I; fiir jedes
i > 1 gilt. Nach Bemerkung 2.25 (c) ist dies gleichbedeutend mit lim,, , s;(V,) =
si(V) fiir jedes 7 > 1. Mit Bemerkung 2.1 (b) erhalten wir lim,, ., s(V;,) = s(V)
beziiglich der Metrik p, also die Stetigkeit von s.

Zu (b): Nach Bemerkung 2.25 (b) konvergiert V;, gegen ein V' € V fiir n — oc.
Nach Voraussetzung gilt s;(Vy) = s;(V’) fiir jedes ¢ > 1. Da V, V' offen sind und
entweder V' C Vi oder V' DV} gilt, liefert dies die Behauptung. O

Wir sind jetzt soweit, die Definition fiir Intervall-Fragmentierungen anzu-

geben.

2.31. Definition. Ein stochastischer Prozess F(-) = (F(t),t > 0) auf dem
Wabhrscheinlichkeitsraum (2,2, P) mit Werten in (V,®y) heifit Intervall-Fragmen-
tierung, falls F'(t) C F(r) fast sicher gilt fiir 0 < r < t. Der Prozess (so F(t),t > 0)

wird die zu F(-) assoziierte geordnete Fragmentierung genannt.

Jede Intervall-Fragmentierung beschreibt demnach das Schrumpfen einer of-
fenen Teilmenge von [0, 1]. Mit Blick auf die Intervallzerlegungen ist auch die Inter-
pretation als im Zeitablauf fortschreitende Verfeinerung angemessen.

Analog zur S*- und P-Fragmentierung fiihrt der Weg zum Begriff der Selbst-
dhnlichkeit bei Intervall-Fragmentierungen iiber Fragmentierungskerne. Die formale
Einfiihrung verlangt einige weitere Bezeichnungen. Fiir ein offenes Intervall I C [0, 1]

sei
V[I:{VﬂIIVEV}, Dy, =Dy NV

Offensichtlich ist (Vr, dy) ein abgeschlossener Unterraum von (V,dy). Es bezeichne
Q1 ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (Vr, ©y,) fiir jedes offene Intervall I C [0, 1]. Im
Falle I = () sei Q; := dyp. Zu einem beliebigen V' € V mit Intervallzerlegung (I;)i>1
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sei (X;)i>1 eine Folge stochastisch unabhéngiger V-wertiger Zufallsvariablen auf ei-
nem Wahrscheinlichkeitsraum (Q,2(, P) mit X; 2 Qy, fiir ¢ > 1. Die Verteilung der
Zufallsvariablen ).,

dass die Zuordnung

X; bezeichnen wir mit P(V,-). Wir setzen wiederum voraus,

Vov=> I~ (@Qh)z

i>1 i>1

messbar und somit P ein stochastischer Kern von (V,®y,) nach (V,2y) ist.

2.32. Definition. Ein stochastischer Kern P der soeben eingefiihrten Art
heift Fragmentierungskern auf V und {Q;,I C [0,1] offenes Intervall} die P indu-

zierende Famailie.

Fiir jedes I = (a,b), 0 < a < b < 1, sei die affine Funktion g; : [0,1] — [
definiert durch
g1(z) == a+z(b—a).

Wir setzen gy(z) := 0 fiir alle z € [0, 1].

2.33. Definition. Eine Intervall-Fragmentierung F(-) = (F(t),t > 0) heift
selbstihnlich mit Index o € R, falls gilt:

(1) F(-) ist ein zeitlich homogener Markov-Prozess.

(2) F(0) = (0,1) fast sicher.

(3) F(-) ist stetig in Wahrscheinlichkeit.

(4) F(-) erfillt die Fragmentierungseigenschaft, d.h. die Halbgruppe (P(-,-))i>0

der t-Schritt-Ubergangskerne besteht aus Fragmentierungskernen auf V, wobei
{Q%, I C [0,1] offenes Intervall} die P’ induzierende Familie bezeichne.

(5) F(-) erfiillt folgende Skalierungseigenschaft: Fiir I = (a,b),0 < a <b <1 und
. a 91
t>0gilt Q) = (Qg,"'0))"

Im Falle o = 0 heifit F'(-) homogene Intervall-Fragmentierung.
2.34. Bemerkungen. (a) Die Fragmentierungseigenschaft der Intervall-Frag-
mentierungen garantiert, dass disjunkte Intervalle unabhingig voneinander zerlegt

werden.

(b) Die Fragmentierungs- und Skalierungseigenschaft lassen sich zusammen
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auch folgendermafien umschreiben: Fiir r,¢# > 0 entspricht die bedingte Verteilung
von F(t + 1) gegeben F(t) =V =3, Iy € V der Verteilung von

X, = g1, 0 F®(r[1]%).
keN
Dabei sei F((-), F®)(.),... eine Folge stochastisch unabhingiger Kopien von F(-).
(c) Die Fragmentierungs- und Skalierungseigenschaft induzieren, dass die Ver-
teilung der weiteren Fragmentierung eines Intervalls ausschlieflich von der Linge des
Intervalls abhéngt.
(d) GeméR Teil (b) legen die eindimensionalen Randverteilungen die Verteilung

von F(-) fest.

2.35. Definition. Py bezeichnet die Verteilung eines Fragmentierungspro-
zesses, der von einer beliebigen offenen Menge V' € V startet, d.h. genauer - bezogen
auf die Situation in Bemerkung 2.34 (b) -

Py(F(r) ) :=PF(t+r) - [Fit)=V)=P(X, €)

fiir r, £ > 0.

Wie bei den P-Fragmentierungen wollen wir auch hier zu gegebener Intervall-
Fragmentierung F(-) = (F(¢),t > 0) eine cadlag-Version (F(t+),t > 0) konstruie-
ren. Wir definieren

F(t+):= |J F(s)

s€QN(t,00)

fiir £ > 0 und behaupten
2.36. Proposition. (F(t+),t > 0) ist eine cadlag- Version von F\(-).

BEWEIS: Nach Definition der Intervall-Fragmentierung F(-) existiert eine
Nullmenge N € 2, so dass die Pfade Qt > ¢ — F(¢)(w) fiir alle w € N° monoton
fallend sind. Dies garantiert die fallende Monotonie der Pfade R" 5 ¢ — F(t+)(w)
fiir alle w € N°.

Seien nun ¢ > 0 und w € N°¢ fest, aber beliebig. Zum Nachweis der rechtssei-

tigen Stetigkeit notieren wir

F(t+) D liglF(s—i-)(w) =Vey,
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wobei der Grenzwert gem#f Bemerkung 2.25 (b) existiert. Aus F'(s)(w) C V fiir
s € QN (t,00) folgt F(t+)(w) C V. Da gleichzeitig F(t+)(w) D V gilt, erhalten
wir F(t+)(w) = V und somit die rechtsseitige Stetigkeit. Die Existenz linksseitiger
Limiten ist ebenfalls mit Bemerkung 2.25 (b) und der Monotonie auf N¢ sicherge-
stellt. Wie im Beweis zur Proposition 2.19 folgt unter Beachtung der Stetigkeit von
F(-) und Bemerkung 2.25 (b), dass (F'(t+),t > 0) eine Version von F'(-) ist. O

Von nun an betrachten wir nur noch cadlag-Versionen mit ausschlieflich (fast

sicher) monoton fallenden Pfaden.

2.37. Bemerkungen. (a) In diesem Fall impliziert Lemma 2.30 die Aquiva-
lenz von Bedingung (3) aus Definition 2.33 und der Stetigkeit in Wahrscheinlichkeit
von s o F(-).

(b) Stetigkeit in Wahrscheinlichkeit und Monotonie von (F(t+),t > 0) ge-
wiahrleisten die fast sichere Stetigkeit fiir jedes feste t > 0.

Wir beschrénken uns auflerdem auf nicht-triviale Intervall-Fragmentierungen
F(-), d.-h. F(-) # (0,1) mit positiver Wahrscheinlichkeit. Wie bei den selbstahnli-

chen P-Fragmentierungen ist auch hier das Grenzverhalten explizit beschreibbar.

2.38. Proposition. Sei F/(-) = (F(t),t > 0) eine nichi-triviale selbstihnliche
Intervall-Fragmentierung mit Indexz o € R. Dann konvergiert F(t) fast sicher gegen

0 firt — oo.

BEWEIS: Zunichst bestehen folgende Aquivalenzbeziehungen:

F(-) # (0,1) mit positiver Wahrscheinlickeit

< s := P'(0,1),(0,1)) < 1 fiir alle ¢ > 0 (sonst wire (s,;) = (s;)" = 1 fiir ein
t > 0 und alle n € N und somit F(-) = (0,1) fast sicher wegen der Monotonie
und der cadlag-Eigenschaft)

& F(-) # (0,1) fast sicher

Die Messbarkeit der im Folgenden betrachteten Mengen wird durch die Stetigkeit
der Abbildung s sicher gestellt.
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Wir kommen jetzt zum eigentlichen Teil des Beweises. Fiir alle z € (0,1) und
t > 0 bezeichnen wir mit I,(¢) das Intervall der Intervallzerlegung von F(t), das
das Element z enthélt, falls x € F(t) gilt, andernfalls setzen wir I.(¢t) = (). Es sei
€ € (0,1) beliebig. Wie gerade gezeigt, gilt P(F(t) = (0,1)) < 1 fiir alle £ > 0. Fiir
t7 > 0 und z € (0,1) haben wir damit P(|I,(¢1)| < 1) > 0. Es existiert also ein
0 < e <1mit P(|I,(¢1)]| < €) >y > 0 fiir alle x € (0,1). Wir fixieren ein beliebiges
z € (0,1) und setzen y := g;ml(tl)(:c). Es gilt insbesondere P(|,(t1)| < €) > 7. Wir

definieren
ty

min{€5®, €}

Aufgrund von Eigenschaft (5) aus Definition 2.33 und der Monotonie bei Intervall-

tg =

Fragmentierungen gilt

P (|L(t1 + t2)] < €5)
P (| L (t)] < €0, [ Tu(ts +12)| < 60)

v

= P (|L(t1 +t)| < € | [L(t1)] =v) P(Ls(t1)] € dv) + P(|1,(t1)] < €))
[€5¢0)
- P <|1y(t20a)| < %’) P(|L;(t1)] € dv) +P(|L,(t1)| <€)
[e3.€0)
/ P (|1,(t)] <€) P(L:(t1)| € dv) +P(|L(t:)] < &)
[6(2),60)
= P (L) € [, ) P(IL,(t)] < &) +P (IL(t)| < &)
> P(|L(t)] <) P(L(t) <e) > 7" > 0.

v

Wir kénnen die Argumentation induktiv fortsetzen, wobei ¢; durch

t1(11)} P>

tz' =
min{ey, €
< € ) > A"

(i (5)

fiir n > 1 erhalten. Wihlen wir n* € N mit €} < € und setzen

= itz < 00,
=1

definiert sei, so dass wir
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so gilt demnach
P(|L(t")] <€) > 9" > 0.

Ebenso konnen wir
P (L, ()] <€) =™

schlieRen. Definieren wir
t*
min{eg, 1}’

so liefert eine erneute Beriicksichtigung von Eigenschaft (5) und der Monotonie

1] =

(
(

_ /P(m (" + 1) > e | L) = v) P(L(#)] € dv)

€
1

= [P(n )= %) BiLE) € @)

JRL@) = 0 B(LE) € )

€

= P(L(1)] > P(1,(t") > ¢) < (1-7")

I (t"+ 1)) > €)
Lt +8) > 6 L) > ¢

P (]
= P(|
1

IN

Induktiv fortgesetzt ergibt sich
P(|L(t" +nt7)| > €) < (1 —")""

fir n > 1, also limy_, P(|1;(t)] > €) = 0. Da € € (0,1) beliebig gewéhlt war,
impliziert dies |1,(t)] L5 0 bzw. 1,(t) =5 0 fiir t — oo. Dieser Zusammenhang
besteht fiir alle z € (0,1). Wegen

fiir alle ¢ > 0 folgt F(¢) L5 9 fiir ¢t — oo.

Sei nun t,, € (0,00) fiir alle n € N und ¢, 1 oo fiir n — co. Dann existiert
nach einem Resultat aus der Wahrscheinlichkeitstheorie (vergleiche z.B. [Alsl], S.
170) eine Teilfolge (tn, )ken von (tn)nen mit F(t,, ) — 0 fast sicher fiir & — oo.
Wegen F(s) C F(t) fiir s <t folgt mit Bemerkung 2.25 (b) F(t,) — 0 fast sicher
fiir n — oo und damit die Behauptung. U
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Zum Abschluss dieses Kapitels weisen wir wiederum die Feller-Eigenschaft
nach. Hierbei ist erwdhnenswert, dass sich die Giiltigkeit nicht auf homogene Inter-
vall-Fragmentierungen beschrinkt, sondern auf simtliche selbstdhnliche Intervall-
Fragmentierungen erstreckt. Diese Eigenschaft ist - wie wir noch sehen werden - ein
Vorteil der Intervall-Fragmentierungen gegeniiber den P-Fragmentierungen bei der

Analyse von nichthomogenen Fragmentierungen.

2.39. Satz (Feller-Eigenschaft). Die Familie (P);>o der t-Schritt-Uber-
gangskerne einer selbstihnlichen Intervall-Fragmentierung F(-) mit Index o € R
erfillt die Feller-Eigenschaft. Das heifit: Konvergiert eine Folge (Vy)nen von Ele-
menten aus V gegen 'V €V fiir n — oo, so gilt

(1) PYV,,-) konvergiert schwach gegen P'(V,-) fiir n — oo und
(2) PYV,-) konvergiert schwach gegen &y fiir t — 0.

Eine fiir den Nachweis von Satz 2.39 niitzliche Aussage liefert das folgende

Lemma, dessen Beweis im Anhang im Anschluss an diesen Abschnitt zu finden ist.

2.40. Lemma. Gegeben U,V € V mit den Intervallzerleqgungen (Iy)gen und

(Jk)ken, gilt

dy(U, V) < sup dy(Ig, Ji)-
keN

BEWEIS VON SATZ 2.39: Zu (1): Sei (V,,)nen eine Folge in ¥V mit V,, — V fiir
n — 0o. Gemafl Lemma 2.29 wihlen wir die Indizierungen der Intervallzerlegungen

(In,i)ien und (I;);en von V,, fiir n € N bzw. von V so, dass gilt:

lim I,,; = I; fiirallei € N, (2)
n—oo
lim I,,; =0 gleichméfig in n € N. (3)
1—>00

Wir schreiben g, ; fiir g7, ,,n > 1, und g; fiir gz,. Fiir festes, aber beliebiges ¢ > 0 de-
finieren wir ¢, ; := t|I, ;|* und ¢; := t|L;|*. Sei Fi(-), F5(:), ... eine Folge stochastisch
unabhingiger Kopien von F(-) und

Yn = U Gn, © E(tn,z)

1EN
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sowie
Y = U gi o Fi(t;).

i€N
Gemaif der Gleichung (2) gilt |I,, ;] e |I;| und daher lim,_,ot,,; = ¢; fiir
jedes i € N. Im Falle ¢; < oo erlaubt dies unter Beachtung von Bemerkung 2.37 (b)

den Schluss
F;(tn;) — Fi(t;) fast sicher fiir n — oo.

Wir fixieren ein beliebiges i € N. Wir behaupten, dass g,,; : (V,dy) — (V, dy)
gleichmékig gegen g; : (V,dy) — (V,dy) fiir n — oo konvergiert. Dabei sei ¢;(U) :=
U.,ew 9i(z) fiir jedes U € V. Es sei U eine beliebige offene Teilmenge von [0, 1] mit
Intervallzerlegung (Ji)ken- Mit Lemma 2.40 ergibt sich

dy (U gn,z’(ch); U gz’(Jk)>

keN keN
sup {dy (gn,i(Jk), 9:(Ji)) }
kEN

< dy(9n4((0,1)),9:((0,1))) = dy(Ing, i),

dy (gn,i (U)v 9i (U))

IN

was bei Beachtung von Gleichung (2) die gleichméfige Konvergenz zeigt. Ferner ist
offensichtlich g; : (V,dy) — (V, dy) stetig. Unter Zuhilfenahme der Abschétzung

dy(gnio Fi(tni), g0 Fi(t;)) < dy(gn;o Fi(tni), gi0 Fi(tn,))
+ dy(gi o Fi(tn,), gi o Fi(t;))

konnen wir nun im Falle ¢; < oo folgern:
Gni 0 Fi(tn;) — g; 0 Fi(t;) fast sicher fiir n — oo.

Diese Beziehung hat auch fiir #; = co Bestand, da in diesem Fall I; = ) und o < 0
gelten muss.

Fiir fast alle w € §2 konvergiert geméaf der Gleichung (3) ¢y,;0 F;(tn:)(w) gegen
() fiir 7 — oo und zwar gleichméRig beziiglich n € N.

Damit sind die Voraussetzungen fiir Lemma 2.28 erfiillt und wir erhalten
U Gni o Fi(tn;) — U gio Fi(t;) fast sicher,
iEN i€N
d.h. Y,, — Y fast sicher fiir n — oo.

Nach Bemerkung 2.34 (b) und geméf Definition 2.35 haben Y, und Y die Ver-
teilung P*(V,,,-) fiir n € N bzw. P*(V,-). Somit konvergiert P*(V,,-) insbesondere
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schwach gegen P'(V,-) fiir n — oo, was die erste Behauptung beweist.

Zu (2): Die zweite Behauptung ist das Ergebnis analogen Vorgehens. Seien
V,g; und F, Fy, ... definiert wie in Teil (1). Y} := [,y i © Fi(t|L;]|*) besitzt nach
Bemerkung 2.34 (b) und geméR Definition 2.35 die Verteilung P*(V,-) fiir ¢ > 0 und
Y := U,en 9i © Fi(0) die Verteilung dy. Wie beim Beweis der ersten Behauptung
kann mit Hilfe des Lemmas 2.28 gezeigt werden, dass Y; in Wahrscheinlichkeit gegen
Y konvergiert fiir ¢ — 0. Dies belegt die zweite Behauptung. Dabei ist zu beachten,
dass t|I;|* < oo fiir 7 € N unterstellt werden kann, da ansonsten F;(¢|[;|®) = () geméR

Proposition 2.38 gelten wiirde. O

Die Feller-Eigenschaft und die rechtsseitige Stetigkeit implizieren die Giiltig-
keit der starken Markov-Eigenschaft bei selbstdhnlichen Intervall-Fragmentierungen,
also die Ausweitung der Fragmentierungs- und Skalierungseigenschaft auf Stoppzei-
ten. Im 5. Kapitel werden wir eine andere Erweiterung vorstellen, die bei der Analyse

der Intervall-Fragmentierungen eine zentrale Rolle einnehmen wird.

28



2.4 Anhang

Um den inhaltlichen Fluss aufrecht zu erhalten, haben wir auf den Beweis
einiger Behauptungen verzichtet. Wir wollen an dieser Stelle nun das Versdumte

nachholen. Wir beginnen mit der Beziehung zwischen dy und der Hausdorff-Metrik.

BEWEIS VON BEMERKUNG 2.25 (a): Zu zeigen ist fiir U,V € V

dy(U, V) = max { sup d(z, V°), sup d(y, UC)}

relUc yeve

mit d(z, V) = inf,eye{|z — v|}. Fir U,V € V gilt

dv(U, V) = ”XU_XV”oo
= max{ sup {|xv(z) — xv(z)[}, sup {[xv(z)—xv(z)l},
zevnue  gevenu _
—dy -
sup {|xv(z) — xv(z)[}, sup {|XU \}}
SEVCOUC J\
—ids —da

Gemiék der Definitionen von yx und d erhalten wir

di = sup xv(z) = sup d(z,V"),
zeUe zeUe

dy = sup xy(z) = sup d(z,U°),
zeve zeve

d3 = 0

Zur Abschitzung von dy wihlen wir ein z € U NV mit

Ixv(2) — xv(2)| = _sup xv(z) — xv ()|

Es sei ohne Beschrankung der Allgemeinheit xy(z) > xv(z). Zu beachten ist, dass
z—xv(z) € V¢ oder z + xy(z) € V. Es gilt

di = |inf{Jz— 2} — ()
< nf (e —al —xv(=)

min {wienl}fc {lz + xv(z) — x|}, wiengc {lz = xv(z) - x|}}
Sél‘g{XU(?/)} = dy.

IN
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Insgesamt folgt

dy(U, V) = max{dl,dz}

= max { sup d(z, V°), sup d(y, Uc)} ,

zelUe yeve

wie behauptet. ]

Die Eindeutigkeit der Intervallzerlegungen der offenen Teilmengen von [0, 1]
ist fiir die Konstruktion der Intervall-Fragmentierungen von entscheidender Bedeu-

tung. Aus diesem Grund wollen wir den Beweis von Lemma 2.26 nicht vorenthalten.

BEWEIS VON LEMMA 2.26: Wir zeigen zunichst, dass eine Intervallzer-
legung fiir jedes V € V existiert und widmen uns dann dem Nachweis der Eindeu-
tigkeit.

EXISTENZ: Fiir alle z € Q NV setzen wir
I, = (x — €z, x + 0y),

wobei

€z :=sup{e>0: (z—ez] CV},
0y :=sup{d >0:[z,z+J) C V}.

Offensichtlich gilt |J,cgny Iz C V. Fiir die umgekehrte Inklusion wéhlen wir ein
y € V. Da V offen ist, existiert ein ¢ > 0, so dass J, := (y—¢,y+¢€) C V. Wegen der
Dichtheit von Q beziiglich R existiert ein x € QN J,. Die Definition von I, liefert
Jy C I, dh. V C Uuegny e und somit V= J,cqny Lo

Es ist noch zu zeigen, dass entweder I, N I, = () oder I, = I, fiir z,y € QNV
gilt. Dies ist erfiillt, denn fiir I, N I, # 0 existiert ein z € I, N I, N Q, und nach

Definition haben wir I, = I, = I,.

EINDEUTIGKEIT: Aus der Abzédhlbarkeit der rationalen Zahlen folgt, dass eine
Intervallzerlegung aus hdchstens abzdhlbar unendlich vielen nichtleeren Intervallen
bestehen kann. Fiir ein V' € V betrachten wir die Intervallzerlegungen (Ii)gen und
(Jx)ken- Nehmen wir an, dass diese nicht iibereinstimmen, so muss ein Randpunkt
eines Intervalls der einen Intervallzerlegung in einem Intervall der anderen liegen,

wie leicht zu sehen ist. Es gelte ohne Beschriankung der Allgemeinheit b € J; fiir

30



das Intervall Iy = (a,b), 0 < a < b < 1. Dies impliziert zugleich b6 € V, d.h. b
liegt in einem Intervall I;, wobei I, N I; = (). Da I; offen ist, existiert ein € > 0 mit
(b—eb+¢€) C I. Aus (b—¢€,b+¢) NI # 0 folgt schlieRlich I N I; # 0, d.h. ein
Widerspruch. Damit ist die Behauptung gezeigt. O

Wir liefern jetzt die Beweise der Lemmata 2.28 und 2.29 nach, die wichti-

ge Hilfen bei der Konvergenzuntersuchung von Intervallzerlegungen waren.

BEWEIS VON LEMMA 2.28: Aus den Annahmen folgt, dass die offenen

Mengen Vi, V5, ... disjunkt sind und gegen () konvergieren fiir n — oc. Wir setzen
Wy=JVoi» W=V
iEN ieN

Es gilt wegen der Disjunktheit der betrachteten Mengen

Xw, = ZXVW;, Xw = ZXW-

i>1 i>1

Die Behauptung folgt schliefslich aus der Ungleichung

k
xwe = xwlloo < D lxves = Xvilloo + 5uP X1 illoo + 5P [IX0:loo-
i>k+1 i>k+1

i=1
Mit wachsendem k werden die beiden letzten Terme und bei fixiertem k£ mit wach-

sendem n wird der erste Term beliebig klein. O

BEWEIS VON LEMMA 2.29: Sei (I;);en die eindeutige Intervallzerlegung
von V mit |I;| > |I3| > .... Es bezeichne m; den Mittelpunkt von I; fiir jedes i € N
mit I; # (. Wir setzen d, := dy(V,, V) fiir jedes n € N. Nach Voraussetzung gilt

d, — 0 fiir n = oo. Fiir jedes n € N sei
i(n) :==max{i € N: |[;| > 4d,}.
Fiir jedes 7 < i(n) gilt dann xy (m;) > 2d,, und damit
Xv, (mi) = xv,, (ms) — xv (ma) + xv(ms) > d,

so dass wir m; € V,, erhalten. Mit I,,; bezeichnen wir fiir ¢ < ¢(n) das Intervall der

Intervallzerlegung von V,,, das m; enthilt. Es gilt

;| > 2d,  fiir i <i(n), (4)
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da ansonsten xv (m;) — xv, (m;) > d,.

Wir behaupten ferner

Sei ohne Beschrénkung der Allgemeinheit I,,; = (a,b) C I; = (d/,b'), 0 < a,d’ <
b,b' < 1. Dabei ist m; € I,,; N I; zu beachten. Im Falle dy(1;, I,,;) > d,, gilt entweder
b'—b>d, oder a —a' > d,, d.h.

dy(V, Vo) > max{xv () — xv, (), xv(a') = xv, (a)}
> d,. (6)

Dies ist ein Widerspruch zur Definition von d,. Bei der letzten Ungleichung ist
a' < a<m;und b > b > m; zu beriicksichtigen. Wir haben (5) gezeigt.

Wir kénnen nun
IL,NnI,;=10 fiir 4,5 <i(n) und i # j (7)
folgern, denn: I,,; N I, ; # 0 impliziert I, ; = I, ; und mit (5) ergibt sich
dy(1;, 1;) < dy(Li, Ing) + dy (1}, Inj) < 2d,.
Dies ist aber ein Widerspruch zu
dy(I;, I;) > xr,(ms) — x1;(me) = xz,(mq) > 2dy,.

Es sei jetzt J ein Intervall der Intervallzerlegung von V,, mit |J| > 6d, und
Mittelpunkt m. Wir behaupten J = I, ; fiir ein ¢ < i(n). Wegen xy, (m) > 3d, gilt
xv(m) > 2d,, also m € V. Das Intervall I; der Intervallzerlegung von V, das m
enthélt, hat die Lange |I;| > 4d,, so dass i < i(n) folgt. Wie oben kénnen wir dann
dy(I;, J) < d, zeigen und geméif Ungleichung (5)

dV(J7 In,z) S dV(Ii7 J) + dV(Ii7 In,z) S 2dn

schliefen. Mit (4) und (7) folgt J = I,, ;.

Aufbauend auf dem bisher Gezeigten werden wir die behaupteten Konvergen-
zen nachweisen. Fiir beliebiges n € N betrachten wir die Intervallzerlegung (I,,;)ien
von V;,, wobei die Folge (I, ;)i>i(n) der Lénge nach absteigend geordnet sei. Beschrén-

ken wir uns auf I; # (), so gilt

dy(L;, I;) < dp, — 0 fiir n — oo
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geméh (5) und wegen i(n) — max{j € N : I; # 0} fiir n — oo. Im Falle I; = ()
haben wir i(n) < ¢ fiir jedes n € N. Wie gezeigt, bedingt dies |I,,;| < 6d,, fiir alle
n € N. Damit ist der erste Teil bewiesen.

Zum Nachweis der gleichméfigen Konvergenz fixieren wir ein beliebiges € > 0
und wihlen N 5 i > 2. Aus [I1]| > |L| > ... und |[I1] + |I] +... < 1 folgt | ;| < §
und dy(1;,0) < &. Fiir d, < § und i <i(n) gilt geméf Ungleichung (5)

dy(In:, 0) < dy(L;, I, ;) + dy(1;, 0) < %

Fiir d, < § und 7 > i(n) haben wir |I,,;| < 6d,, d.h. dy(I,; (Z)) < 3d, < e. Zu

untersuchen bleibt der Fall d,, > . Weil [I;| > 4d,, > 4% fiir ¢ < i(n) gilt, erhalten

wir i(n) < 2 und somit i — i(n ) > 2. Dies besagt, dass es mehr als - Intervalle
der Intervallzerlegung von V,, mit einer Linge von mindestens |I, ;| geben muss,
d.h. |1, ;| < % und damit dy(1,,;,0) < 2. Insgesamt bestitigt dies die gleichméRige

Konvergenz. U

Beim Verifizieren der Feller-Eigenschaft fiir Intervall-Fragmentierungen hat
uns Lemma 2.40 einen wertvollen Dienst geleistet. Wir beschlieflen den Anhang mit

dem

BEWEIS VON LEMMA 2.40: Wegen der paarweisen Disjunktheit der In-

tervalle einer Intervallzerlegung gilt

dy (ka,ZJk) = sup {|Z><zk fok(x)\}

E>1 k>1 z€[01] | p>1 E>1

= sup ‘ ZXII\: - XJk ) ‘

z€[0,1] k>1 @)
Es bestehen folgende Zusammenhénge:

di(z) >0 = xp(x)>0 = zely, = az¢l, Vi£k
= d(z) <0 VI#k

und

di(z) <0 = x5()>0 = ze€Jy = z¢J Vi#k
= dyz) >0 VI#F.
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Also existiert fiir alle z € [0,1] hochstens ein & bzw. | € N mit di(z) > 0 bzw.
d;(z) < 0. Es folgt - wie behauptet -

o (S %) = o i) =),

k>1 k>1
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3. Verhaltnis der Fragmentierungen
zueinander

Wir haben in Kapitel 2 drei Typen von selbstdhnlichen Fragmentierungen
vorgestellt, die wir intuitiv aufgrund ihrer dhnlichen Konstruktion iiber Fragmen-
tierungskerne als verwandt bezeichnen wiirden. Wir wollen in diesem Kapitel diese
Vermutung in Gewissheit iiberfiihren. Bevor wir in den Abschnitten 3.2 und 3.3 die
Moglichkeit der Typenumwandlung préazisieren, geben wir zunéchst einen gleicher-

mafen kurzen wie partiellen Uberblick iiber die Theorie der Austauschbarkeit.

3.1 Austauschbarkeit

Im Rahmen der P-Fragmentierungen haben wir den Begriff der Austausch-
barkeit eingefiihrt. Wie bereits angemerkt, wird die Austauschbarkeit der Schliissel
zu signifikanten Ergebnissen dieser Arbeit sein. Dafiir wollen wir an dieser Stelle die
aus der Theorie der Austauschbarkeit fiir uns relevanten Resultate vorstellen.

Eine Folge (X;);en von Zufallsvariablen wird als austauschbar bezeichnet, falls

fiir jede endliche Permutation o : N — N gilt:

]P—XN = P(X17X27"') — ]P(Xa(l)vxa(?):"') = ]P)XO'(N)-

Der Satz von de Finetti besagt, dass jede austauschbare Folge von Zufallsvariablen
stets eine Mischung aus Folgen identisch verteilter und stochastisch unabhéngiger
Zufallsvariablen ist.

Um diese Aussage zu formalisieren, betrachten wir zunédchst wie in [Als2| die
(Bayessche) Situation, in der austauschbare Folgen in kanonischer Weise auftreten.
Seien = : (2,A) — (0,Ug) und X, : (Q,A) — (X, A),n > 1, Zufallsvariablen mit
der Eigenschaft, dass Xy bedingt unter = = # eine Folge stochastisch unabhingiger
jeweils Wy-verteilter Zufallsvariablen bildet, d.h. es gelte

PXnlE=0 _ ®1P’X"|E:9 = Wge.
n>1
Sei v die Verteilung von =. Fiir jede endliche Permutation o : N — N folgt

PXv = / PXE=0(de) = / Q) P* ==y (dh) = / Q) PXeF=0y(dp) = PXewn.
(S} (S} (S}

n>1 n>1
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Somit ist (X,)n>1 eine austauschbare Folge von Zufallsvariablen. Wir geben jetzt

den Satz von de Finetti an.

3.1. Satz (Satz von de Finetti). Ist (X,),>1 eine austauschbare Folge von
Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q,2%,P), so sind X1, Xo, . ..
bedingt unter T := (51 Tn> Tn := 0(Xp, Xpy1,...) fiir n > 1, stochastisch unabhdn-
gtg und identisch verte_z'lt. Sind die Zufallsvariablen X1, X, ... ferner reellwertig, so
existiert eine Zufallsvariable = : (Q,%) — (©,Ae) mit PE := v, so dass X1, X, ...

bedingt unter = stochastisch unabhdngig und identisch verteilt sind.
BEWEIS: Siehe [Als2], S. 172ff.

3.2. Bemerkungen. (a) Wir bezeichnen = bzw. v als Mischungs-Zufalls-
variable bzw. -Verteilung. Die Stimmigkeit der Bezeichnung offenbart sich, wenn wir
beriicksichtigen, dass die Verteilung einer austauschbaren Folge (X,,),>1 von Zufalls-
grofen folgerndermafien beschrieben werden kann: Geméak der Verteilung v erhalten
wir ein § € © und wéhlen dann (X,,),>; als Folge stochastisch unabhéngiger jeweils
We-verteilter Zufallsgrofen.

(b) Es ist méglich eine Zufallsvariable ¥ auf (€2,2,P) durch ¥(w) = Wz,

fiir w € Q zu definieren. Wir bezeichnen ¥ als mischendes Zufallsmalfs.

Als Nichstes wollen wir in Anlehnung an Aldous [All] dieses Resultat auf
austauschbare Zufallspartitionen iibertragen. In diesem Kontext kommt den soge-
nannten ,Paintboz-Prozessen® die tragende Rolle zu. Sei y eine Verteilung auf [0, 1]
und (X,),>1 eine Folge stochastisch unabhéngiger identisch verteilter Zufallsgréfsen
mit X, < u. Sei R die durch

{ieN: X; =z}, 0<z<1,

definierte Zufallspartition. R ist offensichtlich austauschbar und ihre Verteilung
héngt aukerdem nur von den Massepunkten der Verteilung p ab. Bezeichnet z1, xo, . ..
die Folge der Massepunkte von p mit pu(z1) > p(xs) > ..., so setzen wir p; := pu(x;)
(wéhle p; = 0, falls ¢ weniger als j Massepunkte hat). Wir definieren die Abbildung
L :W([0,1]) — S¥ durch

L(p) = (pj)j>1 =1 .
Hierbei bezeichnet W([0, 1]) die Menge der Wahrscheinlichkeitsmafe auf [0, 1].
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3.3. Definition. Die soeben vorgestellte austauschbare Zufallspartition R

heit Paintboz(p)-Prozess, falls L(p) = p gilt. Ihre Verteilung wird mit y; bezeichnet.

Nach dem starken Gesetz der grofen Zahlen gilt unter Beibehaltung der obigen

Notation

1 n
AY(R) = (ﬁ Z l{wj}Xk> — (p(x)))j>1 fast sicher fiir n — oo,
k=1

j>1

d.h. wir konnen festhalten:

3.4. Lemma. Gegeben ein Paintbox(p)-Prozess R, ezistieren deren

asymptotischen Frequenzen fast sicher, und es gilt A*(R) = (p1, ps, ...) fast sicher.

Analog zum Satz von de Finetti kann fiir austauschbare Zufallspartitionen

nun folgende Aussage gemacht werden:

3.5. Satz. Sei R eine austauschbare Zufallspartition auf (Q, A, P). Dann
existiert eine S*-wertige Zufallsvariable S mit A¥(R) = S fast sicher, und S bzw.

dessen Verteilung v ist mischend in dem Sinne, dass die Verteilung von R durch

PR :/,us v(ds) (8)

Sl

gegeben wird. Wir nennen R dann auch einen S-Paintboz-Prozess.

BEWEIS: Sei (Y;);>1 eine Folge stochastisch unabhéngiger jeweils auf (0,1)
gleichverteilter Zufallsgrofen, die zusatzlich stochastische Unabhéngigkeit gegeniiber
R aufweisen. Auferhalb einer Nullmenge kénnen wir Yj(w) # Yj(w) fiir 4,5 € N,

1 # j, annehmen. Wir definieren
J; :=min{j € N: ¢ und j liegen in demselben Block von R}

und Z; := Y, fiir + > 1. Damit ist R die Zufallspartition mit den Komponenten
{i:Z;=2},0<2z<1.

Wir behaupten, dass Zy := (Z;);>1 austauschbar ist. Wir haben Zy = g(Yy, R)
fiir eine geeignete Funktion g : (0,1)N x P — (0,1)N und Z,n = 9(Yoqn), o(R)), wo-
bei 0 : N — N eine beliebige endliche Permutation sei. Wegen der Austauschbarkeit
und stochastischen Unabhéngigkeit von Yy und R gilt (Y, v, o(R)) < (Yn, R), d.h.
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ZN 4 Zg(n)- Zn ist somit austauschbar.

Nach dem Satz von de Finetti bzw. Bemerkung 3.2 existiert dann ein mischen-
des Zufallsmaf ¥ fiir (Z;);>1, d.h. bedingt unter ¥ = & sind Z;, Z5, ... stochastisch
unabhéngig und identisch verteilt mit Z; < . Bedingt unter ¥ = ¢ hat R demnach
die Paintbox-Verteilung pi1(¢). Setzen wir S := L(¥), so erhalten wir Darstellung (8)
und mit Lemma 3.4 die Identitit AY(R) = S fast sicher. O

Eine austauschbare Zufallspartition ist also stets eine Mischung aus Paintbox-
Prozessen. Aufierdem ist die fast sichere Existenz der asymptotischen Frequenzen

gewahrleistet. Als unmittelbare Konsequenz notieren wir noch:

3.6. Korollar. (a) Die Verteilung einer austauschbaren Zufallspartition wird
durch die Verteilung ihrer geordneten asymptotischen Frequenzen eindeutig festge-
legt.

(b) Jedes endliche austauschbare, d.h. unter endlichen Permutationen in-
variante Mafl k auf (P,Bp) besitzt die Darstellung

k(dl') = / ps(dl) K(AY € ds).
St
(c) Bezeichnet By den ersten Block einer austauschbaren P-wertigen Zu-

fallspartition R, gilt
P(Zl EBl,,Zk EBl) :P(2 EBl,,k+1 EBl)

fir2<i;<...<ip<ooundk € N.

BEWEIS: (a) und (b) folgen direkt aus Satz 3.5, wenn wir beachten, dass
v in Gleichung (8) der Verteilung der geordneten asymptotischen Frequenzen von R
entspricht und durch ﬁ, falls k(P) > 0, ein austauschbares Wahrscheinlichkeits-
mak definiert wird. Zum Nachweis von Teil (¢) behalten wir die Notation aus dem

Beweis von Satz 3.5 bei. Es gilt

P(ileBl,...,’ikEBl) = ]P’(leZ“::sz)

= P(?EBl,...,k+1EB1).
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Dabei haben wir in der vorletzten Zeile benutzt, dass 2, Zs, . .. bedingt unter ¥ = ¢

stochastisch unabhingig und identisch verteilt sind. U

3.2 S¥- und P-Fragmentierungen

Bei der Vorstellung der drei Fragmentierungsprozesse haben wir uns bei den
S*-Fragmentierungen kurz gefasst. S*-Fragmentierungen eignen sich zwar gut zur
Darstellung von Zerlegungen, falls nur die Grofe der Fragmente von Interesse ist,
sind aber im Verhiltnis zu P- und Intervall-Fragmentierungen schwieriger zu analy-
sieren. Deshalb ist es erstrebenswert, S*-Fragmentierungen auf der Grundlage von
P-Fragmentierungen zu duplizieren. Prazisiert heifst dies, dass wir zu gegebener
St-Fragmentierung eine P-Fragmentierung konstruieren wollen, so dass der assozi-
ierte Prozess der geordneten asymptotischen Frequenzen dieselbe Verteilung hat wie
die S*-Fragmentierung. Obgleich bei P-Fragmentierungen genealogische Strukturen
gegeben sind, die bei S*-Fragmentierungen fehlen, und aus diesem Grund die Mog-
lichkeit der Konstruktion fragwiirdig erscheint, kann der folgende Satz ein positives
Resultat konstatieren. Fiir den Beweis erweisen sich insbesondere Satz 3.5 und Ko-

rollar 3.6 iiber austauschbare Zufallspartitionen als hilfreich.

3.7. Satz. Sei \(-) eine selbstihnliche S*-Fragmentierung mit Index o € R.

Dann ezistiert eine selbstihnliche P-Fragmentierung I15(-) mit Index o, so dass
AM(I15(+)) und \(-) dieselbe Verteilung besitzen.

BEWEIS: Da (P, dp) wie gezeigt ein kompakter metrischer Raum ist, reicht
es, eine geeignete Markovsche-Halbgruppe zu konstruieren, um die Existenz der ge-
wiinschten P-Fragmentierung nachzuweisen. Die Selbstdhnlichkeit wird dabei auf-

grund der Wahl der Ubergangskerne unmittelbar folgen.

KONSTRUKTION DER UBERGANGSKERNE
Sei (P!);>o die Halbgruppe der t-Schritt-Ubergangskerne von A(-) und
(Q"(1))iepo,1) die den Kern P induzierende Familie fiir jedes ¢ > 0. Wir definieren

Ol = (@)% mit g (51, 80,...)) = (% SZ_Z . )
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fir (sq1,892,...) € Sf. Sei (Q'(1, *))ie[o,1] eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafen
auf P, festgelegt durch
Q)= [ ) Qs
gt

fiir t > 0 und [ € [0, 1]. Hierbei bezeichnet u; die s-Paintbox-Verteilung geméf Defi-
nition 3.3. Q*(1) ist also eine Mischung aus s-Paintbox-Prozessen mit der Mischungs-
Verteilung Q({). Um den Ubergang zu Wahrscheinlichkeitsmaken auf P herzustel-
len, greifen wir auf die asymptotischen Frequenzen zuriick. Fiir B C N sei Q!(B)
die Verteilung der Zufallspartition X, falls X < Q'(A(B)). Mit P* bezeichnen wir
schlieRlich den durch (Q*(B))pcn induzierten P-Fragmentierungskern.

NACHWEIS DER HALBGRUPPENEIGENSCHAFT

Wir zeigen nun, dass die Familie (P*);>( eine Halbgruppe bildet bzw. die Re-
gularititsbedingungen fiir Ubergangskerne zur Konstruktion eines Markov-Prozesses

erfiillt, d.h. wir zeigen
Pro(r,) = [P P o)
P
fiir alle ' € P und ¢, u > 0. Nach Konstruktion von P* ist (9) dquivalent zu
Q"(B,-) = / PYIY,) Q“(B,dI") (10)
P(B)

fiir alle B C N. Gleichung (10) lésst sich wiederum folgendermafen umschreiben:
Q'**(B) ist die Verteilung der P(B)-wertigen Zufallspartition II(¢,u), wobei wir
I1(¢, u) anhand des folgenden Vorgehens erhalten:

(1) Sei II(u) eine austauschbare P(B)-wertige Zufallsvariable mit der Verteilung
Q"(B).
(2) Gegeben II(u) = (B;(u), Ba(u), . ..), sei

H(t, U,) = [HBl(u) (t), HBl(u)(t)a .. ] .

Hierbei bezeichnet (Ilp,(y)(t))ien eine Folge stochastisch unabhingiger
P(B;(u))-wertiger Zufallsvariablen mit Verteilung Q*(B;(u)) fiir i > 1.

Wir betrachten zunichst den Fall B = N und konzentrieren uns auf den Nach-
weis der Austauschbarkeit von II(t, u). Seien S = (Sk)ps>1 und SO = (57) 5, 5@ =
(S,gz)) k>1, - - - S*-wertige Zufallsvariablen mit Verteilung Q*(1) baw. Q*(A(B;(u))) fiir
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i > 1. Nach Definition lisst sich II(u) als S-Paintbox-Prozess und Ilp,,(t) als Ein-
schrinkung eines S()-Paintbox-Prozesses auf B;(u) fiir i > 1 darstellen. Gegeben
S = (s1,52,...), konnen wir deshalb eine Folge (X;);>1 stochastisch unabhéngiger

identisch verteilter N-wertiger Zufallsvariablen mit
P(Xlzk):Sk furkZl

und

P(X;=0)=1-) s,

k>1
wihlen, so dass die Zufallspartition II(u) bedingt unter S = (s1,s9,...) gegeben

wird durch die Aquivalenzrelation:

i e Xi=X;>0

fir 3,7 € N. Fiir Ilp,,)(t), 1 > 1, sei (Yk(i))keN die entsprechende Folge von Zu-

fallsvariablen. Unter Anwendung einer Bijektion ¢ : N> — N ergibt sich folgender

Zusammenhang fiir 7,5 € N:

. I(u, t) .

i & {X; =X und v¥ Y-(Xj)}

J

3

/—/Hf—/‘\

= (X, )} (11)
& Z= ¢(X1,Y< ) = 8(Xp V) = 7

Da X1, X, ... sowie Yl(i), Y'Q(i), ... bedingt unter S bzw. S fiir s > 1 jeweils stochas-
tisch unabhéingig und identisch verteilt sowie untereinander stochastisch unabhingig
sind, ist auch (Z;);>: eine Folge stochastisch unabhéngiger identisch verteilter Zu-
fallsvariablen. Beziehung (11) liefert somit die Austauschbarkeit von II(¢, u).
Gemék Korollar 3.6 (a) wird die Verteilung einer austauschbaren Zufallspar-
tition von N durch die Verteilung ihrer asymptotischen Frequenzen eindeutig be-

stimmt. Unter Beachtung von B = N und Lemma 3.4 gilt nach Konstruktion
ALt ) =T (gsl(s§1), S, 05,(SP, 82, . ) L\t + ),

wobei T" wie in Abschnitt 2.1 die Ordnungsstatistik bezeichnet. Also hat II(¢,u) die
Verteilung Q**(N).

Sei B nun eine beliebige Teilmenge von N. Q***(B) ist dann die Verteilung
der Zufallspartition Xp (X eingeschrinkt auf B) fiir eine P-wertige Zufallsvariable
X. Ebenso haben wir TI(t,u) = (II(t,u))p fiir eine P-wertige Zufallsvariable II(¢, u).
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Ersetzen wir die induzierende Familie (Q°(1))iefo,1] durch (Q°(A(B)I))iepo,1; fiir s > 0,
so folgt unter Verwendung des Ergebnisses fiir den Fall B =N

(t,u) £ X

und damit

[(t,u) £ Q"(B).

FESTLEGUNG DER P-FRAGMENTIERUNG

Wir haben gezeigt, dass die Familie (P*);»o der Ubergangskerne von (P, %Bp)
nach (P, Bp) die Regularitatsbedingungen erfiillt. Es existiert also eine Markovsche
P-Fragmentierung mit Ubergangskernen (Pt)tzo und P° = dng,...)- Wir bezeichnen
diesen stochastischen Prozess mit II5(-) = (II(¢),t > 0). A¥(II5(-)) hat offenbar
dieselbe Verteilung wie A(-). Es gilt II,(0) = (N,0,...). Auferdem ist II,(-) aus-
tauschbar, da nach Konstruktion P*((N,,...)) = Q*(1) fiir alle ¢ > 0 austauschbar
ist.

Um die Beibehaltung der Selbstidhnlichkeit einzusehen, erinnere man sich der
Giiltigkeit von Q(l) = Q™" (1)% fiir ¢ > 0 und [ € [0, 1] gem#R Definition 2.4. Dies
impliziert Qt(1) = Q% (1) und schlieflich Q*(B) < I, (tA(B)*)p fiir alle B C N und
t > 0. Nach Lemma 2.15 ist IT)(-) eine selbstidhnliche P-Fragmentierung mit Index
. O

Im Gegensatz zur Aussage des vorherigen Satzes ist die Tatsache, dass der Pro-
zess der geordneten asymptotischen Frequenzen einer selbstdhnlichen P-Fragmen-
tierung eine selbstihnliche S*-Fragmentierung ist, nicht verwunderlich. Wir halten

quasi als Riickrichtung des Satzes 3.7 fest:

3.8. Satz. Seill(-) eine selbstihnliche P-Fragmentierung mit Index o € R.
Dann ist AY(T1(+)) eine selbstihnliche S*-Fragmentierung mit Index o.

BEWEIS: Nach Definition 2.11 (2) ist A(-) = (A(¢),¢ > 0) mit A(¢) := A¥(I1(2))
fiir alle ¢ > 0 stetig in Wahrscheinlichkeit. Wegen I1(0) = (N, 0, ...) fast sicher gilt
A(0) = (1,0,...) fast sicher. Die Markov-Eigenschaft iibertragt sich direkt von II(-)
auf A¥(TI(+)).

Die Fragmentierungs- und Skalierungseigenschaft lassen sich folgendermafien
herleiten: Fiir r,¢ > 0 betrachten wir A(r +t) bedingt unter \(t) = (I1,ls,...) € S*.
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Nach Definition gilt dann
[(t) € {T = (B, By,...) € P: AT) = (I, lp,...)} = Ay

Zwecks Vereinfachung sei ohne Beschriankung der Allgemeinheit A(B;) = [; fiiri € N.
Sei 1M (+), II®)(+), ... eine Folge stochastisch unabhiingiger Kopien von I1(-). Bedingt
unter [1(¢) = I fiir beliebiges I' € A; gilt gemaf Bemerkung 2.16 (a)

I(r+1) < [H(l)(llaT)Bu n® (12%r) By, - - ] .
Damit ergibt sich bedingt unter A(¢) = (I1,ls, .. ")
At +7) £ T (LAY IW (1,°7)), LAY TP (%)), ..) .

Hierbei ist A(IIW), A(TI®),... eine Folge stochastisch unabhingiger Kopien von
A(+). Wir haben also gezeigt, dass (Q*(1))cjo,1;) mit

QYD) 2 (A(H*))”

fiir [ € [0, 1] eine induzierende Familie der #-Schritt-Ubergangskerne von A(-) (¢ > 0)
ist, d.h. A(+) erfiillt die Fragmentierungs- und Skalierungseigenschaft. Insgesamt folgt
damit die Behauptung. O

Wir haben das befriedigende Ergebnis erhalten, dass wir auf der Basis der
asymptotischen Frequenzen beliebig zwischen S¥- und P-Fragmentierungen wech-
seln konnen. Diese ,,1 zu 1“-Beziehung erlaubt es uns, S¥-Fragmentierungen im wei-
teren Verlauf auszublenden und den Schwerpunkt auf die Untersuchung von P- sowie

Intervall-Fragmentierungen zu legen.

3.3 Intervall- und P-Fragmentierungen

Sowohl P-Fragmentierungen als auch Intervall-Fragmentierungen werden im
weiteren Verlauf Objekt einer genaueren Analyse sein. Um Resultate auf den ande-
ren Typ iibertragen zu koénnen, verlangt es einer Konkretisierung der Beziehung
zwischen diesen beiden Fragmentierungsprozessen. Als Erstes soll die Konstruk-
tion einer P-Fragmentierung bei gegebener selbstdhnlicher Intervall-Fragmentierung
F(-) = (F(t),t > 0) mit Index o € R beschrieben werden. Unser Ziel ist es, dass der
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Prozess der geordneten asymptotischen Frequenzen zu jedem Zeitpunkt fast sicher
der geordneten Fragmentierung assoziiert zu F'(-) entspricht.

Hierfiir sei (U;);en eine Folge stochastisch unabhéngiger identisch R(0,1)-
verteilter Zufallsvariablen, definiert auf (2,2, P). Die U;’s seien ferner stochastisch
unabhéngig von dem Prozess F'(-). (I,(t))nen bezeichne die eindeutige Intervallzer-
legung von F(t) fiir ¢ > 0. Wir definieren nun den P-wertigen Prozess IIp(-) =
(I1z(t),t > 0) durch Festlegung von Aquivalenzrelationen. Fiir + > 0 und w €
gelte

et (w) .
~ ]

i & (Ui(w) € I(t)(w)) A (Uj(w) € In(t)(w)) fireinn €N,

3.9. Definition. Der soeben festgelegte stochastische Prozess ITp(-) heift

P-Fragmentierung assoziiert zu F(-).

Der Nachweis, dass es sich bei Iz (-) tatsichlich um eine P-Fragmentierung
handelt, wird im folgenden Satz erbracht. Die Definition von Ilx(-) wird sich als

geeignete Wahl erweisen.

3.10. Satz. Sei F(-) eine selbstihnliche Intervall-Fragmentierung mit Index a € R.
Dann gilt:
(a) Der P-wertige Prozess I1p(-) ist requldr.

(b) Ug(-) ist eine selbstihnliche P-Fragmentierung mit Inder o« und es gilt
so F(t) = AY(I1(t)) fast sicher fiir jedes t > 0.

BEWEIS: Zu (a): Sei I,(t) fiir x € (0,1) definiert wie im Beweis von Propo-
sition 2.38, so dass gilt

zeQN(0,1)
fiir jedes ¢ > 0. Nach dem starken Gesetz der grofen Zahlen erhalten wir fiir alle

z€QnN(0,1) und ¢ > 0:
]. n o0 .
—{1<i<n:U el(t)}| =3 |I,(t) fast sicher.
n

Sei z € QN (0,1) nun fest, aber beliebig. Wir zeigen, dass eine Nullmenge N,

existiert, so dass

lim S[{1 << n: Uiw) € LW} = |LO)

— Al ()
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gilt fiir alle w € NS und ¢ > 0.
Die Zufallsabbildung H : [0, 00) — [0, 1] sei definiert durch

Nach Proposition 2.36 ist ¢ — H(t)(w) rechtsseitig stetig fiir w € (N¥)¢ und eine
Nullmenge N¥ € 2. Damit ist auch ¢ — A!(w) rechtsseitig stetig fiir jedes feste
n € Nund w € (N¥)¢. Es sei N, := (Uyeqr N*) U N7, wobei N* die Nullmenge
bezeichnet, aukerhalb derer A% (w) gegen |I,(t)(w)| konvergiert. Fiir w € N¢ und
t € QF gilt also lim,, o Al (w) = |I.(¢)(w)].

Wir wihlen ein festes ¢ > 0 und eine Folge (tm)m>1 rationaler Zahlen mit

tm 4 t fiir m — oco. Es gilt

I:(8) ()| = AL @) < [[L()(W)] = Lo (tn) @)]| + [ o(tm) (@)| — A7 (w))]
+|A7 (w) = AL ().

Da die drei letzten Terme fiir w € NS und hinreichend grofe m,n € N beliebig klein
werden, erhalten wir lim,,_,, A? (w) = |I(¢)(w)] fiir alle w € NE. Wir definieren nun
N = U;UEQO(O,I) N, als die gesuchte Nullmenge, so dass die Behauptung mit Bemer-
kung 2.1 (b) folgt.

Zu (b): Die Austauschbarkeit von IIz(-) ergibt sich unmittelbar aus der
stochastischen Unabhéngigkeit und der identischen Verteilung der Zufallsvariablen
U;,i > 1. F(0) = (0,1) fast sicher impliziert I[Iz(0) = (N, @, .. .) fast sicher. Aufgrund
der Stetigkeit in Wahrscheinlichkeit von F(-) und der Stetigkeit von s ist s o F'()
stetig in Wahrscheinlichkeit und somit auch A¥(IIg(-)), da A¥(Ilz(¢)) und s o F(t)
nach dem Gesetz der groften Zahlen fiir jedes ¢t > 0 fast sicher iibereinstimmen. Aus
der Stetigkeit in Wahrscheinlichkeit von F'(-) folgt ebenfalls leicht die Stetigkeit in
Wahrscheinlichkeit von IIg(-), da

gilt, wobei OV den Rand von V' bezeichnet.

Ein wenig aufwindiger gestaltet sich der Nachweis der weiteren Eigenschaften.
Wir betrachten fiir ein festes t > 0 die Intervallzerlegung (I,,(t))nen von F(t) und
setzen [y(t) := F(t)¢. Fiir n € Ny definieren wir

ﬂn(t) = {k' e N: Uk € In(t)}
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Bo(t) ist damit die Menge der Indizes, die mit der Menge der Einpunktblocke der
Partition I (¢) iibereinstimmt. Die Blocke von IIg(t), die weder leer noch Einpunkt-
blocke sind, korrespondieren mit den 3,(t)’s fiir n = 1,2, ... im Falle I,,(¢) # 0.

Zur Uberpriifung der Markov-Eigenschaft iiberlegen wir, wie Il (r) fiir 0 <
r < t aus IIp(t) ermittelt werden kann. I1p(r) wird gegeben durch Aquivalenzrela-
tionen fiir ¢ € fy(t) und j € B;(t) mit ¢/, j' € Ny:

31 € Nmit I (t) U L (t) C I(r) firi' #0,5 #0

Z,Hl,;\gr)j<:)> 3l € Nmit U; € I(r) und I; () C I,(r) firi =0,7"#0
3l € Nmit U; € L;(r) und I (t) C I;(r) firi #0,7 =0

3l € N mit U; € )(r) und U; € I)(r) fir i’ =0,5'=0.

Dies zeigt, dass Ilx(r) festgelegt wird durch IIx(t), F(r) und (U;)icgy). Da die
Zufallsvariablen U;,i € fy(t), keine Auswirkungen auf den weiteren Verlauf von
(IIp(t + s),s > 0) haben, lasst sich die Markov-Eigenschaft von F(-) direkt auf
[15(-) iibertragen. Es gilt ndmlich fiir ¢ > ¢t; > to > ... > t, > 0, n € N beliebig:

P(Mg(t+s) € -[Hp(t), Op(t1),...,Ir(t,))
=P (HF(t + 8) € '|HF(t)’ (Ui)ieﬂo(t)a F(tl)a SRR F(tn))
= PIp(t+s) € -|Ilp(t)).

Damit erfiillt I1z(-) die Markov-Eigenschaft.

Die Fragmentierungseigenschaft der Intervall-Fragmentierungen erlaubt die
Reduktion der Betrachtung auf ein einzelnes Intervall beim Nachweis der Selbst-
dhnlichkeit. Fiir ein festes, aber beliebiges i € N mit [;(t) # (0 indizieren wir die
Elemente von f;(t) in aufsteigender Reihenfolge, d.h. 3;1(t) < Bi2(t) < ..., und
setzen U;; = Up, ;- (Ui;)j>1 bildet offensichtlich eine Folge stochastisch unab-
hingiger Zufallsvariablen, die gegeben (I,,(t))neny und (B, (%))nen jeweils gleichver-
teilt auf I;(¢) sind. Fiir » > 0 betrachten wir nun F(¢ + r) N I;(t) bedingt unter
F(t) = (I,(t),n € N) anhand der Darstellung

91;(t) © FO(r|L;(1)]*), (12)

wobei F()(-) gemiR der Skalierungseigenschaft von F'(-) dieselbe Verteilung wie F(-)
hat und stochastisch unabhéngig von (F'(s),s < t) ist. Die entsprechende Intervall-
zerlegung bezeichnen wir mit (I,(f) (t + 7))nen. Wir greifen ein beliebiges Intervall
I J@ (t+r) dieser Intervallzerlegung heraus. Dieses Intervall besitzt nach (12) die Ge-
stalt g, o J fiir ein (Zufalls-)Intervall J der Intervallzerlegung von F@(r|L;(t)]).
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Der zu I J(-i) (t + r) korrespondierende Block 5]@ (t +r) wird also gegeben durch
ﬂj(.i)(t—f-r) ={keN:U, € grpoJ}.

Definieren wir
C:={keN:gyp 'oUyelJ}

so ist C' ein zu J korrespondierender Block, da g;i(lt)(Ui,l), gl_i(lt)(UZ-,Q), ... eine Folge
stochastisch unabhéngiger jeweils R(0,1)-verteilter Zufallsvariablen ist und
Ii(t) # 0 zu |8;] = oo Aquivalent ist. C' kann somit als Block einer Kopie Hg)(-)
von IIp(-) zum Zeitpunkt rA(G;(¢))* aufgefasst werden. Wir erhalten

Bt +r) = {keN:Up €gppol)
= {k € {Bii(t), Bia(t),.. .} : Ux € grypy © J}
= {ke{Bi1(), Bi2(t), -} 1 gry ‘o Us € J}
= {Bi;(t) € Bi(t) : g~ o Uiy € J}
= {Bi;(t) € Bi(t) : 5 € C} .

Fiihren wir dies fiir alle Intervalle der Intervallzerlegung (I8”(¢ + ))nen durch, so

ergibt sich bei Beachtung von Definition 2.6 (a) iiber induzierte Partitionen

B (t+1), B (t+1),...| = O (rAB(1)%) o Bi(t).

Die Fragmentierungseigenschaft von F'(-) gewéhrleistet schlieklich die Giiltigkeit der
Fragmentierungseigenschaft fiir ITx(-). I1x(-) ist also eine selbstédhnliche P-Fragmen-

tierung mit Index . U

Wir wenden uns jetzt der umgekehrten Richtung zu. Sei II(-) = (II(¢),t > 0)
eine selbstdhnliche P-Fragmentierung mit Index o € R. Zur Konstruktion einer
Intervall-Fragmentierung Fy(-) = (Fu(t),t > 0), deren assozierte geordnete Frag-
mentierung dieselbe Verteilung hat wie der zu II(-) assoziierte Prozess der geordne-
ten asymptotischen Frequenzen, fithren wir zunéchst einige Begriffe ein. Dabei wird
Definition 3.11 die Genealogie der P-Fragmentierungen zum Inhalt haben.

In diesem Rahmen verwenden wir eine alternative Bezeichnung fiir die Blocke
der Partitionen. Fiir jedes ¢ > 0 und k € N sei By(t) der Block der Partition II(¢),
der k als das kleinste Element enthilt, falls solch ein Block existiert. Andernfalls
setzen wir By(t) := (). Wir schreiben )\ () fiir die asymptotische Frequenz von By(t)
und definieren

ty :=inf {t > 0: By(t) # 0}
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fiir jedes k € N.

3.11. Definition. (a) Fiir k£ > 2 heifit j € N Vater von k, falls k € B;(t,—)
gilt.

(b) Per Induktion wird der Begriff Vorfahre festgelegt: k € N sei der Vorfahre
von k, und der Vater eines Vorfahren von & sei wiederum ein Vorfahre von k.

(c) k, k" > 2 heiken Zwillingsbrider, falls sie denselben Vater haben und
tr =ty gilt.

(d) Der Vorgdnger p(k) von k, k > 2, ist der grokte Zwillingsbruder k' von k
mit k" < k ist, falls solch ein k' existiert, andernfalls ist p(k) der Vater von k.

Wir kommen nun zur eigentlichen Konstruktion. Fiir jedes ¢ > 0 und £ € N

filhren wir das offene Intervall
Ii(t) = (w7 + Me(t)) C (0,1) (13)
ein, wobei wir
r1:=0 und = Tpw) + Ap) (tr) (14)

fir £ > 2 setzen.

3.12. Proposition. Sei fir t > 0 die Familie (Ix(t))ren von Intervallen
gemdfy (13) und (14) festgelegt. Dann gilt':

(a) Li(t)NL;(t) =0 firi,j € Nyi #j, d.h. (I;(t),i € N) ist die Intervallzerlegung

einer offenen Teilmenge von [0,1] fir alle t > 0.

() Fu(-) = (Fu(?),t > 0) mit Fu(t) := 32,5, Li(?) fir jedes t > 0 weist die
Monotonieeigenschaft auf, d.h. Fy(t) C Fu(s) fir 0 < s <t.

Zur iibersichtlicheren Gestaltung des Beweises fligen wir ein Lemma ein.

3.13. Lemma. Gegeben (Ii(t))ken (t > 0) gemdafS Proposition 3.12, lassen
sich folgende Aussagen angeben:
(a) Fir 0 <t <ty gilt Iy(t) = 0 und fiir t, <t <t gilt I(t") C Ix(t).

! Die folgenden Aussagen gelten fast sicher. Auf diesen Zusatz werde hier und im anschlieRenden

Beweis verzichtet, da die Argumentation dadurch nicht beeinflusst wird.
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(b) Fir den Fall, dass k' # k entweder der Vater oder der Zwillingsbruder von k
ist, gilt Tp(ty) N I (ty) = 0
(c) Falls j der Vater von k > 2 ist, gilt I;(t) C I;(tx—) firt > 0.

BEWEIS: Zu (a): Fiir t < t; gilt Bi(t) = 0, \x(t) = 0 und somit I;(t) = 0.
Fiir t, <t <t gilt Bx(t') C Be(t), Me(t') < Ae(t) und es folgt

Ik(tl) = (ack,ack + /\k(tl)) C (:rk,:vk + )\k(t)) = Ik(t).

Zu (b): Sei k' Zwillingsbruder von k, d.h. ¢, = t;» und k, ¥’ haben denselben
Vater k". Es sei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit k' < k. Es gilt x, = x4 +
Ap(k) (t) und damit Iy, (¢ )N Iy (tx) = 0. Danach Definition &' < p(k) < k Giiltigkeit
hat, folgt sukzessiv fortgesetzt

Tpr + Apr (tk) < Tp(k) + )\p(k) (tk)

und hieraus Iy (tx) N Ix(tx) = 0. Bei analogem Vorgehen erhalten wir dasselbe Er-
gebnis fiir den Fall, dass k' der Vater von k ist.

Zu (c): Falls j der Vater von k > 2 ist, so gilt nach Definition £ € B,(t,—),
d.h. By(t) C Bj(ty—) fiir t > 0. Ferner hat fiir j =: [, <l < ... <[, :=k, wobei [,
der Vorgénger von ;1 seifir 1 <i<m—1, méeN (m = 2<% jist der Vorgénger

von k), die Inklusion
B, (tg) + ...+ By, (tk) C Bj(te—)
Bestand. Es folgt
Tp = Ty + Apeey (Te) = 25 + Ny (Be) + .o 4+ Aoy () > 5

und
T + )\k(t) =z;+ )‘l1 (t) 4+ ...+ )\lm(t) < T; + )\j(tk—)

fir ¢t > i, also ]k(t) C Ij(tk—) fir ¢ > 0. O

BEWEIS VON PROPOSITION 3.12: Zu (a): Seien 4,5 € N, i # j. Zu be-
trachten ist nur noch der Fall, bei dem 7 und j weder Zwillingsbriider sind noch einer
der Vater des anderen ist, denn ansonsten gilt nach Lemma 3.13 (b) L;(t;)N1;(t;) = 0
und schlieflich nach Lemma 3.13 (a) I;(¢t) N I;(t) = ( fiir alle ¢ > 0. Wir definieren &
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als den grofiten gemeinsamen Vorfahren von i und j sowie ¢’ als den Zeitpunkt mit

der Eigenschaft:
i,j € Bp(t'=) und (i ¢ Bp(t')) vV (j ¢ Bx(1))-

Fiir ¢ < t' ist zumindest einer der beiden Blocke B;(t) oder B;(t) leer, also gilt
Li(t) N I;(t) = 0. Fiir t > t' ergibt sich nach Lemma 3.13 (b) und (c)

Ik(t,—) D) Ik(til_) D) Iil (ti2—) D) IiQ(ti3—) D...D Iz(t)

und
Ii(t'=) D Ix(t;,—) D Ij (tj,—) D Iy (tj,—) D ... D I(t),

wobei 4; bzw. j; jeweils ein Vorfahre von 7;,1 und 7 bzw. j;,1 und 7 fiir [ > 1 sei und
wir 4; nach Definition von #' als Zwillingsbruder von j; wihlen kénnen. Mit Lemma
3.13 (a) und (b) folgt sofort I;(t) N I;(t) = O fiir jedes t > 0.

Zu (b): Sei 0 < r < t. Fiir 7 > t;, gilt I1,(t) C Ix(r) und fiir ¢ < t;, ist I (¢) = 0.
Es bleibt lediglich die Situation r < ¢ < ¢ zu untersuchen. Hierzu betrachten wir
den groften Vorfahren ¢ von £ mit ¢; < r. Es folgt I (¢) C I;(tx—) C I;(r) und somit
insgesamt die Behauptung. O

Der in Proposition 3.12 festgelegte stochastische Prozess Fy(-) ist also ei-
ne Intervall-Fragmentierung. Dabei garantiert die Festlegung der Intervalle geméfs
(13) die Ubereinstimmung zwischen A(By(t)) und |I;(t)| fiir jedes ¢ > 0 und k € N,
d.h. es gilt

AY(T1(t)) = s(F(t)) fast sicher

fiir jedes t > 0. Wir konnen jetzt die Riickrichtung von Satz 3.10 angeben.

3.14. Satz. Gegeben eine selbstihnliche P-Fragmentierung TI(-) mit Index
a € R, gilt:

(a) Die Intervall-Fragmentierung Fyi(-) := (Fu(t),t > 0) ist selbstihnlich mit In-
dex o, und es gilt A*(TI(t)) = s(Fu(t)) fast sicher fiir jedes t > 0.

(b) Die zu Fy(-) assoziierte P-Fragmentierung g, (-) hat dieselbe Verteilung wie

().

BEWEIS: Zu (a): Es gilt F;1(0) = (21,21 + A1(0)) = (0,1). Da AH(II(-)) ste-
tig in Wahrscheinlichkeit ist, gilt Selbiges fiir s o Fii(-) und damit nach Bemerkung
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2.37 (a) auch fiir Fii(-). Die Markov-Eigenschaft ldsst sich direkt von II(-) auf Fy(-)
iibertragen.

Wir {iberpriifen die Giiltigkeit der Fragmentierungs- und entsprechenden Ska-
lierungseigenschaft. Fiir jedes ¢ > 0 sei die Folge (Ix(t))ken von Intervallen aus der
Familie der Partitionen (II(u),0 < u < t) konstruiert. Wir betrachten nun ein In-
tervall Iy (t) # 0 fiir beliebiges, aber festes t > 0 und k& € N. Wir schreiben zwecks
Abkiirzung g anstelle von gy, (1. Wie bereits erwahnt, gilt A(Bg(t)) = Ae(t) = [1x(2)].
Gegeben II(¢) lasst sich II(t + r)p,, 7 > 0, schreiben als

H(t —+ T)Bk = ﬁ(?“uk(t)la) e} Bk(t) (15)

Dabei hat II(-) gemif der Skalierungseigenschaft von II(-) dieselbe Verteilung wie

I1(-) und ist stochastisch unabhangig von (II(s),s < t). Bj(u) fir u > 0und j € N
bezeichne den j-ten Block der Partition () gemif der Normierung vor Definition
3.11. Wir setzen ferner \;(u) := A(B;(u)). Sei k =: k; < ko < ... die aufsteigend
geordnete Folge von Elementen des Blocks By(t).

Wir zeigen, dass F(t + 1) N I(t) = >, Iy, (t + ) gegeben wird durch

F(t+7r) 0 1(t) = Y g(Lr|1(6)]))- (16)

i>1

Hierbei sei } 5, I;(-) == F(-) und somit I;(u) := (%, &; + \i(u)) fiir jedes i > 1 und
u > 0.
Wir wihlen ein festes, aber beliebiges ¢ € N. Der Zeitpunkt

ty, = inf{s > ¢ : By,(s) # 0}
kann offenbar umgeschrieben werden zu
b, =t + | Ie(t)| 7%

mit ; := inf{s > 0: By(s) # 0}.

Bezug nehmend auf Darstellung (15) halten wir ferner
Ak (t + 1) = Ae(8) Niul L (2)[*)

fiir u > 0 fest. Mit Hilfe eines Induktionsarguments kénnen wir nun z;, = ¢(%;)

nachweisen. Der Induktionsanfang z, = x, = ¢(Z;) ist wegen Z; = 0 trivialerweise
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gegeben. Wir setzen x,,) = g(Z5(;)) mit p(¢) als dem Vorgénger von 7 beziiglich der

Fragmentierung I1(-) voraus und erhalten

Tk, = Tp(ks) + Apes) (ki)

= 9(@50) + Apiro) (¢ + [Te(8)|7*4)

= Zpek) + M (8) g (| T (0) 8l L (8)|°)
=k + T M (t) + Mo(t) Apgay (Bi)

= ok +TMe(t) = 9(Za),
also die Induktionsbehauptung. Es ergibt sich insgesamt die Gleichung (16) vermége

Iy(t+71) = (ks ok + M (E+ 7))
(#:), 9(%:) + M (DX (r |1 (1))
9(:) xz+A( 1:(t) %))
= g((@, (r[Ix(t)]*)))
(Zi(

\Ik )

(o,
_
(

= 49

Die Fragmentierungseigenschaft der P-Fragmentierung II(-), d.h. die vonein-
ander unabhingige Zerlegung der einzelnen Blocke, gewéhrleistet, dass Gleichung
(16) - entsprechend modifiziert - auch fiir alle anderen Intervalle der Intervallzerle-
gung (Ix(t))ren Bestand hat, so dass gegeben Fi(t) =, Li(?) gilt:

n(t+7) = J g (FO (rI1(0)]%).

k>1
Dabei ist (F®)(-))x>1 eine Folge stochastisch unabhéingiger Kopien von Fy(-). Dies
verifiziert geméf Bemerkung 2.34 (b) die Selbstdhnlichkeit von Fy(-) mit Index «
und beschlieft den Beweis.
u (b): Geméif Satz 3.10 ist I1g,(+) eine selbstahnliche P-Fragmentierung mit
Index o und es gilt

AH(ITg, (t) = A*(II(2))

fast sicher fiir alle ¢ > 0. Nach Korollar 3.6 (a) haben austauschbare Zufallspar-
titionen mit denselben geordneten asymptotischen Frequenzen dieselbe Verteilung,
d.h. die eindimensionalen Randverteilungen von II(-) und IIg,(-) stimmen iiberein.
Bemerkung 2.16 (c) liefert die Behauptung. O
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4. Homogene P-Fragmentierungen

Homogene P-Fragmentierungen erfiillen die starke Markov-Eigenschaft, wei-
sen eine genealogische Struktur auf, liefern zu jedem Zeitpunkt austauschbare Zu-
fallspartitionen und sind deshalb pridestiniert dazu, genauer untersucht zu wer-
den. Dieses Kapitel widmet sich dieser bereits angekiindigten Aufgabe. Im ersten
Abschnitt geben wir einen Existenzbeweis fiir homogene P-Fragmentierungen. Der
zweite Abschnitt deckt auf, dass deren Verteilungen anhand zweier Parameter be-
schrieben werden konnen. Damit verbunden ist ein besseres Verstindnis der Struk-

turen homogener Fragmentierungen.

4.1 Lévy-Ito-Dekomposition

Wir werden zeigen, dass eine homogene P-Fragmentierung mit Hilfe eines
Poisson-Punkt-Prozesses konstruiert werden kann. Dabei wird dessen Verteilung
durch das sogenannte charakteristische Mafi eindeutig festgelegt. Als Erstes wollen
wir dieses charakteristische Maf bestimmen. Dafiir fiihren wir zundchst den Begriff

des austauschbaren Partitionsmafes ein.

4.1. Definition. Ein Maf x auf (P,Bp) wird als austauschbares Parti-

tionsmafl bezeichnet, falls gilt

(1) & ist austauschbar, d.h. k ist invariant unter endlichen Permutationen,

2) s{(N,0,..)}) =0,

(3) k(P}) <oo fiir jedes n > 2.

Da P; (siehe dazu Definition 2.6 (e)) fiir alle n > 2 ein kompakter Unterraum
von P ist und (U,s, Pp)¢ = {(N,0,...)} gilt, ist ein austauschbares Partitions-
mak o-endlich. Es r:eicht, anstelle von (3) die schwéchere Forderung x(Py*) < oo
zu stellen. Definieren wir {i ¢ j} = {[C € P : ¢ 712 g} fiir ¢ # j, so gilt ndmlich
wegen der Austauschbarkeit k(1 o« 3) = k(2 # 3) = k(1 # 2) = k(P;) < ©
und damit x(P§) < 3k(P3) < oo oder allgemein k(Pr) < Dk(Ps) < oo fiir
jedes n € N. Der folgende Satz legt nun das charakteristische Maf einer homogenen
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P-Fragmentierung fest.

4.2. Satz. Gegeben eine homogene P-Fragmentierung I1(-) = (I1(¢),¢ > 0),
existiert ein (eindeutig bestimmtes) austauschbares Partitionsmafl k auf (P, Bp), so
dass fiir jedes n € N und fiir jede nicht-triviale Partition m, € P, gilt

1
o € P T =m)) = (g ) PIL(T) = )
mit T'(n) := inf{t > 0 : II(¢) € Py} und IL,(-) := (II()){1,..n}- & determiniert die
Verteilung von T1(-).

4.3. Definition. Das soeben eingefiihrte austauschbare Partitionsmaf
heikt charakteristisches Maf$ von II(-).

BEWEIS VON SATZ 4.2: Wir wihlen ein beliebiges n > 2 und betrach-
ten den Prozess II,(-). Offenbar ist IT,(-) wie II(-) ein zeitlich homogener Markov-
Prozess, der die Fragmentierungs- und Skalierungseigenschaft erfiillt. Ferner bleiben
cadlag- und Feller-Eigenschaft bestehen. Es liegt also ein starker Markov-Prozess

mit diskreten Sprungzeitpunkten vor. Die Stoppzeit

T(n) = inf{t > 0: IL,(t) # ({1,...,n},0,...)}

beschreibt den Zeitpunkt der ersten Zustandsinderung. Gemaf Bemerkung 2.21
gilt T'(n) < oo fast sicher. Nach einem Resultat der Wahrscheinlichkeitstheorie (ver-
gleiche z.B. [Fa|, S. 106f) besitzt T'(n) eine Exponentialverteilung mit Parameter
g(n) € (0,00). Mit p(n) sei die Verteilung von I1,(7'(n)) bezeichnet. I1,,(T(n)) und
T'(n) sind stochastisch unabhéngig, denn gemif der Markov-Eigenschaft und der

zeitlichen Homogenitét gilt

P(IL,(s+t) €-|T(n)>s) = P(I,(s+t)e-|,(s)=({1,...,n},0,...)

fiir s, ¢ > 0 und damit

n(T(n)) €[ T(n) > s)
s+inf{t >0:1,(s+1t) # ({1,...,n},0,...)}) € - | T(n) > s)
inf{t > 0:1I,(¢t) # ({1,...,n},0,...)}) € )

n(T(n)) € )

P(Il
= P
= P
= P(II
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fir s > 0.

Wir zeigen, dass ¢(n) und p(n) zusammen die Verteilung von II,(-) eindeu-
tig festlegen, indem wir ausschlieflich unter Verwendung von ¢(n) und p(n) einen
stochastischen Prozess konstruieren, der dieselbe Verteilung wie I1,,(-) hat. Sei ¢ > 0
fest, aber beliebig und (Hg)(-))izl eine Folge stochastisch unabhingiger Kopien von
IT,,(-). Wir definieren

T, :=inf{s > 0: TI¥(s) # ({1,...,n},0,...)}

fiir ¢ > 1. (7;)i>1 und (H(ni) (T}))i>1 sind also Folgen stochastisch unabhéngiger iden-

tisch verteilter Zufallsvariablen mit 7; = Exp(q(n)) bzw. H,(ll)(Tl) < p(n).
Aufgrund der Fragmentierungseigenschaft kénnen wir die Betrachtung auf die

Zerlegung eines Blockes beschrinken. Zwecks Vereinfachung der Notation wéhlen

wir den Block, der die 1 enthélt, und definieren rekursiv
oW (1) = (BY, B, ..} sowie TI*(T,)o BH Y = (B BF )

fiir £ > 2. Die jeweiligen Verteilungen hiangen offensichtlich nur von k£ und p(n)
ab. Es sei S, := Y i | T; fiir n > 1. Nach einem Ergebnis iiber Poisson-Prozesse
(vergleiche z.B. [Alsl], S. 145) gilt

d .
Ny = Z 110,9(Sn) = Poi(g(n)t).
n>1
Unter Beriicksichtigung der Skalierungseigenschaft und der starken Markov-Eigen-

schaft von I, (-) erhalten wir folglich
By(t) = B

mit Bj(t) als dem ersten Block von II,(¢) und BY := ({1,...,n},0,...). Da wir
BYC) = f(Hg), e ,ch)), k> 1,und Ny = g(T1,Ts,...) fiir geeignete Abbildungen
f und g schreiben konnen, gewéhrleisten die Unabhéngigkeitsannahmen und die
nachgewiesene stochastische Unabhéngigkeit von e (T3)) und T7; fiir 7 > 1, dass
B£N°) und N, stochastisch unabhéingig sind. Die eindimensionalen Verteilungen von
I1,,(-) werden somit durch ¢(n) und p(n) festgelegt. Nach Bemerkung 2.16 (c) ist
dies hinreichend fiir die Fixierung der Verteilung von II,(-). Da p(n)(P) = 1 gilt,
determiniert auch ¢(n)p(n) die Verteilung.

Als Néchstes betrachten wir den Fragmentierungsprozess II,,;;(-) der Parti-

tionen von II(-) eingeschriankt auf {1,...,n + 1}. Es besteht der Zusammenhang
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Snh{n+1},0,..)} : fallsT(n+1) <T(n)
P falls T(n+1) = T(n)

L,
1 (T(n+1)) € { ta
mit
PVt =T € Posr : T # ({1,...,n},0,.. )}
Die Sprungrate von II,;(-) auf P +f stimmt demnach mit ¢(n) iiberein. Wir be-
haupten ferner, dass p(n) der bedingten Verteilung von I1,, 11 (7'(n+1)) eingeschrinkt

auf {1,...,n} gegeben II,,(T'(n + 1)) € P entspricht. Es gilt

P(IL,(T(n)) € - | T(n) > T(n+1))
= P(IL(T(n)) € | IL,(T(n+1)) = ({1,...,n}0,...),T(n) > T(n+1))
= IP(Hn(mf{t >T(n+1):,(t) € P:}) € I(T(n+1) = ({1,...,n},0,...)
= P(II.(T(n+1)

+inf{t > 0: IL,(T(n+1) +t) € Pi}) € | (T(n+1)) = ({1,...,n},0,...))
= P(IL,(T(n)) € )

Bei der letzten Gleichung haben wir die aufgrund der starken Markov-Eigenschaft
giiltige Identitét

P((IL,(T(n+1) 4+ )0 € (T (n+1)) = ({1,...,n}0,...)) = P((IL(¢))0 € *)

angewandt. Wegen {T'(n) > T(n + 1)} = {IL,(T(n + 1)) € P} ergibt sich wie
behauptet

p(n)() = P(I,(T(n)) € ) = P, (T(n + 1)) € - | M(T(n+ 1) € P}).  (17)
Als Nichstes wollen wir
P(T(n) =T(n+1))ET(n) =ET(n + 1) (18)
zeigen. Die starke Markov-Eigenschaft liefert

P(T(n) —T(n+1) €-|T(n) >T(n+1))
= P(T(n+1)+inf{t > 0:IL,(t+T(n+1)) € P;}
—T(n+1)€- | I,(T(n+1)) =({1,...,n}0,...)
= P(T(n) € -).
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Es gilt

ET(n) = / T(n)—T(n+1) dP + / T(n+1) dP+
{T(n)>T(n+1)} {T'(n)>T(n+1)}
T(n+1) dP
{T(n)=T(n+1)}
— B(T(n) > T(n+1 /z]P —T(n+1) € do|T(n) > T(n + 1))
R
+ET(n + 1)

= P(T(n) > T(n+1))ET(n) + ET(n + 1),

wobei in der vorletzten Zeile Identitdt (19) verwendet wurde. Auflésen nach
ET (n+1) fithrt wegen P(T'(n) > T'(n+1)) = 1—-P(T(n) = T(n+1)) zur Gleichung
(18). Definieren wir die Projektion

R Py — Pn,  hITHT) :=T,
so konnen wir jetzt mit (17) und (18) folgern:

dmp(n) = FrsPL(T+1) € | IL(T(n+1) € P)

(pn+ D1y )
ET(n)P(IL, (T (n + 1)) € P)

Rt

pRtt

S — 1,0
ET(n + 1) (p(n 1)1,

= (an+ p(n + 11,00, )

n+1

[

Gemil des Konsistenzsatzes von Kolmogorov (vgl. dazu etwa [Alsl], S. 313ff) exis-

tiert ein eindeutig bestimmtes Mak  auf (P, Bp) mit der Eigenschaft

g(m)p(n) = (k1p;)"™,

wobei hy, : P — Py, hy(T) := T, fiir jedes n > 2, und k({(N,0,...)}) = 0.

Wir behaupten, dass x ein austauschbares Partitionsmaf ist. Aus der Aus-
tauschbarkeit von IT, () folgt die von p(n) fiir jedes n > 1. Falls « nicht austauschbar
ist, so existiert eine endliche Permutation 0 : N - N, o(n) =n firn > N, N € N
hinreichend grof, mit der Eigenschaft

Iilp]*v 7é (I{lpl*v)a .
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Dies impliziert ¢(N)p(N) # (¢(N)p(N))?, was aber im Widerspruch zur Austausch-
barkeit von p(NN) steht. Also ist x austauschbar und in summa ein austauschbares
Partitionsmafs.

Wie gezeigt legt q(n)p(n) die Verteilung des Fragmentierungsprozesses I1,,(-)
fiir jedes n > 1 fest. Da

II,(t) — II(t) firn — oo

beziiglich dp fiir ¢ > 0, heift dies, dass (¢(n)p(n)),>1 und damit auch « die Verteilung
von II(-) determiniert. Wegen T'(n) < Exp(q(n)), d.h. ET(n) = -1, gilt schlieklich

q(n)’
1
r({l'eP T }) = q(n)p(n)({mn}) ET(n) (I (T (n)) = mn)
fiir jedes n € N und jede nicht-triviale Partition 7, von {1,...,n}. O

Wir wollen nun untersuchen, wie zu einem gegebenen austauschbaren Parti-
tionsmafs k eine homogene P-Fragmentierung mit charakteristischem Maf x konstru-
iert werden kann. Geméf des vorherigen Satzes ist dies gleichbedeutend mit dem Ver-
such, eine Konstruktionsanleitung fiir alle méglichen homogenen P-Fragmentierun-
gen anzugeben. Ferner beweist es die Isomorphie zwischen der Menge der aus-
tauschbaren Partitionsmafse und der Menge der Verteilungen von homogenen P-
Fragmentierungen.

Als Ausgangspunkt wihlen wir dafiir einen Poisson-Punkt-Prozess (PPP)
(A, k), t > 0) auf (P xN,Bp @PB(N)), wobei P(N) die Potenzmenge von N sei. Er
habe die Intensitit £ ® n mit 1 als dem ZihlmaR auf N.2 Das bedeutet insbesondere,
dass fiir ein A € Bp @ P(N) mit k ® n(A4) < oo der Zihlprozess (N4(t),t > 0),
definiert durch

NA@) = |{s € [0,1] : (A, ks) € A},

2Wir halten uns bei der Definition des Poisson-Punkt-Prozesses an |Ber2|. Dabei ist zu beachten,

dass es hiervon abweichende Festlegungen gibt. So wird in [Ki2] ein PPP mit Intensitit A @ k @ 7
als Zufallsmaf ¢ auf [0,00) X P x N definiert mit ¢([0,t] x A) iPoi(tm ®n(A)) 4 NA(t) fiir t >0
und A C P x N. Dabei ldsst sich ¢ als ¢ = } ;5 0¢T; a1 17} mit geeigneten Folgen (T5)i>1, (Af)i>1

und (k})i>1 von Zufallsvariablen (sogenannte Punkte des Prozesse) schreiben. Setzen wir

(X, Y) : fallsT; #t Vi>1
(AL KD - falls T; =t

(2B}

?

(Ag, k) == {

wobei (T,T) ¢ P x N, so erhalten wir den Poisson-Punkt-Prozess gemif der von uns gewéhlten

Definition.
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ein Poisson-Prozess mit Intensitédt x ® n(A) ist, d.h.
NA(t) £ Poi(k ® n(A)t)

fiir jedes t > 0. Fiir zwei disjunkte Mengen sind die zugehorigen Zahlprozesse un-
tereinander stochastisch unabhingig.

Wir kommen jetzt zur eigentlichen Konstruktion des Fragmentierungspro-
zesses. Sei n € N fest, aber beliebig. Wir definieren einen stochastischen Prozess
1™ () = (1™ (¢),¢ > 0) mit Werten in (P,, Bp,) durch 1™ (0) := ({1,...,n},0,...)

und

™ (f) := Ay & (t—) : falls der PPP einen Punkt bei ¢ hat
. o™ (E—) - sonst

fir ¢t > 0.

4.4. Proposition. Fs existiert ein in Wahrscheinlichkeit stetiger cadlag-
Prozess 11(+) = (I1(t), t > 0) mit Werten in (P,Bp), so dass

I, (t) = 1™ (2)
fir allen € N undt > 0 gilt. Der Prozess wird gegeben durch I1(0) := (N, 0,...) und

k¢ . .
Ii(t—) - PPP P
M(t) = { Ay o II(t—) falls der einen Punkt bei t hat (20)

I(t—) - sonst
firt > 0.
BEWEIS: Im Falle A € P\ P} oder k > n gilt
AST =T

fiir jedes I € P,,. Eigenschaft (2) der austauschbaren Partitionsmafe gewéhrleistet
k(P}) < oo und damit die Diskretheit des Poisson-Punkt-Prozesses beschrénkt auf

Prx{1,...,n} fir jedes n € N. Dies impliziert

aufer fiir eine diskrete Menge an Zeitpunkten. Dies heift insbesondere, dass I1((-)
ein cadlag-Prozess ist. Da auerdem (Ay, ki) ¢ P x{1,...,n} fast sicher und damit
I1,,(t) = II,,(t—) fast sicher fiir alle ¢ > 0 gilt, folgt mit der rechtsseitigen Stetigkeit
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von II,,(-) die Stetigkeit in Wahrscheinlichkeit von II,,(-) fiir alle n > 1.

Wir weisen nach, dass die Familie (I (¢)),en konsistent ist fiir jedes ¢ > 0.
Seien 0 =: t; < t; < ty < ... die Zeitpunkte, zu denen der PPP einen Punkt in
Pr.i x{l,...,n+ 1} hat. Um die Notation einfach zu halten, verzichten wir bei
dieser pfadweisen Betrachtung auf die Angabe der Abhéngigkeit von w € €. Mit

Hilfe einer Induktion wollen wir
("D () = T (t;)

fiir alle 1 € Ny zeigen. Dabei liefert die Tatsache, dass die Einschréankung der trivialen
Partition von {1,...,n+ 1} auf {1,...,n} wieder trivial ist, den Induktionsanfang
(I (¢5)), = MM (2p). Setzen wir (II"*1)(¢,)), = MM (¢,) fiir k < K, K € N,

voraus, so folgt

k+
(H(n+1)(tK+1))n — (Atk+1 Ié+1 H(n+1)(t1(+1—))n

und damit die Induktionsbehauptung sowie die Konsistenz der Familie (I (¢)) e,
t > 0. Fiir t > 0 existiert nach Bemerkung 2.7 (b) eine eindeutig bestimmte P-
wertige Zufallsvariable II(¢) mit der Eigenschaft

(I, () = 0™ (1)

fir alle n € N. Der Prozess (II(t),¢ > 0) ldsst sich offenbar beschreiben durch
I1(0) = (N, 0,...) und Gleichung (20).
Die Giiltigkeit der Ungleichungen

dp(LL(t), It +5)) < dp(ILP(2), L (¢ + 5)) + 27+
dp(T(t =), TI(t=)) < dp(T)(t — 1), T (=) + 2+

fir t >0, s € [—t,00) und r € [0,t] gewdhrleistet, dass II(-) ein in Wahrscheinlich-
keit stetiger cadlag-Prozess ist. O
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Wir haben unter Verwendung eines Poisson-Punkt-Prozesses einen P-wertigen
cadlag-Prozess I1(-) konstruiert. Das folgende Theorem wird nun herausstellen, dass

dieser Prozess die eingangs intendierten Eigenschaften aufweist.

4.5. Theorem. Der in Proposition 4.4 eingefiihrte P-wertige Prozess I1(-)

ist eine homogene P-Fragmentierung mit charakteristischem Maf k.

BEWEIS: Da die Poisson-Punkt-Prozesse eingeschrinkt auf P x {i} und
Prx {j} firi,j € N, i # j, stochastisch unabhéngig sind, erfolgt die Zerlegung der
einzelnen Blocke von I1,,(+) fiir beliebiges n > 1 und damit von II(-) unabhéngig von-
einander. Sei t > 0 fest, aber beliebig. Wegen der Gedéchtnislosigkeit von Poisson-
Punkt-Prozessen ldsst sich der geméf Proposition 4.4 aus ((Ayir, ki1r), 7 > 0) kon-
struierte P-wertige Prozess II'(-) als Kopie von I1(-) auffassen, die stochastisch unab-
hangig von (II(s), s < t) ist. Gegeben I1(t) = (Bi(t), Ba(t), . ..) gilt nach Definition
von I1(-)

IT(r) o Bi(t) = (I1(r +1)) 5,09
fiir # > 1 und r > 0. Da sich die bei Poisson-Punkt-Prozessen vorliegende Markov-
Eigenschaft auf II(-) iibertragt, gentigt II(-) insgesamt der Markov-, Fragmentierungs-
und Skalierungseigenschaft.

Unser niichstes Anliegen ist die Uberpriifung der Austauschbarkeit von TI(-).
Hierbei reicht es, endliche Permutationen o : N — N zu betrachten mit o(n) := n+1,
o(n+1):=nfireinn € Nund o(i) := i fiir i ¢ {n,n + 1}. Zur Vereinfachung der
Notation sei n = 1 gewahlt. Fiir beliebiges n € N ist die Argumentation identisch.
Es sei T'(n) fiir n > 2 wie in Satz 4.2 definiert. Es gilt dann

1,2€ Bi(t) fir t<T(2),
2 € By(t) fiir t>T(2).

Nach Konstruktion von II(-) ldsst sich 7°(2) auch beschreiben durch
T(2) =inf{t >0: A € P; und k, = 1}.

Wir betrachten nun den Punkt-Prozess ((Ay, k;),t > 0), definiert durch:

Ay o firt#£T(2 ~
K 7 10) ky == 1 : firk,=2undt>T(2)

ky : fir ky > 3 oder t <T'(2)
At = {
o 2 : firk,=1undt>T(2)

Ar) @ firt=1T(2)
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Aufgrund der Austauschbarkeit von x hat AT(Q) dieselbe Verteilung wie Ag(). Die
Austauschbarkeit des Zahlmafes begriindet die Verteilungsgleichheit von (k;,¢ > 0)
und (k;,t > 0). Die Unabhingigkeit zwischen (A, ¢ > 0) und (k;,t > 0) baw.
(A4,t > 0) und (k;, t > 0) sowie zwischen Punktprozessen beschrinkt auf disjunkte
Mengen hat zur Konsequenz, dass ((A¢, k;),t > 0) so verteilt ist wie (A, k), t > 0).
Nach Definition des Prozesses ((Ay, k;),t > 0) gilt

A, '8 o(TI(

o (II(
Also haben II(-) und o(II(-)) dieselbe Verteilung. Dies beweist die Austauschbarkeit
von II(+).

Es bleibt nachzuweisen, dass « das charakteristische Maf von TI(-) ist. Gemaf

)) : falls ((As, k;),t > 0) einen Punkt in ¢ hat

) sonst

o(Il(t)) =

t—
t—

der Eigenschaft von Poisson-Punkt-Prozessen gilt

T(n) £ Exp(r @ n(P;, x {1}) = Exp(x(Py)),

also ET'(n) = 5(713*)' Fiir eine nicht-triviale Partition 7, von {1,...,n} erhalten wir

P(IL,(T(n)) = m,) = P((Arw), krm)) € {T €P Ty =m,} x {1})
kL eP: T, =m,.})
x(Pp)
= ETr(n)s({T' € P : Ty, = m}).

Demnach ist x das charakteristische Maf von II(-). O

Die soeben prisentierte Konstruktion von II(-) kann als Lévy-It6-Dekomposi-
tion von homogenen P-Fragmentierungen aufgefasst werden. Aufbauend auf der
Existenz des Poisson-Punkt-Prozesses ((Ag, kt),t > 0) (vgl. z.B. [Ki2|), kénnen wir
als Fazit aus Satz 4.2 und Theorem 4.5 festhalten:

4.6. Bemerkungen. (a) Die Existenz homogener P-Fragmentierungen
ist sichergestellt. Zur Verteilung einer homogenen P-Fragmentierung korrespondiert
ein austauschbares Partitionsmafk.

(b) Die Eigenschaften (1) und (2) aus Definition 2.14 werden von der konstru-
ierten P-Fragmentierung I1(-) ebenfalls erfiillt, wie Korollar 6.12 zeigen wird.
(c) Gemék Lemma 2.15 kénnen wir, anstatt II(-) durch Gleichung (20) fest-
zulegen, auch TI(0) := (N, 0,...) und
{ (A)p,y : fallsder PPP einen Punkt bei ¢ hat und k; = k gilt
I(t) By (t-) :=
Bi(t—) sonst
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fir ¢ > 0 und k € N setzen.
(d) Nach Satz 3.7, 3.8, 3.10 und 3.14 gilt die Aussage von Teil (a) auch fiir

homogene S*-und Intervall-Fragmentierungen.

4.2 Zerlegung von austauschbaren
Partitionsmalfien

Die anfangs moglicherweise redundant erscheinende Forderung der Austausch-
barkeit wird sich in diesem Abschnitt als wesentlich erweisen. Die im vorherigen
Abschnitt etablierte Bedeutung austauschbarer Partitionsmafe veranlasst uns dazu,
diese Mafse genauer zu untersuchen. Da austauschbare Partitionsmafe im Allgemei-
nen nicht endlich sind, kénnen wir nicht ohne Weiteres auf ein Resultat vergleichbar
mit Satz 3.5 hoffen. Wir werden aber sehen, dass insbesondere auf der Basis dieses
Satzes, eine generelle einfache Strukturaussage moglich ist. Dafiir sollen zunéchst

zwei Klassen von Partitionsmafien vorgestellt werden.

4.7. Definition. Fiir alle n € N sei ¢, := [N\ {n},{n},0,...] € P. Fiir
¢ > 0 sei . definiert durch
e = CZ Je,, -

n>1

e wird als Erosionsmaf mit Erosionsrate ¢ bezeichnet.

4.8. Bemerkung. p. ist offenbar austauschbar und es gilt p.({(N,0,...)}) =

0 sowie p.(P}) = cn < oo fiir n € N. Also ist p,. ein austauschbares Partitionsmag.

Im Rahmen der zweiten Klasse von austauschbaren Partitionsmafien betrach-

ten wir Mischungen von s-Paintbox-Prozessen mit dem Mischungsmafl v. Dabei sei
v ein o-endliches MaR auf S* := S+ \ {(1,0,...)} mit

/ 1= 51 v(ds) < oo (21)

S*
fiir s = (s1, 89, ..). ps sei die in Abschnitt 3.1 (Definition 3.3) eingefiihrte Verteilung
eines s-Paintbox-Prozesses. Wir wollen dies hier spezifizieren: Sei (Xz-(s))ieN eine Folge

stochastisch unabhéngiger identisch verteilter Zufallsvariablen mit der Verteilung
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P(X® =n)=s, firne Nund (X =0) =1 - > n>1 Sn- Eine austauschbare

Zufallspartition werde durch die Aquivalenzrelation
ivj e XP=X>0

fiir 7, 7 € N definiert. u, sei die Verteilung dieser Zufallspartition.

4.9. Definition. v und p, fiir s € S* seien entsprechend obiger Ausfiih-

rungen gegeben. Dann wird
)= [ () vids)
S*

als Dislokationsmafl mit Lévy-Mafl v bezeichnet.

Wir weisen darauf hin, dass die Mafe pu,, g, und p, anhand der Indizierung
stets unterscheidbar sein werden. Der Vorteil einer einfachen Notation iiberwiegt

unserer Meinung nach in diesem Fall den Nachteil der Verwechslungsgefahr.
4.10. Proposition. pu, st ein austauschbares Partitionsmafs.

BEWEIS: Die Austauschbarkeit von pu, ist offensichtlich bzw. nach Satz 3.5
gegeben.
Aus ps({(N,0,...)}) = 0 fiir alle s € S* folgt

w({(N0,..)}) = / m({(N0,..)}) v(ds) = o.

Zu iiberpriifen ist noch Eigenschaft (3) der austauschbaren Partitionsmafe.

Fiir jedes n € N und s € 5* gilt

/J’S(,P’;:) = l_ﬂs(p\P;)

= 1-P(X® =... = Xx®)

= 1= P = =X =)
k>1
k>1

< 1-—s7

= I—s)I+s14+...+s"H < (1—s)n.
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Daraus resultiert gemé&f der Vorgabe (21)

w(Pr) < n/l—sl v(ds) < oo,

S*

d.h. pu, ist ein austauschbares Partitionsmafs. U

Das folgende Theorem legt nun die Bedeutung von Erosions- und Dislokations-
mafs offen, die darin zum Ausdruck kommt, dass jedes austauschbare Partitionsmaf

k kanonisch in ein Erosionsmaf p. und ein Dislokationsmak p, zerlegt werden kann.

4.11. Theorem. Sei k ein austauschbares Partitionsmaf. Dann existiert ein
eindeutig bestimmtes ¢ > 0 und ein eindeutig bestimmtes Lévy-Mafl v auf S*, so

dass K = e + py gilt. Es gilt im Einzelnen:
(a) Fiir k-fast alle T' € P existieren die geordneten asymptotischen Frequenzen
AYT) mit A(B) = lim, o0 {1 <i<mn:ie B} fir BCN.
(b) Die Beschrinkung von k auf die Teilmenge der Partitionen T' mit AY(T') #
(1,0,...) ist ein Dislokationsmaf p, mit Levy-Maj$ 1M
(¢) Die Beschrinkung von k auf die Teilmenge der Partitionen T mit A¥(T) =

(1,0,...) ist ein Erosionsmaf$ p. mit eindeutig bestimmter Erosionsrate ¢ > 0.

BEWEIS: Zu (a): Fiir jedes n € N sei x,, die Beschrinkung von « auf P;, d.h.
Kn = 1lp:k. Dann ist k, ein endliches Maf, invariant unter endlichen Permutationen
o : N — N mit (i) = i fiir i < n. Wir definieren £, als x2* mit p, : P — P,

festgelegt durch die Aquivalenzrelation

. pn(T) . . .
pr&)_] = H—nrzj—i-n

fiir 4, 7 € N. Wir behaupten, dass K,, austauschbar ist. Es sei o : N — N eine beliebige
endliche Permutation. Wir definieren eine weitere endliche Permutation ¢ : N —» N
durch

o(i) ==

7 falls 1 < n
oli—n)4+n : fallsi>n+1

fiir die nach obiger Anmerkung k¢ = k,, gilt. Wir erhalten fiir ' € P

-1

Fulo (1)) = ka({I'€Piitnmj+n & i’ <) VijeN})
= k({T"eP:o ') +n o' (j)+n & i~ VijeN})
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= k({'eP:i4n’Vjt+n o il VijeN)

— W ({I'eP:i+nij+n & iNj VijeN})
= /{n({P'EP:z’+nf1:’Jj+n & irl:aj Vi,jGN})
= Ra(),
was die Austauschbarkeit beweist. &, ist ein austauschbares endliches Maf auf P

und gemé&f Korollar 3.6 (b) haben £,-fast alle Partitionen geordnete asymptotische
Frequenzen. Da offenbar
AHT) = A (pa(I))
fiir alle I' € P, gilt, besitzen auch x,-fast alle Partitionen geordnete asymptotische
Frequenzen. Wegen P\ |J,cn Pr = {(N, 0, ...)} folgt damit die Behauptung.
Zu (b): Sei n € N fest, aber beliebig. &, hat nach Korollar 3.6 (b) die Dar-
stellung

7 (dT) = / 1a(dD) 7o(A* € ds) (22)
st
fir I' € P. Wir schreiben {i o j} fiir das Ereignis, dass ¢ und j nicht im selben
Block enthalten sind. Es gilt fiir s € S*

fafn+1 gk n+2) A =s) = Ru({14£2}A = s)

= ps(1 o 2)
k>1
> 1—s (Zsk>
E>1
Z 1—81.

Fiir v, 1= 1g: K, folgt dann bei Beachtung der Austauschbarkeit und o-Endlichkeit

von K

J=s) mids) < mnt14n+2) < slnt1gntd
S*
= k(l#2) = k(P;) < oo.
Da n € N beliebig gewdhlt war, ergibt sich damit fiir v := 1g-xM" unter Beriicksich-
tigung von P 1+ P\ {(N,0,...)} fiir n — oo und 15-A*((N,,...)) = 0 sowie durch

Anwendung des Funktionserweiterungsarguments

/(1-51) v(ds) = tim [ (1= s1) va(ds) < £(P}) < oo.

n—00
S* S*
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v ist also ein Levy-Malfs auf S*.
Wir fixieren nun ein £ € N und betrachten eine nicht-triviale Partition 7, von
{1,...,k}. Wegen

{T' € P:T (i1, kiny ist nicht trivial, A¥(T) € S*} 1 {T' € P : AYT) € S*}
fiir n — oo gilt gemék der Stetigkeit von unten bei Mafsen

k([ € P: Ty = m, AHT) € S*)
= lim k(I' € P : Ty = mg, [ g1,.. k+n} ist nicht trivial, AHT) € S%).

n—00

(23)

Sei 0 : N — N eine endliche Permutation, definiert durch

n+1 falls 1 <13 <k
o(i):==¢ i—k : fallsk+1<i<k+n .
1 sonst

WEeil £ austauschbar ist und endliche Permutationen die asymptotischen Frequenzen

nicht beeinflussen, gilt

k(' € P: Ty = Tk, T {k41... k4n) ist nicht trivial, AHT) € S*)
= k(o(l'): T € P,y = 7, L1, k4n) ist nicht trivial, AHT) € S*)
= k([ eP:T, P (pn(l)r = m, AY) € S*)
= Ru(T €P: Ty, =m, AHT) € S%).

(24)

Insgesamt folgt dann mit den Gleichungen (22), (23) und (24)

k([ €P:Ty=m, AH) €S*) = lim &, (I' € P: Ty =m, AHT) € §7)

n—oo

= lim [ us({T € P:Ty =m}) vn(ds)

n—oo
S*

- /us({r €P Ty =m)) v(ds)
s
und damit aufgrund der Beliebigkeit von £ die Behauptung.
Zu (c): Es sei
K= Lrepsat (0)=(1,0,..)}5-
k' ist endlich wegen k(Pj) < oo. Sei &' das Bildma® von k' unter der Abbildung
p2. K' ist - wie in Teil (a) gesehen - ein austauschbares endliches Maf auf P, und

es gilt A*(') = (1,0,...) fiir #'-fast alle Partitionen. Dies impliziert, dass &' die
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Gestalt & = ddp+ mit I'* als trivialer Partition von N fiir ein d > 0 besitzen muss.

Angewandt auf £’ ergibt sich
K), = Cldrl + 02(5I‘H + Cg(SFHI
mit

I = ({1},N\{1},0,...),
I = (N\{2},{2},0,..),
" = ({1}, {2}, N\ {1,2},0,...)

sowie ¢, co, c3 > 0. Setzen wir ¢3 > 0 voraus, so folgt aus

{1920 > {({1}, b, N\ {L,n},0,..) s n > 2}
zusammen mit der Austauschbarkeit von s
K’(]' 76 2) > €300 = 09,

was ein Widerspruch zu k(Pj) < oo ist. Also gilt ¢ = 0. Die Austauschbarkeit von
k liefert aukerdem c; = ¢3 =: ¢, d.h. k¥’ = ¢dp + ¢dpn = cd¢, + I, .

Eine erneute Anwendung der Austauschbarkeit begriindet (e;) = ¢ fiir alle
i > 1. Mit analoger Argumentation wie fiir k" bzw. I'" erhalten wir x(I") = 0 fiir
L € P} mit AYT) = (1,0,...) und " & {e1,...,€x}, n € N beliebig. Insgesamt
konnen wir

Lirepaim=g0,.016 = 025&; = He

i>1

schliefsen. O

4.12. Bemerkung. Natiirlich ist u, + p. fiir jedes Lévy-Mak v und jede

Erosionsrate ¢ wieder ein austauschbares Partitionsmaf.

Wir haben gezeigt, dass zu jedem austauschbaren Partitionsmaf ein Paar (v, ¢) mit
v als Lévy-Maf und c als Erosionsrate korrespondiert. Zusammen mit Satz 4.2 heifst
dies, dass die Verteilung einer homogenen P-Fragmentierung durch das Paar (v, ¢)
eindeutig festgelegt wird. Geméf Theorem 4.5 ist es moglich, bei Vorgabe von v und
c eine homogene P-Fragmentierung zu konstruieren, dessen charakteristisches Mafs

kanonisch in p, und p. zerlegt werden kann. Wir halten fest:
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4.13. Korollar. Zur Verteilung einer homogenen P-Fragmentierung kor-
respondieren ein Lévy-Maf$ v und eine Erosionsrate ¢, so dass p, + p. das charak-

teristische Majf$ der homogenen P-Fragmentierung ist.

Aus Theorem 4.11 wird ferner ersichtlich, dass bei einer homogenen P-Frag-
mentierung nur Partitionen von Belang sind, deren Blocke entweder unendlich viele
Elemente, ein oder kein Element enthalten. Auf die Bedeutung der Begriffe Ero-
sion als kontinuierlicher und Dislokation als abrupter Zerfall wird in Kapitel 6 im

Rahmen der Betrachtung asymptotischer Frequenzen noch niher eingegangen.
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5. Nichthomogene P-Frag-
mentierungen

Im vorangehenden Kapitel haben wir uns ausschlieflich mit homogenen P-
Fragmentierungen auseinandergesetzt. Um die dort erzielten Ergebnisse, insbeson-
dere die Charakterisierung der Verteilung durch ein Paar (v, ¢) mit einem Lévy-Maf
v und einer Erosionsrate ¢ auf nichthomogene P-Fragmentierungen iibertragen zu
konnen, bedarf es der Anwendung einer Zeittransformation. Als problematisch er-
weist sich jedoch, dass die asymptotischen Frequenzen kein stetiges Funktional der
Partitionen sind, somit die Feller-Eigenschaft fiir selbstdhnliche P-Fragmentierungen
nicht nachweisbar und die Substitution der Zeit durch geeignete Stoppzeiten nicht
durchfiihrbar ist.

Als Ausweg bietet sich der Umweg iiber selbstdhnliche Intervall-Fragmen-
tierungen an, die - wie in Satz 2.39 gezeigt - der Feller-Eigenschaft geniigen. Mit
Hilfe der sogenannten erweiterten Fragmentierungseigenschaft werden wir homoge-
ne Intervall-Fragmentierungen in nichthomogene iiberfiihren et vice versa. Basierend
auf der in Abschnitt 3.3 vorgestellten Moglichkeit, einander entsprechende Intervall-
und P-Fragmentierungen zu konstruieren, konnen wir in Abschnitt 5.3 das Hauptre-
sultat dieser Arbeit fiir selbstdhnliche P-Fragmentierungen vorstellen. Dabei ge-

withrleistet Kapitel 3 die Ubertragbarkeit auf S¥- und Intervall-Fragmentierungen.

5.1 Die erweiterte Fragmentierungs-
eigenschaft bei Intervall-Fragmentierungen

Die erweiterte Fragmentierungseigenschaft wird die sogenannten Frosts zur
Grundlage haben, die aus diesem Grunde zunichst eingefiihrt werden. Sei im Fol-
genden F'(-) = (F(t),t > 0) eine selbstdhnliche Intervall-Fragmentierung. Fiir ¢t > 0
und z € (0,1) werde mit I,(¢) wieder das z enthaltende Intervall der Intervallzer-
legung von F'(t) bezeichnet, falls z € F(t) gilt; ansonsten setzen wir I (t) = §.
Nach Proposition 2.38 haben wir auferdem I, (o0) = ) fast sicher fiir alle z € (0, 1).
Wir schreiben (F})i>o fiir die natiirliche, rechtsseitig stetige Filtration des Prozesses
(I(t),t > 0), d.h. FFf = (N Uo(I,(s),s <t)) mit N := {N € A:P(N) =0} fiir
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alle t > 0.

5.1. Definition. Eine Zufallsfunktion 7" : (0,1) — [0, o], definiert auf
(2,2, P), wird als Frost beziiglich einer Intervall-Fragmentierung F'(-) bezeichnet,
falls gilt:

(1) Fiir jedes z € (0,1) ist T'(z) eine (F{);>o-Stoppzeit.
(2) Fiir jedes z € (0,1) und y € L,(T(x)) gilt T'(z) = T'(y).

FEin triviales Beispiel fiir einen Frost ist eine konstante Funktion. Definieren
wir fiir z € (0,1) und [ € (0,1)

T(x):=inf{t > 0: |I,(¢)| <},

so ist leicht nachpriifbar, dass 7" ein Frost ist.

5.2. Bemerkung. Es gilt entweder
Io(T(z)) = L,(T(y)) oder L(T(z))NIL,(T(y)) =0

fir z,y € (0,1); denn I,(T(z)) NI, (T (y)) # 0 impliziert z € I,(T(z)) N L,(T(y)) fiir
ein z € (0,1) und mit Eigenschaft (2) der Frosts erhalten wir 7'(z) = T'(z) = T(y),
also L(T(z)) = L,(T(»)).

Bemerkung 5.2 rechtfertigt die folgende Definition.

5.3. Definition. Gegeben ein Frost T beziiglich F(-), heift

F(-) gefroren zum Zeitpunkt T.
Im Gegensatz zur Anwendung einer Stoppzeit handelt es sich bei F(T'(w))(w),
w € ), um das Konglomerat verschiedener Zeitpunkte. Wie fiir Stoppzeiten kénnen

wir fiir Frosts festhalten:

5.4. Lemma. (a) Gegeben zwei Frosts T und T' beziiglich F(-), ist T NT'
wieder ein Frost, und es gilt F(T) C F(T NT") fast sicher.
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(b) Gegeben ein Frost T beziiglich F(-), ist T + t fir alle t > 0 wieder ein
Frost, und es gilt F(T) C F(T +t) fast sicher.
(¢c) Fir eine aufsteigende Folge (T,,)n>1 von Frosts beziglich F(-) ist T :=

lim,, o 17, wieder ein Frost.
BEWEIS: Zu (a): T(xz) AT'(z) ist wieder eine Stoppzeit fiir alle z € (0,1), da
{T(z) ANT'(z) >t} = {T(z) >t}n{T'(z) >t} € F}

fir ¢t > 0. Sei y € L,((T AT')(z)) fiir z,y € (0,1) und ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit T'(z) < T'(x). Dann gilt y € I,(T(z)) und damit T'(y) = T'(z). Wir
behaupten 7'(y) < T"(y). Nehmen wir T'(y) > T"(y) an, so folgt aus = € I,(T'(y)) C
I,(T'(y)) die Ungleichung T'(y) < T'(xz) = T"(y). Dies ist ein Widerspruch. Also gilt
T(y) < T'(y) und somit (T'AT")(z) = (T AT")(y), d-h. auch Eigenschaft (2) der
Frosts wird erfiillt. Mit Definition 2.31 folgt der Zusatz.

Zu (b): Diese Behauptung ist offensichtlich.

Zu (c): T(z) ist wieder eine Stoppzeit fiir alle z € (0, 1), da

{JE&TR(@ >t} = U@ > 1} € 7
neN

firt > 0.y € I,(T(x)) fir z,y € (0,1) impliziert y € I,(T,(x)) fiir alle n > 1 wegen
der wachsenden Monotonie von (77,),>1. Wir folgern T,,(y) = T, (x) fiir alle n > 1
und hieraus T'(y) = T'(z), d.h. T ist ein Frost beziiglich F'(-).

Aufbauend auf Definition 5.3 und Lemma 5.4 fiihren wir, bevor wir zur Vor-
stellung der erweiterten Fragmentierungseigenschaft kommen, noch zwei weitere not-

wendige Begriffe ein.

5.5. Definition. Gegeben ein Frost T beziiglich F'(-), heifit
Forp(:):=(F@tAT),t>0)
Pri-T-Prozess beziiglich F(-) und
Fobr(:):=(F(T+t),t>0)

Post-T-Prozess beziiglich F(-).
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5.6. Theorem (Erweiterte Fragmentierungseigenschaft). Sei T ein
Frost beziiglich F(-). Bedingt unter F(T) = V' € V sind F o 7p(-) und F o 07(-)
stochastisch unabhdngig und F o Or(-) hat die Verteilung ]P’i.('). Dieser Zusammen-
hang ist ebenfalls giiltig fir den Prozess F(-) unter der Verteilung Py, V € V. Er

wird als die erweiterte Fragmentierungseigenschaft von F(-) bezeichnet.

BEWEIS: Als Erstes wollen wir mittels Induktion die Behauptung fiir den
Fall beweisen, dass 7" nur endlich viele Werte annimmt. Der Induktionsanfang mit
T als konstanter Funktion wird trivialerweise durch die Markov-Eigenschaft von F'(-)
gegeben. Sei jetzt vorausgesetzt, dass die erweiterte Fragmentierungseigenschaft fiir
Frosts mit maximal n-elementiger Wertemenge erfiillt werde. Wir betrachten einen
Frost T', der die Werte t1,...,%,11 annimmt mit 0 < t; < o < ... < tpy1 < 00.
Wir wenden die Induktionsvoraussetzung auf den Frost 1" A ¢, an: Bedingt unter
F(T Nt,) = V' sind F o 7pp,(+) und F o O7p4,(+) stochastisch unabhéingig und
F 007, (+) hat die Verteilung IP"I;(').

Es sei (I;)g>1 die Intervallzerlegung von V'. Wir definieren

1 : fallsT(z) <t, fiir x € I (nach Def. 5.1 (2) unabhéngig von z)

0 : sonst

M(Ik) = {

fiir £ > 1. Beriicksichtigen wir {T'(z) < ¢,} € F7 fiir alle x € (0,1) gemék Ei-
genschaft (1) der Definition 5.1, so sehen wir, dass M (Ij) fiir jedes & > 1 messbar
beziiglich o(N U o(F o 7rp, (t),t > 0)) ist. Wir setzen

Vor=J L c V' mit M= {k>1:M(I) =0}
keM
und Vi := V' \ Vy. F ofrp, (-) beschrankt auf Vi bzw. Vi sei durch Fy(-) bzw. Fi(-)
abgekiirzt. Mit der Fragmentierungseigenschaft fiir Intervall-Fragmentierungen folgt:
Bedingt unter F(T At,) = V' und (M (I;))k>1 = s € {0, 1} sind F o 7y, (+), Fo(-)
und Fi(-) stochastisch unabhéngig. Fy(-) und Fj(-) haben die Verteilung IP’gO(') bzw.
]P’I;;l('). Bei zusitzlichem Bedingen unter Fi(t,.; — t,) = V{ C Vi, was insgesamt
gleichbedeutend ist mit Bedingen unter F(T'At,) = V', (M(I}))k>1 = sund F(T) =
V" := Vo U V], erhalten wir schlieklich mit der Markov-Eigenschaft von Fi(-) die

bedingte stochastische Unabhéngigkeit von F o 7r(-) und F o fr(-). Ferner gilt

P((F 0 bp(t))iz0 € -|F(T) = V", (M(Ix))k>1 = 5, F(T At,) = V')
= PV”((F(t))tZO € )
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Da V' € V beliebig gewéhlt war und (M (I;))g>1 durch F(T) und F(T At,,) eindeutig
festgelegt wird, ergibt sich
P((F 0 67(t))>0 € - (F omr(t))is0 € -|F(T), F(T A ty))
= P((Fobr(t)so € |F(T), F(T Atn))P((F o mr(t))iso0 € -|F(T), F(T Aty))

und
P((F o 0r(t))e>0 € | F(T), F(T Atn)) = P((F 0 07(t))ez0 € -|[F(T)).
Hieraus folgt unter Verwendung der Iterationsregel fiir bedingte Erwartungswerte

]P’((Fo Or(t))e>0 € -, (F omr(t))is0 € |F(T))

(E(Lgrosr0)isoe LPorr@)isoet F (D), F(T A )| F(T))

(B otr@)isoet | F(T), F(T A tu))E(L{Forp(soey| F(T), F(T Ata))|F(T))
(E(L{#otr)s0ed | F(T)EQ ((Forr(t))isoe 3| F(T), F(T Atn))|F(T))
(Lyrovr@)isoet | F (1)) E(E(L ((Forp(t))s0e3 | F (1), F(T A ta))|F(T))

= P((F o 0r(t)so € -|F(T))P((F o 72(t))i50 € | F(T)).

I
&=

= E

il
E =

Damit ist die Induktionsbehauptung gezeigt.
Fiir einen beliebigen Frost T betrachten wir eine Folge (7, ),en von Frosts, die

jeweils nur endlich viele Werte annehmen, mit 7},(x) | T'(x) fast sicher fiir n — oo,

etwa
272" (x) + 1| : fallsT(z) <27
T.(z) ==
o0 sonst
fir alle z € (0,1), wobei |z| := sup{z € Z : x > z} sei. Wir orientieren uns

beim Nachweis der erweiterten Fragmentierungseigenschaft fiir 7 an Breiman |Br],
S. 357. Sei ¢ : V — R eine stetige, beschriankte Funktion, ¢ > 0 und V € V fest,
aber beliebig. Wir haben

/ o(F oy, (1) dPy = / Ev (9(F o 0, (1))|F(T,)) dPy (25)

c C
fiir
Ceoa(Forr(s),s>0)Co(Forp(s),s>0), n>1,

gezeigt. Wegen der rechtsseitigen Stetigkeit der Pfade, der Stetigkeit von ¢ und
gemdls der Lemmata 2.28, 2.29 gilt

©(F o fr, (t) =3 o(F o6r(t)) fast sicher (26)

74



und
F(T,) =% F(T) fast sicher. (27)
Mit der Feller-Eigenschaft (Satz 2.39) und Gleichung (27) folgt

Tim By (¢(F o 0r, (0)|F(T) = lim Bugr, o(F(2)
= Epmyp(F(t)) fast sicher (28)
= Ey (@¢(F 007(t)|F(T)) fast sicher.

Die Gleichungen (25),(26) und (28) implizieren bei Beachtung des Satzes von der

majorisierten Konvergenz

/w(FoﬁT(t)) dPy = lim [ ¢(Fofr, (1)) dPy

n—00
(& (&

= lim [ Ey(o(F o 0r,(t)|F(T,)) dPy

n—00
C

- / Ey (o(F o 0:(t))|F(T)) dPy

fir alle C € o(F o 7p(s), s > 0). Aus der daraus resultierenden Gleichung
/ap dPy (F o 0r(t) € |F o r(s), s > 0) :/go dPy (F o 0r(t) € -|F(T))
konnen wir aufgrund der Trennungseigenschaft stetiger, beschréinkter Funktionen
Py (F o 0r(t) € -|F o1r(s),s > 0) =Py (For (t) € -|F(T))

schlieRen. Fiihren wir dieselbe Argumentation fiir ¢ : V¥ — R, o(V4,...,V}) =
©01(V1) - ... - or(Vi) mit @y, ..., ¢k stetig und beschriankt, k£ € N fest, aber beliebig,

durch, so erhalten wir schliefslich

Py (Fofr(t) €-,...,Fobr(ty) € |Forr(s),s > 0)
= Py(Fobr(t) €-,...,Fobr(ty) € |F(T))

fir 0 <t < ... <t Fir F(T) = V' liefert dies die Behauptung, da F(-) ein

cadlag-Prozess ist. Il

Zum Abschluss dieses Abschnitts geben wir eine weitere Eigenschaft der

Intervall-Fragmentierung F'(-) im Zusammenhang mit Frosts an. Die sogenannte
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Quasi-Linksstetigkeit wird uns beim Nachweis von Theorem 5.10 dienlich sein. Der

Beweis folgt der Argumentationslinie von [Berl], S. 21.

5.7. Proposition (Quasi-Linksstetigkeit). Gegeben eine aufsteigende Fol-
ge (Tn)nen von Frosts beziglich F () und T := lim, o0 Ty, gilt lim, o F(T,(z)) =
F(T) fast sicher.

BEWEIS: Nach Lemma 5.4 (¢) ist 7" wieder ein Frost. Sei ohne Beschrén-
kung der Allgemeinheit T'(x) < oo und T, (z) < T'(z) fir alle z € (0,1) und n > 1.
Geméf Lemma 2.28 und aufgrund der Existenz linksseitiger Limiten (Proposition
2.36) gilt
lim F(T,) = | L(T(z)—)=:F(T-) fast sicher.

n—0o0
z€(0,1)
Seien f und g stetige, beschrankte Funktionen von V nach R. Fiir jedes z € (0,1)
und ¢ > 0 konvergiert T,,(z) + ¢ fast sicher gegen T'(x) + ¢ fiir n — oo. Mit Hilfe des

Satzes von der majorisierten Konvergenz erhalten wir

lim Ef (F(T,))g(F oz, (t)) = Ef (F(T=))g(F o 0r(t-)).

n—oo

Aufgrund der rechtsseitigen Stetigkeit der Pfade und geméf der Lemmata 2.28, 2.29
folgt
Jim Bf (F(T—))g(F o 0r(t-)) = Ef (F(T—))g(F(T))

Gleichzeitig gilt fiir bedingte Erwartungswerte

Ef(F(T,))g(F o 0r,(t)) = E(f(F(T))E(g(F o b, (t))|F(T5))).

Wegen der Existenz linksseitiger Limiten und geméfs der Lemmata 2.28, 2.29 sowie

der Feller-Eigenschaft (Satz 2.39) konnen wir folgern
lim B(f(F(T,)Blg(F o 6r, () F(T,)
— E(f(F(T—))E(g(F o br_(1)|(F(T-))).

Eine weitere Anwendung der Feller-Eigenschaft liefert

lim E(f(F(T-))E(g(F o 0r—(1))|F(T-))) = Ef (F(T-))g(F(T-)).

t—0+

Insgesamt erhalten wir also die Gleichung

Ef(F(T-))g(F(T-)) = Ef(F(T-))g(F(T)).
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Wegen der Trennungseigenschaft der Funktionen i : V2 — R, h(Vi, V3) := f(V1)g(Vz)
gilt

PET-),F(T-)) _ p(F(T-),F(T))

und damit schlieklich F(T—) = F(T) fast sicher, was die Behauptung beweist. [

5.2 Transformation des Selbstahnlich-
keitsindexes bei Intervall-Fragmentierungen

Wir werden jetzt auf der Basis spezieller Frosts selbstdhnliche Intervall-Frag-
mentierungen mit Index o € R in solche mit Index a+ 3, 5 € R beliebig, iiberfiihren.
Dafiir sei F'(-) = (F(t),t > 0) weiterhin eine selbstéhnliche Intervall-Fragmentierung
mit Index o € R. Wir definieren fiir beliebiges § € R und ¢ > 0 die Zufallsfunktion
TP (0,1) — [0, 00] durch

TP (5) = inf { u>0: /1{135(”#@}\195(7«)\—/3 dr>t,
0

wobei inf () := oo.

5.8. Bemerkung. Das Riemann-Integral Hy(u) := [ 1{1,(r)20| Lo(r)[7? dr
existiert fiir alle u > 0, da eine Realisierung der Abbildung r ~ |I,(r)|# auf jedem
Kompaktum beschrankt ist und héchstens abzdhlbar viele Unstetigkeitsstellen be-
sitzt. Damit ist Tt(ﬂ ) wohldefiniert.

5.9. Proposition. (a) Die Abbildungt — Tt(ﬁ) (z), t € (0,00), ist rechtsseitig
stetig und es gilt lim, 4 TP () = Tt(ﬂ) (z), falls Tt(ﬂ) () < oo, fir alle z € (0,1) und
g eR

(b) Tt(ﬂ) ist ein Frost beziglich F(-) fir allet > 0 und g € R.

BEWEIS: Zu (a): Die rechtsseitige Stetigkeit ist offensichtlich. Aus
T? (x) < oo folgt Iw(Tt(ﬂ) (x)) # 0. Also verlauft v — H,(u) streng monoton wach-
send fiir u < Tt(ﬂ ) (x). Dies impliziert die linksseitige Stetigkeit.

Zu (b) H,(u) ist messbar beziiglich F? fiir jedes v > 0 und u — H,(u)
ist rechtsseitig stetig. Da die Filtration (F7)s>o rechtsseitig stetig ist, wird durch
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inf{u > 0: H,(u) € (t,00)} eine Stoppzeit festgelegt (siehe z.B. [Ir|, S. 119).

Zum Nachweis der 2. Eigenschaft wéhlen wir ein y € Iw(Tt(ﬂ ) (z)) fir z € (0,1).
Wegen F(t) — 0 fiir ¢ — oo (Proposition 2.38) gilt dann T}”(z) < oco. Aus
I,(r) = Iy(r) fir alle r < Tt(’B)(:C) und damit Tr(ﬂ)(x) = T,«(’B)(y) fiir alle r < ¢
folgt mit Teil (1) die Identitit 7,7 (z) = T, (y). 0

Fiir beliebiges € R definieren wir
FO() = (F(T?),t > 0)

als den Prozess der gefrorenen Fragmentierungen. Wie wir gleich sehen werden, ist
F®)(.) wiederum eine selbstiihnliche Intervall-Fragmentierung. Mit Hilfe der erwei-
terten Fragmentierungseigenschaft werden wir die Markov-Eigenschaft nachweisen.
Das zufriedenstellende Ergebnis zur Zeittransformation stellt sich nun folgenderma-

Ren dar:

5.10. Theorem. Der Prozess der gefrorenen Fragmentierungen F(ﬂ)(-) 18t

eine selbstihnliche Intervall-Fragmentierung mit Index o+ 3.

BEWEIS: Aus T¢”)(-) = 0 folgt F®)(0) = (0,1) fast sicher. Da die Abbil-
dung t — Tt(’B ) (z) monoton wachsend ist fiir alle z € (0, 1), ist F#)(-) eine Intervall-
Fragmentierung. An dieser Stelle sei noch einmal auf F'(co) = () geméf Proposition
2.38 hingewiesen. Aus der Quasi-Linksstetigkeit (Proposition 5.7) und Proposition
5.9 folgt sofort, dass mit F#)(-) ein in Wahrscheinlichkeit stetiger cadlag-Prozess
vorliegt.

Wir kommen jetzt zur Markov-Eigenschaft. Fiir u < ¢ ist F®)(u) = F(T{)
messbar beziiglich o(o(F o TTt(ﬂ)(S), s > 0) UN). Wir schreiben F(-) fiir den Post-
Tt(’B)-Prozess Fo HTt(g)(-). Es gilt fiir r > 0

mit

TOG) =int Y203 1, L+ TO@)7 ds > v
0
d.h.

F(T) = F(T®).
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Also ist F(Tt@) messbar beziiglich (o (F;, s > 0) UN). Nach der erweiterten Frag-

mentierungseigenschaft (Theorem 5.6) gilt

PvaﬂﬁeysZMdF0@@@L52®>

~ Py (F(s) €5> 0|F(T§ﬂ)))
und damit aufgrund der aufgezeigten Messbarkeitseigenschaften insbesondere

Py (FP(t+7r) € - [FP(u),u<t)
= Py (FPt+r) e |[FP®)).

F®)(.) ist also ein Markov-Prozess. Die Fragmentierungseigenschaft von F(-), d.h.
die voneinander unabhéngige Zerlegung disjunkter Intervalle, iibertragt sich ohne
Weiteres auf F®)(.), da T?(z) allein durch den Prozess I,(-) determiniert wird
und nach Bemerkung 5.2 entweder I,(T(z)) = I,(T(y)) oder I,(T(z)) N 1,(T(y)) =
0 fir z,y € (0,1) gilt.

Dies eroffnet uns die Moglichkeit, beim Nachweis der Selbstdhnlichkeit die
Betrachtung auf ein Intervall zu reduzieren. Es sei I C [0, 1] ein beliebiges nichtleeres
offenes Intervall. g; bezeichne wieder die affine Abbildung gemé&f den Ausfithrungen
vor Definition 2.33. Fiir ¢ > 0 und y € (0,1) definieren wir

u

T;:('B)(y) =inf<u>0: /1{Jy(|]|a7-)¢q)}|Jy(|.[|a’r)|_5 dr >t
0

Hierbei sei J,(t) das Intervall von g;(F'(t)), das y enthilt, falls y € g;(F(¢)), ansons-

ten setzen wir J,(¢) := (. Wir zeigen jetzt
P (gr o FO(¢|11°M7) € -) = P; (FP)(1)). (29)
Es sei y = gr(x). Dann gilt J,(-) = ¢:(Iz(-)) und damit
[Ty (11|%r)| = ][ L(11]*r)]. (30)
Gemif Bemerkung 2.34 (b) haben wir auferdem
P (gr0 F(HII%) € ) =Py (F(t) € ). 31)

Zusétzlich sei ohne Beschrankung der Allgmeinheit I,(s) # 0 fiir alle s > 0 voraus-

79



gesetzt. Mit Gleichung (30) folgt

T®() = inf uzo;/uy(mar)\ﬁ dr > 1
0
— inf UZO:/M_ﬂ\IZ(\I\O‘T)\_ﬂ dr >t
0

= infdu>0: / \gr o L(|1|°7)|? dr >t
0
Gleichzeitig gilt

11°T P (y) = inf uZO:/|I\_’3\Iw(\I|ar)|_ﬂ dr >t |I|*
0

1
= inf u20:/|1|ﬁ|1$(\1|°‘r)\ﬁwma dr >t

0

— influ> o:/urﬂm—auw(z)rﬂ dz >t
0
= 7;(|€|)a+ﬂ(x)i

wobei in der vorletzten Zeile |I|*r durch z substituiert wurde. Wir erhalten insgesamt
mit der Gleichung (31)

P (910 F(T{fs) €-) =B (FTP) € ).

d.h. die Gleichung (29) ist gezeigt. Die ¢-Schritt-Ubergangskerne sind aufgrund der
Fragmentierungseigenschaft Fragmentierungskerne, und fiir die induzierenden sto-

chastischen Kerne Q' gilt

Qt([, ) o= P (F(ﬁ)(t) c )
= P(gro FO|1]*) € -) = Q1" ((0,1), ),

d.h. die Skalierungseigenschaft wird erfiillt. F(%)(-) ist also eine selbstiihnliche Inter-

vall-Fragmentierung mit Index o + f. U

Aus Theorem 5.10 folgt sofort, dass der stochastische Prozess

(FOYER(Y = (F(’B)(Tt(_ﬂ)),t > 0)
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mit
Tt(’g)(x) := inf u20:/1

0

(e (TN dr >t 2 € (0,1),

als Frost beziiglich F? )() genauso wie F'(-) eine selbstdhnliche Intervall-Fragmen-

tierung mit Index « ist. Die folgende Proposition verschirft diese Aussage.

5.11. Proposition. Es gilt (F®)A) () = F(-), d.h. F(:) kann aus F®)(.)

zurickgewonnen werden.

BEWEIS: Da
FOI) = P (15,).
reicht es
Tgfl o=t

fir alle ¢ > 0 zu zeigen. Es sei z € (0,1) fest, aber beliebig. Im Falle I, (t) # 0
existiert aufgrund der rechtsseitigen Stetigkeit von F'(-) sowie der Lemmata 2.28,
2.29 und der Offenheit der Intervalle ein € > 0, so dass I,(t + s) # ( fiir alle
s € (0,€¢). Dann hat H, (siche Bemerkung 5.8) eingeschrankt auf (0, + €) eine
Umkehrfunktion H_ ' : (0, H,(t)) — (0,¢ + €) mit Hy(r)™' = T (z). Es gilt ferner
S H; (o) = [I(g5 ' (ro))|? fiir ro € (0, Hy(t)). Wir erhalten

T (2) = infdu>0: / L(TP (@) dr >t
0

[o
= inf >0: | =—H!
inf ¢ u > /(% L (r) dr>t
0

= inf{u>0:H'(u) >t} = Hyt),

und dies fiihrt zu

T® . (z) = infdu>0: /|Iz(s)|_ﬁ ds > Hy(t)

rft(—ﬁ)(w)
0

= H\(H() = t

Im Falle I,(t) = () gilt Tl(’g ) (x) = oo fiir I > H,(t). Aus obigen Ausfiihrungen

folgt leicht T (z) > H,(t), so dass wir mit Proposition 2.38
L(TW,) = 0 = L)

ft(—ﬁ’)

schlieen konnen. O
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5.3 Anwendung der Transformation
bei P-Fragmentierungen

Wir sind jetzt in der Lage, das Hauptresultat dieser Arbeit vorzustellen. Die
soeben fiir selbstdhnliche Intervall-Fragmentierungen dargelegte Indextransforma-
tion iibertragen wir auf selbstdhnliche P-Fragmentierungen. Dafiir sei im Folgenden
I1(-) = (II(¢), t > 0) eine selbstdhnliche P-Fragmentierung mit Index « € R. Fiir je-
des t > 0 bezeichne By(t) wie in Abschnitt 3.3 den Block von I1(¢) mit £ = min By(¢)
und A\, (t) dessen asymptotische Frequenz. Fiir jedes ¢ € Nund ¢ > 0sei [;(t) := A (2),

falls ¢ € By(t). Wir definieren nun analog zur Intervall-Fragmentierung fiir 8 € R

Tt(ﬂ) (¢) :==inf Cu>0: /1{li(,«)¢0}li(r)_ﬂ dr >t
0

5.12. Bemerkung. Tt(ﬂ ) ist wohldefiniert (vergleiche Bemerkung 5.8) und
in Anlehnung an Proposition 5.9 ist r Tr(ﬂ)(i), 1 € N, stetig fiir s < ¢ und
TP (i) < .

5.13. Lemma. Fiiri,j € N gilt

®) 3 ®)(;
o o)
®);
BEWEIS: Aus i "~ j folgt Li(r) = L;(r) fir r < T (i) und damit

T (1) = T’ )(j) fiir » < t. Wir diirfen ohne Beschrankung der Allgemeinheit
Tt(ﬁ ) (1) < oo voraussetzen, so dass wir mit Bemerkung 5.12 Tt(ﬂ ) (1) = t(’B )(j) er-

halten. O

Wir kénnen also eine Zufallspartition I1¥¥)(¢), ¢ > 0, durch die Aquivalenzre-

lation “
LTy (7).
; 2 joe ( i ) j

festlegen. Das anschlielende zentrale Theorem basiert auf folgenden Resultaten:

e gemil Kapitel 3 kdnnen wir einander entsprechende Intervall- und P-Frag-

mentierungen konstruieren,
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e gemil Kapitel 4 wird die Verteilung einer homogenen P-Fragmentierung durch

ein Lévy-Mak und eine Erosionsrate determiniert,

e gemil Abschnitt 5.2 kénnen wir eine Indextransformation fiir selbstdhnliche

Intervall-Fragmentierungen durchfiihren.

5.14. Theorem. (a) II®)(:) = (II¥¥)(t),t > 0) ist eine selbstihnliche P-
Fragmentierung mit Index o + 3. Auferdem gilt I1(-) = (II#)(=A)(.).

(b) Die Verteilung einer selbstihnlichen P-Fragmentierung wird eindeutig be-
stimmt durch ihren Index o € R sowie die Erosionsrate ¢ > 0 und das Lévy-Maf$ v
der homogenen P-Fragmentierung II=®)(-). Wir bezeichnen das Tripel (o, v, c) als

die Parameter von T1(-).

BEWEIS: Zu (a): Es sei

die Intervall-Fragmentierung, die wir geméf Proposition 3.13 aus II(-) erhalten. Es
bezeichne (U;);>1 eine Folge stochastisch unabhéngiger identisch R(0, 1)-verteilter
Zufallsgrofen. Auf Basis dieser Zufallsgrofen konstruieren wir geméf Abschnitt 3.3
P-Fragmentierungen assoziiert zu den Intervall-Fragmentierungen F'(-) := Fp(-) und
FO ) .= FP ).

Hpg () ist laut Satz 3.10, 3.14 und Theorem 5.10 eine selbstdhnliche 7P-
Fragmentierung mit Index o + 5. Nach Satz 3.14 gilt auflerdem

Mp() < TI(-).

Fiir ¢t > 0 sei 7" der Frost beziiglich F(-) aus Abschnitt 5.2. Es gilt dann

() . - . i (B) -
i ~ " j < iund j liegen im selben Block der Partition IIx(7}" (7))

& (U € L(TP i) A (U € L(TP) (3))) fiir ein z € (0,1)
& (Ui € LT @) AU € (TP (z))) fiir ein 2 € (0,1)

@)
& 0 TN 7-

Die vorletzte Umformung folgt aus Satz 3.10, nach dem I;(r) = |I,(r)| fiir r < T (4)
gilt, was mit Proposition 5.9 und Bemerkung 5.12 Tt(ﬂ ) (1) = Tt(’B )(:L') liefert. Wir
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haben
(1) = M (1) (32)
fiir jedes t > 0 gezeigt und damit
I () £ o (),

d.h. TI®)(-) ist eine selbstiihnliche P-Fragmentierung mit Index o + f3.
Der Nachweis der Identitit TI(-) = (IT1¢®))(=8)(.) ist analog zu dem von F(-) =
(F®))=A)(.) aus Proposition 5.11 vorzunehmen. Wir verzichten hierauf und leiten

unter Verwendung der Gleichung (32) mit
[() = Hp () = Mgeyen () = (M) () = (@) ()

lediglich die Verteilungsgleichheit her.

Zu (b): Nach Korollar 4.13 wird die Verteilung der homogenen P-Fragmen-
tierung I1(-%)(-) eindeutig durch ihr ErosionsmaR p. und Dislokationsmaf s, mit
¢ > 0 als Erosionsrate und v als Lévy-Maf auf S* charakterisiert. Gem#® Teil (a)
gilt TI(-) L (T2 @)(.), d.h. die Verteilung von II(-) wird durch das Tripel (c, v, c)
eindeutig festgelegt. O

Die Verteilung einer selbstdhnlichen P-Fragmentierung lasst sich also durch
die Angabe der Parameter Lévy-Maf v, Erosionsrate ¢ und Index « fixieren. Um-
gekehrt kann bei Vorgabe von (a, v, c) eine entsprechende P-Fragmentierung T1(-)
konstruiert werden. Zunichst konstruiert man - wie in Abschnitt 4.1 dargestellt -
eine homogene P-Fragmentierung II(-) mit Erosionsrate ¢ und Lévy-Ma$ v, d.h.
T1(-) hat das charakteristische MaR s, + p1,. AnschlieRend fiihrt man mit Hilfe der
Familie (Tt(a))tzo eine Zeittransformation durch und wihlt TI(-) = IT®)(.).

Die in Kapitel 3 aufgezeigten Beziehungen zwischen S+¥-, Intervall- und P-

Fragmentierung lassen ferner folgenden verallgemeinernden Schluss zu:

5.15. Korollar. Die Ezistenz selbstihnlicher S*-, Intervall- und P-Fragmen-
tierungen ist sichergestellt. Zur Verteilung einer selbstihnlichen S*-, Intervall- oder
P-Fragmentierung mit Inder o € R korrespondieren ein Lévy-Maf und eine Ero-

stonsrate in kanonischer Weise.
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6. Weitere Untersuchungen

Der Nachweis, dass die die asymptotischen Frequenzen betreffenden For-
derungen (Regularitit, Stetigkeit in Wahrscheinlichkeit des assoziierten Prozesses
geordneter asymptotischer Frenquenzen) bei homogenen P-Fragmentierungen ent-
fallen konnen (Bemerkung 2.16 (d)), steht noch aus. Wir werden im Rahmen der
Analyse asymptotischer Frequenzen darauf zuriickkommen und das Resultat verifi-
zieren. Hauptsichlich wollen wir in diesem Abschnitt der Frage nachgehen, ob sich
die Verteilung des Prozesses asymptotischer Frequenzen eines Blockes, der ein ge-
wisses Element enthélt, durch die Parameter o, v und ¢ beschreiben liasst. Mit Hilfe
der Lévy-Khintchine-Formel fiir Subordinatoren kénnen wir eine positive Antwort
geben. Da Erosionsrate und Lévy-Mafs zusammen mit dem Selbstdhnlichkeitsindex
alle Verteilungseigenschaften der selbstdhnlichen Fragmentierungen erfassen und ih-
nen deshalb besondere Bedeutung zugesprochen werden muss, widmen wir uns ihnen
im Abschnitt 6.2 und stellen jeweils deren Einfluss auf den Prozess der asymptoti-
schen Frequenzen heraus. Beschlieken werden wir diese Arbeit mit einem einfachen
Beispiel. Hierbei werden einige der zentralen Resultate noch einmal zum Einsatz

kommen.

6.1. Asymptotische Frequenzen

Wie in Kapitel 4 beschrinken wir uns auch hier zunichst auf die Betrach-
tung einer homogenen P-Fragmentierung II(-) = (II(¢),¢ > 0) mit der natiirlichen
Filtration (F;);>o. II(-) habe die Parameter (v,c), d.h. das charakteristische Maf

My + He-

6.1. Bemerkung. Wir verzichten bei II(-) auf Eigenschaft (1) (Regulari-
tit) und (2) (Stetigkeit in Wahrscheinlichkeit des Prozesses A¥(I1(+))) aus Definition
2.14.

Wir wollen in diesem Abschnitt den Prozess untersuchen, der durch die
asymptotische Frequenz eines Blockes, der ein gewisses Element enthilt, beschrieben
wird. Wir wéhlen im Folgenden mit B () den ersten Block der Zufallspartition II(¢)
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fir ¢ > 0. Es seien

- 1

A (t) = limsup—|BiN{1,...,n}|,
n—oo T
el

M) = llrfrl)glf#Blﬂ{l,...,n}\

als dessen obere bzw. untere asymptotische Frequenz definiert. Falls A; () und A, (¢)

iibereinstimmen, existiert die asymptotische Frequenz A;(t) von Bi(t).

6.2. Bemerkungen. (a) Konstruiert man die P-Fragmentierung II(-) ge-
mék den Ausfiihrungen vor Definition 3.9 aus der Intervall-Fragmentierung F(-) =
Uze(o,1y fz(-); so entspricht nach Satz 3.10 die Betrachtung des Prozesses
(A (t),t > 0) der von |Iy,(+)| = (|Iy,(t)],t > 0), wobei U; eine von F(-) unab-
héngige R(0, 1)-verteilte Zuvallsvariable bezeichnet.

(b) Fiir festes t > 0, A*(II(t)) =: (AT(TI(t)), A3(I1(¢)),...) und AL(TI(t)) :=
1= Af(H(t)) gilt

Mi(t) = Livan Ay (I1(1)),
wobei N eine Ny-wertige Zufallsvariable sei, deren bedingte Verteilungen gegeben
werden durch

P(N =k | A4(II(1)) = AL(TI(2))
fir k € N().

Unser Ziel ist es, mit Hilfe der Parameter v und c¢ die Verteilung des
stochastischen Prozesses A1(-) = (A1(t),t > 0) festzulegen. Dabei ist aufgrund von
Bemerkung 6.1 auch die Klarung der Existenz erforderlich. Fiir die Analyse des
Prozesses gehen wir kurz auf die Theorie der sogenannten Subordinatoren ein. Wir

orientieren uns dabei an [Ber2].

6.3. Definition. Sei (2,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum mit einer rechts-
seitig stetigen, vollstidndigen Filtration (F;);>o. Ein (F;);>o-adaptierter stochasti-
scher Prozess X (-) = (X(¢),t > 0) auf (Q,2 P) mit Werten in [0, c0] wird als
Subordinator bezeichnet, falls er folgende Eigenschaften besitzt:

(1) X(0) = 0 fast sicher.
(2) X(-) ist ein monoton wachsender Prozess.

(3) X (-) hat stochastisch unabhéngige und zeitlich homogene Zuwéchse auf [0, &)
mit & := inf{t > 0 : X(t) = oo}, d.h. fiir s,¢ > 0 ist X (¢ + s) — X (¢) bedingt
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unter {t < £} stochastisch unabhéngig von F;, und es gilt X (¢ + s) — X (¢) L
X(s).
(4) X (-) besitzt fast sicher rechtsseitig stetige Pfade.

Subordinatoren sind spezielle Lévy-Prozesse, ndmlich solche mit monoton
wachsenden Pfaden und Zustandsraum [0, oo]. Ein Beispiel fiir einen Subordina-
tor ist (7(t),¢t > 0) mit 7(¢) := inf{s > 0 : By > t} fiir eine Brownsche Bewegung
(B, t > 0).

6.4. Bemerkungen. (a) X(-) ist ein cadlag-Prozess gemék der Eigenschaf-
ten (2) und (4).

(b) Die Eigenschaften (3) und (4) bedingen die Giiltigkeit der starken Markov-
Eigenschaft.

(c) Die Eigenschaften (1) und (3) implizieren, dass die ¢-Schritt-Ubergangsker-
ne durch die eindimensionalen Randverteilungen fixiert sind. Die Nicht-Negativitit
des Prozesses garantiert die Existenz der Laplace-Transformierten zu jedem Zeit-
punkt. Die Verteilung eines Subordinators wird also festgelegt durch die Laplace-

Transformierten der eindimensionalen Randverteilungen.

Die Laplace-Transformierte zum Zeitpunkt ¢ > 0 lasst sich folgendermafen
darstellen:
E(exp(—AX(t)) = exp(—t®(})), A >0,
wobei die Abbildung & : [0, 00) — (0, 00) Laplace-Ezponent von X (-) genannt wird.
Der Laplace-Exponent legt die Verteilung eines Subordinators eindeutig fest. Ein
wichtiges Ergebnis in diesem Zusammenhang ist die Lévy-Khintchine-Formel fiir

Subordinatoren.

6.5. Satz (Lévy-Khintchine-Formel). (a) Sei ® Laplace-Exponent ei-
nes Subordinators X(-) = (X(¢),t > 0). Dann ezistiert ein eindeutig bestimm-
tes Paar (k,d), k,d > 0, und ein eindeutig bestimmtes Mafi L auf (0,00) mit
J(IAz) L(dz) < oo, so dass fir alle X\ > 0 gilt:

B(\) = k+d\+ / (1= ) L(da). (33)
(0,00)
(b) Jede Abbildung von [0,00) nach (0,00), die die Gestalt (33) besitzt, ist

Laplace-Exponent eines Subordinators.
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BEWEIS: Siehe |Ber2|, S. 7f.

k heift Killing-Rate, d Drift-Koeffizient und L Lévy-Maff von X (-). Diese
kurze Darstellung soll fiir unsere Zwecke geniigen. Wir stellen nun das Hauptresul-

tat dieses Abschnittes vor.

6.6. Theorem. Gegeben eine homogene P-Fragmentierung I1(-) = (By(-),
By(+),...) gemdf Bemerkung 6.1, gilt:
(a) Mit Wahrscheinlichkeit 1 existiert fir alle t > 0 die asymptotische Frequenz
A1 (t) des Blockes By (t).
(b) Der Prozess (—log(Ai(t)),t > 0) mit —log(0) := oo ist ein (Fi)i>o-Subordina-
tor. Der Drift-Koeffizient d wird durch die Erosionsrate c, die Killing-Rate k

durch
k= c+/(1 —Zsj) v(ds)

S J=1

und das Lévy-Maf L durch

L(dx) = e‘””Zy(—log sj € dz), x € (0,00),

Jj=1

gegeben.

Zum Beweis von Theorem 6.5 fiigen wir drei Lemmata ein. Zunéchst halten

wir aber fest:

6.7. Bemerkungen. (a) Fiir festes, aber beliebiges ¢ > 0 ist II(¢) eine

austauschbare Zufallspartition, und damit gilt nach Satz 3.5

A (1) = Ai(t) = M\i(t) fast sicher,

d.h. A (t) ist eine wohldefinierte Zufallsvariable.
(b) Wegen der Verfeinerungseigenschaft von II(-) existiert eine Nullmenge
N € 2, so dass fiir w € N° und s,t € Q gilt

M (t)(w) < A\i(s)(w), falls s <t.

(c) Wegen der Verfeinerungseigenschaft von II(-) existiert eine Nullmenge
N € 2, so dass fiir w € N¢ und s,¢ > 0 gilt

M) (w) < A(s)(w) sowie
M) (w) < N(s)w), fallss < t.
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Wir geben jetzt eine elementare Formel fiir die Momente der asymptotischen

Frequenzen an.

6.8. Lemma. Fiir jedest >0 und k € N gilt

EA (1) = exp d —t | c(k+1) + / 1= sk w(ds)
n=1

S*
BEWEIS: Sei k£ € N und ¢t > 0 fest, aber beliebig. Wir behaupten
E); (t)F = P([j () ist trivial). (34)

Wir benutzen die Darstellung

—J:%znzl&

Wegen der (fast sicheren) absoluten Konvergenz gilt

k
M) = lim ﬁ<2131 (7 >

.1 : :
= lim —kk! Z 1B, (i1) - - 1,1 (ix)

n—oo 1, ) .
2<41<...<ix <N

1 . :
+ lim —(k —1)! Z 1B,()(71) - - - 1Bty (k)

n—oo T,
1=01<22<...<1,<n

1 ) .
+lim — (k=10 > g(in). . Lew (i)

1<i1<..<tp—1<n
+...

1 ) :
+ lim —2' Z lBl(t)(h)lBl(t)(h)

n—00 n —
1<i1<2<n

+ lim —1' Z ]-Bl(t 21)

n—oo n
1<Z1 <n

.1 : .
= lim —k! Z 1,5 (t1) - - 1y (ik)-

2<41<... < <N

Die Austauschbarkeit von II(-) garantiert gemaf Korollar 3.6 (c)

P(iy € Bi(t),...,ix € B1(t)) =P(2 € Bi(t),...,k+1€ By(t))
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fiir 2 < 14; < ... < 1 < 00. Insgesamt erhalten wir dann mit dem Satz von der

majorisierten Konvergenz
1 *
ko — .
EA () = E(yllggonz;lm(t)(]))
J:

. 1 . )
= nll)l'{.loE (ﬁk' Z ]-B1(t) (Zl) e 131(t) (2k))

2<i1<...<p<n

1 . .
= lim —k! Y P(iy €Bi(t),...,i € Bi(t))

2<1<...<ix<n

1
= Jlim —k! Y PReBit),....k+1€ Bi(t))
2<81<.. <1, <n

= P(2 € By(t),...,k+1€ By(t))
= P(Ig41(2) ist trivial)

und damit die Gleichung (34).

((A¢, kt),t > 0) bezeichne den Poisson-Punkt-Prozess, der in Abschnitt 4.1 zur
Konstruktion von II(-) eingesetzt wurde, d.h. ((Ay, k), ¢ > 0) besitzt die Intensitét
k®mn mit K := p, + i und 7 als dem Zahlma® auf N. Wir schreiben (A,El), t > 0) fiir
die Einschréankung von ((Ay4, k;),t > 0) auf P x {1}. (Agl),t > () ist also ein Poisson-
Punkt-Prozess auf P mit Intensitit x. Es besteht gemif Konstruktionsalgorithmus
aus Abschnitt 4.1 die Beziehung:

1 (2) ist trivial < Al ¢ P | fiir alle s € [0, ¢].
Dies liefert

P(ITj,1 (t) ist trivial) = NP&+1(2)({0})
= Poi(k(Pg11)t)({0})
= exp(—£(Pg1)t),

wobei N7&+1(-) den zu (Agl),t > 0) gehorigen Zahlprozess bezeichnet. Aus
£(Pry1) = te(Pesa) + o (Pryy)

= clk+1)+ / 1— Zsfﬁl v(ds)
S* n=1

folgt schlieflich mit der Gleichung (34) die Behauptung. O
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A1(t) nimmt fiir jedes ¢ > 0 Werte in [0,1] an. Geméf Bemerkung 6.7 ist
folglich (7(t),t > 0) mit

1
= lim 1
(0= i, (5.

ein wohldefinierter rechtsseitig stetiger und monoton wachsender Prozess mit Wer-

ten in [0, 00].
6.9. Lemma. 7(-) ist ein (F;)i>o-Subordinator.

BEWEIS: Die rechtsseitige Stetigkeit der Filtration (F;)i>o (Lemma 2.22)
impliziert, dass 7(-) diesbeziiglich adaptiert ist. Nach Lemma 6.8 gilt EA;(¢) — 1
fir @ > t | 0. Fiir beliebiges ¢ > 0 folgt dann wegen 0 < A(-) < 1 mit der
Markov-Ungleichung

P () — 1] > ) < %]E\Al(t) = %]E(l ~ () = 0

fiir @ ¢} 0, d.h. A;(¢) konvergiert in Wahrscheinlichkeit gegen 1 fiir @ > ¢ | 0. Mit
Bemerkung 6.7 (b) resultiert daraus offensichtlich A () — 1 fast sicher fir @ 3 ¢ | 0,
also 7(0) = 0 fast sicher. An spéterer Stelle werden wir die mit Bemerkung 6.7 (c)
hier ableitbare Gleichung

P (%ﬁl (t) = 13%1 A (1) = 1) =1 (35)

wieder aufgreifen.
Zum Nachweis der Eigenschaft (3) von Subordinatoren nutzen wir die Frag-
mentierungs- und Skalierungseigenschaft von II(-) geméf Bemerkung 2.16 (a). Wir

erhalten fiir s,t > 0 die Darstellung
Mt +5) = M(B)A](s),

wobei sich | (-) auf eine Kopie von II(-) bezieht, die stochastisch unabhéngig von
F; ist. Damit gilt

4

T(t+s) — 7(t) £ —log N, (s) < 7(s)

und 7(t + s) — 7(t) ist stochastisch unabhingig von F;. O
Bislang ist noch ungeklirt, ob die asymptotische Frequenz gleichzeitig fiir

alle Zeitpunkte fast sicher existiert. Das anschlieffende Lemma widmet sich dieser

Frage.
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6.10. Lemma. Mit Wahrscheinlichkeit 1 existiert fiir alle t > 0 die asympto-
tische Frequenz des Blockes Bi(t). Es gilt A(-) = exp(—7(-)) fast sicher.

BEWEIS: Nach Bemerkung 6.7 (b) gilt mit Ausnahme einer Nullmenge N € 2
fiir jedes t > 0

lim Ay () < A (2)

exp(=7 (1) = lim

sowie

. . AN o .
Xi(t) < inf Tim \u(¥) = exp(—7(t-))

Damit erhalten wir fiir w € N¢
A () (w) = M) (W) = Xi(t) (W) (36)

und A (t)(w) = exp(—7(t)(w)), falls s — 7(s)(w) in ¢ stetig ist.
Es bleiben die Unstetigkeitsstellen von 7(-) zu iiberpriifen. Wir definieren fiir
k€ Nunde>0

T(k,e) :==inf{t > T(k—1,¢): 7(t) € (7(t—) + €, 0]}

mit 7(0,€) := 0. Da (F,)>0 rechtsseitig stetig ist, folgt mit Bemerkung 6.4 (a),
dass T'(k,€) eine (F;);>o-Stoppzeit ist (vergleiche wiederum [Irle|, S. 118f). T'(k, €)
ist der Zeitpunkt, zu dem 7(-) den k-ten Sprung grofer als e vollzieht. Wir setzen
ohne Beschriankung der Allgemeinheit T'(k, €) < oo voraus. Den P-wertigen Prozess
II'(-) = (IT'(t),t > 0) legen wir fest fiir ¢ > 0 durch

H(T(k, 6) + t)Bl(T(k,e)) = Hl(t) o B; (T(k, 6))

Die starke Markov-Eigenschaft und die Fragmentierungs- und Skalierungseigenschaft
von II(-) (siche Bemerkung 2.16 (a)) implizieren, dass II'(-) eine homogene P-
Fragmentierung ist. Bezeichnen wir mit X () und A} (-) die obere bzw. untere asym-

ptotische Frequenz des ersten Blockes von II'(-), so erhalten wir fiir jedes ¢ > 0

A (T(k, €)1 () < A (T(k, €) +t) < A (T(k, €))N1(t) (37)
und

M (T(k, €))Xi(t) < M(T(k, €) +1) < M(T(k, €))X1(t). (38)
GeméR der Gleichung (35) aus dem Beweis von Lemma 6.10 folgt mit (37)

ltifglgl (T'(k,e) +1t) = A (T(k,e)) fast sicher (39)
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und mit (38)

m A (T(k,€) +t) = A (T (k,€)) fast sicher. (40)

t10

Da 7(-) nach Definition pfadweise fast sicher hichstens abziahlbar viele Unstetig-
keitsstellen besitzt, konnen wir mit Hilfe der rechtsseitigen Stetigkeit von 7(-) aus
den Gleichungen (36), (39) und (40) schliefen

M (T(k,€)) = M\ (T(k,€)) = exp(—7(T(k,€))) fast sicher.

Diese Identitéit ist mit Ausnahme einer Nullmenge gleichzeitig fiir alle £ € N und
e € {2,n € N} erfiillt und damit fiir alle Unstetigkeitsstellen von 7(-). O

Wir fiihren jetzt den Beweis von Theorem 6.6 zu Ende.

BEWEIS VON THEOREM 6.6: Teil (a) ist mit Lemma 6.10 gezeigt. Aus
Lemma 6.9 und Lemma 6.10 folgt ferner, dass 7(:) = (—log Ai(t),t > 0) ein (F;)i>0-
Subordinator ist. Es miissen noch die Spezifikationen des Drift-Koeffizienten, der
Killing-Rate und des Lévy-Mafes nachvollzogen werden. Geméf Lemma 6.8 gilt fiir
alleqg € N

Eexp(—qr(t)) = EX\ (t)? =exp —t | c(qg+ 1) + / 1— Z sttt y(ds)

Um den letzten Term in der Gestalt der Lévy-Khintchine-Formel aufzubereiten,

setzen wir d :=c¢ > 0,

k::c+/1—Zsj v(ds) >0 (41)
S* Jj=1

und L(dz) :=e* Zl/(— log s; € dz) fiir € (0, 00).

Jj=1

Wir priifen

/(1/\:16) L(dz) = /(1/\3:) L(dz) + / (1A2) L(dz) < oo

(0,00) (i),log 2)
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nach. Es gilt wegen s; < % fir > 2

und

o0

A = / (IAz)e™ ZV(—logsj € dx)

(0,l0g 2) =t

= / (1Az)e™® v(—logs; € dx)

(0,log 2)

< /(—logsl)sll(;,l)(sl) v(ds)
S*

< /1—51 v(ds) < oo
S*

Ay = / (IAnz)e ™ Zl/(—logsjedx)
j=1

[log 2,00)
< /Zl 1(s5)s5 v(ds)
S* j=1
< 2/1—51 v(ds) < 0o
S*

Der Laplace-Exponent ® von 7(-) wird dann fiir ¢ € N gegeben durch

®(q)

+/1—§s§+1 v(ds)

o0

c(g+1) +/1—ZS]VCZ8 /Zl—s s; v(ds)

oo

/1—23] (ds) + cq+ /(l—e_qw - Zu—logsjedm)

Sx J= 1
(¢+1) +/1 ZSJ v(ds) —1—2/
7=l 7=110,00]
(0,00)
k+ dq+ / 1—e % L(dzx).
(0,00)

Wir erhalten insgesamt

Eexp(—q7(t)) = exp(—t®(q)),
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mit B(r) = k + dr + / | — e L(dz), 7€ (0,00). (44)

(0,00)
Nach dem Satz von Stone-Weierstrass (siehe dazu Anhang im Anschluss an
dieses Kapitel) ldsst sich x — exp(—rz), r > 0, gleichméfig approximieren durch
Linearkombinationen der Abbildungen x +— exp(—gz) mit ¢ € N, d.h. es existiert

eine Folge (ax)g>1 reeller Zahlen, so dass w +— exp(—r7(t)(w)) approximiert wird
durch

w Z a exp(—kT(t)(w)).

k>1
Es folgt mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz
Eexp(—rr EZ ar exp(—kr(t Z ay exp(—t®(k)).
k>1 k>1
Also wird durch die Gleichung (43) die Verteilung von 7(-) eindeutig festgelegt. Ge-
méif Satz 6.4 (b) existiert ein (eindeutig bestimmter) Subordinator mit dem Laplace-
Exponenten ® aus der Gleichung (44). Damit ist ® der Laplace-Exponent von 7(-)

fiir alle r € (0,00), und der Beweis ist abgeschlossen. O

6.11. Bemerkungen. (a) Der Laplace-Exponent ® bzw. die Verteilung
des Prozesses (—log(A1(t)),t > 0) determiniert im Allgemeinen nicht die Verteilung
von I1(-) bzw. A+(II(-)), wie folgendes Beispiel verdeutlicht: Gegeben zwei homogene
P-Fragmentierungen IV (-) und I1®)(-) mit Parametern (v;,0) bzw. (4, 0), wobei

5
v (ds) = —5 0,.)(ds) + 5(_ 111114 4(ds),

6’6’6’6’6’6”
1 1
vp(ds) = 55( ,0,...)(d5)+§5( 0,.)(ds),

7%7%7 b
stimmen deren Laplace-Exponenten iiberein, obwohl T (-) und T1?)(-) verschiedene

Ccl*-‘
Ccl*—‘
Ccl*—‘

Wl

1
3

o=
ol
ol

Verteilungen haben. Es gilt ndmlich geméf der Gleichung (42)
+1 ( d S)

®.(r) = c(r+1)+/1— s

S

)
SERTO

1 r+1
5

Ebenso folgt



d.h. @4 (r) = Do(r).

(b) Gemé&R der Gleichung (41) wird die Killing-Rate durch zwei Phinomene
bestimmt. Zum einen ist die Erosionsrate als Rate der kontinuierlichen Zerlegung
entscheidend. Zum anderen miissen wir den Term k' = [, 1 — >_i>18; v(ds) in
Betracht ziehen. Fiir ein s € S* mit 1 — .5, s; := sp > 0 hat die Familie der
Einelement-Blocke einer austauschbaren Zufallspartition mit Verteilung u fast si-
cher die asymptotische Frequenz sy. Also gibt £’ die Rate an, mit der ein gegebenes
Element durch einen abrupten, d.h. durch u, bewirkten Zerfall des betreffenden
Blockes in unendlich viele Einelement-Blécke vom Block separiert wird.

(c) Nach einem Ergebnis fiir Subordinatoren (vergleiche z.B. [Ber2|, S. 7) gilt
C:=inf{t > 0:7(t) = co} < Exp(k).

Fiir £ > 0 ist damit fast sicher nach endlicher Zeit ¢ > 0 die asymptotische Frequenz
A1(t) gleich 0. Der Fall £ = 0 liegt vor, falls ¢ = 0 und v (Zi21 si < 1) = 0. Hier gilt
P(( =o0) = 1.

In Kapitel 4 und 5 haben wir Ergebnisse prisentiert, die vorausgesetzt ha-
ben, dass bei homogenen P-Fragmentierungen auf die Bedingungen (1) und (2) aus
Definition 2.14 verzichtet werden kann. An dieser Stelle wollen wir mit Hilfe des

Theorems 6.6 diese Liicke schlielen.

6.12. Korollar. Fine homogene P-Fragmentierung 11(-) gemdfl Bemerkung
6.1 ist automatisch requlir, und der Prozess (A*(I1(t)),t > 0) ist stetig in Wahr-
scheinlichkeit, d.h. die Forderung der Figenschaften (1) und (2) aus Definition 2.14

ist fiir homogene P-Fragmentierungen redundant.

BEWEIS: Nach Theorem 6.6 (a) existiert die asymptotische Frequenz von
By (t) fast sicher gleichzeitig fiir alle ¢ > 0. Aufgrund der Fragmentierungseigen-
schaft ist dies fiir simtliche Blocke von II(-) der Fall, d.h. II(-) ist regulr.

Wie in Abschnitt 3.3 bezeichne By(-) fiir jedes £ € N den Block von II(-), der
k als das kleinste Element enthdlt. Wegen der Verfeinerungseigenschaft von II(-) ist
t — A (t) monoton fallend fiir ¢ > ¢; := inf{s > 0 : Bi(t) # 0}. Da

P(By(t—) # Bi(t+)) =0

fiir jedes t > 0 geméf Bemerkung 2.18 und A\ (¢) = 0 fiir ¢ < ¢, ist Agx(-) insgesamt
stetig in Wahrscheinlichkeit fiir jedes & € N. Bemerkung 2.1 (b) impliziert darauthin
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die Stetigkeit in Wahrscheinlichkeit fiir A¥(II(-)). O

Die Betrachtung hat sich in diesem Abschnitt bislang auf homogene P-Frag-
mentierungen beschrankt. Der Schliissel zu einem entsprechenden Resultat fiir
selbstahnliche P-Fragmentierungen mit beliebigem Index « ist die in Abschnitt 5.3

vorgestellte Indextransformation.

6.13. Korollar. Sei II(-) eine selbstihnliche P-Fragmentierung mit Pa-
rametern (o, v,c) und &(+) = (&,t > 0) ein Subordinator mit Laplace-Exponent

® : [0,00) = (0,00), gegeben durch

O(q) :==c(qg+1)+ / 1-— ngﬂ v(ds).

Setzen wir

p(t) :==inf<u>0: /1{§,<oo} exp(aé,) dr >t
0

und Zy := exp(—&pw)) fir t > 0 (mit der Konvention Z; = 0, falls p(t) = o), so
haben (Z;,t > 0) und (A(t),t > 0) dieselbe Verteilung.

BEWEIS: Es sei (Aﬁ‘“) (t),t > 0) der Prozess der asymptotischen Frequen-
zen des ersten Blockes von I1(-®)(-). Gemi Theorem 5.14 und Theorem 6.6 gilt

(&,t > 0) £ (—log AT (¢),t > 0).

Wir erhalten weiter nach Theorem 5.14

Uu

exp(—&p)) = )\g_a) inf{u>0-: /1{)\5&)(7,»0} exp(—alog/\g_a)(r)) dr > -
0
= )90
= )‘1(')’
d.h. die Behauptung. g

6.14. Bemerkung. Bei dem Prozess (%(t),t > 0) handelt es sich geméfs
der von Lamperti |La] eingefiihrten Terminologie um einen monoton wachsenden

selbstahnlichen bzw. semi-stabilen Markov-Prozess mit Index é und Startwert 1 fiir
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a > 0. Fiir [ > 0 haben (l*,t > 0) unter P, und ( L_t> 0) unter Py, die-

Ar(l—t) (b))’
selbe Verteilung. Dabei bezeichnet P, fiir x > 0 die Verteilung von bedingt

1
unter MOR x.

1
,\1(.)5

Wir notieren, dass der erste Augenblick, zu dem die Masse des betrachte-

ten Fragments verschwunden ist,
¢:=inf{t > 0: A\ (¢t) =0},

offenbar dieselbe Verteilung hat wie das sogenannte Exponentialfunktional
¢ = /exp(a{:(r)) dr,
0

das u.a. von Carmona, Petit und Yor (|Ca]) genauer untersucht wurde. Wir be-

schrianken uns auf folgendes Ergebnis, das auf Haas (|Hal) zuriickgeht.

6.15. Proposition. FEs gilt P(( = oo) = 0 oder 1, d.h. das betrachtete
Fragment verschwindet entweder fast sicher nach endlicher Zeit oder hat fiir endli-

che Zeiten fast sicher Masse > 0.

BEWEIS: Eine Folge Xy = (X, )n>1 identisch verteilter stochastisch unab-
héngiger Zufallsvariablen sei definiert durch X,, := (£(n+t) — £(n))o<i<:1 fiir jedes
n > 1. Es ist klar, dass (' als Funktion der Zufallsvariablen X,, n > 1, ausgedriickt
werden kann, etwa (' = f(X1, Xs,...). Da

{¢' =0} = /exp(aﬁ(r)) dr = oo
fiir alle n > 1 erfiillt ist, erhalten wir

{f (Xoqy) = oo} = {f(Xn) = oo}

fiir jede endliche Permutation ¢ : N — N, d.h. {¢’ = oo} ist invariant unter end-
lichen Permutationen der Zufallsvariablen X,, n > 1. Mit dem 0-1-Gesetz von He-
witt/Savage (siehe z.B. [Alsl], S. 162ff) folgt die Behauptung. O

In den Arbeiten [Be|, [Ber5] und [Ha] finden sich detaillierte Ausarbeitungen

iiber das asymptotische Verhalten des Prozesses A (). Hierbei werden insbesondere
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die Falle ,k = 0%, k > 0% sowie ,a < 0% ,a = 0“ und ,,a > 0“ mit k£ als Killing-

Rate und « als Selbstahnlichkeitsindex unterschieden.

6.2 Anmerkungen zur Erosionsrate
und dem Lévy-Mals

Erosionsrate und Lévy-Maf bestimmen die Verteilung einer homogenen Frag-
mentierung. Die Erosionsrate steht fiir die stetige, schleichende Zerlegung, wie wir

bereits in Abschnitt 4.2 erwdhnt haben. Wir wollen dies nun prézisieren.

6.16. Proposition. Gegeben homogene P-Fragmentierungen I1(-) und I1()

mit den Parametern (v,c) bzw. (v,0), gilt

(AH(IL(t)), ¢ > 0) £ (e *'AM(IL(2)), ¢ > 0).

BEWEIS: Wir betrachten zunachst eine von H() stochastisch unabhéingige

homogene P-Fragmentierung I1(-) = (II(),# > 0) mit den Parametern (0,¢) und
behaupten

AMTI(-)) = (€7¢,0,...) fast sicher. (45)

Es bezeichne ((A4,k:),t > 0) einen Poisson-Punkt-Prozess mit Intensitét
te ®1, der in diesem Fall gemifs der Bemerkung 4.6 (¢) zur Konstruktion der homo-
genen P-Fragmentierung H() eingesetzt werde. Fiir eine beliebige Sprungzeit ¢ > 0

des Poisson-Punkt-Prozesses gilt
Ay € {e, :n € N}

Wie in Abschnitt 4.2 sei dabei ¢, := [N\ {n},{n},0,...] fir alle n € N. Falls
der ki-te Block von II(f) mehr als ein Element enthélt, wird demnach genau ein
Element abgespalten, andernfalls findet keine Zerlegung statt, d.h. es existiert genau
ein Block zum Zeitpunkt £, der mehr als ein Element enthilt. Wir bezeichnen ihn
mit B(t). Wir kénnen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass dieser

Block die 1 enthilt. Fokussieren wir uns auf den Prozess II,(-) fiir ein n > 2,
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so sind bei der Konstruktion lediglich die Sprungzeiten ¢ > 0 des Poisson-Punkt-
Prozesses zu beriicksichtigen, fiir die k; = 1 und Ay € {e,...,€,} gilt. Wegen
te @ n({er, ..., en} X {1}) < oo hat dieser eingeschrinkte Punkt-Prozess diskrete

Sprungzeiten. Die Zufallsvariablen
Zi:=inf{s>0:ks=1und Ay, =¢}, 1<i<n,

die die Wartezeit bis zum Ausschluss des i-ten Elements angeben, sind gemaifs der
Eigenschaften von Poisson-Punkt-Prozessen stochastisch unabhingig, und es gilt
Z; gEXp(c) fir 1 <4 < n. Fiir die Anzahl Y, (¢) der bis zum Zeitpunkt ¢ > 0

ausgeschlossenen Elemente ergibt sich damit
Y, £ Bin(n, 1 — ™).
Mit dem starken Gesetz der grofen Zahlen folgt

1
—Y,(t) =3 1 —e* fast sicher,
n

d.h.
A(B(t)) = e ' fast sicher

fiir alle ¢ > 0. Also gilt
AYII(t)) = (e7*,0,...) fast sicher

gleichzeitig fiir alle t € QT und aufgrund der Monotonie lasst sich daraus Gleichung

(45) schlieken.
Als Nichstes verifizieren wir die Verteilungsgleichheit von II(-) und IT N II(-),
wobei TN H(t) fiir t > 0 und 4, 7 € N durch die Aquivalenzrelation

iRV e W) und W )

definiert werde. Offenbar ist II N H(t) fiir jedes ¢t > 0 eine austauschbare Zufallspar-
tition. Mit Lemma 2.15 folgt leicht, dass es sich bei I N II(-) um eine homogene
P-Fragmentierung handelt. Sei n > 2 fest, aber beliebig. Aus

Ty(n) :==inf{t > 0:1I(t) € P!} und Ti(n) < Exp(u,(Py))

sowie

Ty(n) :=inf{t > 0:11(t) € P*} und Ty(n) < Exp(u(P?))
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ergibt sich
Ty(n) A Ty(n) = inf{t > 0 : [I(t) N TI(t) € P}
und
Ti(n) ATa(n) < Bxp((pe + 1) (Py))-

Fiir eine nicht-triviale Partition 7, von {1,...,n} gilt dann gem&f Satz 4.2

11, N I1,(Ty (n) A Tg(n)) =)

Ti(n)) = m,|Ti(n) < To(n))P(T1(n) < Ta(n)) +
n)) = mn|Ta(n) < T1(n))P(T2(n) < Ti(n))

{TeP:T,=m})P(Ti(n) < Tr(n)) +

{LeP:T, =m})P(T2(n) < Ti(n))

&

o3
OO
=
o
/N L~

G (P
= (P Ty m) R s
1 — NC(P*)
pepy e (L € P bn = ml) e

= E(Ti(n) ATo(n)) (1 + pe) ({T € P : Ty = 7, }).

Somit ist 11, 4 1, nach Satz 4.2 das charakteristische Ma® von ITNTI(-), d.h. TINTI(-)
hat die Parameter (v, c¢) und demnach dieselbe Verteilung wie II(-).

Wegen der stochastischen Unabhéingigkeit von II(-) und II(-) gilt gem#$ der
Gleichung (45)

AY(TTNTI)(2)) = e *AY(T1(t)) fast sicher

gleichzeitig fiir alle ¢ > 0, so dass
(AHTI()), £ > 0) £ (e~ {(AH(T1(2)), ¢ > 0)

folgt. 0

Die Erosionsrate c¢, also die Rate, mit der ein einzelnes Element von ih-
rem Block getrennt wird, fiihrt - wie gezeigt - zu einer stindigen Reduktion der
asymptotischen Frequenzen, falls ¢ > 0. Fiir eine homogene P-Fragmentierung
(TI(¢t),t > 0) = ((B1(t), B2(t),-..),t > 0) mit den Parametern (v, c) gilt ferner

Z AY(Bi(t)) < e7*  fast sicher

k>1

fiir alle t > 0. Fiir nichthomogene P-Fragmentierungen halten wir folgendes Resultat
fest:
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6.17. Korollar. Gegeben eine selbstihnliche P-Fragmentierung I1(-) mit den
Parametern (o, 0,c¢) und o # 0, gilt

Ai(H(t)):{((1+tca)_;’0"") : falls 14+ tea > 0

(0,0,...) sonst

fast sicher fiir allet > 0

BEWEIS: Wir wenden die Gleichung (45) auf IIC®)(-) an und fiihren an-
schliefend die Zeittransformation aus Abschnitt 5.3 durch. O

Wir widmen uns jetzt dem Lévy-Mak und betrachten dafiir eine selbstdhnliche
P-Fragmentierung II(-) mit den Parametern («, v,0). Es sei Z(-) = (Z(¢),t > 0) ein

Punkt-Prozess mit Werten in S*, definiert durch

(t) L (1, 0, o ) . falls )\1 (t) = Al(t—)
s ¢ falls AY(II(¢) g, 1—)) = Mi(t—)s; fiir ein s, € S* .

6.18. Proposition. Die Intensitit des Punkt-Prozesses =(-) wird gegeben
durch

1{)\1(t_)>0})\1(t—)a1/(d8)d'/}

firs € S* undt > 0.

BEWEIS: Sei zunédchst a = 0 angenommen. Wir greifen auf den Poisson-
Punkt-Prozess ((A¢, k), > 0) mit Intensitit v ® ) zuriick, der geméf Abschnitt 4.1
zur Konstruktion von II(-) verwendet werden kann. Es sei A () = (A ¢ > 0) die
Einschriankung auf P x {1} und D(:) = (D;,t > 0) der Poisson-Punkt-Prozess mit
D, := A¢(A§1)). D(-) hat demnach das charakteristische Ma® v. Falls A®(.) und

damit auch D(-) zum Zeitpunkt ¢ > 0 einen Punkt annehmen, hat
0(t) -y = Ayo Bi(t—) und  AY(II(t)p, ) = DeAi(t—)

Giiltigkeit. Solange A;(t—) > 0 fiir ¢ > 0 gilt, nimmt D(-) in Stetigkeitsstellen von
(M(s),s < t) keinen Punkt an, d.h. wir erhalten =, = D, fiir A\;(t—) > 0. Die
Behauptung fiir a = 0 ist hiermit gezeigt.

Fiir den Fall o # 0 betrachten wir die homogene P-Fragmentierung I1(-%)(-) =
(T ), t > 0) mit AUY() = (A(TT?(1)),¢ > 0). Die Behauptung folgt nun
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sofort aus dem Ergebnis fiir homogene P-Fragmentierungen, wenn wir
t
A (t) = A0 / A(s)* ds |, falls A (t—) > 0,
0
beriicksichtigen (vergleiche z.B. [Co], S. 48). O

Die Bedeutung der Erosionsrate und des Lévy-Mafses fiir selbstdhnliche Frag-
mentierungen manifestiert sich also insbesondere iiber deren Auswirkungen auf den
assoziierten Prozess der asymptotischen Frequenzen bzw. Intervalllingen (siehe Be-
merkung 6.2 (a)): Der permanenten stetigen Abnahme der asymptotischen Frequenz
oder Intervalllinge steht die abrupte unstetige Reduktion gegeniiber. Gemaf Ab-
schnitt 3.2 bzw. Bemerkung 6.2 (b) sind diese beiden Phinomene auch fiir S*-
Fragmentierungen charakterisierend.

Zum Abschluss des theoretischen Teils dieser Arbeit wollen wir in Anlehnung
an [Mi], S. 10f, ein Resultat angeben, das noch einmal aufzeigt, wie sehr reglemen-

tiert die Verteilung einer selbstahnlichen P-Fragmentierung II(-) ist. Dabei sei an
T(n) :=inf{t > 0:1I(t) € P}

und p(n) := P"(T™) fiir n € N erinnert.

6.19. Proposition. Das charakteristische Maf§ k und damit auch das Lévy-
Map v einer selbstihnlichen P-Fragmentierung I1(-) mit unbekanntem Index o € R
werden durch die Folge (p(n),n > 2) von Verteilungen bis auf eine multiplikative

Konstante festgelegt.

BEWEIS: Fiir den Fall @ = 0 entnehmen wir dem Beweis von Satz 4.2 die

Gleichung
ET(n + 1)

ET'(n)

fiir alle n > 2 sowie die Tatsache, dass das charakteristische Maf von II(-) durch

= p(n+1)(P))

(ﬁp(n))n>2 fixiert wird. Dies ist ausreichend fiir den Nachweis der Behauptung
im homogenen Fall.

Sei jetzt @« # 0 und n > 2 fest, aber beliebig. Fiir die gemaf Theorem
5.14 homogene P-Fragmentierung 1% (.) = (H(Tt(fa)),t > 0) setzen wir T7'(n) :=

inf{t > 0: (=% (¢) € P*}. Es gilt

T =... =T (n) <T(n) fiir t <T'(n) < oco.
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Fiir ¢ > T'(n) haben wir offenbar T ® (i) > T(n), 1 < i < n. Mit der Stetigkeit

und der Monotonie von ¢ — T~ () fiir 1 < i < n folgt

TH () = T(n),

falls T},_(z))(z) < oo fiir jedes 1 <4 < n. Im Falle T}T(zg(z) =oo firein i € {1,...,n}
bildet {7} beziiglich II(-) zum Zeitpunkt 7'(n) einen Einelement-Block. Wir erhalten

insgesamt mit Bemerkung 2.21
(T (n)) = Wa(T(n)), (46)

und damit die Behauptung, indem wir auf das Resultat fiir den homogenen Fall
zuriickgreifen.
Nach Theorem 4.11 (b) ist mit x auch v = 1g.x*" bis auf eine multiplikative

Konstante festgelegt. O

6.20. Bemerkung. Proposition 6.19 lasst sich auch folgendermafen formu-
lieren: Gegeben zwei selbstihnliche P-Fragmentierungen II(-) und IT'(-) mit dem-
selben Index o € R und p(n) = p'(n) fir jedes n > 2, existiert ein r > 0 mit
ET(n) = rET"(n) fiir jedes n > 2. Dann haben (II(rt),¢ > 0) und (II'(t),t > 0)
dieselbe Verteilung.

6.3 Beispiel

Wie angekiindigt wollen wir diese Arbeit mit einem einfachen Beispiel fiir
eine selbstihnliche Fragmentierung beschliefen. Dabei soll die Aquivalenz der drei
Prozesstypen, die Fixierung der Verteilung durch ein Lévy-Mak und eine Erosions-
rate sowie die Verteilung des Prozesses der asymptotischen Frequenzen thematisch

behandelt werden. Wir beginnen mit der Vorstellung der

AUSGANGSSITUATION
Wir betrachten einen Stab der Lange 1, den wir mit dem Einheitsintervall [0, 1]
identifizieren. Es sei Uy, Us, ... eine Folge stochastisch unabhingiger identisch ver-
teilter Zufallsgroken mit Uy =< R(0,1). Ferner bezeichne Y (-) = (Y (¢),t > 0) einen

von (U;);en stochastisch unabhéngigen Poisson-Prozess mit Parameter 9 € (0, 00).
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Fir n = 1,2,... durchtrennen wir nun mit einem ,scharfen Messer” den Stab an
der Stelle U,, zum Zeitpunkt des n-ten Sprunges von Y(-). Anders formuliert heifit
dies: Nach jeweils Exp(1)-verteilten Wartezeiten teilen wir den Stab an einer zufillig
gewihlten Stelle und zwar unabhéngig von den vorherigen Teilungen.

Wir kénnten jetzt den Prozess der absteigend geordneten Lingen der Stabfrag-
mente im Zeitablauf betrachten, d.h. einen S¥-wertigen Fragmentierungsprozess. Wir
entscheiden uns aber fiir die von uns genauer untersuchte Darstellung als Intervall-

Fragmentierung und definieren den V-wertigen Prozess F(-) = (F(t),t > 0) durch

z€(0,1)

L) ::( max {U;:U; <z}, min {Ui:Uin}>

0<i<Y (1) —1<i<Y(t)
fir alle z € (0,1), wobei Uy := 0 und U_; := 1. F(-) ist also der Prozess, der die
Stabfragmente als offene Intervalle (C [0, 1]) wiedergibt.

NACHWEIS DER SELBSTAHNLICHKEIT

Wir behaupten, dass F(-) eine selbstihnliche Intervall-Fragmentierung mit
Index 1 ist.

Nach Definition gilt F'(0) = (0, 1). F(-) ist ein verfeinernder Prozess. Da Y ()
ein Prozess mit diskreten Sprungzeiten ist, liegt Stetigkeit in Wahrscheinlichkeit vor.
Die Unabhéngigkeitsannahmen gewéhrleisten auflerdem die unabhingige Zerlegung
der einzelnen Intervalle und die Giiltigkeit der Markov-Eigenschaft. Die zeitliche
Homogenitét ist eine Konsequenz der Gedéchtnislosigkeit der Exp(¥)-Verteilungen.

Es bleibt die Skalierungseigenschaft nachzuweisen. Wir greifen ein beliebiges
Intervall I(t) # @ der Intervallzerlegung von F(t), t > 0, heraus. Es sei F(-) eine
stochastisch unabhéngige Kopie von F(-). Wir miissen zeigen, dass gegeben F(t)

F(t+r)NI(t) L gra o F(II()|r) (47)

fiir r > 0 gilt. Beide Seiten der Gleichung (47) beschreiben Zerlegungen des In-
tervalls I(t) zum Zeitpunkt ¢ + r. Nach Definition werden demnach die beiden be-
dingten Verteilungen durch die Verteilung der Anzahl der Teilungen von I(t) wéh-
rend des Zeitraums [¢,t + r] und die Verteilung der entsprechenden Teilungspunkte
auf I(t) eindeutig festgelegt. Wir betrachten zunichst die linke Seite. Die Anzahl
Y := Y(t +r) — Y(t) der Spriinge von Y (-) wihrend des Zeitraums [t,¢ + r] ist
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Poi(dr)-verteilt. Wir definieren

Y (t+r)
Y=Y lweaw
i=Y (1)

=Y (

als die Anzahl der Teilungen im relevanten Zeitabschnitt. Es gilt

v

oy

Y =) e
=1

Wegen 1;y,er(1) L Bin(1, |I(t)|) fiir ¢ > 1 erhalten wir nach einem elementaren

Ergebnis aus der Wahrscheinlichkeitstheorie
Y £ Poi(dr|I(t))).

Gegeben U; € I(t) ist U; offensichtlich gleichverteilt auf I(t). Wenden wir uns der
rechten Seite zu, so beschreibt F(|I(t)|r) gerade die Situation nach Poi(r|I(t))-
verteilter Anzahl von Teilungen, die zuféllig auf (0,1) anfallen. Nach Anwendung
der affinen Abbildung gy« sind diese R(I(t))-verteilt. Damit stimmen auf linker
und rechter Seite die fixierenden Verteilungen iiberein, d.h. F(-) ist in summa eine

selbstdhnliche Intervall-Fragmentierung mit Index 1.

BESTIMMUNG DER PARAMETER
Wir wollen jetzt Lévy-Mak v und Erosionsrate ¢ von F'(-) ermitteln (siehe
dazu Abschnitt 4.2). Dafiir filhren wir die zu F(-) assoziierte P-Fragmentierung
[I(-) = Hp(-) = (IIp(t),t > 0) ein (siehe dazu Definition 3.9). Wir definieren

T :=inf{t > 0:II(t) € P*}

und wie gewohnt
T(n):=inf{t > 0:1I(t) € P;}

fiir jedes n > 2. GemiR Abschnitt 5.3 bezeichnet TI-")(-) die homogene P-Fragmen-
tierung mit denselben Parametern wie II(-), die wir durch die Zeittransformation
mittels der Frosts Tt(_l), t > 0, aus II(-) erhalten. Es sei k das charakteristische Maf
von (=Y (.) (siehe dazu Satz 4.2 und Definition 4.3) und

T'(n) := inf{t > 0: TV (t) € P*}
fiir n > 2. Wir zeigen nun

K(-) = == PIIT) € -). (48)

106



Nach Satz 4.2 gilt

1
ET"(n)

K(LEP:T,=m,) = P(MC(T' (n) = 7,), n> 2,

fiir jede nicht-triviale Partition 7, € P,. In diesem Fall haben wir T\ (i) = ¢ fiir

1 <i<nundt < T'(n). Wegen T(,_(il))

hieraus mit der Stetigkeit (Bemerkung 5.12) unmittelbar 7"(n) = T'(n) fast sicher.

(1) < oo fast sicher fir 1 < ¢ < n folgt

Aus T'(n) | T fast sicher fir n — oo konnen wir mit Hilfe des Satzes von der

monotonen Konvergenz
lim ET"(n) = ET

n—oo

schliefen. Geméaf der Gleichung (46) aus dem Beweis von Proposition 6.19 gilt
P(IL; V(T"(n)) € -) = P(ILa(T'(n)) € )

fiir jedes n > 2. Es sei jetzt n > 2 fest, aber beliebig. Wahlen wir A C P} und
definieren fiir 2 > 0
Crti = A{lni(T(n + i) € Anyil,

wobei
Apri=A{m, € Pp: L € Amit I';, = 7, },

so bildet C,,, Cp 1, . .. eine antitone Mengenfolge mit C,,4; | C = {II(T) € A} fiir
1 — 00. Die Stetigkeit von oben bei Mafen garantiert
P(I(T) € A) = lim P(I1,44(T'(n + 1)) € Apyi).
1—00
Ebenso kénnen wir

lim k(T € P : Ty € Apyi) = k(A)

1—00
folgern. Wir erhalten insgesamt

1

k(A) = BT

P(II(T) € A).

Wegen P 1 P* fiir n — oo ist damit die Gleichung (48) gezeigt.
Zum ersten Sprungzeitpunkt ist eine zufillige Teilung in zwei Intervalle, ein

sogenanntes bindres Splitting, zu beobachten, d.h.

1

P(I(T) € -) = 2//1'(:6,1;5,0,...)(') dz,

N[
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wobei p.y fiir die Paintbox-Verteilung steht (siche dazu Definition 3.3). Aus der
Gleichung (48) ergibt sich wegen ET = £

1

€)= 20 [ pas-sansl) do.

D=

II(-) hat also die Parameter (1,7,0), und v wird eindeutig festgelegt durch
v(s; € dx) = 201y yydw fiir o € [0,1] sowie v(s; +s2 < 1) = 0.

BERECHNUNG DES LAPLACE-EXPONENTEN
Abschlieflend wollen wir die Ergebnisse aus Abschnitt 6.1 anwenden. Es sei
A1(t) die asymptotische Frequenz des ersten Blockes von II(¢) fiir jedes ¢ > 0. A;(¢)
hat dieselbe Verteilung wie die Lénge des Intervalls Ix(¢) der Intervallzerlegung
von F'(t), wobei X eine von F'(-) stochastisch unabhéngige R(0, 1)-verteilte Zufalls-

variable bezeichnet. Setzen wir

u

p(t) :==inf S u>0: /1{)\1(r)>0})\1(7') dr >t ,
0
so ist £(+) = (£(¢),t > 0), definiert durch

§(t) == —log Ai(p(t)),
ein Subordinator gemaf Korollar 6.13. Die Killing-Rate £ und der Drift-Koeffizient
d von £(-) werden nach Theorem 6.6 gegeben durch

k=C+/1—ZSj v(ds)
S* Jj=1

bzw. d = ¢. Wir erhalten also ¥ = 0 und d = 0. Geméaf Bemerkung 6.11 (c) gilt
inf{t > 0: £(t) = oo} = oo fast sicher. Der Laplace-Exponent ® von £(-) berechnet
sich nach der Gleichung (42) fiir » > 0 zu

oo

O(r) = e(r+1) +/1 - ZS;TH v(ds)
= /1 — st — (1= s)"" w(ds)

Sx
1

= 2&/1—:5”1—(1—36)”1 dx

2
= 1-— )
19( 7’+2)
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Wihlen wir z.B. » = 1, erhalten wir fiir jedes t > 0
1
E|Ix (p(t))] = EX(p(t)) = exp(—tP(1)) = exp (—y?t) .

Wegen ®(2) = 19 gilt dann

Varh (p(t)) = exp (—%m) ~ exp (—%ﬁt)

fiir ¢ > 0, d.h. die Varianz steigt bis zum Zeitpunkt ¢t = %log (%) und strebt an-
schlieffend monoton fallend gegen 0. Nach anfangs steigender Ungewissheit iiber die
Lange eines zufillig ausgewdhlten Stabfragmentes verringert sich - wie erwartet -

die Schwankung im weiteren Zeitablauf.

Wir wollen nicht versdumen, auf ein weiteres interessantes Beispiel hinzu-
weisen. Miermont beschreibt, ausgehend von einem gewissen Typ des stetigen Zu-
fallbaumes, die Konstruktion einer selbstédhnlichen Fragmentierung (F(t),t > 0)
mit negativem Index. Vereinfachend gesagt, gibt F'(¢) dabei die Folge der Massen
der zusammenhéingenden Baumkomponenten an, die man erhilt, wenn man den
Baum unterhalb der Héhe ¢ abtrennt. Fiir eine ausfiihrliche Behandlung dieses Pro-
zesses verweisen wir auf die Arbeit [Mi], bei der im Anschluss an die Einfithrung
des geeigneten stetigen Zufallbaumes und der Fragmentierung der Nachweis der
Selbstdahnlichkeit und die Ermittlung des Dislokationsmafses im Vordergrund ste-

hen.
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6.4 Anhang

Die mogliche Approximation der Exponentialfunktionen im Beweis von Theo-
rem 6.6 ist Thema dieses kurzen Anhanges. Sie ist - wie wir sehen werden - eine

unmittelbare Folgerung aus dem ohne Beweis notierten Satz von Stone-Weierstrass.

6.21. Satz (Satz von Stone-Weierstrass). Sei T ein kompakter Raum
und A C C(T) eine Unteralgebra, d.h. in diesem Fall ein beziiglich Multiplikation
abgeschlossener Untervektorraum, mit den Eigenschaften:

(1) A enthdlt die konstanten Funktionen.
(2) A ist punktetrennend, d.h. zu s,t € T, s # t, existiert ein f € A mit f(s) #
f@®).

Dann ist A dicht in C(T) beziiglich || ||co-
BEWEIS: Siehe [We], S. 396f.

Wir betrachten D = {f € C([0,00)) : limy_ f(t) < oo}. Identifizieren
wir lim;_,o f(t) mit f(oco) und setzen T := [0, 00| als kompakten Raum, so gilt
D c C(T).

6.22. Korollar. Die Menge

A= {f €D:zxw— f(x)= Z ai exp(—kx), ax € ]R}
keNy
ist dicht in C(T) beziiglich || ||oo- Insbesondere ldsst sich eine Funktion g : [0,00) —

R, z — exp(—rz), r > 0 beliebig, durch Elemente aus A gleichmdfig approzimieren.

BEWEIS: Offensichtlich ist A C C(T) eine Unter-Algebra. Wihlen wir ¢y = ¢
fiir c € Rund a; = 0 fiir alle ¢ > 1, so gilt f = ¢, d.h. Bedingung (1) wird erfiillt. Die
Funktion f : [0,00) = R, x — exp(—x) ist streng monoton fallend und damit injek-
tiv. Der erste Teil des Korollars ist gezeigt. Der Zusatz folgt wegen {f : [0,00) — R,
z+—exp(—rz):r >0} C DcCC(T). O
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Verzeichnis ausgewahlter Symbole

Binomialverteilung mit Parametern n € N und § € (0, 1)
Dirac-Verteilung in =

Exponentialverteilung mit Parameter § € [0, 00)
Poisson-Verteilung mit Parameter § € [0, 00)
Rechteckverteilung auf [0, 1]

Rechteckverteilung auf dem Intervall (%)

Zahlmak auf N

konvergent in Wahrscheinlichkeit

X hat dieselbe Verteilung wie Y

fiir alle

es existiert

Raum der stetigen Funktionen von 7" nach R
Supremumsnorm

Menge der geordneten Massefolgen kleiner 1

S\ {(1,0,...)}

Menge der Partitionen von N

Menge der Partitionen von {1,...,n}

Menge der auf {1,...,n} nicht-trivialen Partitionen von N
Menge der offenen Teilmengen von [0, 1]

asymptotische Frequenz von B C N

geordnete asymptotische Frequenz von I' € P

obere asymptotische Frequenz des ersten Blockes zum Zeitpunkt ¢
untere asymptotische Frequenz des ersten Blockes zum Zeitpunkt ¢
charakteristisches Mafs

Lévy-Maf auf S*

Erosionsrate

Dislokationsmaf mit Lévy-Mak v

Erosionsmak mit Rate ¢

Verteilung eines s-Paintbox-Prozesses

Laplace-Exponent
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