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Einleitung

Die vorliegende Arbeit, deren Grundlage der Artikel ,,Limit Theorems for Conti-
nuous Time Random Walks® von Mark M. Meerschaert und Hans-Peter Scheffler
([MS2]) ist, beschéaftigt sich mit der Einfithrung des Modells des Random Walk
in stetiger Zeit (CTRW, vom englischen ,,Continuous Time Random Walk“) und
der Herleitung eines Grenzwertsatzes fiir diesen stochastischen Prozess.

Wie der Name bereits vermuten 148t, handelt es sich beim CTRW um einen
Random Walk, das heifit um eine Summe von unabhangigen, identisch verteilten
Zufallsvektoren auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 2(, IP). Die Besonderheit
des Random Walk in stetiger Zeit besteht nun aber darin, dass die Spriinge nach
zufélligen Wartezeiten stattfinden. Um fiir den geeignet skalierten und transfor-
mierten CTRW, bei dem es sich um einen stochastischen Prozess handelt, dessen
Pfade rechtsseitig stetige Funktionen auf [0, c0) mit Werten in R? sind, die in je-
dem t € (0,00) einen linksseitigen Limes besitzen, einen Grenzwertsatz beweisen
zu konnen, muss man sich zunéchst einmal klarmachen, welcher Konvergenzbe-
griff in einer derartigen Situation tiberhaupt erklart ist.

Dieser Frage widmet sich das erste Kapitel, das auf dem Buch ,,Limit Theo-
rems for Stochastic Processes“ von J. Jacod und A.N. Shiryaev ([JS]) basiert.
In diesem Kapitel werden Grenzwertsatze hinsichtlich der Verteilungskonvergenz
von Zufallselementen des Skorokhod-Raumes D (das ist der Raum aller rechtssei-
tig stetigen Funktionen auf [0, 00) mit Werten in R?, die in jedem ¢ € (0, 00) einen
linksseitigen Limes besitzen) bewiesen, die dann im dritten Kapitel auf den ge-
eignet skalierten und transformierten Random Walk in stetiger Zeit angewendet
werden. Der Grenzprozess (M )iejo,o0) besitzt einige interessante Eigenschaften, er
ist zum Beispiel operator-selbstahnlich und seine Zuwachse sind nicht stationér.

Das vierte Kapitel bietet einen interessanten Einblick in die Welt der Theo-
retischen Chemie. Mein Wunsch war es, nicht ausschlieflich mathematisch zu
arbeiten, sondern mein Nebenfach Chemie mit in die Diplomarbeit einflieen zu
lassen. Entstanden ist eine Zusammenarbeit zwischen Herrn Prof. Dr. G. Alsmey-
er und Herrn Prof. Dr. A. Heuer, bei denen ich mich fiir ihren Mut, sich auf ein
solches Projekt einzulassen, und ihr Engagement und ihre Betreuung wahrend
der Arbeit bedanken mochte. Auch wenn der mathematische Anteil der Arbeit
deutlich tiberwiegt, war es doch sehr schon, ein konkretes Beispiel eines Random
Walk in stetiger Zeit in der Chemie per Computersimulation zu untersuchen.



SchlieBlich gilt mein Dank dem Arbeitskreis Heuer fiir die Unterstiitzung bei
computertechnischen Problemen und bei chemischen Fragen und all den Men-
schen, die mich wahrend des vergangenen Jahres immer wieder emotional un-
terstiitzt und motiviert haben.

Minster im Juni 2007

Mareike Assink



Kapitel 1

Skorokhod-Topologie und
Konvergenz von Prozessen

Ziel dieses Kapitels, das zum grofiten Teil auf dem sechsten Kapitel ,,Skorokhod
Topology and Convergence of Processes® des Buches ,, Limit Theorems for Sto-
chastic Processes® von J. Jacod und A.N. Shiryaev ([JS]) basiert, ist es, auf dem
Raum D ([O, oo),Rd) der rechtsseitig stetigen Funktionen von [0,00) nach R,
die linksseitige Limiten besitzen, eine Topologie einzufithren, die D ([0, oo),]Rd)
zu einem polnischen Raum macht. Diese Topologie wird als Skorokhod-Topologie
bezeichnet (Abschnitt 1.1).

Der Grund fiir die Einfiihrung der Skorokhod-Topologie auf D ([O, 00), Rd) be-
steht darin, dass man mit ihrer Hilfe die Verteilungskonvergenz einer Folge von
stochastischen Prozessen gegen einen weiteren stochastischen Prozess definieren
kann, wobei die auftretenden Prozesse nicht notwendig stetige Pfade besitzen
miissen: Es geniigt, dass die Pfade in D ([O, 00), Rd) liegen.

Ein weiteres Ziel dieses Kapitels ist die Herleitung von Grenzwertsatzen hin-
sichtlich der Verteilungskonvergenz stochastischer Prozesse (Abschnitt 1.3).

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit werden zunéchst nur die Definitionen und
Ergebnisse prasentiert, wahrend die Beweise der meisten Sétze im vierten Ab-
schnitt zu finden sind. Dieser ist fiir das Verstandnis der nachfolgenden Kapitel
nicht wichtig und erfiillt lediglich den Zweck, die hier vorgestellte Theorie abzu-
runden.



1.1 Die Skorokhod-Topologie

Definition 1.1.1.
D = D ([0,00),R?) sei der Raum aller cadlag-Funktionen auf [0, co) mit Werten
in R?, das heift:

D= { f:]0,00) — R%: Fiir alle t € (0, 00) existiert der linksseitige Limes

f(t—) = li%l f(s) und fiir alle ¢ € [0, 00) existiert der rechtsseitige Limes
f(t+) = li?tl f(s) und stimmt mit f(¢) ﬁberein.} :

Die Bezeichnung , cadlag® stammt aus dem Franzosischen: ,,continue a droite avec
limite a gauche® heifit , rechtsseitig stetig mit linksseitigem Limes“. D wird auch
als Skorokhod-Raum bezeichnet.

D'(X) = D (]0,1],%) sei der Raum aller cadlag-Funktionen auf [0, 1] mit
Werten in einem polnischen Raum X (siche Definition 1.1.2).

Wie bereits erwahnt, besteht das erste Ziel darin, auf D eine Topologie ein-
zufiihren, die D zu einem polnischen Raum macht.

Definition 1.1.2.

Ein topologischer Raum (7', %) heifit polnisch, wenn es eine ¥ induzierende Metrik
p gibt, die (T, p) zu einem vollstédndigen, separablen metrischen Raum macht. Da-
bei bezeichnet man einen topologischen Raum als separabel, wenn er eine dichte,
abzahlbare Teilmenge besitzt.

Einen ersten Kandidaten fiir eine solche Topologie bildet die lokal gleichmaBige
Topologie:

Definition 1.1.3.
Die lokal gleichmafige Topologie auf D ist die durch die Metrik

Sulf0)= 3 o (LA LF —gllv) (1.11)

NeN*
mit
1fllo = Sup | f(s)] (1.1.2)

definierte Topologie. Hierbei steht ,,lu* fiir ,local uniform*.

Dass durch 6, tatsiachlich eine Metrik auf D definiert wird, sieht man sofort:
Es seien f,g,h € D. Dann gilt 0;,(f, 9) = d(g, f) > 0 aufgrund der Definition
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und

s = 3 o (17l o) )
< 3 g (1o o)
+ 3 g (1hsmlo o)

= 5lu(f> g) + 5lu(ga h)

wegen der Dreiecksungleichung fiir den Betrag in R?. Ferner hat man offensichtlich
0(f,9) = 0 genau dann, wenn alle Summanden verschwinden, was wiederum
genau dann der Fall ist, wenn ||f — g||x = 0 fir alle N € N* gilt, und dies ist
aquivalent zu f = g.

Es stellt sich jedoch heraus, dass D unter d;, kein polnischer Raum ist:

Satz 1.1.4.
Der Skorokhod-Raum D ist nicht separabel unter der Metrik oy, .

Um die Skorokhod-Topologie definieren zu konnen, die, wie der nachste Satz
zeigt, D zu einem polnischen Raum macht, wird noch die folgende Notation
bendtigt:

Definition 1.1.5.

Es sei A die Menge aller stetigen und streng monoton wachsenden Funktionen
A :[0,00) — [0, 00), die sowohl A(0) = 0 als auch A(t) — oo fiir £ — oo erfiillen.
Ein solches A € A wird auch als Zeitwechsel bezeichnet.

Satz 1.1.6.
Es gibt eine metrisierbare Topologie auf D, genannt Skorokhod-Topologie oder
auch Jy-Topologie, unter der D ein polnischer Raum ist. Sie wird folgendermafSen
charakterisiert:

FEine Folge (fn)nen konvergiert genau dann gegen f, in Zeichen f, N, f,
wenn es eine Folge (\,)nen von Elementen aus A gibt, so dass

(1) sup |\, (s) — s — 0 (1.1.3a)
(11) sup | fn(An(8)) — f(s)] —— 0 fiir alle N € N*. (1.1.3b)
s<N n—00

Dieser Satz, der das Hauptresultat des ersten Abschnitts ist, wird mittels
mehrerer Satze und Lemmata bewiesen, die zum Teil auch fiir sich von Interesse
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sind. Der erste Schritt besteht darin, eine Metrik zu definieren, die mit der Kon-
vergenz in (1.1.3) kompatibel ist. Zu diesem Zweck wird fir jedes N € N* die
Funktion ky : [0, 00) — [0, 00) wie folgt definiert:

1 falls t < N + %,
kn(t) =92 - (N+1—t) fas N+3<t<N+1, (1.1.4)
0 falls t > N + 1.
Definition 1.1.7.
Fir f,g € D sei
1
6(f,9) = D ox - (LAdN(f,9)), (1.1.5)
Ne N*
wobei
n(f,9) = Inf (EQ) + (ke f) o A~ hgll) (1.16)
und
At) = Als)
0(X\) = sup logti (1.1.7)
s<t — S

(Es sei [|flleo := sup {|f(s)] : s < oo} und kyf bezeichne das Produkt der
reellwertigen Funktion ky mit der Ré%wertigen Funktion f.)

Um beweisen zu konnen, dass es sich bei ¢ tatsdchlich um eine Metrik auf D
handelt, benotigt man sowohl die folgenden Rechenregeln als auch die Tatsache,
dass aus §(f,, f) — 0 (n — oo) fir Funktionen f,, f € D (n € N) stets (1.1.3)
fiir eine geeignete Folge (\,,)nen von Elementen aus A folgt:

Lemma 1.1.8.
Es seien \,u € A (das heifft auch A\™' € A und Aoy € A) und I € A sei die
Identitat. Auflerdem seien f,g € D. Dann gilt fiir allet > 0:

() = ¢, (1.1.8a)

CAop) < L)+ L(p), (1.1.8b)

IN=1||, < t-(e'™—1), (1.1.8¢)

lwo A =Dlle < (1A= 1Tl - ¢, (1.1.8d)
[(knf)oXop—(kng)opllew = [[(knf) oA —knglleo.  (1.1.8¢)

Lemma 1.1.9.
Es seien f,, f € D (n € N). Gilt 6(f,, f) — 0 fiir n — oo, so gibt es eine Folge
(An)nen in A, die (1.1.3) erfillt.

Wie bereits angekiindigt, erhalt man nun:



Satz 1.1.10.
0 ist eine Metrik auf D.

Eine zentrale Rolle im Beweis des vorangehenden Satzes spielen die Stetig-
keitspunkte der Funktion f € D. Die folgende Definition dient der Vereinfachung
der Notation:

Definition 1.1.11.
Fir f € D seien

J(f) = {t > 0: f(t) - f(t=) # 0} (1.1.9)
die Menge der Unstetigkeitsstellen von f und
U(f)={u>0:|f(t) — f(t—)] = u fir irgendein t > 0} (1.1.10)

die Menge der Sprunghohen von f.

J(f) und damit auch U(f) sind abzéhlbar.

Fiir den Beweis von Satz 1.1.6 bleibt noch zu zeigen, dass die Giiltigkeit von
(1.1.3) 0(fn, f) — 0 (n — oo) impliziert, und dass D unter ¢ vollstdndig und
separabel ist. Die Vollstandigkeit liefert der folgende Satz:

Satz 1.1.12.
Der Skorokhod-Raum D ist vollstindig unter 6.

Bevor die beiden letzten noch zu zeigenden Aussagen bewiesen werden konnen,
ist einiges an Vorarbeit notig. Begonnen wird mit einer Definition:

Definition 1.1.13.
Es seien f : [0, 00) — R? eine beliebige Funktion, I C [0, 00) ein Intervall, N € N*
und 6 > 0. Dann sei

w(f,I):= sup |f(s) — f(t)|

s,te
sowie
wy(f,0) = inf {m<ax w(f,[tic1,t;)) 0=ty <...<t.,=N,inf (t;, —t;_1) > 9} )
1<r 1<r
Fir alle f € D gilt:

(i) 0 — wy(f,0) ist monoton wachsend.
(ii)) N — wy(f,0) ist monoton wachsend.

In manchen Situationen kann es durchaus sinnvoll sein, eine andere Darstel-
lung fiir wy(f,#) zu benutzen:



Satz 1.1.14.
Fiir eine Funktion f:[0,00) — RY, N € N* und 6 > 0 gilt

wN(f, 9) = inf {maX w(f, [tiflati)) 0=ty <...<t.=N,

i<r

Qgtz‘—ti_l SQQ fUTZ <r undtr—tr_l SQ@}

Mittels des Modulus wy( f,#) kann nun entschieden werden, ob eine beliebige
Funktion f : [0,00) — R% in D liegt oder nicht:

Satz 1.1.15.
Eine Funktion f : [0,00) — R? liegt genau dann in D, wenn fir alle N € N* die
folgenden beiden Bedingungen erfillt sind:

(@) [fllv < o0 (1.1.11a)
(i) limwy(f,0)=0. (1.1.11Db)

Der vorherige Satz ermoglicht schliellich den Beweis der Separabilitat von D.
Es wird lediglich noch die folgende Hilfaussage benotigt:

Lemma 1.1.16.
Es seien N € N*, k € N* und 0 > 0. Cy, sei irgendeine endliche Teilmenge von
R mit der Eigenschaft, dass alle Elemente der Kugel

Ko(0) = {z e R : |z < 6}

einen Abstand von Cy . haben, der hochstens % betragt. A(N, 0, k) sei die endliche
Teilmenge von D, die aus allen cadlag-Funktionen auf [0, 00) mit Werten in Cyy,
besteht, die stickweise konstant sind und genau in den i mit1 < i < kN Springe
aufweisen. Sei nun speziell k > 4. Wenn fir f € D die Bedingungen

1 1
| flinves <O und wngs | fo— | < —

k k
erfillt sind, dann existiert eine Funktion g € A(N + 3,0, k?) mit

In(f,g9) < % fiir alle N' < N.

Korollar 1.1.17.
Der Skorokhod-Raum D ist separabel fiir die durch ¢ induzierte Topologie.



Um zu guter Letzt beweisen zu konnen, dass (1.1.3) d(fn, f) — 0 (n — o0)
impliziert, miissen der Begriff der relativen Kompaktheit eingefithrt und ein hin-
reichendes Kriterium fiir die relative Kompaktheit einer Teilmenge A von D an-
gegeben werden.

Definition 1.1.18.
Eine Teilmenge A eines metrischen Raumes heifit relativ kompakt, wenn sie einen
kompakten Abschluss besitzt.

Das ist aquivalent dazu, dass jede Folge von Elementen aus A eine konvergente
Teilfolge besitzt.

Korollar 1.1.19.
Es sei A eine Teilmenge von D mit den folgenden beiden Eigenschaften:

(i)  sup ||flly < oo fiir alle N € N* (1.1.12a)
feA

(2¢)  lim sup wy(f,0) =0 fir alle N € N*. (1.1.12b)
6—0 feA

Dann ist A relativ kompakt fir die durch ¢ induzierte Topologie.

Der Beweis von Satz 1.1.6 findet nun seinen Abschluss mittels des folgenden
Lemmas:

Lemma 1.1.20.
Es seien f,,f € D (n € N). Wenn es eine Folge (A\,)nen in A gibt, die (1.1.3)
erfillt, dann gilt §(fn, f) —— 0.

Im Anschluss folgen einige interessante Ergebnisse im Zusammenhang mit
der Skorokhod-Topologie, die zum Teil ohne Beweis angegeben werden. Korollar
1.1.19 lieferte ein hinreichendes Kriterium fiir die relative Kompaktheit einer
Menge A C D unter der Skorokhod-Topologie. Der folgende Satz zeigt, dass
dieses Kriterium auch notwendig ist:

Satz 1.1.21.
Alle Teilmengen A wvon D, die unter der Skorokhod-Topologie relativ kompakt
sind, erfillen die Bedingung (1.1.12).

Der folgende Satz beschaftigt sich mit dem Zusammenhang zwischen der lokal
gleichmafligen Topologie auf D und der Skorokhod-Topologie.



Satz 1.1.22.

(a) Die Skorokhod-Topologie ist schwdcher als die lokal gleichmdfige Topologie,
das heifst: Fir f,, f € D (n € N) impliziert 61,(fn, f) — 0 (n — o0) die

Gultigkeit von
Ji

fo—F.

(b) Es seien f,,f € D (n € N), wobei [ stetig sei. Dann gilt f, h, f genau
dann, wenn f, lokal gleichmafig gegen f konvergiert.

Der letzte Satz dieses Abschnitts klart die Frage, ob aus der J;-Konvergenz
zweier Folgen von Elementen aus D auch die Konvergenz ihrer Summe folgt. Dies
ist im Allgemeinen nicht der Fall:

Satz 1.1.23.

(a) Es seien (fn)nen und (gn)nen zwet Folgen von Elementen aus D sowie
fyg € D. Dann implizieren f, Ay, f und g, N, g im Allgemeinen nicht
foton 5 g,

(b) Ist g jedoch stetig, so folgt die Giiltigkeit von f,, + gn A f+ g aus f, AN f

und g, N, g.

Bemerkung 1.1.24.

In diesem Abschnitt wurden einige Aussagen iiber den Skorokhod-Raum D und
die auf ihm definierte Skorokhod-Topologie getroffen. Seien nun X ein beliebiger
polnischer Raum mit Metrik p und D'(X) wie in Definition 1.1.1 der Raum aller
cadlag-Funktionen auf [0, 1] mit Werten in X. Fiir D’(X) konnen &hnliche Er-
gebnisse wie fiir D bewiesen werden; einige davon werden hier ohne Begriindung
aufgelistet, da sie fiir den Beweis einiger in Abschnitt 1.3 auftretender Grenz-
wertsatze unverzichtbar sind.

(a) Die Skorokhod-Topologie auf D'(X) wird wie folgt charakterisiert (vgl. [Sk],
Definition 2.2.2): Eine Folge (f,,)nen von Elementen aus D'(X) konvergiert
gegen ein f € D'(X), in Zeichen

Ji

Jo— 1,
wenn es eine Folge (\,)nen von Elementen aus
AN :={X:[0,1] — [0,1] : X stetig und streng monoton wachsend
mit A(0) =0 und A(1) = 1}
gibt, so dass

(1) sup |An(s) —s| —— 0 (1.1.13a)
0<s<1 n—0oo
(i) s p(fals): SO(s) — 0. (1.1.13b)
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(b) Die Bedingung (1.1.13) ist dquivalent dazu, dass es eine Folge (A,)nen von
Elementen aus A’ gibt, so dass

(1) Os<1;1<)1 [An(s) — s| e 0 (1.1.14a)
() s p(faOhn(s)),F(5)) 0 (1.1.14b)

erfillt ist.
(c) Esseien f,, f € D'(X) (n € N). Genau dann gilt f, A, f, wenn die beiden
folgenden Bedingungen erfiillt sind (vgl. [Sk], 2.6.1):
(i) Es gilt f,(t) — f(t) (n — oo) fiir alle ¢ aus einer dichten Teilmenge
von [0, 1], die sowohl die 0 als auch die 1 enthélt.
(ii) Es gilt
lim lim sup min{p(fu(t), fu(t)), p(fn(t), fu(t2))} = 0.

cl0 n—=00 t_cct) <t<ty<t+c
0<t1<t2<1

1.2 Schwache Konvergenz von Wahrscheinlich-
keitsmaflen und Verteilungskonvergenz von
cadlag-Prozessen

Zu Beginn dieses Abschnitts werden einige grundlegende und wichtige Ergebnisse
im Zusammenhang mit der schwachen Konvergenz von Wahrscheinlichkeitsmafien
und der Verteilungskonvergenz von Zufallselementen ohne Beweis zusammenge-
stellt.

Definition 1.2.1.

Es seien S ein metrischer Raum und & die Borelsche o-Algebra iiber S. Eine Fol-
ge (P,)nen von WahrscheinlichkeitsmaBien auf (S, &) konvergiert schwach gegen
ein Wahrscheinlichkeitsma8l P auf (S, &), in Zeichen P, — P, wenn fiir jedes

fec(S)={f:S—R| f stetig und beschrankt } gilt:

/deP’n—> f dP. (1.2.1)
S S

n—~oo

Aus der Definition folgt, dass die Bedingung (1.2.1) fiir alle f € C(S) erfiillt
sein muss, damit schwache Konvergenz vorliegt. In manchen Fallen kann man
jedoch aus der Giiltigkeit von (1.2.1) fiir eine Teilklasse von Funktionen aus C(5)
auf die Giiltigkeit fiir alle f € C(S) schlieflen. Das legt die folgende Definition
nahe:
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Definition 1.2.2.
Eine konvergenzerzeugende Klasse ist eine Menge ‘H von stetigen, beschrankten

Funktionen auf S mit Werten in R mit der folgenden Eigenschaft: Sind P,, P
(n € N) WahrscheinlichkeitsmaBe auf (5, &) und gilt

/hdIP’n—> h dP
s

n—~0o0 S

fiir alle h € H, so folgt P, — P.

Seien von nun an F ein polnischer Raum, & die Borelsche o-Algebra tiber F
und PB(F) die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafle auf (F, &).

Definition 1.2.3.

Die Topologie der schwachen Konvergenz 20 auf B(F) ist die grobste Topologie,
fiir die die Abbildungen B(E) > P — [, f dP fir alle f € C(E) stetig sind. Dabei
nennt man eine Topologie ¥ auf einer Menge X gréber als eine Topologie T’ auf
X, falls T C ¥’ gilt (vgl. [E], A.8). (PB(F),2) ist ein polnischer Raum (vgl. [E],
Satz VIII1.4.38).

Satz 1.2.4.
Es seien (P,)nen und P Elemente aus B(E), fir die P, — P gilt.

(a) Fir jede abgeschlossene Menge F C E ist die Ungleichung
im P, (F) < P(F)

n—o0

erfullt.
(b) Fiir jede beschrinkte, P-fast sicher stetige Funktion f : E — R gilt

/EdeP’n—> 1P

n—0o0

Seien E’ ein weiterer polnischer Raum mit Borelscher o-Algebra & und
h: E — E' messbar. Dann liegt das Bildmafl von P € B(E) unter h, in Zeichen
P" in P(E).

Satz 1.2.5.
Die Abbildung py, : B(E) — B(E'), P — uu(P) = P ist stetig beziiglich der
schwachen Konvergenz in jedem P, fir das gilt, dass h P-fast sicher stetig ist.

Der Satz gilt auch, wenn E und E’ lediglich metrische Raume sind (vgl. [Bi],
Theorem 5.1). Er ist unter dem Namen , Continuous Mapping Theorem “ bekannt.

Das Konzept der schwachen Konvergenz kann nun leicht auf Zufallselemente
iibertragen werden:
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Definition 1.2.6.

(a) Es seien (2,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und S ein metrischer Raum
mit Borelscher o-Algebra &. Eine messbare Abbildung X : {2 — S (in dem
Sinne, dass X (&) C A gilt) heifit ein Zufallselement von S (vgl. [Bi],
S.22).

(b) Fiir jedes n € N seien X, ein Zufallselement von E mit Definitionsbereich
(2,2, P,) und PX» die Verteilung von X,, unter P,. (PX" wird auch mit
£(X,) bezeichnet.) Ferner sei X ein Zufallselement von E mit Definiti-
onsbereich (2,2, P) und Verteilung P¥ = £(X). (X,,)nen konvergiert in
Verteilung gegen X, in Zeichen

X, = X,

falls (£(X,,))nen schwach gegen £(X) konvergiert. Dies ist dquivalent dazu,
dass
E[pﬁn(f @) Xn) E) E]p(f @) X)

fir alle f € C(E) gilt, wobei Ep den Erwartungswert beziiglich P bezeichnet.

Es wird ab jetzt ohne Einschrankung angenommen, dass — sofern nichts an-
deres gesagt — alle auftretenden Zufallselemente auf demselben Wahrscheinlich-
keitsraum (2,2, P) definiert sind. Auflerdem kann man im Fall der Verteilungs-
konvergenz einer Folge von Zufallselementen stets voraussetzen, dass diese bereits
fast sicher konvergiert, wie der folgende Satz zeigt:

Satz 1.2.7. (von Dudley, vgl. [Du], Theorem 11.7.2)

Gegeben eine Folge X, X1, Xo, ... von Zufallselementen von E mit X, =, X,
existiert eine Kopienfolge X', X1, X}, ... auf einem geeigneten Wahrscheinlich-
keitsraum (U, A, P") mit X] — X' fast sicher.

Satz 1.2.4(b) und Satz 1.2.5 implizieren nun folgendes Ergebnis:

Satz 1.2.8.
Es seien X,,, X (n € N) Zufallselemente von E und h : E — E' eine messbare
Funktion. Ferner gelte

X, =X
und PX(C) =1, wobei C :={w € E: h ist stetig in w}.
(a) Falls es sich bei E' um einen polnischen Raum handelt, folgt
holX, £ hoX.

(b) Falls speziell E' =R gilt und h beschrdnkt ist, folgt
E]p(h o Xn) — Ep(h e} X)

13



Beachte: Es muss nicht notwendig C' € € gelten, das heifit PX(C) kann unter
Umstanden nicht definiert sein. In diesem Fall muss aber die méglicherweise nicht
messbare Menge {w € Q0 : X(w) ¢ C} in einer P-Nullmenge enthalten sein, damit
h wie in Satz 1.2.4(b) und Satz 1.2.5 gefordert PX-fast sicher stetig ist.

Diese Theorie soll nun auf cadlag-Prozesse angewendet werden. Darunter ver-
steht man stochastische Prozesse, deren Pfade in D liegen:

Definition 1.2.9.
Ein Zufallselement X = (X}):c0,0c) des polnischen Raumes D, ausgestattet mit

der Skorokhod-Topologie, wird als cadlag-Prozess bezeichnet. Die Verteilung von
X liegt in P(D).

In Analogie zu Definition 1.1.11 erhélt man in diesem Fall:

Definition 1.2.10.
Fiir einen cadlag-Prozess X seien

JX)={t>0:Plw: Xy(w) # X;_(w)) >0}, (1.2.2)
UX)={u>0:Pw:|Xi(w) = X;_(w)| =u firein t >0) >0} (1.2.3)
und firw € Qund v >0

To(X(w),u) =0, Ty (X (w),u) =inf{t > T,(X(w),u) : [ X¢(w) — Xi—(w)| > u}
(p = 0).

Die Mengen J(X) und U(X) sind abzahlbar.

Seien von mun an X = (X¢), ) und X" = (X)) flr jedes n € N
cadlag-Prozesse. Es werde angenommen, dass (X"),cy in Verteilung gegen X
konvergiert, das heifit fir alle F' € C(D) gilt

/FdIPX"—> FdIP’szw./FoX"dIP’—> FoX dP (1.2.4)
D

Die Frage, ob dann auch X" + f £, X + f fiir eine Funktion f:[0,00) — RY
gilt, beantwortet der nachste Satz.

Satz 1.2.11.
Falls fiir cadlag-Prozesse X™ (n € N) und X die Bedingung X™ LN's erfillt
ist, gilt fiir jede stetige Funktion f :[0,00) — R? auch

X"+ f S X1+
Dies gilt nicht notwendig im Fall einer unstetigen Funktion f.
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Nachdem nun der Begriff der Verteilungskonvergenz einer Folge von cadlag-
Prozessen eingefiihrt worden ist, wird es im nachsten Abschnitt darum gehen, die
Frage zu kléren, welche Bedingungen hinreichend (und notwendig) fiir

X"t X

sind. Ebenso wie in Bemerkung 1.1.24 sollen zunachst jedoch die wichtigsten
Begriffe dieses Abschnitts auf D’(X) iibertragen werden, wobei X einen beliebigen
polnischen Raum bezeichnet.

Bemerkung 1.2.12.
(a) Man definiert

C(D'(%X))={F:D'(X) — R | F stetig und beschrankt }

sowie

C(D'(%)) ={F :D'(X) — R | F stetig}.

(b) Es seien X", X (n € N) Zufallselemente von D’(X). Man sagt, X" konver-
giert in Verteilung gegen X, in Zeichen

X" 5 X,
wenn fir alle F' € C(D'(%))
/ F dP*" —— F dP~* (1.2.5)
D/(%) n=o0 Jpr(z)

erfullt ist.

1.3 Einige Grenzwertsatze fir die Verteilungs-
konvergenz von cadlag-Prozessen

Bevor ein erster Losungsweg fiir die am Ende von Abschnitt 1.2 aufgeworfene
Frage angegeben werden kann, bedarf es der Einfithrung eines neuen Konver-
genzbegriffes. Seien dazu auch in diesem Abschnitt X" fiir jedes n € N und
X cadlag-Prozesse mit Definitionsbereich (£2,2,P) sowie 7" eine Teilmenge von
0, 00). Bezeichnet dann 7, fiir fest gewdhlte £ € N* und ¢1,...,t, € T die
natiirliche Projektion von D nach R*¢, bildet also Tt ..+, €ine Funktion f € D auf
(f(t1),..., f(tx)) € R* ab, so kann man zeigen, dass diese Abbildung beziiglich
der Borelschen o-Algebren messbar ist. Folglich ist (Xi,,..., X3, ) = m,
ein Zufallselement von R* und £(X,, ..., X;,) ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf
(R*,98*). Entsprechendes gilt fir (X7',..., X}") fiir alle n € N,

t19
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Definition 1.3.1.
T sei eine Teilmenge von [0, 00). Man schreibt

(T)

x» 20, x

?

falls

(X7, oy X)) =5 (X, oy Xy (1.3.1)

fir alle ¢, ...,t; € T und alle k € N* gilt. Die Bedingung (1.3.1) ist gleichbedeu-

tend mit

fdp(xgll ..... X)) fd]P)(Xh ----- Xu,) (1.3.2)

Rkd n—oo Rkd

fiir alle f € C(R*).

Die Frage, wann X" 20X gilt, 1aBt sich mittels dieser Notation nun wie
folgt beantworten:

Satz 1.3.2. (1. Grenzwertsatz)
Seien (X™)pen und X wie oben. Dann sind die folgenden beiden Aussagen dqui-
valent:

(i) X = X.
(i1) (a) {L(X") :n € N} ist relativ kompakt in B(D) beziglich der schwachen
Konvergenz.

(b) Fiir eine dichte Teilmenge T von [0,00) gilt X™ LUNS'S

Um diesen Satz beweisen zu konnen, benotigt man die folgende Hilfsaussage,
die ohne Beweis angegeben wird:

Lemma 1.3.3.

Es seien T eine dichte Teilmenge von [0,00) und X,Y zwei cadlag-Prozesse, die
L( Xy, ., Xy,) = LYy, ..., Y,,) fir alle k € N* und alle t; € T (1 < i < k)
erfiillen. Dann gilt £(X) = £(Y).

Da die relative Kompaktheit einer Menge von Wahrscheinlichkeitsmaflen auf
(D,®) nicht immer leicht nachzuweisen ist, ist der Satz von Prokhorov (Satz
1.3.5) ein wichtiges Hilfsmittel fiir den Nachweis der Verteilungskonvergenz von
cadlag-Prozessen. Zuvor sei jedoch noch an den Begriff der Straftheit erinnert.
Seien dazu erneut E ein polnischer Raum, & die Borelsche o-Algebra iiber £ und
B(E) die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafle auf (F, &).

16



Definition 1.3.4.

(a) Eine Teilmenge A C PB(F) heift straff, wenn fiir jedes € > 0 ein Kompak-
tum K C FE existiert derart, dass P(E\K) < ¢ fiir alle P € A gilt.

(b) Eine Folge (X,,)nen von Zufallselementen von E mit Definitionsbereichen
(Q, A, Pp) heiBt straff, wenn die Folge der Verteilungen (£(X,,))nen straff
ist, wenn also fiir jedes € > 0 eine kompakte Teilmenge K C FE existiert
derart, dass P,,(X,, ¢ K) < ¢ fiir alle n € N gilt.

Satz 1.3.5. (Satz von Prokhorov)

Fine Teilmenge A C B(F) ist genau dann relativ kompakt fir die Topologie
der schwachen Konvergenz, wenn sie straff ist. Insbesondere ist fir eine Folge
(Xn)nen von Zufallselementen von E die Menge {£(X,,) :n € N} genau dann
relativ kompakt, wenn (X,)nen straff ist.

Ein Beweis dieses Satzes in allgemeinerer Form findet sich in [Bi], S.37-40.
Aus dem Satz von Prokhorov und Satz 1.3.2 folgt unmittelbar ein zweiter Grenz-
wertsatz:

Satz 1.3.6. (2. Grenzwertsatz)
Seien (X™)pen und X wie oben. Dann sind die folgenden beiden Aussagen dqui-
valent:

(i) X» = X.
(i) (a) (X™)pen ist straff.
(b) Fliir eine dichte Teilmenge T von [0,00) gilt X™ LRSS

Weifl man also bereits, dass die endlich-dimensionalen Randverteilungen (bzgl.
einer dichten Teilmenge 7" von [0, 00)) einer Folge (X"),¢cn von cadlag-Prozessen
gegen die endlich-dimensionalen Randverteilungen (bzgl. T') eines cadlag-Prozes-
ses X konvergieren, muss man nur noch zeigen, dass (X"),cy straff ist, um Ver-
teilungskonvergenz nachzuweisen. Dabei ist man nicht auf das Nachpriifen der
definierenden Bedingung angewiesen, wie der néachste Satz zeigt:

Satz 1.3.7.
FEine Folge (X™)nen von cadliag-Prozessen ist genau dann straff, wenn die folgen-
den beiden Bedingungen erfullt sind:

(i) Fir alle N € N* und e > 0 gibt es ein ng € N* und ein M € [0,00) mit

P (sup | X7 > M) < e fiir alle n > ny. (1.3.3)

t<N
(i) Fir alle N € N*, € >0 und n > 0 gibt es ein ng € N* und ein 0 > 0 mit
P (wn(X",0) >n) < e fir alle n > ny. (1.3.4)

17



Die beiden bisher bewiesenen Grenzwertsitze (Satz 1.3.2 und Satz 1.3.6)
stiitzen sich auf die Konzepte ,relative Kompaktheit® und , Straftheit”. Im Fol-
genden soll gezeigt werden, dass es auch noch andere Moglichkeiten gibt, die Ver-
teilungskonvergenz einer Folge (X™),cn von cadlag-Prozessen gegen einen weite-
ren cadlag-Prozess X nachzuweisen. Begonnen wird mit dem nachfolgenden Satz,
der mitsamt Beweis in [St] zu finden ist. Um die Notation zu erleichtern, sei fir
eine beliebige Funktion f € D und beliebige ¢ > 0 und N > 0

AefN)i=  swpwmin{lf(t) = LG f@)l) (135)
0§t1<t_2§;t ’

Satz 1.3.8. (3. Grenzwertsatz)
Seien (X™)pen und X wie oben. Dann sind die folgenden beiden Aussagen dqui-
valent:
(i) X" =5 X
(ii) (a) Fiir alle Teilmengen T' von [0, 00) gilt X" 20, .
(b) Fiir jedes € > 0 und N > 0 gilt

lim lim P(A(e, X", N) > ¢€) = 0.

cl0 n—oo

Diese Bedingung wird auch Skorokhods A-Bedingung genannt.

Beachte: Wegen des Satzes von Dudley (Satz 1.2.7) ist im Fall (i) die Bedin-
gung (1.2.4) sogar fiir alle F': D — R, die messbar und PX-fast sicher stetig sind,
erfiillt. Eine entsprechende Aussage gilt im Fall (ii)(a).

Um diesen Satz beweisen zu konnen, benotigt man einige Grenzwertsatze
fiir Zufallselemente von D’(X) fiir einen polnischen Raum X, die hiernach der
Vollstandigkeit halber angegeben werden. Es handelt sich dabei um die Satze
3.2.1 bis 3.2.3 aus [Sk|, die den hier verwendeten Definitionen und Notationen
angepasst wurden. Ebenso wie in den vorherigen Abschnitten werden diese Er-
gebnisse fiir D’(X) allerdings nicht bewiesen. Der interessierte Leser kann die
Beweise in [Sk], S.283-286, nachlesen.

Satz 1.3.9. (1. Grenzwertsatz fiir D'(X))

FEs seien X ein polnischer Raum mit Metrik p und X", X (n € N) Zufallselemente
von D'(X) mit Definitionsbereich (Q,20,P). Ferner seien die folgenden beiden
Bedingungen erfillt:

(i) Fir eine dichte Teilmenge T von [0,1] mit 0,1 € T gilt X" LUNS'S

(i) Fiir alle e > 0 gilt

lim lim P(A(c, X™, 1) > €) = 0,

cl0 n—oo
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wobei A wie in (1.3.5), aber mit p statt der Betragsfunktion und fir alle
f € D'(X) definiert ist.
Dann folgt
/ F dP¥" —— F dpP¥ (1.3.6)
D'(X)

fiir alle F € C(D'(%)).

Satz 1.3.10. (2. Grenzwertsatz fiir D'(X))

Es seien X ein polnischer Raum mit Metrik p und X™, X (n € N) Zufallselemen-
te von D'(X) mit Definitionsbereich (2,2, P). Falls fir alle F € C(D'(X)) die
Bedingung (1.3.6) erfillt ist, falls also

X" £, x

gilt, dann sind die folgenden beiden Aussagen richtig:

(i) Fir eine dichte Teilmenge T won [0,1] mit 0,1 € T gilt X" LUNS'S

(i) Fiir alle e > 0 gilt
hfél lim P(A(c, X", 1) > €) =0,

wobei A wie in (1.3.5), aber mit p statt der Betragsfunktion und fir alle
f € D'(X) definiert ist.

Satz 1.3.11. (3. Grenzwertsatz fiir D'(X))

Es seien X ein polnischer Raum mit Metrik p und X", X (n € N) Zufallselemente
von D'(X) mit Definitionsbereich (2, U, P). Die Bedingungen (1) und (ii) aus Satz
1.3.9 implizieren sogar, dass fir alle Funktionen F : D'(X) — R, die messbar und
PX -fast sicher stetig sind, die Bedingung (1.3.6) erfiillt ist.

Beim Nachweis der Verteilungskonvergenz einer Folge von cadlag-Prozessen
kann das Nachrechnen von Skorokhods A-Bedingung unter Umsténden sehr pro-
blematisch sein. Als Abschluss des Kapitels wird daher noch ein weiterer Grenz-
wertsatz fir cadlag-Prozesse bewiesen, der auf Satz 1.3.8 aufbaut. Er stammt
mitsamt Beweis aus [Bin] (vgl. [Bin|, Theorem 3). Zuvor muss jedoch der Begriff
der Stetigkeit in Wahrscheinlichkeit eingefiihrt werden:

Definition 1.3.12. (vgl. [Sa], Definition 1.5 und Lemma 9.6)

Es seien (2,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X; fiir jedes ¢ € [0, 00) ei-
ne auf ) definierte Zufallsvariable mit Werten in R?. Der stochastische Prozess
(Xt)tc(0,00) heiBt stetig in Wahrscheinlichkeit (oder auch stochastisch stetig), wenn
fiir jedes t > 0 und € > 0 die Bedingung

lirr% P(|1Xs — X¢| >€) =0 (1.3.7)
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erfiillt ist. (X¢)iejo,00) heiBBt gleichmdfSig stochastisch stetig auf dem endlichen In-
tervall [0, o] (0 <ty < 00), wenn fiir jedes € > 0 und n > 0 ein § > 0 existiert, so
dass fiir alle s,t € [0, ¢p] mit |s — t| < § die Bedingung

P(|Xs — X¢| >€) <n (1.3.8)

gilt.

Satz 1.3.13. (4. Grenzwertsatz)
Es seien X™ (n € N) und X cadlag-Prozesse mit Definitionsbereich (€2, 2, P).

Betrachtet wird nur der Fall . Hinreichend fiir
xm =X
st dann die Gultigkeit der folgenden drei Bedingungen:
(i) Fir alle Teilmengen T von [0, 00) gilt

£(T)
—

X" X.

(ii) Der Prozess X = (X)ico,00) @5t stetig in Wahrscheinlichkeit.
(1ii) X, X° X1 ... besitzen monotone Pfade.

1.4 Beweise

Wie bereits angekiindigt, folgen nun die Beweise eines Grofiteils der in diesem
Kapitel prasentierten Ergebnisse.

Beweis. (von Satz 1.1.4)

Angenommen, D sei separabel unter ¢;,. Dann kann es aufgrund eines Sat-
zes aus [Bi] (Appendix I, S.216) keine iiberabzdhlbare Teilmenge A C D mit
inf {0,.(f,9): f,9g€ A, f# g} >0 geben. Die Menge

A= {1 0,00) = RY Fi(t) = Loy (8) : 5 € [0, 1)}

ist eine {iberabzdhlbare Teilmenge von D. Seien nun s,s" € [0,1) beliebig mit
s # §', wobei ohne Einschrankung s < s’ gelte. Dann ergibt sich fir f,, fo € A
sowohl fs # fy als auch
1
5lu(fs>fs’) = Z 2_N (1/\Sllp|f5(t)—f5/(t)|)

NeN* t=N

_ QLN (AN ) = fo@)])

NeN*
1
o~ = L

NeN*
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wobei im zweiten Schritt ¢ € [s,s’) beliebig gewihlt sei. Es folgt unmittelbar
inf {0,,(f,9): f,g€ A, f#g}=1>0, was zum Widerspruch fiihrt. O

Beweis. (von Lemma 1.1.9)
Aus 6(fn, f) — 0 (n — o0) folgt on(frn, f) — 0 (n — o0) fiir alle N € N*. Daher
gibt es Folgen (AY),en in A, fiir die gilt:

aflv = E()\flv)%—||(k:an)o/\nN—k:Nf||oo—>0 fir n — oo.

Es gibt also fiir alle N € N* und € > 0 ein ng(e, N), so dass a?) < e fiir alle
n > no(e, N) erfiillt ist; insbesondere gibt es fiir alle N € N* ein ng(V), so dass
all < & fir alle n > ng(N) gilt. Sei nun N' € N* beliebig. Wihle zu N + 1 das
zugehorige ng(N + 1) so groB, dass ng(N + 1) > max{N + 1,nq(N)} erfiillt ist,
und bezeichne es mit my.;. Man erhélt auf diese Weise eine wachsende Folge
(my)n>1, die sowohl my > N als auch a) < % fur alle n > my erfillt. Sei
rn = sup{N : my < n} (n € N). Wegen my > N gilt dann r,, < oo und r,, — 00
fiir n — oo sowie ferner a;» < i Setze fiir t € [0,00) und n € N

M(l) = A (t) falls t < \/r,
Tt N () — e falls t >

Dann gilt:
e )\, ist eine Funktion auf [0, 00) mit Werten in [0, 00), da AI* € A,
An(0) = A72(0) = 0,
An, ist streng monoton wachsend, da A\J" € A streng monoton wachsend ist,
Tim A, (1) = lim (£ + X7 (y7) = /) = 00,
e )\, ist stetig, da \J» € A stetig ist.
Es folgt also A, € A. Ferner ergibt sich

A — e = sup [Au(s) —s| = sup |N"(s)— s]

s<00 s<\/Tn
= N =T < e (e — 1
R )

IN

V- (€@ — 1) (Definition von a’")
< V(e —1) —0,

das heifit (\,)nen erfiillt (1.1.3a).
Sei erneut N € N* beliebig und wéhle s < N. Wegen r, — oo flir n — oo

gibt es ein ng, so dass N < /r, fiir alle n > ngy erfiillt ist; auBerdem kann man
wegen ||\, — I[| 7/ — 0 ein n; mit
n—oo

1
sup [An(t) —t[ < 5
1<\ 2
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fir alle n > n, finden. Setzt man n’ := max{ng, n1}, so ergibt sich fir alle n > n’
die Bezichung A,(s) < s+ i < N + 3. Damit erhilt man fir alle n > n’ und
s < N sowohl \,(s) = Al"(s) als auch kn(\,(s)) = kn(s) = 1, woraus sich

[foodn—flly = §21137|fn( n(s)) — f(s)]
= fg}gm( n(8)) = (knf)(s)]

supl(kan)( n(5)) = (knf)(s)]
sup [(kn fa) (A7 () — (kn f)(s)]

< Nknfn) o Ay = Ex fllso
< a (Definition von a;")
1
< — —=0firn— o0
T'n
ergibt. (A\,)nen erfiillt also auch (1.1.3b), was den Beweis abschliefit. O

Beweis. (von Satz 1.1.10)

Zunachst wird gezeigt, dass oy fiir jedes N € N* fast alle Eigenschaften einer
Metrik besitzt. Sei also N € N* beliebig. Dann ist v nach Definition nichtnegativ
und es gilt:

(i) Sy ist symmetrisch: Seien f,g € D. Man erhlt
on(fog) = jnf (LQA) +[[(kn f) o A = knglloo)
= mf (E) + [(kxf) o Ao AT = (kng) 0 A |oo)
= nf (0O + kxS = (kng) o A oo
= mf (C(p) + 1[(kng) o = kn flloo)
= (g, f)

(ii) oy erfiillt die Dreiecksungleichung: Seien f,g,h € D und a = on(f,g),
b = 0n(g,h) sowie € > 0. Dann gibt es nach Definition u, ' € A, so dass
((p) + ||(ka)ou knglloo < adeund £(u) + || (kng) o' —knhlloe < b+e.

Es gilt nun pop/ € A und
Upo pt') + |(kn f) o oy’ — knhlls
< ) L)+ Ik f) o po i’ = knhlloo

< Up) + )+ I(knf) o pop' — (kng) o il
+ [|(kng) o p' — knhlloo
<  a+b+ 2e.
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Es folgt also

on(fih) = mf (EQA) +[[(knf) oA = knhllo)
< Lpop) +[(knf)opop —knhl
< a+b+2e

On(f,9)+ 0n(g,h) + 2e

Da e > 0 beliebig gewéhlt war, erhélt man oy (f, h) < dn(f, 9) + dn(g, h).

Daraus ergibt sich unmittelbar, dass auch d nichtnegativ und symmetrisch ist
und die Dreiecksungleichung erfiillt.

Es bleibt noch zu zeigen, dass (f,g) = 0 fir f,g € D dquivalent ist zu f = g.
Es gelte also §(f, g) = 0. Dann gibt es laut Lemma 1.1.9 eine Folge (A, )nen in A,
die (1.1.3a) erfiillt und fiir die || f o A, — gllv — 0 (n — oo) fiir alle N € N* gilt.
Fiir alle N € N* und alle ¢ > 0 gibt es also ein ny(e, N), so dass || fo A, —g||n < €
fir alle n > ng(e, N) gilt; das heifit fiir alle N € N* und alle ¢ > 0 gibt es ein
no(e, N), so dass |f(An(s)) — g(s)] < e fur alle n > ng(e, N) und alle s < N
erfiilllt ist. Daher gilt f(\,(t)) — ¢(t) (n — oo) fiir alle ¢t € [0,00). Seien nun
e > 0 und ¢ so gewahlt, dass f in ¢ stetig ist. Dann liefert das e-9-Kriterium der
Stetigkeit die Existenz eines 6 > 0, so dass |f(s) — f(t)] < € fiir alle s € [0, 00)
mit |s — t| < § gilt. AuBlerdem folgt aus (1.1.3a) |\, (t) — t|] — 0 fir n — oo.
Wié&hlt man nun ng derart, dass |\, (t) — t| < d fiir alle n > nq erfiillt ist, dann
erhélt man |f(\,(t)) — f(t)| < e fir alle n > ng und somit f(\,(t)) — f(t) fiir
n — o0o. Aus f(A,(t)) — g(t) (n — oo) fir alle t € [0,00) und f(\,(t)) — f(t)
(n — oo) fiir alle Stetigkeitspunkte von f folgt nun sofort f = ¢, da die Menge der
Unstetigkeitsstellen einer cadlag-Funktion abzahlbar ist und sowohl f als auch
g rechtsseitig stetig sind. Da die Riickrichtung trivial ist, definiert ¢ also eine
Metrik auf D. O

Beweis. (von Satz 1.1.12)

Es sei (fyu)nen eine Cauchy-Folge in D, das heifit fiir alle € > 0 gebe es ein Ny,
so dass 0(fm, fn) < 5 fiir alle m,n > Ny erfiillt ist. Zu zeigen ist, dass (fn)nen
gegen ein f € D konvergiert. Dafiir geniigt es aber zu zeigen, dass (f,,)nen eine
konvergente Teilfolge (f,, )ren enthélt, denn: Es seien € > 0 und f € D der
Grenzwert von (fy, )ren, das heifit es gebe ein Ni, so dass d(fy,, f') < § fiir
alle n;, > N;. Dann folgt mit n’ := max{Ny, N1} fir alle & > n’ (und somit
ng >n')

5(fi ') < 6k Juu) + 0(fu ) < 5+ 5 =6

was bedeutet, dass (f,)nen gegen f’ konvergiert.
Die Teilfolge (fn,)ren wird wie folgt konstruiert: Sei k& € N beliebig. Da
(fn)nen eine Cauchy-Folge ist, gibt es ein n(k) derart, dass 0(fn, fm) < 2%

fir alle m,m > n(k) gilt. Dabei sei ohne Einschriankung n(k) so gewéhlt, dass
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n(k) > n(k — 1). Definiert man nun f,, := f,x), so bildet (f,, )ren eine Teilfolge

von (fn)nen mit 6(fo,, fr..,) < 2%
Zu zeigen bleibt, dass (f,, Jken gegen ein f° € D konvergiert. Seien dazu
N € N* und k € N beliebig gewéhlt. Aus der Giiltigkeit von 0( f,, fnk+1) < 1

— 9k
folgt On (fys frp.y) < 2V7F < 2N7FH eg gibt also aufgrund der Definition von
dn ein A € A mit

CON) + 1k fr) © A = v fup i lloo < 2VFE, (1.4.1)
Fiir p > ksetze pp, = AY oA, 0...oA). Dann folgt aus (1.1.8b) und (1.4.1)
(ol = () oMo oA
)+ -+ A
2N+1—l€ _|_ 2N—l€ + o _|_ 2N+1—p

p—Fk 1\?
AREEDY (5) (1.4.2)
=0

o)

< 2 . 2N+17k — 2N+27k

IA A

Fir k < p < q gilt p, — pi, = pip © (P41, — I), daher implizieren (1.1.8) und

(1.4.2)

N
||p]k\{q - p]k\{p||N+2 S ||pi)v+17q - I||N+2 . ee(pk,p)
< (N+2)- (W) =) U0 (143)
< (N42)- (7 1)

und der letzte Term konvergiert fiir p, ¢ — oo gegen 0. Fiir die weiteren Uber-
legungen bedarf es der Einfithrung der Topologie der gleichmdf$igen Konvergenz
auf dem Raum C' ([0, N + 2], R) aller stetigen Funktionen auf [0, N + 2] mit Wer-
ten in R, die durch die Metrik 0,(f,9) = ||f — gl/n12 definiert ist. Bezeichnet
namlich gy, die Einschrankung von py’, auf [0, N + 2|, so ist die Folge (ﬁff p)p>k‘
eine Cauchy-Folge fiir diese Topologie, denn: Sei € > 0 beliebig. Gesucht ist ein
po > k derart, dass 5u(ﬁf€\fq,,5]k\{p) < e fiir alle ¢,p > po erfilllt ist. Wegen (1.4.3)
folgt aber sofort
0u(Pgs Prop) = Pg — Prplinse < e

flir hinreichend grofie p und ¢. Da aufgrund des Cauchy-Kriteriums der gleich-
méafBigen Konvergenz und Satz 104.2 aus [H| der Raum C ([0, N + 2], R) unter §,
vollstandig ist, folgt, dass (ﬁ]kv p)p> . auf [0, N +2] gleichméfig gegen eine monoton

wachsende, stetige Funktion /iy konvergiert. Dass /iy monoton wachsend ist,
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sieht man folgendermaflen: Da (ﬁfxp) auf [0, N + 2] gleichmiflig gegen iy’

p>k
konvergiert, gilt insbesondere g, (t) — iy’ (t) (p — oo) fiir alle ¢t € [0, N + 2].
Seien nun ¢, € [0, N + 2] mit ¢ < ¢'. Es folgt
A = lm ()

< lim g, (t) (pp, Tfirallep>k)

p—oo :

= /ljkv(t/)v

fn st also monoton wachsend. Die Funktion fj soll im Folgenden auf [0, o0)
ausgeweitet werden:

N(f) i () falls t < N +2
P m Vo (N 2) AN (V4 2) falls > N 2,

pa ist nach Konstruktion monoton wachsend und stetig mit 2y (0) = a2 (0) = 0,
denn da (ﬁff p)p>k auf [0, N + 2] gleichméfig gegen fi) konvergiert, gilt insbeson-

dere 0 = g (0) — j3 (0) fiir p — oo, was fiy (0) = 0 impliziert. AuBerdem hat

die Steigung von pf auf [N + 2, 00) den Wert 1, so dass

pi () — 1 (s)
t—s

i () — p ()
t—s

(pz’) = sup |log log

s<t

= sup
s<t<N+2

und daher /(p) < lim ((py,) gilt. (Man beachte die Giiltigkeit von
p—00 ’
a0 = B0 = i G0 = Tim g0

fir alle ¢ < N + 2.) Infolgedessen impliziert (1.4.2)

O(pp) < 2Nk, (1.4.4)

Insbesondere ist pf) streng monoton wachsend und gehort daher zu A. Wire py’
nédmlich nicht streng monoton wachsend, gébe es t,t € [0,00) mit ¢ < ' und
pn (t) > p (t'). Da wie oben gezeigt pi' monoton wachsend ist, wiirde dies aber
pn (t) = pa (¢') implizieren, woraus

pi () — py (t)

=0
-1

und somit £(p) = oo folgen wiirde, was (1.4.4) widerspricht. Nach Konstruktion
gilt AY o p]kVJer = pfg\fp. Daher erhélt man fiir t < N 4 2

() = ) = Tm (0 = lm 0
= Y (i ,0) = A (fim A,0) 049
= A (R (0) = A (a (1))
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Nun sieht man
g —llvze < (N42)- (ee(“w -1) < (N+2)- (62N+27’“ —1) 0
(1.1.8¢) (1.4.4) k—oo

und

AN =TI < (N+2)-(O) 1) < (N42)- (" =1) —0,
(1.

1.1.8¢) (1.4.1) k—o0

daher gilt fiir alle hinreichend groBen k sowohl p2 (t) > N+1 fiir ¢t > N+2 als auch
A (g (t)) > N +1 fir t > N + 2. Die erste Behauptung soll exemplarisch be-
griindet werden: Fiir € = 1 existiert ein ko derart, dass |uf (N +2) — (N +2)| < 1
fur alle & > kg erfullt ist. Seien t > N + 2 und k > kg fest. Dann hat man
uN(t) =t — (N +2) + g (N +2), und wegen i (N +2) — (N +2) € (—1,1) gilt
p (t) > N+1. Wegen (1.4.5) und in Anbetracht der Definition von ky erhilt man
also (kn fr, ) (AR (41 (2))) = (kn fu,)(py (t)) fiir alle hinreichend grofen & und al-
le t € [0, 00). Daher gilt fiir hinreichend grofies & wegen (1.1.8¢) und (1.4.1)

1(kn fu) © 1 — (kN frgsy) © 1R lloo
= ||(kank) © /\é\f © N]kVJrl - (kankH) © Nﬁrl”oo

= ”(kank> © )\é\f - kank+1HOO
< 2N+17k.

Mit anderen Worten ist die Folge ((kn fn,) © 3 )x>1 eine Cauchy-Folge fiir die
Topologie der gleichmafligen Konvergenz auf D, die in natiirlicher Weise durch
die Metrik 8,(f,9) = ||f — 9lloc (f, g € D) definiert wird: Sei € > 0. Dann gilt fiir
alle hinreichen groflen k

5U((kank) © :U’;cvv (kank+1) © :U’;c\zrl) - ||(kank) © :U’;cv - (kank+1) © u]kVJrlHOO <€,

was aufgrund der Dreiecksungleichung fiir 9, die Behauptung impliziert. Wegen
des Cauchy-Kriteriums der gleichméafligen Konvergenz konvergiert jede Cauchy-
Folge (g, )nen fiir die Topologie der gleichméfBigen Konvergenz auf D gleichméBig
gegen eine Funktion g : [0, 00) — RZ Damit D vollstindig unter §, ist, muss sogar
g € D gelten. Aufgrund des Satzes 104.1 in [H] ist g aber rechtsseitig stetig auf
0, 00) und besitzt linksseitige Limiten fiir jedes ¢ € (0, 00): Sei t’ € [0, 00) beliebig.
Da ltilrtr/l gn(t) fiir alle n € N existiert und mit g, (t') iibereinstimmt, folgt

lim g(¢) = lim lim g¢,(¢t) = lim lim g,,(t) = lim g, (') = g(t'),

tlt tlt! n—oo n—oo t|t/

das heiflt ¢ ist rechtsseitig stetig. Die Existenz der linksseitigen Limiten folgt
analog. ((kx fn,) © uy )i>1 konvergiert also beziiglich 6, gegen einen Grenzwert
vy € D. Insbesondere gilt fiir alle hinreichend grofien k

1k f) 0 i = I lloe < 28427, (1.4.6)
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Nun hat man [(ky fu, ) o =Yoo = l|(kn fa) = v 0 (112) ™" [|oo, und wegen

)~ Iy < N-(@#) 1) < N —1) —0
(1.1.8) (1.4.4) k—o0

fiir alle N € N* gilt
Stu((pp )~ 1) —— 0.

k—o0

(1)~ 1)r>0 konvergiert also lokal gleichmiBig gegen die Identitit auf [0, o). Sei
jetzt t ¢ J(yn) und € > 0. Dann gibt es ein ¢ > 0, so dass |yn(s) — yn(t)] < €
fiir alle s mit |s — t| < ¢ erfiillt ist. Wahlt man nun ein N € N* derart, dass
t < N gilt, dann liefert die lokal gleichméBige Konvergenz die Existenz eines ki,
so dass ||(u) ™t — I|| 5 < 4, also insbesondere |(ul )~ () — t| < 6, fiir alle k > k;
gilt. Insgesamt hat man |[yn((ud)~1(t)) — yn(t)| < € fiir alle k& > k;, das heifit
() 7HE) — yn(t) (k — oo) fiir alle ¢ ¢ J(yy). Dann gilt aber auch

(kN fn,) (1) = v (t) fiir alle t & J(yn), (1.4.7)

wie man leicht sieht: Sei t ¢ J(vy). Zu beliebigem € > 0 wihle ky so grof,
dass |yn((u8) 71 (t)) — n ()] < € und im Hinblick auf (1.4.6) und die Bemerkung
danach |ky fn, () — v ((ed)7H(t))] < 2NT27F fiir alle k > ko erfiillt sind. Dies
impliziert

[(knv fa) () = v (O] < (v g ) () = 4 ()" )]+ Ty ()1 () = v (1))
< NF2R ¢

fir alle k > ko, und daher folgt (1.4.7). Betrachtet man schliefllich die Menge
R :=RJ\ ( U J('YN)), so kann man wegen der Abzdhlbarkeit von J J(yn)

NeN* NeN~

fir jedes beliebige t € |J J(yn) eine Folge (¢,)nen von Elementen aus R mit
NeN~

t, — t (n — o) finden. Mit anderen Worten liegen in jeder offenen e-Umgebung

von ¢ unendlich viele Elemente der Menge R, das heifit R ist dicht in R{. Deshalb
folgt aus (1.4.7) die Existenz einer Funktion f € D, so dass jedes yx die Form
v = kn f’ besitzt. Wahlt man nun erneut N € N* beliebig und k3 so grof}, dass
fir alle & > ks (1.4.6) gilt, dann erhélt man fiir alle & > k3 wegen (1.4.4) und
(1.4.6)

0 <On(fors /) < €G) + 1k f) 0 1 = B f' ]l
< 2N+2*k 4+ 2N+27k

— 2N+3—/€ — 0.
k—o0
Es folgt also dn(fn,, f') — 0 (k — oo) fiir alle N € N* und damit 6(f,,, f) — 0
(k — o0), was den Beweis vervollstandigt. O
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Beweis. (von Satz 1.1.14)

Wahle 0 =ty < ... < t, = N derart, dass t; —t;_; > 0 fiir alle 1 < i < r. Falls
t; — ;i1 > 20 fir irgendein 1 < i < r gilt, kann man das Intervall [t;_q,t;) weiter
aufteilen, indem man ¢;_; = s§°) <...< sl(-p ) = ¢, so withlt, dass im Fall 1 <i < r
fir alle 1 < k < p die Ungleichung 0 < sgk) - sgkfl) < 20 und andernfalls sowohl
0 < s&k) - sﬁk_l) <20 firallel <k < p—1alsauch s,(f’) —sﬁ”‘” < 20 erfiillt sind.
Da w(f, [sgk_l),sgk))) < w(f,[ti1,t;)) fir alle 1 < k < p gilt, folgt im Hinblick

auf die Definition von wy(f,#) die Behauptung. O

Beweis. (von Satz 1.1.15)
Seien zunéchst f € D, N € N* und ¢ > 0. Dass (1.1.11a) gilt, ist klar. Um nun
die Giiltigkeit von (1.1.11b) zu beweisen, betrachte die durch

€

s =0, 3n+1:inf{t>3n:|f(t)—f(sn)\ > 2} (n > 0)

definierte Folge (s,)nen, wobel inf @ := oco. Da f eine cadlag-Funktion ist, ist
(Sn)nen eine streng monoton wachsende Folge, die gegen oo konvergiert. Es gibt
daher ein p € N mit s, < N < 5,41. AuBlerdem gilt fiir alle 7 € N

w(f,[sivsivn)) = sup |f(s) = f(2)]

s,te [si,si+1)

< sup [f(s) = f(s)[+ sap |f() — f(si)]
SE [84,5i41) te [si,8i41)
€ €

< =
S 5713 €
wobei sich die letzte Ungleichung wegen s; 11 = inf {f > s; : | f({) — f(s:)] > 5}
ergibt. Man erhélt daher im Fall § < ir<1f(sl-—si,1) die Giiltigkeit von wy(f,0) < e
1=p

Sei dazu

g sy 0sisp
"IN, i=p+1 (fallss, #N).

Dann gilt

i<r i<r

U}N(f, (9) = inf {max w(f, [tiflati)) 0=ty <...<t, = N, inf (tl — tifl) > 9}

S ngpaJer w(f7 [8;—17 S;)) S €.
Damit ist die Hinrichtung bewiesen.

Es werde nun angenommen, dass (1.1.11a) und (1.1.11b) fiir eine Funktion
f:]0,00) — R? und alle N € N* erfiillt seien, und dass f nicht in D liege.
Da eine Funktion f mit Werten in R? genau dann rechtsseitig stetig ist, wenn
alle Komponentenfunktionen f% 1 < i < d, rechtsseitig stetig sind, muss es ein
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t € [0,00) und eine ganze Zahl 1 < i < d geben, so dass die i-te Komponenten-
funktion f? entweder keinen reellen linksseitigen Limes in ¢ besitzt (falls ¢ # 0
gilt) oder in ¢ nicht rechtsseitig stetig ist. Die beiden mdéglichen Félle werden
getrennt behandelt:

Existiert kein reeller linksseitiger Limes von f in ¢, so gilt

lim|f*(s)] = oo oder a:=lim f'(s) < lim f'(s) =: b.

sTt st st

Sei zunéchst h%l‘ fi(s)| = oo. Aufgrund der Giiltigkeit von (1.1.11a) existiert fiir
N :=[t]+1ein M < oo mit ||f||y = M, und wegen

s<t s<t

sup | ()] < sup |(s)] < sup |f(s)] = M < o0

erhélt man einen Widerspruch. Gelte nun a < b. Fiir alle u,v € [0,00) mit
u<t<wogiltw(f [uv)>b—a>0,da

w(f,[u,v)) = sup [f(s) = ()]

s,8'€ [u,v)
> |f(s) = f(s')] fur beliebige s, s" € [u,v)
> |f'(s) — f'(s")| fiir beliebige s, s € [u,v).

Daraus folgt wy(f,0) > b—a > 0 fir alle N > ¢ und 6 > 0, was im Widerspruch
zu (1.1.11b) steht.

Im zweiten Fall existiert entweder kein reeller rechtsseitiger Limes von f? in t,
oder er existiert zwar, stimmt aber nicht mit f?(¢) {iberein, das heifit es gilt

a = ligl fi(s)> fiit)y =V

a >V

oder ¢’ < V. Im Fall { , ,
a <b

} gilt fiir alle u,v € [0,00) mit u < ¢t < v auf-

w(fa [U,U)) > a =V
w(fa [U,U)) > V—d
> A N

{Zig;: gg ; Z, B 2,} fiir alle N > t und € > 0, was im Widerspruch zu (1.1.11b)
steht. Falls kein reeller rechtsseitiger Limes von f? in t existiert, erhilt man wie
folgt einen Widerspruch: Im Fall

grund des gleichen Arguments wie oben { } Daraus folgt

a’ = lim f(s) < lim f'(s) =: 0"

Slt Slt

verfahrt man ebenso wie gerade beschrieben, wéhrend sich im Fall li{n| fi(s)] = o0
slt

mit N := [t] + 1 wegen || f*||y < ||f]|x < oo sofort ein Widerspruch ergibt, wobei
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die letzte Ungleichung aus (1.1.11a) folgt. O

Beweis. (von Korollar 1.1.17)

Zu zeigen ist, dass D eine dichte, abzahlbare Teilmenge enthalt. Diese Menge
wird im Folgenden konstruiert: Seien f € D und N € N* mit N > 2. Mittels Satz
1.1.15 ergibt sich die Existenz eines p € N* mit || f||y+3 < p und eines k € N*
mit & > N? und wy,s (f,%) < % Dann impliziert Lemma 1.1.16 mit 6 := p
die Existenz eines g € A(N + 3,p, k?) mit dn/(f,g) < & fiir alle N' < N. Es

folgt

N’e N+
1 1

= ) on (LA Ow(f.9)) + > o (LA ([ 9))

1<N/<N N'>2N+1

1 6 1
< y.2. 0 . 1.4.
= Mgt Z 2N’ )
N'>N+1

6N 1 6 1

< — 4+ —= < —4—.

*) k’ 2N k>N2 N 2N

—

Dabei kann man () mittels Induktion beweisen: Sei N = 2. Dann gilt

1 1 7
ZQN’ ZQN’_(l_'_ +4)_2 Z:

N'>3 N'>0

<=3

N
4>|H

Gelte nun ZN’2N+1 2]1\,, < QLN fiir ein beliebiges N > 2. Es folgt

1 1 1 1 1
= o S _— = —,
§ : 9N’ } : 9N’ 9N+1 = 9N 9N+1 ~ 9N+1
N'>N+2 N'>N+1

—_

was die Induktion abschlieft. Da N beliebig groff gewahlt werden kann, ist die

abzahlbare Menge
U 2 (N +3.0, )

N’eN*

k'e N*

p’e N*
eine dichte Teilmenge von D, wie man leicht sieht: Sei erneut f € D. Es ist zu
zeigen, dass f Beriithrungspunkt von 2{ ist. Wahlt man e > 0 beliebig, so muss es
also ein g € A mit 6(f,g) < € geben. Sei dazu N € N* mit N > 2 derart, dass
2 4+ ¢ < e gilt. Dann gibt es geméB (1.4.8) ein k € N* mit k > N?, ein p € N*
und ein g € A(N + 3,p, k%) C A mit 6(f,9) < £ + 55 < ¢, was die Behauptung
impliziert. U
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Beweis. (von Korollar 1.1.19)

Gemafl Satz 1.1.12 ist D vollstandig unter 0, das heiit eine Folge von Elemen-
ten aus D konvergiert genau dann gegen ein Element aus D, wenn sie eine
Cauchy-Folge ist. D ist also abgeschlossen, daher gilt A C D und A ist eben-
falls vollstindig. Aus einem Satz in [Bi] (Appendix I, S.217) folgt nun, dass A
genau dann kompakt ist, wenn A vollstandig und A total beschrinkt ist. (A heift
total beschrankt, wenn es fir jedes € > 0 eine endliche Menge A, C D gibt derart,
dass fiir jedes f € A ein fj € A, existiert mit o(f, fx) < €.) Es reicht also zu zei-
gen, dass fiir jedes € > 0 eine endliche Uberdeckung von A, bestehend aus offenen
Kugeln mit Radius e, existiert, da man dann A. als die Menge aller Kugelmit-
telpunkte wahlen kann. Seien dazu € > 0 fest gewahlt und N € N* mit N > 2
derart, dass & + 55 < e. Wegen (1.1.12a) gibt es ein p € N* mit || f|[n43 < p
fur alle f € A, und aus (1.1.12b) folgt die Existenz eines k € N* mit & > N?
und wyys (f, £) < 1 fiir alle f € A. Lemma 1.1.16 impliziert nun, dass fiir jedes
f € Aein g € AN + 3,p, k?) existiert, so dass 6,/ (f,g) < & fiir alle N' < N
und somit §(f,g) < & + 57 < € gilt (vergleiche den Beweis von Korollar 1.1.17).
Anders ausgedriickt, wird die Menge A tiberdeckt von offenen Kugeln mit Radius
¢, deren Mittelpunkte in 2A(N + 3, p, k%) liegen. Da A(N + 3, p, k?) eine endliche
Teilmenge von D ist, folgt die Behauptung. O

Beweis. (von Lemma 1.1.20)
Die Giiltigkeit von (1.1.3) impliziert

N = 1]loe —— 0und || f,, — fo A |y —— O fiir alle N € N*,  (1.4.9)

denn: Die erste Behauptung ist trivial. Sei also N € N* beliebig. Da insbesondere
A —TI]|x — 0 fiir n — oo gilt, gibt es ein ng, so dass A\, !(s) —s < 1 (und somit
M (s) < N +1) fiir alle s < N und n > ng erfiillt ist. Fiir n > ng erhilt man
folglich

1fo = fo X v = [l fuo Ao At = fo X v < sup [fu(Aa(t)) — f(B)],

t<N+1

und das konvergiert nach Voraussetzung gegen 0. Sei nun ¢ ¢ J(f) und wihle
N € N* beliebig mit ¢ < N. Dann gibt es aufgrund des e-0-Kriteriums der Ste-
tigkeit fiir alle € > 0 ein § > 0 derart, dass fiir alle s € [0,00) mit |s —t| <
|f(s) — f(t)] < e gilt. Wegen (1.4.9) weifl man auBerdem, dass fiir alle 6 > 0 ein
ny existiert mit [\, (t) — t| < ¢ fiir alle n > ny, und dass es fiir alle € > 0 ein ny
gibt, so dass || f,, — fo A 1||y < € fiir alle n > ny gilt. Seien nun € > 0 beliebig und
dazu § > 0, ny und ny wie soeben beschrieben gewahlt. Sei ng := max{ni,ns}.
Dann gilt fiir alle n > ng sowohl |f(A 1(t)) — f()| < €, da |\ 1(t) —t| < 4, als
auch [fu(t) = f()] < [fut) = FOTHON + [f(ATH(B) = f(O)] < 26, dat < N.
Man hat also f(A,1(t)) — f(t) (n — oo) und daher f,(t) — f(t) (n — o)
fir alle t ¢ J(f). Die Funktion f ist somit das einzige Element aus D, fiir das
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6(fn, f) — 0 (n — 00) iiberhaupt moglich ist. Géabe es namlich ein f # f € D mit
5(fn, f) — 0 (n — 00), so wiirde aufgrund von Lemma 1.1.9 eine Folge (A, )nen
von Elementen aus A existieren, die (1.1.3) fiir f erfiillt, was in Analogie zum
eben Gezeigten f,(t) — f(t) (n — oco) fiir alle t ¢ J(f) implizieren wiirde. Fiir
t & (J(f)U J(f)) wire also f(t) = f(t) unmittelbar klar. Fiir t € (J(f) U J(f))
kénnte man aufgrund der Abzihlbarkeit der Menge J(f)UJ(f) eine Folge (£,)nen
in (J(f)UJ(f))° mit t, | t finden, was wegen der rechtsseitigen Stetigkeit von f
und f zu f(t) = f(t) fithren wiirde, was im Widerspruch zu f # f stiinde.

Es muss also nur noch gezeigt werden, dass die Menge A := {f,, : n € N} rela-
tiv kompakt ist. Im Hinblick auf Korollar 1.1.19 geniigt es dafiir aber zu zeigen,
dass A die Bedingung (1.1.12) erfiillt. Seien dazu € > 0 und N € N* beliebig.
Da f in D liegt, gilt wegen Satz 1.1.15 || f||n4+1 < 0o und wy41(f,0) < € fiir ein
6 € (0,1). AuBerdem impliziert (1.1.3) die Existenz einer ganzen Zahl n, der-
art, dass Ay — Illoc < &, I\ = I|lngs < Lund |[fo 0 Ay — fllvgr < € fiir alle
n > ny erfiillt sind. Es folgt A\,,(N +1) > N fiir alle n > ny, und zusammen ergibt
sich

| fallv < [ fao Xnllver S [ faodn = fllnver + [ fllvgr < e+ || fllvgr < 00

fir alle n > ny. Wegen f,, € D fiir alle n € N liefert Satz 1.1.15 ferner || f,,|| v < 00
fiir alle n < ny. Insgesamt folgt also

sup an”N < 0,

neN
das heifit die Menge A erfiillt (1.1.12a). Da wie oben gezeigt wy1(f, ) < e fiir ein
6 € (0,1) gilt, gibt es nach Definition eine Unterteilung 0 =, < ... <t, = N+1
des Intervalls [0, N +1] mit t; —¢;_1 > 0 fir alle 1 < i < pund w(f, [t;,t;11)) < 2
fiir alle 0 <4 < p. Setzt man nun s} := \,(¢;), dann erhélt man fir alle 1 <i <p
und n > ny

n n
S T Si—1

= | Au(t;) = Mu(ti1)| (A, streng monoton wachsend)

> |t —tica]| — | Aa(ts) — il = [An(tice) — tiza]
S g 2 0_°0
- 4 4 2

und ferner s; > N fur alle hinreichend grofien n, was man sofort sieht: Es gilt
t, = N + 1 und somit sy = A,(t,) > N fiir alle n > ny. Aufierdem hat man
fir alle 0 < 7 < p und n > ny unter Beachtung von 0 < ¢;,¢;,7 < N + 1 und
an oA, — fHN+1 <e€

w(fn, [s758701)) = Sup )Ifn(An(s))—fn(An(t))l
< ;_utp )\fn(An(s))—f(s)H ts[tluf. )\f(S)—f(t)\
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+ sup [fu(Aa(t) = f(2)]

tE[ti,ti+1)

< €4 2¢ + € = 4e.

Zusammen folgt fiir alle n > ny

wy (fn, g) < 4e. (1.4.10)

Wegen f,, € D fiir alle n € N impliziert Satz 1.1.15 insbesondere wy(f,, p) — 0
(p — 0) fir alle n < nyg. Fiir alle n < ny und € > 0 wie oben existiert folglich
ein d(n) > 0, so dass wy(fn,p) < € fiir alle p mit |p| < §(n) gilt. Wéhle nun
§" :=min {d(n) : n < ng}. Dann erhdlt man wy(f,, p) < € fir alle n < ny und p
mit [p| < &', was

sup wy (fn, p) <€

n<ng

fir alle p mit |p| < ¢’ impliziert. Da e > 0 beliebig gewahlt war, gilt also

lim sup wN(fnvp) = 07

P—=0 n<ny
daher gibt es im Hinblick auf (1.4.10) ein 6 € (0, %] mit

sup wy (fn, 9/) < 4e.
neN

Die Menge A erfiillt also auch (1.1.12b), was den Beweis abschliefit. O

Beweis. (von Satz 1.1.21)

Es sei A eine relativ kompakte Teilmenge von D und es werde angenommen,
dass (1.1.12) verletzt sei. Dann gibt es ein N € N* und eine Folge (f,)nen von
Elementen aus A derart, dass entweder || f, ||y — 00 (n — 00) oder wy(f,,0) > €
fiir alle @ > 0 und ein € > 0 erfiillt ist. Da A nach Voraussetzung kompakt ist,
enthilt die Folge (f,)nen eine Teilfolge, die gegen ein f € A C D konvergiert,
man kann also ohne Einschrankung direkt annehmen, dass

fo o f

gilt. Es gibt daher nach Definition der Skorokhod-Topologie eine Folge (\;)nen
von Elementen aus A, die (1.1.3) erfiillt. Fiir alle hinreichend grofien n gilt also
A — I||oc < 1 und insbesondere ||\, — I||ys+1 < 1, so dass analog zum Beweis
von Lemma 1.1.20 || ful|n < || fllv+1 + [ fn 0 An — flln41 fiir diese n folgt. Wegen
(1.1.3b) und Satz 1.1.15 ergibt sich dann aber

|| follv < [ fllv41 < 00,
n—00
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was im Widerspruch zu || f, ||y — oo (n — o) steht. Es muss also wy(f,,0) > €
fir alle n € N, alle # > 0 und ein € > 0 gelten. Da f in D liegt, liefert Satz

1.1.15 die Existenz eines 0’ € (O, i) mit wyy1(f,20') < g, das heiBit es gibt eine
Unterteilung 0 = sp < ... < s, = N+1 des Intervalls [0, N +1] mit s; —s;_; > 26
1

fir 1 <i < p, 5,1 > N — 5 und w(f,[si,8i41)) < 5 fiiralle 0 <7 < p.

Wegen (1.1.3a) gilt ferner ||\, — I||o < £ fiir alle n > ng, und wegen (1.1.3b)
[ fnodn — fllvgr < § fiir alle n > ny (ng, ng hinreichend grof gewihlt). Definiert
man nun " = \,(s;), dann folgt fiir 1 <i < p und n > ng

0<& =ty = [Aulsi) — Anlsiz1)]
> si = sica| = [Aal(si) = sil = [Anl(sic1) = sica
0 0
> 2 / _ - /
z 20 2 2 0
und b1 = N. AuBerdem erhélt man fir 0 < ¢ < p und n > ny
w(fo [11670)) = sup [fa(Aa(s)) = fu(An(1))]

s,te [si ,Si+1)

< sup |fu(Aa(s)) = f(9)[+ sup [f(s) = f(2)]

SE€[s4,8i41) 5,6€ [s4,8541)

+ sup | fu(Aa(t)) = f()]

t6[3i75i+1)
- e+e+e_2€
-6 3 6 3

Insgesamt folgt fiir alle n > max{ng, ns}

m m 2e

wN(fna 9,) (% Zrélpa_Xl w (f”’ [tifla ti )) S ?’

was im Widerspruch zu wy/(f,, ) > € fir alle n € N und alle > 0 steht. Dabei
erhélt man (x), indem man ¢ := ¢ fir 0 < i < p—1und #_, := N wiihlt. (Falls
% > N fiir ein 0 < i’ < p — 1 gilt, setze t% = N und breche dann ab.) Es folgt
die Behauptung. O

Beweis. (von Satz 1.1.22)

(a) Es gelte 0, (fn, f) — 0 (n — o0). Wahlt man dann A\, = I € A fiir alle
n € N, so ist (1.1.3) erfiillt und es folgt die Behauptung.

(b) Die Riickrichtung folgt unmittelbar aus (a). Gelte also f, L, f und wiihle
(An)nen aus A derart, dass (1.1.3) erfiillt ist. Aufgrund der Dreiecksunglei-
chung ergibt sich fir alle n € N und alle ¢ € [0, c0)

[fa(t) = FOI < 1A (1)) = FOLT O+ £ (1) = £ (1.4.11)

Sei nun NV € N* beliebig. Da f als stetige Funktion auf allen beschrank-
ten, abgeschlossenen Intervallen gleichméfig stetig ist, folgt aus (1.1.3a)
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|foA = flly — 0 (n — o00), denn: Sei € > 0 beliebig. Dann gibt es ein
d > 0,s0dass |f(s)— f(t)| <efiralle s, t € [0, N+1] mit |s—t| < J erfillt
ist. Fiir dieses 4 existiert ein ng, so dass [|A;1 —I||o < 4 fiir alle n > ny gilt.
Beachtet man ferner ||\, ! — I||x < 1 fiir alle n > n; (n; hinreichend grof),
so folgt wegen )\;1(3) < s+1 < N+1firalle s < N und n > ny die Giiltig-
keit von | f(),1(s)) — f(s)] < e fir alle s < N und n > ny := max{ng, n; }.
Es folgt wie behauptet || fo A — f|lxy — 0 (n — 00). AuBerdem ergibt sich
sofort || fn o An o ATt — Fo A In < |[fu © An — fllnga fiir alle n > ny, und
das konvergiert wegen (1.1.3b) fiir n — oo gegen 0. Dann erhélt man aber
im Hinblick auf (1.4.11)

0<|fo—fllv S Ifaorao Xt = Fo X v+ oA = fllv —— 0,

was Oy (fn, f) — 0 (n — oo) impliziert, da N € N* beliebig gewihlt war.
Damit ist auch die Hinrichtung bewiesen.

O

Beweis. (von Satz 1.1.23)

Bewiesen wird nur Teil (b). Sei dazu (), eine Folge von Elementen aus A, die
(1.1.3) fir (f,)nen erfiillt. Dann erfillt (A,),en auch fir (g, ),en die Bedingung
(1.1.3), denn: Seien N € N* und € > 0 beliebig. Die Dreiecksungleichung liefert

|90 (An (1)) — 9(O)] < |gn(An()) = 9An ()] + lg(An(t)) — g(2)| fiir alle n € N und
t € [0,00). Es ergibt sich

lgn © M = gl < llgn© X = g0 Malln + llg 0 A = glly —— 0,

was man wie folgt sieht: Geméfl Satz 1.1.22 gilt 6;,(gn,9) — 0 (n — 00), insbe-
sondere hat man also ||g, — ¢g|[nv+1 — 0 (n — o0). (1.1.3a) liefert die Existenz
eines ng mit ||\, — I||x <1 und somit A\, (s) < N +1 fiir alle n > ng und s < N.
Dabher folgt ||gnoAn—goMullnv < [|gn—9|ln+1 — 0 (n — o0). Um auch die Konver-
genz des zweiten Summanden gegen 0 begriinden zu konnen, beachte man, dass
g als stetige Funktion auf dem kompakten Intervall [0, N + 1] sogar gleichméfig
stetig ist. Wahlt man also € > 0 beliebig, so ergibt sich die Existenz eines § > 0
derart, dass |g(s) — g(t)] < e fiir alle s,¢ € [0, N + 1] mit |s — ¢| < ¢ gilt. Wegen
(1.1.3a) gibt es aber ein nq, so dass ||\, — ]l < ¢ fir alle n > ny erfiillt ist.
Die Giiltigkeit von ||\, — I||y < 1 fur alle n > ng (ny hinreichend grof}) liefert
schlieBlich ||g o A\, — g||xy < € fiir n > max{ny,ny} und somit ||go A\, — g||y — 0.
Damit ist gezeigt, dass (A, )nen auch fir (g,)nen die Bedingung (1.1.3) erfiillt.
Dann folgt aber unmittelbar die Behauptung, da wegen

||(fn+gn)o)‘n - (f+g)||N < ano)‘n _f||N+ Hgno/\n_gHN mo

fir alle N € N* auch fiir (f,, + gn)nen die Bedingung (1.1.3) gilt. O
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Beweis. (von Satz 1.2.11)

Die erste Behauptung folgt sofort aus Satz 1.2.8(a), wenn man die Funktion
h : D — D durch h(g) = g + f definiert. (Wegen Satz 1.1.23(b) ist h sogar
stetig.) Die zweite Behauptung soll hier nicht bewiesen werden. O

Beweis. (von Satz 1.3.2)
Zunéchst wird gezeigt, warum die Bedingung (ii) hinreichend ist fiir X" =X
(vgl. dazu [Bi], S.123ff). Sei also T' C [0, 00) dicht mit

n 2T)
—

X X

und sei {£(X") : n € N} relativ kompakt. Wegen Theorem 2.3 aus [Bi] geniigt es
zu zeigen, dass jede Teilfolge von (£(X™)),en eine weitere Teilfolge enthélt, die
schwach gegen £(X) konvergiert. Sei also eine beliebige Teilfolge von (£(X™))nen
gegeben. Aufgrund der relativen Kompaktheit von {£(X") : n € N} besitzt diese
eine weitere Teilfolge (£(X™))en, die schwach gegen ein Q € {£(X") :n € N}
konvergiert. Zu zeigen bleibt £(X) = Q. Da @) ein Wahrscheinlichkeitsmafi auf
(D,®) ist, wobei © die Borelsche o-Algebra iiber D bezeichnet, existieren ein
Wahrscheinlichkeitsraum (€, 2, P) und eine Abbildung Y : (Q,2) — (D,®) mit
PY = £(Y) = Q. Betrachte

pr = {t € [0,00) : PY({f € D : f ist unstetig in t}) = 0}.

Ty ist das Komplement der abzdhlbaren Menge J(Y) aus (1.2.2) in [0, c0). Folg-
lich ist der Schnitt von Ty mit der dichten Teilmenge 7" C [0, 00), 7" = Ty NT,
dicht in [0, 00). Aufgrund von Lemma 1.3.3 geniigt es nun, nachzuweisen, dass
(X, .., Xy) = L£(Y,,,...,Y,) firalle k e NFund alle t; € T" (1 < i < k)
erfiillt ist. Seien also k € N* und ¢4, ..., ¢, € T" beliebig. Dann gilt wegen (b)

(X4,

t10 "

LX) (X, Xy

Folglich konvergiert auch jede Teilfolge von (X7}, ..., X{ ),en in Verteilung gegen
(X4, ..., Xy,), insbesondere gilt also

(qul""7XlﬁT;L€l) i) (th'"ath)-

Aufgrund von Theorem 1.3 aus [Bi] ist der Limes einer schwach konvergenten
Folge eindeutig bestimmt, daher muss nur noch gezeigt werden, dass

(X7, X 2 Y, V)

gilt. Dies geschieht unter Zuhilfenahme von Satz 1.2.5. Im vorliegenden Fall setzt
man

..... k-

36



Dann ist h messbar, und wegen £(X™) — @ folgt
P X 2 B b (XL X S (VL Y
und somit die Behauptung, falls

ist nicht stetig in f}) =0 (1.4.12)

..... k

gezeigt werden kann. Dem Nachweis von (1.4.12) dient die folgende Behauptung:

(B) Die Abbildung 7y, 4, : D — R ist stetig in genau den Elementen f € D,
die ihrerseits stetig in allen t; (1 < i < k) sind (vgl. [Bi], S.121).

Begriindung der Behauptung;:

Sei zunéchst 7, 4, stetig in f € D und wahle ein festes t; € {t1,..., 1t}
Dann muss zwischen zwei Fallen unterschieden werden: Im Fall t; = 0 ist die
Behauptung wegen der rechtsseitigen Stetigkeit von f in [0, c0) sofort klar. Der
Fall t; > 0 erfordert mehr Miihe: Es werde angenommen, dass f in ¢; unstetig sei.
Da f in D liegt, ist dies aquivalent dazu, dass f in ¢; nicht linksseitig stetig ist.
Definiere fiir n € N* mit + < ¢; die Funktion A, : [0,00) — [0, 00) durch

An ist nach Definition stetig und streng monoton wachsend und erfiillt sowohl
An(0) = 0 als auch A\, () — oo fiir t — oo. Es folgt, dass A, zu A gehort. Definiert
man nun f,,(t) = f(A,(t)) fir ¢ € [0,00) und alle n € N* mit + < ¢;, so gilt

(1) fu = f,

(2) falti) » f(t;) fir n— oo,
was einen Widerspruch zur Stetigkeit von 7, 4, darstellt und somit die Hinrich-
tung beweist. Die Giiltigkeit von (1) und (2) sieht man dabei wie folgt: Fiir den
ersten Teil ist ||\, — I|lc = 0 (n — 00) und || f, o A\t — fllxy — 0 (n — o0) fiir
alle N € N* zu zeigen. Fiir hinreichend grofles n gilt aber

‘tz—l S

t;

n

% O
n—00

- S — S| =

1
—_— . Sup
N s<oo

sup [A,(s) — s = sup

s§<00 s<00 [

und somit auch ||\, — I]|o — 00 (n — o0), und wegen f, o A1 = f fiir alle
n e N mit + <t;ist || fuoA,' = fllxy — 0 (n — oo) fiir alle N € N* unmittelbar
klar. Der zweite Teil folgt sofort, da fiir hinreichend grofles n

falti) = f (tZ;% 'ti) =f (tz’— %) - f(t:)
—_—

Tt

n— oo

gilt, weil f in t; nicht linksseitig stetig ist.

37



Jetzt muss nur noch die Riickrichtung von (B) bewiesen werden. Sei also
f € D stetig in t,...,t; und wihle eine Folge (f,)nen von Elementen aus D
derart, dass

fa =" f
gilt. Es gibt also eine Folge (\,),en von Elementen aus A mit ||\, — [||cc — 0
(n — oo) und ||f, 0 Ay — fllv — 0 (n — o0) fiir alle N € N*. Zu zeigen ist, dass
stetig in f ist, dass also

(Falt)s oo Fu(th)) —— (f(t2),- s [ ()

n—~o0

7777 ty

gilt. Wéahle dazu ein festes t; € {t1,...,t;} und ein N € N* mit ¢; < N. Wegen
IAY = I||xv — O fiir n — oo gibt es ein ng mit A\, *(¢;) < N + 1 fiir alle n > ny.
Es folgt

[falts) = FE)] < 1 falts) = FOG @)+ | FOG (8) = f(t)] —0,

was man bei Betrachtung der beiden Summanden erkennen kann: Fiir alle n > n
hat man | f,,(t;) — f(N, " (£:))] < || fa © An — fllv41, und das konvergiert nach Vor-
aussetzung gegen 0. Aus [[A.1 — ]| — 0 fir n — oo folgt A\ *(t;) — t; fir
n — oo, was vermoge der Stetigkeitsvoraussetzung f(\.1(#;)) — f(t;) und so-
mit |f(\,1(t;)) — f(t:)| — 0 fir n — oo ergibt. Insgesamt folgt f,(;) — f(t:)
(n — o0), was die Begriindung abschlief}t.

Wie bereits erwihnt, dient die soeben bewiesene Behauptung (B) dem Nach-

weis von (1.4.12):

,,,,, . ist nicht stetig in f})

= PY({f € D: fist unstetig in mindestens einem t; € {t1,... tx}})
k
< Z@Y({f € D: fist unstetig in t;}) = 0,

i=1

wobei sich die letzte Gleichheit wegen ¢; € Ty fur alle 1 < ¢ < k ergibt. Damit
ist gezeigt, dass die Bedingung (ii) hinreichend ist fiir

X" 5 X

Es bleibt zu zeigen, warum im Fall X" =X notwendigerweise Bedingung
(ii) erfillt ist. Gelte dazu (i), und sei 7" eine Teilmenge von Tpx, die dicht in
[0,00) liegt. Dann kann man in Analogie zum ersten Teil des Beweises zeigen,
dass

xn 20, x
gilt. Die relative Kompaktheit der Menge {£(X™) : n € N} folgt sofort, da mit
£(X™) = £(X) auch £(X™) — £(X) fiir jede Teilfolge (£(X™))en von
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(L(X™))nen erfiillt ist. O

Beweis. (von Satz 1.3.7)

Sei zunéchst (X™),en straff. Zu zeigen ist, dass die Bedingungen (i) und (ii)
erfiillt sind. Sei dazu € > 0. Aufgrund der Definition der Straftheit gibt es eine
kompakte Teilmenge K von D mit P(X" ¢ K) < e fiir alle n € N. Seien nun
N € N* und n > 0 beliebig. K ist als kompakte Teilmenge von D abgeschlossen,
es gilt also K = K und somit ist K auch relativ kompakt. Satz 1.1.21 impliziert
daher, dass

M := sup sup |f(t)| > 0
fEK t<N

endlich ist, und dass ein # > 0 existiert, so dass

sup wy (f,0) <
fex

gilt. Daher hat man fiir alle n € N

P (sup | X3 > M) =P (sup | X}'| > sup sup |f(t)|)
t<N

t<N feEK t<N

<P(X"¢K)<e

und
P(wn(X",0)>n) <P(X" ¢ K) <e.

Die Bedingungen (i) und (ii) sind also mit ng := 1 erfiillt.

Seien nun (i) und (ii) erfiillt. Zu zeigen ist, dass (X"),en dann straff ist.
Seien dazu N € N*, ¢ > 0 und n > 0 beliebig und M’ € [0,00), ¢ > 0 und
n' € N* so gewihlt, dass (1.3.3) und (1.3.4) fir alle n > n’ gelten. Wéhle nun
0 < n <n'. Da der Skorokhod-Raum D geméifl Satz 1.1.6 unter der Skorokhod-
Topologie polnisch, also insbesondere vollstéindig und separabel ist, ist PX" wegen
Theorem 1.4 aus [Bi] straff. Fiir alle ¢ > 0 und fir alle 0 < n < n' gibt es also
eine kompakte Teilmenge K. ,, C D derart, dass P(X" ¢ K. ,,) < ¢ gilt. Sei nun
¢ > 0 fest und definiere

Ke/ = N Ke’,n-

0<n<n/

K. C D ist ebenfalls kompakt und es folgt sofort, dass die endliche Familie
(X™)o<n<n’ straff ist, indem man in der Definition der Straffheit K := K. wahlt.
Analog zum ersten Teil des Beweises kann man zeigen, dass (X™)o<n,<, die Be-
dingungen (i) und (ii) fiir ein M” € [0,00), ein #” > 0 und ny = 1 erfiillt.
Insgesamt folgt, dass (1.3.3) und (1.3.4) bei Wahl von M := max{M’', M"} und
0 := min{#’, 0"} fir alle n € N gelten. Seien weiterhin N € N* und € > 0 beliebig.
Fiir alle £ € N* findet man wegen des soeben Gezeigten ein My, € [0, 00) und
ein Oy > 0 mit

e 1
sup P (sup | X3 > MNﬁ) < 3 oW

neN t<N
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und
1

€
SupP (wN(Xn’eN,e,k) > E) S 5 . 2N+k.

neN

Dann erfiillt die Menge
1
Ay = {f € D:sup |f(t)] < My, und wy(f,Onecr) < T fur alle k& € N*}
t<N
fiir alle n € N die Ungleichung

1
]P)(Xn ¢ AN,e) < P (sup |th| > MN,E) + Z P (wN(Xn,QN’Eyk) > —)

k
t<N ke N*

e 1 € 1 €
S gty = v
ke N*

Daraus folgt, dass die Menge A, = NﬂN Ay der Ungleichung
E *

supP(X" ¢ A.) = supP (X” € (NQN*AN’E) )

neN neN
< sup (Z P(X" ¢ AN,J)
neN Ne N*
< sup (Z 2%) = €
neN \ Nen=

geniigt. Auf der anderen Seite erfiillt die Menge A, die Bedingung (1.1.12), was
man leicht sieht: Fiir beliebiges f € A, gilt f € An und somit || f||y < My, < 00
fiir alle N € N*, man hat also

sup || fllx < o0

fe Ae
fir alle N € N*. Ferner ist wy(f, On.cx) < % fiir alle f € A., k € N* und N € N*
erfiillt, man hat also

1
sup Wy (f, On,er) < T
fe A

fir alle £ € N* und alle N € N*, was (1.1.12b) impliziert. Gemé&fl Korollar 1.1.19
ist A, also relativ kompakt fiir die Skorokhod-Topologie, das heifit A, ist kompakt.
Wegen

sup P(X" ¢ A.) <e¢

neN

folgt P(X™ ¢ A.) < ¢ fiir alle n € N und somit die Behauptung. O
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Beweis. (von Satz 1.3.8)

(a)

Der erste Schritt des Beweises besteht darin, einen metrischen Raum S* mit
Metrik p* zu definieren. Sei dazu S* = {#}U{(z,t) : x € R? und 0 < ¢ < 1},
wobei 6 irgendein abstraktes Element bezeichne. Man definiert dann fiir
X1, € R¢ und 0 < t,l0 < 1

I
p (21, t1), (22, 19)) = — min{1l — t1,1 — to} - arctan(|z; — xo|) + |1 — Lo
sowle
p*((x1,t1),0) = p*(0, (21,t1)) =1 — ¢, und p*(0,6) = 0.

p* ist eine Metrik auf S*.
Der metrische Raum S* ist vollstandig und separabel unter der Metrik p*.

Es sei D* C D'(S*) der Raum aller cadlag-Funktionen auf [0, 1] mit Werten
in S, die zusatzlich die folgende Bedingung erfiillen:

(1.4.13)

f(t) = (x,t) fir ein z € RY falls0<t<1
R falls ¢ = 1

Jedes f € D* ist in t = 1 linksseitig stetig, da 1t1Tr{l f(t) = ltlTI{l (x,t) = 0.

Auf D* wird eine Topologie .J; eingefiihrt, die wie folgt charakterisiert wird:
Eine Folge (f,)nen von Elementen aus D* konvergiert genau dann in der
Topologie J; gegen f € D*, in Zeichen

J*
fn—1>f7

wenn es eine Folge (\!),cn von stetigen, streng monoton wachsenden Bi-
jektionen des Intervalls [0, 1] auf sich gibt, so dass

(1) sup |\r(t) —t| —— 0 und (1.4.14a)
0<t<1 n—0o0

(i) sup pr(fa(0), FAL(E) —— 0 (1.4.14b)
oder sup p*(fu(Au(1)), f(1)) -—> 0.

Es sei U : D — D* die Abbildung, die einem f € D die Funktion f* € D*

mit
wpy - S (tan () 1) 0<t<1
fH(t) = {9 0 (1.4.15)

zuordnet. U ist bijektiv.
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(f) Fiir jedes n € N sei A, € A. Dann definiert man fiir n € N und ¢ € [0,1)

(1) = % . arctan (/\n (tan (%t)))

sowie Af(1) = 1. Es ist unmittelbar klar, dass A} fiir jedes n € N eine
stetige, streng monoton wachsende Bijektion des Intervalls [0, 1] auf sich
liefert. Sind nun f,, (n € N) und f Elemente von D, so gilt

(@) fo 2 f

genau dann, wenn

erfiillt ist: Es gelte zunéchst («). Dann gibt es wegen Satz 1.1.6 eine Fol-
ge (Ap)nen von Elementen aus A mit ||\, — I — 0 (n — o0) und
lfnoAn—flly =0 (n — oo) fir alle N € N*. Wahle nun (\!),en so

wie oben definiert. Dann gilt

2 t
sup |[\r(t) —t| = sup |- -arctan ()\n (tan (W—>)) - t’
0<t<1 o<t<1 | T 2
2
= —. sup |arctan(\,(tant")) —¢'|
T oo<t<%
2 ! /
= — . sup J|arctan (\,(tant’)) — arctan(tant’)|
T o<t<3
2
= —. sup |arctan (\,(t)) — arctant| —— 0,
T 0<t<oo n—o00

da \, auf [0, 00) gleichméafig gegen die Identitédt konvergiert und der Arcus-
tangens stetig ist. Aulerdem ergibt sich

sup p" ([ (AL (1), F*(1))

0<t<1

= am (o (757)) 20) (0 ((5)) 1))
mt mt
= am (0 (on(3))) 50) (1 (0 (5)) 1))
~ s (\t )]+ % cmin{l — £,1— (1)}
R E SN TE)
< - -Osglg)l min {1 —t,1— — arctan (/\n (tan (%) )}
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e (o (o (5)) =5 (0 (0 (5)))])

+ sup [t = A, (t)] —0,
0<t<1 n—oco
was man leicht verifizieren kann. Es folgt (5).
Gelte nun (), es gebe also eine Folge (\!),en von stetigen, streng
monoton wachsenden Bijektionen des Intervalls [0, 1] auf sich mit
sup [\, (t) =t —— 0 und  sup p"(f7(A(1)), f*(t)) —— 0.

0<t<1 n—0o0 0<t<1 n—o0

Definiere fiir n € N und ¢ € [0, 00)

2
An(t) = tan (E - (— . arctant)) :
2 T

Fir alle t € [0,00) gilt A,(t) € [0,00), ferner hat man A,(t) — oo fiir
t — 0o und A\, (0) = tan (3 - X(0)) = tan0 = 0. Da A, iiberdies stetig und
streng monoton wachsend ist, handelt es sich bei (\,),en um eine Folge
von Elementen aus A. Man erhalt

™ 2
tan (— -\ (— : arctant)) — t'
2 ™

sup A (t) — t| = sup

t<oo t<oo
(7?)\,*1(15)) (mﬁ)'
= sup |(tan | —— ) —tan | —
0<t<1 2 2
(7?/\:;(15)) (7?15)
= sup |tan | ———— | —tan| — || —— 0,
0<t<1 2 2 n— 00

da A* auf [0, 1] gleichméBig gegen die Identitét konvergiert und der Tangens
stetig ist. Sei nun N € N* beliebig. Dann gilt

o 3)) ()
()

und das konvergiert fiir n — oo wegen

sup  p (fo(AL (1), [7() ——= 0

OStS%-arctanN oo

[fnodn = fllv=" sup

Ogtg%arctanN

= sup
0<t< % -arctan N

gegen 0. Es folgt ().

Seien Y = Uo X sowie Y" = Uo X" fiir jedes n € N Zufallselemente von D*
mit Definitionsbereich (£2, 2, P). Es folgt unmittelbar, dass die Bedingungen
(a) und (b) des Satzes dquivalent sind zu den folgenden Bedingungen:
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(a*) Es gilt
/ F qpe--Ye) F dpoYi)
(S7)*

n—oo (S*)k
fir alle K € N*, alle t;,...,t, € [0,1] und alle F' : (S*)* — R, die
messbar und P} )-fast sicher stetig sind.
(b*) Fiir jedes € > 0 gilt
lim lim P(A(e, Y™, 1) >¢€) =0,

c|l0 n—oo

wobei A wie in (1.3.5), aber mit p* statt der Betragsfunktion und fiir
alle f € D* definiert ist.

An dieser Stelle stiitzt sich der Beweis auf die Grenzwertséatze 1.3.9 bis
1.3.11 fur D’(X). Dabei ist zu beachten, dass die in Teil (¢) definierte Men-
ge D* eine echte Teilmenge von D'(S*) ist. Man kann die Sétze 1.3.9 bis
1.3.11 aber fiir D* anstelle von D’(S*) benutzen und erkennt, dass die Be-
dingungen (a*) und (b*) dquivalent sind dazu, dass fur alle F* : D* — R,
die messbar und PY -fast sicher stetig sind,

/ F*dPY" —— | F* dPY (1.4.16)

n—00 D*

gilt. Um den Beweis zu einem Abschluss zu bringen, ist also nur noch nach-
zuweisen, dass die Bedingung (1.4.16) dquivalent ist zur Aussage (i) des
Satzes: Gelte zunéchst (1.4.16). Wéhle eine Funktion F': D — R, die mess-
bar und PX-fast sicher stetig ist, und definiere F* := F o U~!. Dann ist F*
eine Funktion auf D* mit Werten in R, die messbar ist und fiir die ferner

PY ({f* € D* : F* ist stetig in f*})

=PU°X ({f* € D*: F* ist stetig in [*})
—P¥ ({f € D:FoU " ist stetig in U(f)})
—P¥ ({f € D: F ist stetig in f}) =1

gilt. Man hat also

/FdPX”:/F*oUdPX”:/ Frd ()’
D D *

:/ F* dPY" —— F* dIPY:/ F dpP¥X.
D* D* D

n—oo

Gelte nun (i) und wihle eine Funktion F* : D* — R, die messbar und
PY -fast sicher stetig ist. Mittels der Definition F' := F* o U erhilt man eine
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Funktion auf D mit Werten in R, die messbar ist und fiir die

PY ({f € D : F ist stetig in f})

=PV Y ({f € D : F ist stetig in f1})

=P" ({f* € D*: F*oU ist stetig in U"'(f*)})
=PY ({f* € D*: F* ist stetig in f*}) =1

gilt. Es folgt

/ F* dpY” :/ FoU™ ap¥" :/ Fa@E)”
* * D

:/FdIPX"—> FdIP’X:/ F* dPY,
D D *

n—oo

was (1.4.16) impliziert. Es folgt die Behauptung.

Beweis. (von Satz 1.3.13)

Die Bedingungen (i) bis (iii) seien erfiillt. Seien nun 0 < ¢y < oo, € > 0 und
n > 0 beliebig. Da (X})ic[0,00) Wegen (ii) stetig in Wahrscheinlichkeit ist, gibt es
fiir jedes ¢ > 0 ein §; > 0, so dass fiir alle s > 0 mit |s —t| < J;

€ Ui
P(1X, - X|>5) <2
| 1>3) =3
erfiillt ist. Sei I, = (¢t —%,¢t+ %). Die Menge I = {I, : t € [0,¢y]} bildet dann
eine offene Uberdeckung des Intervalls [0,%,]. Da [0,%,] C R beschréinkt und
abgeschlossen, also nach dem Satz von Heine-Borel kompakt ist, gibt es eine
endliche Teiliiberdeckung {I;,, ..., Iy, }. Sei nun

: {&:- . }
d:=mins 2 :5=1,...,np.
2

Betrachtet man jetzt beliebige s,t € [0,%] mit |s — t| < J, dann gibt es ein
je{l,...,n} mit £ € I, das heifit man hat

5 5,
tj—7<t<tj+7.

Fiir dieses j gilt [s —¢;| < |s —t|+ |t —t;] <+ &7‘7 < 6;; und

P(IX, - X)| > €) < P(X,— X, |+[X, — X;| > ¢)
P (X - X, > 5) +P(|X - X, | > 5) <n

IN
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(Xt)tel0,00) ist daher fiir jedes 0 <ty < oo gleichméBig stochastisch stetig auf
0,%0] (vel. [Sa], Beweis von Lemma 9.6). Insbesondere gilt fiir jedes € > 0 und
N >0

lim P (A (E,X, N) > e) =0: (1.4.17)

k—o0 k

Seien € > 0 und N > 0 beliebig. Dann gibt es zu jedem n > 0 ein 6 > 0, so dass
P(|Xs — Xi| > €) < n fir alle s,¢ € [0, N] mit |s — ¢| < § erfiillt ist. Wahle nun
ko € N* derart, dass % < 9. Es folgt

]P’(A (%,X,N) >e> <n

fir alle k > ko, was (1.4.17) impliziert. Sei nun n € N beliebig gewéhlt. Da der
Prozess (X}")cjo,00) Wegen (iili) monotone Pfade besitzt, gilt fiir jedes w € 2 und
jedes Intervall [tg, 1] mit 0 <ty < t; < 00

Sp{| X2 () = X (@) £ 5,0 € lt0, 1]} = X0 (W)~ Xp@). (1.418)

Definiert man dann fiir N > 0, £ € N* und w €

D(k, X"(w), N) = max ’X”%(w) S X (w)

1<i<k

so gilt wegen (1.4.18)

und

2
A (E,X”(w),]\f) < 2e¢ falls D(k,X"(w),N) <k,

woraus sich unmittelbar

1 2 1
3 A (E,X"(w),]\f> < D(k, X"(w),N) <A <Z,X"(w),N> (1.4.19)
ergibt: Die Behauptung ist klar im Fall A (%, X"(w), N ) = 0, andernfalls werde
angenommen, dass

D (k, X"(w), N) < % A (%,X”(w),]\f)

gilt. Dann folgt aber

A (%,X"(w),N) <2. % A (%,X”(w),N) N (%,X”(w),N) ,



was zum Widerspruch fithrt. Analog 148t sich zeigen, dass (1.4.19) fiir den Prozess
X erfiillt ist. Aufgrund von (1.4.17) und (1.4.19) erhélt man fiir jedes ¢ > 0 und
N >0 .
IP’(D(I{:,X,N)>6)§IP<A (E’X’N) >e) — 0.

Da fiir jede Wahl N > 0, £ € N*, n € N und w € (2 in der Definition von
D(k, X™(w), N) nur endlich viele Funktionswerte von ¢ — X/'(w) vorkommen,
und da die Bedingung (i) erfillt ist, folgt mit ¢; := N - £ (0 < i < k) fiir alle
e>0

lim P(D(k, X", N) > ¢)

n—oo

i—1
n—oco  \1<i<k N

= lim P(max )X”l - X7
k

)
)

— lim P (max )Xg - Xp

n—00 1<i<k
= lim PEoX0) ({(zo, ..., x) € RF 2 max |z — 24| > €})
n—o00 1<i<k
:;M;?B’*H
— lim 1y dPWiom i)

= / 1y dPEtoX0) = P(D(k, X, N) > ¢).

Man erhalt also fiir jedes ¢ > 0 und N >0

lim lim P(D(k, X", N)>¢e}) = lim P(D(k,X,N) >¢€)=0

k—o00 n—00 k—o00

und im Hinblick auf (1.4.19)

k—o00 n—00 k—o0 n—o00

2
lim lim IP’(A (E,X",N) >2€) < lim lim P(D(k,X",N)>¢)=0.

Die Skorokhod-A-Bedingung ist also erfiillt, daher folgt die Behauptung mittels
Satz 1.3.8. ]
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Kapitel 2

Lineare Operatoren,
Operator-Stabilitat und
Regulare Variation

Ziel des vorliegenden Kapitels ist es, einige Begriffe einzufiithren, die fiir das
Verstandnis des dritten Kapitels notwendig sind.

Der erste Paragraph beschéaftigt sich mit linearen Operatoren, die bereits
aus der Linearen Algebra bekannt sind, dariiber hinaus wird der sogenannte
Exponential-Operator eingefiihrt.

Im zweiten Abschnitt wird unter anderem an das Konzept der unendlichen
Teilbarkeit von Wahrscheinlichkeitsmafien erinnert.

Operator-stabile Verteilungen und ihre Eigenschaften sind der Inhalt des drit-
ten Paragraphen, an dessen Ende der Operator-Lévy-Prozess definiert wird.

Der vierte Abschnitt widmet sich der Theorie der regular variierenden Funk-
tionen und Operatoren, und der letzte Teil gibt einen kurzen Einblick in das
Gebiet der Anziehungsbereiche.

Soweit nicht anders vermerkt, stammen die auftretenden Satze und Definitio-
nen aus [MS1]. Auf Beweise soll an dieser Stelle fast vollstandig verzichtet werden,
eine weitaus umfassendere Darstellung der Materie findet sich in [MS1].

Wihrend des ganzen Kapitels sei (£2,2(, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und
sdmtliche auftretenden Zufallsvariablen (insbesondere also alle Zufallsgréfien und
-vektoren) seien auf €2 definiert. Ferner werde die Verteilung einer Zufallsvariablen
X mit £(X) bezeichnet.
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2.1 Lineare Operatoren

Zu Beginn dieses Abschnitts soll an den Begriff eines linearen Operators A auf R?
erinnert werden, der nichts anderes als eine d x d-Matrix A mit reellen Eintragen
ist. Mit anderen Worten handelt es sich um eine Abbildung A : R? — R? mit

(a) A(z) + A(y) = A(x + y) fiir alle 2,y € R? und

(b) A(Ax) = MA(z) fiir alle z € R und X € R.
Lineare Operatoren sind stetig und somit messbar. Mit L (Rd) werde die Menge
aller linearen Operatoren auf R? bezeichnet. Ein A € L (Rd) heifit bekanntlich
invertierbar, wenn es ein A7 € L (R?) mit Ao A" = A7 o A = I gibt, wobei
I den Identitits-Operator auf R, das heiBt die Einheitsmatrix, bezeichnet. Die
Menge GL (Rd) C L (Rd) aller invertierbaren linearen Operatoren auf R? ist
eine Gruppe. Es sei noch darauf hingewiesen, dass man einen linearen Operator
Ael (Rd) auch als linearen Operator auf dem komplexen Vektorraum

Cd:{x—i—iy:x,yeRd}

auffassen kann, indem man A(x +1y) = A(x) +iA(y) setzt. Gilt dann A(z) = Az
fiir ein z € C? und ein A\ € C, so bezeichnet man wie gewohnt \ als Eigenwert
und z als zugehorigen Figenvektor von A. Die Eigenwerte bestimmter linearer
Operatoren werden im vierten Abschnitt der Charakterisierung regular variieren-
der Funktionen dienen (vgl. Definition 2.4.4).

Das erste Ziel besteht nun darin, auf der Menge L (Rd) einen Konvergenz-
begriff einzufithren. Zu diesem Zweck definiert man eine Norm || - || auf L (Rd)
und erklért danach die Konvergenz einer Folge (A,,),>1 von linearen Operatoren
gegen ein A € L (Rd) wie iiblich:

Definition und Satz 2.1.1. (vgl. [MS1], Definition 2.1.2 und Proposition 2.1.3)
Es sei | - | der Betrag auf R?. Definiert man dann fir E € L (R?)

|E|| = sup |E(x)],
z€R4
|z|=1
so bildet || - || eine Norm auf dem reellen Vektorraum L (R?), und es gilt fir alle

A,B e L (R?) und z € R

[Ae B <Al -[|BIl und [A(x)] < [|A]l - ||

Eine Folge (A, ),>1 von linearen Operatoren auf R? konvergiert dann gegen
ein A € L (RY), in Zeichen

A, —— A (in L (RY)),

n—oo
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wenn |4, — A|| — 0 (n — o) gilt, was ||A,]| — ||A]| (n — oo) impliziert.
Mit Hilfe der Norm ||-|| auf L (R?) kann man auch den Abstand eines linearen
Operators A zu einer abgeschlossenen Teilmenge K von L (Rd) durch

|A- K| = int |A- B (2.1.1)

definieren. Gilt |4, — K| — 0 (n — oo) fiir eine Folge (A,),>1 von Elementen
aus L (R?), so schreibt man A, — K (n — co) (vgl. [MS1], Definition 2.3.14).

Im Folgenden soll an den Begriff der Transponierten A* eines linearen Ope-
rators A erinnert werden, die durch die Bedingung

(A(x),y) = (z, A*(y)) fiir alle z,y € R?

definiert wird, wobei (-,-) das natiirliche Skalarprodukt auf R? x R? bezeichnet.
A* ist ebenfalls ein linearer Operator auf RY. Im Fall A = A* wird A symmetrisch
genannt und

Q(z) = (z, A(z)) (z € RY)
als quadratische Form bezeichnet. @) (oder auch A) heifit nichinegativ definit,

falls Q(z) > 0 fiir alle z € R? gilt.
Als néchstes wird eine spezielle Klasse von linearen Operatoren eingefiihrt:

Definition 2.1.2. (vgl. [MS1], Definition 2.2.1)
Fiir einen linearen Operator A € L (Rd) wird der Exponential-Operator exp(A)
durch
exp(A) = T (2.1.2)
k=0

definiert, wobei A¥ := Ao...0 A (k-mal) und A° = I den Identitits-Operator
auf R? bezeichnet. Ferner kann man fiir jedes ¢ € (0, co)

t* = exp (Alogt) (2.1.3)

definieren.

Dass es sich bei exp(A) fiir ein beliebiges A € L (R?) tatséichlich um einen
linearen Operator handelt, kann man sich folgendermafien klarmachen: Fiir be-
liebige x,y € R? gilt

(xp(A)(a+y) = Y Ao ATt

k!
k=0
e A () + AR (y)
N Z k!
k=0

= (exp(A))(z) + (exp(A))(y),
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und auf die gleiche Weise kann man fiir + € R? und )\ € R die Giiltigkeit von
(exp(A))(Az) = A - (exp(A))(x) nachweisen. Es ergibt sich auerdem

< AR — o) <
k=0

lexp(A)[| =

k=0

daher hat man fiir jedes z € R? im Hinblick auf Satz 2.1.1

|(exp(A)) ()| < [lexp(A)] - |2] < o0,

(exp(A)) (z) liegt also wieder in RY.

Man kann nun zeigen (vgl. dazu [MS1], Proposition 2.2.11), dass die Abbil-
dung (0,00) x L (R?) > (t, A) — t* € L (R?) stetig ist. Ferner gibt es fiir lineare
Operatoren der Form t4 (t >0, Ae L (Rd)) die folgenden niitzlichen Rechenre-
geln (vgl. [MS1], Proposition 2.2.2):

A=T fiir t=1, (2.1.4a)

stoth =thos? = (st)? (s,t>0), (2.1.4b)
1" -

=4 = (;) = (tA) 1, das heift ¢ ist invertierbar. (2.1.4¢)

Zum Schluss des Abschnitts wird noch der Begriff der Symmetrie eines Wahr-
scheinlichkeitsmafles eingefiihrt:

Definition 2.1.3. (vgl. [MS1], Definition 2.3.3)

Es sei v ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (Rd, %d). AelL (Rd) wird Symmetrie
fiir v genannt, falls es ein a € R? gibt, so dass v = v4 % §, gilt, wobei §, das
Dirac-MaB in a bezeichnet. Die Menge aller Symmetrien von v wird mit S'(v)
bezeichnet.

Ist nun X ein Zufallsvektor mit Werten in R? und Verteilung £(X) = v derart,
dass fiir jedes t € R?\{0} die Verteilung von (t, X) kein Dirac-Maf3 ist, so ist S*(v/)
eine kompakte Teilmenge von L (R?) (vgl. [MS1], Theorem 2.3.10).

Satz 2.1.4. (,,Convergence of Types“, vgl. [MS1|, Theorem 2.3.17)
Es seien p, (n > 1), p und v Wahrscheinlichkeitsmafe auf (Rd, %d) und (Ap)n>1
sowie (By,)n>1 Folgen von Elementen aus L (Rd). Nimmt man ferner an, dass fur
zwei Zufallsvektoren X, Y mit £(X) = p und £(Y) = v fiir jedes t € RN\{0} die
Verteilungen von (t, X) und (t,Y') keine Dirac-Mafle sind, und dass

fi % Oy, =

fiir geeignete b, € R (n > 1) erfiillt ist, dann sind die folgenden beiden Bedin-
gungen aquivalent:
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(i) Es gibt eine Folge (a,)n>1 von Elementen aus R? mit un % 6,, — v.

(it) Es gibt es ein a € R und ein invertierbares A € L (R?) mit

v=pt*0, und A,oB;' = AoS'(p).

2.2 Eigenschaften von Zufallsvektoren, Vertei-
lungen und Prozessen

Aus der Wahrscheinlichkeitstheorie ist bekannt, dass ein R%-wertiger Zufallsvektor
X (bzw. dessen Verteilung £(X)) unendlich teilbar heifit, wenn es fiir jedes n € N*
unabhiingige, identisch verteilte Zufallsvektoren X,,1,. .., X,, mit Werten in R?
gibt, so dass

eX)=¢ (Z X) — (£( X)) ™ (2.2.1)

gilt. Fiir einen unendlichen teilbaren Zufallsvektor X ist auch die Kompositi-
on mit einem linearen Operator A wieder unendlich teilbar (vgl. [MS1], Lemma
3.1.5). Da die Fourier-Transformierte eines unendlich teilbaren Zufallsvektors nir-
gends verschwindet, besitzt sie stets eine besondere Gestalt, wie der nachste Satz
zeigt, dessen Beweis kurz skizziert werden soll:

Satz 2.2.1. (vgl. [MS1], Theorem 3.1.2)
Es sei X ein Re-wertiger Zufallsvektor mit unendlich teilbarer Verteilung £(X).
Die Fourier- Transformierte ¢x von X erfillt dann fir alle x € R? die Beziehung

bx(z) = ¥x@ (2.2.2)

fiir eine eindeutig bestimmte, stetige Funktion Wy : R? — C mit Ux(0) = 0. Die
Funktion Vx wird als charakteristischer Exponent von X bzw. £(X) bezeichnet.

Bewezs.
Aufgrund von Lemma 41.1 aus [A] ist ¢x : RY — C gleichmifig stetig und somit
insbesondere stetig auf R?. Ferner gilt

Px(0) = / 0 PX(dz) = / dP* =1,
R4 R4

so dass das folgende Ergebnis (vgl. [MS1], Theorem 3.4.1) auf ¢y angewendet
werden kann:

Fiir jede stetige Funktion f : R? — C* = C\{0} mit f(0) € R gibt es genau
eine stetige Funktion o : R — R derart, dass ©(0) = 0 und f(z) = |f(x)|e®
fiir alle x € R erfiillt sind.
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Es gibt also eine eindeutig bestimmte, stetige Funktion ¢x : RY — R mit
0x(0) = 0 und ¢x(z) = |dx(2)|e?*@ fiir alle + € R? Definiert man nun
Ux(z) = log|px(z)| +ipx(x) fir jedes x € R?, so ist die Funktion ¥y : R — C
stetig und erfiillt sowoh Wy (0) = 0 als auch

eVx (@) _ Jloglox (o)l +ipx(z) — |¢X(x)|e“"X(’”) = dx(2)

fiir alle z € R?. Es folgt die Behauptung. O

Man kann die Gestalt des charakteristischen Exponenten einer unendlich teil-
baren Verteilung sogar prazise angeben:

Satz 2.2.2. (Lévy-Khintchine-Darstellung (LKD), vgl. [MS1], Theorem 3.1.11)

Ein Wahrscheinlichkeitsmafl v auf (Rd,%d) 15t genau dann unendlich teilbar,
wenn man seine Fourier- Transformierte fir jedes x € R% in der Form e*®) mit

9\ {0} <€i<m’y> -1 12 féfz) o(dy)  (2.2.3)

Wa) = ila,z) - 5 Q)+ [

R

fiir ein a € R?, eine nichtnegativ definite quadratische Form @Q auf R und ein
o-endliches Borel-Maf ¢ auf (R™\{0},B (RN\{0})) schreiben kann, wobei die
Bedingung

/ (LA ]z]?) ¢(dr) < oo (2.2.4)
R\ {0}

erfillt sein muss. Das Tripel [a, Q, @] ist eindeutig bestimmt und wird als Lévy-
Reprasentation von v bezeichnet.

Ein unendlich teilbares Wahrscheinlichkeitsmafl v auf (R, B) ist genau dann
auf (0, 00) konzentriert, wenn das Mafl ¢ aus der Lévy-Représentation von v auf
(—00,0) keine Masse besitzt. Hier geht wesentlich ein, dass sich jede unendlich
teilbare Verteilung als schwacher Limes bewerteter Poisson-Verteilungen darstel-
len 148t (vgl. [A], Lemma 48.12).

Zum Schluss dieses Abschnitts iiber unendlich teilbare Wahrscheinlichkeits-
mafe auf (R?,B9) sei noch darauf hingewiesen, dass man fiir eine derartige Ver-
teilung die c-fache Faltung fiir jedes ¢ > 0 definieren kann:

Definition 2.2.3. (vgl. [MS1], Definition 3.1.23)

Es seien v ein unendlich teilbares Wahrscheinlichkeismafl auf (]Rd, ‘Bd) mit Lévy-
Repréisentation [a, @, ¢] und ¢ > 0. Dann definiert man v¢ als die durch die Lévy-
Représentation [c-a,c- Q,c- ¢| eindeutig bestimmte unendlich teilbare Vertei-
lung auf (R B7). v° wird als c-fache Faltung von v bezeichnet. Fiir ¢ € N
stimmt diese Definition mit der aus der Wahrscheinlichkeitstheorie bekannten
iiberein, wenn man ° := ¢, setzt.
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Am Ende des ersten Paragraphen (vgl. Satz 2.1.4) war verlangt worden, dass
fir die auftretenden Zufallsvektoren X und Y die Verteilung von (¢, X) bzw.
(t,Y) fiir kein ¢t € R¥\{0} ein Dirac-Maf sei. Der Vereinfachung der Notation
dient die folgende Definition:

Definition 2.2.4. (vgl. [MS1], Definition 1.3.9 und Definition 11.1.3)

X sei ein Zufallsvektor mit Werten in R%. X bzw. £(X) besitzt volle Dimensi-
on, wenn fiir jedes t # 0 € R? die Verteilung von (t, X) nichtdegeneriert, das
heifit kein Dirac-Maf ist. Das ist dquivalent dazu, dass der Tréager von £(X) in
keiner (d — 1)-dimensionalen Hyperebene des R? liegt. Ein stochastischer Pro-
zess (Xt)ie[0,00) Mit Zustandsraum R? besitzt volle Dimension, wenn dies fiir alle

£(Xy) (t > 0) der Fall ist.

Es sei daran erinnert, dass ein stochastischer Prozess X = (X});c[0,00) mit Wer-
ten in R? unabhingige Zuwdichse besitzt, falls fiir alle s,t € [0, 00) der Zuwachs
Xiys — X; unabhéngig vom Prozess (X, )o<,<¢ ist, und dass man seine Zuwéchse
als stationdr bezeichnet, falls £( Xy — Xy) = £(X) fir alle s, ¢ € [0, 00) gilt. X
heiflt stetig in Verteilung, falls

X, -5 X,

fir ¢, — t gilt (vgl. [MS1], Definition 11.1.1).

Im Folgenden soll ein ganz spezieller stochastischer Prozess definiert werden,
und zwar der stabile Subordinator mit Parameter 0 < a < 1. Im Anschluss
an Definition 2.3.6 wird kurz begriindet werden, warum es sich hierbei um eine
sinnvolle Bezeichnung handelt.

Definition 2.2.5. (vgl. [Bin], S.3)
Fir 0 < o < 1 sel (Y,"),cq) der stochastische Prozess auf (2,2, P) mit Zu-
standsraum [0, co), der nichtnegative, stationére, unabhéngige Zuwéchse besitze

und fiir den
Ee sV = 7"
fiir alle s,¢ € [0,00) erfiillt sei. (Y}"),c(g00) Wird als stabiler Subordinator mit

Parameter o bezeichnet.

Fiir den stabilen Subordinator mit Parameter 0 < o < 1 gilt nun der folgende
Satz:

Satz 2.2.6. (vgl. [Bin], Proposition 1(a) und Abschnitt 6)

Es seien 0 < o < 1 und (Yto‘)te[0 ooy der stabile Subordinator mit Parameter c.
Es gibt genau einen stochastischen Prozess (X{),c(o o) mil Zustandsraum [0, 00),
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der die Relation

akE Xa~XOC.....XOC 1 k
( taltl..?atk i) _ (F )) (it —ta) oo (b — te1))™ ™' (225)

(«

fur alle k € N* und jede Wahl 0 < t; < ... < 1 < oo erfullt. Der Prozess
(X7) ist das Inverse von (Y,),c( o) und infolgedessen verteilungsinvers zu

(Y,)

t€[0,00)
te[0,00)

Dabei bezeichnet man zwei Prozesse als invers zueinander, wenn ihre Pfade
auf folgende Weise auseinander hervorgehen:

Definition 2.2.7. (vgl. [Bin], S.3)
Es seien X = (X¢)ie(o,00) Und Y = (Y})icp0,00) zWei stochastische Prozesse, deren
Pfade rechtsseitig stetige und monoton wachsende Funktionen mit Werten in
[0, 00) seien.

(a) Falls fir alle t > 0 und w € 2 die Beziehung

Xi(w) =sup {s >0:Y;(w) <t} (2.2.6)

erfillt ist, so nennt man X und Y zueinander invers und bezeichnet X als
das Inverse von Y.

(b) X und Y heiflen verteilungsinvers, wenn die endlich-dimensionalen Rand-
verteilungen von (Xt)te[o,oo) mit den endlich-dimensionalen Randverteilun-
gen des Inversen von (Y})c[o,00) libereinstimmen.

2.3 Operator-stabile Verteilungen

Definition 2.3.1. (vgl. [MS1], Definition 3.3.24)
Es seien Y,, (n > 1) und Y unabhéngige, identisch verteilte Zufallsvektoren mit
Werten in RY. Ferner sei X ein Re-wertiger Zufallsvektor, dessen Verteilung £(X)
volle Dimension besitze.
(a) £(X) heiBt operator-stabil, wenn es lineare Operatoren A,, € L (R?) (n > 1)
und Vektoren b, € R? (n > 1) gibt, so dass

Ay Yi+b, £ X (2.3.1)
=1
gilt, also
(L) ™)™ w5, 5 £(X) (2.3.2)

erfullt ist.
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(b) Man nennt £(X) streng operator-stabil, wenn b, = 0 fiir alle n > 1 gewéahlt
werden kann, wenn also

Ao Y, X (2.3.3)
=1
bzw. B
(L(Y)™)™ 5 g(X) (2.3.4)
gilt.

Die operator-stabilen Verteilungen besitzen einige interessante Eigenschaf-
ten:

Satz 2.3.2. (vgl. [MS1], Corollary 7.1.12 und Theorem 7.2.7)

Es sei X ein Zufallsvektor mit Werten in RY und operator-stabiler Verteilung
£(X). Dann erfillt die Fourier-Transformierte ¢px von X fir alle x € R4\{0}
die Ungleichung |ox(z)| < 1 . Ferner besitzt £(X) eine Lebesque-Dichte.

Den Zusammenhang zwischen operator-stabilen und unendlich teilbaren Ver-
teilungen auf (Rd, ‘Bd) liefert der folgende Satz:

Satz 2.3.3. (vgl. [MS1], Theorem 7.2.1 und Definition 7.2.2)
Ein Wahrscheinlichkeitsmaf v auf (Rd, %d), das volle Dimension besitzt, ist ge-
naw dann operator-stabil, wenn es unendlich teilbar ist und ein linearer Operator
E € L(RY) existiert, so dass fiir geeignete Vektoren a, € R (t € (0,00)) die
Gleichung

V=" x4, (2.3.5)
fiir allet € (0,00) erfillt ist. In diesem Fall wird E als Exponent von v bezeichnet
und v heifst (tE) -operator-stabil. Insbesondere ist v genau dann streng operator-
stabil, wenn es unendlich teilbar ist und

V= 1t" (2.3.6)
fir alle t € (0,00) und ein E € L (Rd) qilt. In diesem Fall nennt man v streng
(t7)-operator-stabil.

Ist v ein (tE )—operator—stabiles Wahrscheinlichkeitsmafl auf (Rd, %d), so sind
die Realteile aller Eigenwerte von F € L (Rd) positiv, und es gilt sogar noch
mehr:

Satz 2.3.4. (vgl. [MS1], Theorem 7.2.1)
Es seien E € L (R?) ein linearer Operator und v ein (t¥)-operator-stabiles Wahr-
scheinlichkeitsmafs auf (Rd, %d). Samtliche Eigenwerte von E liegen dann in der
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Halbebene .
{z cC:Rz> 5} )

Nach Satz 2.3.2 besitzt jede operator-stabile Verteilung v auf (Rd, ‘Bd) eine
Lebesgue-Dichte. Der nachste Satz geht erheblich dariiber hinaus:

Satz 2.3.5. (vgl. [JM], Corollary 4.2.13 und Theorem 4.10.2)

Es seien £ € L (Rd) ein linearer Operator auf R und X ein Zufallsvektor mit
Werten in RY, dessen Verteilung £(X) (tE) -operator-stabil sei. Dann gelten die
folgenden beiden Aussagen:

(a) lim t¥ = 0.

t—0
(b) Fiir jedest > 0 besitzt (£(X))" eine Lebesque-Dichte p,, die beschrinkt und
beliebig oft partiell differenzierbar ist.

Im Folgenden sollen die (streng) stabilen Verteilungen auf (Rd, ‘Bd) eingefiihrt
werden, die eine Teilmenge der (streng) operator-stabilen Wahrscheinlichkeitsma-
Be darstellen:

Definition 2.3.6. (vgl. [MS1], Definition 7.3.1)

X sei ein Re-wertiger Zufallsvektor, dessen Verteilung £(X) volle Dimension be-
sitze. £(X) (bzw. X) heiBt (streng) stabil, falls £(X) (streng) (¢¥)-operator-stabil
ist mit £ = al fiir ein @ € R und den Identitéits-Operator I auf RY. In diesem
Fall wird o := £ als der Indez von £(X) bezeichnet, und man nennt £(X) (bzw.
X) auch a-stabil.

Die Laplace-Transformierte einer stabilen Verteilung v auf ([0, 00), %[0,00))
besitzt die Form ¢, (x) = e " (z € [0,00)) fiir ein a € (0,1], ein ¢ € [0, o0)
und ein £ € [0, 00). Ist v sogar streng stabil, so gilt £ = 0. Umgekehrt ist jede Ver-
teilung v auf ([O, 00), %[O,oo))a die eine Laplace-Transformierte der angegebenen
Form mit « € (0,1], £ = 0 und ¢ = 1 besitzt, streng stabil (vgl. [FG], Problem
5 auf S.328 und Problem 13 auf S.279). Aufgrund dieser Tatsache ist unmittel-
bar klar, dass die Bezeichnung stabiler Subordinator in Definition 2.2.5 sinnvoll
gewahlt ist, denn Y* ist streng stabil.

Im Spezialfall d = 1 konnen die stabilen Verteilungen noch genauer charakte-
risiert werden:

Satz 2.3.7. (vgl. [MS1], Corollary 7.3.4 und Theorem 7.3.5 und [A], Satz 49.6)
FEs sei v eine a-stabile Verteilung auf (R,B). Dann ist v gemafl Satz 2.3.3 unend-
lich teilbar und besitzt folglich eine Lévy-Reprasentation |a, Q, ¢]. Fir den Index
agilt 0 <a <2
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(a) Im Fall o = 2 ist v eine Normalverteilung und es gilt Q(x) = o?z?* fiir alle
z € R und die Varianz o > 0 von v.

(b) Im Fall a <2 gilt Q(z) =0 fir alle x € R und ¢ ist von der Form

roo)=p-C-r ¢
o(r,00) =p ) (2.3.7)
b(—00, 1) = - C 17

fiir ein C' > 0, geeignete p,q > 0 mit p+q = 1 und jedes r > 0. Uberdies
besitzt v die Fourier- Transformierte e¥v mit

(2.3.8)

w, iax — of|z|* (1 —if - sign(z) - tan (%)) o # 1,
v ) =
iax — of|z| (1 +i0 - sign(z) - 2 -loglz|) a=1

fur eina € R, =p—q und

re-—
0?20~%~c05(%>>0 sowie ag‘zC-g>O.

Umgekehrt ist jede Verteilung v auf (R,B), deren Fourier-Transformierte die
Gestalt ¥ mit U, wie in (2.3.8) (a € R,0¢ > 0,08 > 0,8 € [-1,1],a € (0,2])
besitzt, a-stabil. Insbesondere gilt im Fall v = N(u,0?) fir ein p € R und ein
02 >0

o?r?

2 )
die Normalverteilung ist also stabil mit Index 2.

U, () =ipx —

Zum Schluss des Paragraphen soll noch der Begriff der Operator-Selbstahn-
lichkeit eingefiihrt werden, mit dessen Hilfe man den Operator-Lévy-Prozess de-
finieren kann:

Definition 2.3.8. (vgl. [MS1], Definition 11.1.2 und Example 11.1.12)

Ein stochastischer Prozess (X}):c[0,00) mit Zustandsraum R? heifit operator-selbst-
ahnlich, wenn er stetig in Verteilung ist und ein £ € L (Rd) sowie eine Folge
(dt)tcfo,00) VOR Re-wertigen Vektoren existieren, so dass

L (Xetr s Xety) = £ (P 0 Xy, +dey. .., P o Xy +d,) (2.3.9)

fiir alle ¢ > 0, alle k € N* und alle t4, ..., t; € [0, 00) erfiillt ist. Der lineare Opera-
tor E wird Ezponent des operator-selbstédhnlichen Prozesses (X})ic[0,00) genannt,
die Menge aller Exponenten von (X;);ejo,o0) bezeichnet man mit € ((Xt)te[O,oo))'
Falls £ = al fiir ein a € R gilt, bezeichnet man (X;):cp0,.) auch als selbstahnlich
mit Index a.
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Definition und Satz 2.3.9. (vgl. [MS1], Example 11.1.12)

Es sei (Xi)icp,00) €in stochastischer Prozess mit Zustandsraum R<, der volle Di-
mension besitze, stetig in Verteilung sei und stationare, unabhdangige Zuwdchse
mit Xo = 0 habe. (Xy)ieo,00) @5t genau dann operator-selbstihnlich, wenn die Ver-
teilung von X streng operator-stabil ist. In diesem Fall stimmen die Exponenten
von (Xi)eo,00) und Xy dberein und (Xi)ic,00) wird als Operator-Lévy-Prozess
bezeichnet.

Ein Operator-Lévy-Prozess mit fast sicher wachsenden Pfaden heifit Subordi-
nator.

2.4 Regular variierende Funktionen und Opera-
toren

Es sei daran erinnert, dass eine messbare Funktion R : R™ — R™ requldr variie-
rend (in oo) mit Index p € R heifit, falls fir alle A > 0
lim Rz)
5% R(@)

=N (2.4.1)

erfiillt ist. Eine regular variierende Funktion mit Index 0 heifit langsam varizerend
(in o0). Eine messbare Funktion R : RT — RT ist also genau dann regulér
variierend mit Index p, wenn R(z) = 2 L(z) fur alle x € R™ und eine langsam
variierende Funktion L : Rt — R* gilt. Jede regulir variierende Funktion mit
positivem Index besitzt eine asymptotische Umkehrfunktion:

Satz 2.4.1. (vgl. [Se], S.21)
Es sei Ry : Rt — R* eine reguldr variierende Funktion mit Ry(x) = x7L(x)
(x € RT) fir ein v > 0 und eine langsam variierende Funktion Ly : RT — RT.
Dann gibt es eine weitere requldar variierende Funktion R, : RT — RT mit
Ry(z) = 27 Ly (x) (z € RY) fiir eine langsam variierende Funktion Ly : RT — R*
derart, dass

Ry (Ry(x)) | ung (@)

€T T—00 €T T—00

1.

Im Folgenden wird das Konzept der reguldren Variation in natiirlicher Wei-
se auf Borel-messbare Funktionen f : Rt — GL (Rd) ausgeweitet. Dazu defi-
niert man fiir eine Folge (A, ),>1 von invertierbaren linearen Operatoren und ein

A e GL(RY)

A, —— A genau dann, wenn |4, — A|| —— 0.

n—~0o0 n—oo
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Durch diese Konvergenz wird eine Topologie auf G'L (Rd) charakterisiert, die
ihrerseits die Borelsche o-Algebra auf GL (Rd) erzeugt (vgl. [MS1], Definition
2.1.12).

Definition 2.4.2. (vgl. [MS1], Definition 4.1.1)
Eine Borel-messbare Funktion f : R™ — GL (Rd) heilt regqular variierend in co
mit Index ' € L (Rd), falls fiir alle A > 0

lim f(At)o f(t)~F = \F (2.4.2)

t—o0

gilt. Falls £ = 0 ist, heiflt f langsam variierend.

Satz 2.4.3. (Satz von der gleichméBigen Konvergenz fiir regulér variierende
(r.v.) Funktionen, vgl. [MS1], Theorem 4.2.1)

Ist die Funktion f: RT — GL (Rd) reqular variierend in co mit Index E, so ist
die Konvergenz (2.4.2) sogar gleichmdaf$ig in X auf allen kompakten Teilmengen
von (0, 00).

Unter Zuhilfenahme der bereits bekannten Definitionen kann nun auch fir
Funktionen F : RN\ {0} — [0,00) der Begriff der reguliren Variation eingefiihrt
werden:

Definition 2.4.4. (vgl. [MS1], Definition 5.1.1 und Definition 5.1.4)

Eine messbare Funktion F' : RN\{0} — [0, 00) heifit regulir variierend, wenn es
eine reguldr variierende Funktion f : R™ — GL (Rd) mit Index —F € L (Rd) und
eine regular variierende Funktion R : Rt — R™ mit Index 3 # 0 gibt, so dass fiir
alle Folgen (z);e[0,00) von Elementen aus R\{0} mit z; — 2 € R\ {0}

F ((f(1)" ()

li =: >0 243

Jim R p(z) (2.4.3)
erfiillt ist. Besitzen alle Eigenwerte von E positiven (negativen) Realteil, so heifit
F reguldr variierend in oo (in 0). B = —% - B wird als Ezponent der Funktion F'
bezeichnet.

Dass die vorherige Definition plausibel ist, verdeutlicht der folgende Satz:

Satz 2.4.5. (vgl. [MS1], Corollary 4.2.6)
Die Funktion f : RT — GL (Rd) set reqular variierend mit Index —F.

(a) Besitzen alle Figenwerte von E positiven Realteil, so gilt ’(f(t))_1 ()] — o0
(t — 00) gleichmdfig in x auf allen kompakten Teilmengen von R4\ {0}.

(b) Besitzen alle Figenwerte von E negativen Realteil, so gilt }(f(t))_1 ()] — 0
(t — o0) gleichmdfig in x auf allen kompakten Teilmengen von R<.
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Fiir das Rechnen mit regulér variierenden Funktionen F : R?\{0} — [0, 00)
gibt es zwei niitzliche Abschatzungen:

Satz 2.4.6. (vgl. [MS1], Theorem 5.3.14 und Theorem 5.3.18)

Die Funktion F : RN\{0} — [0,00) sei regulir variierend in oo mit Exponent
B = —% - E fir ein B#0 und ein —FE € L (Rd). Bezeichnen ay, ..., o5 (j < d)
die Figenwerte von E, so definiert man

_ BB —mnd BB
Q.—max{(),%al,...,maj} und q.—mln{mm,...,%%}.

(a) Fiir jede kompakte Menge S C RI\{0} und jedes hinreichend kleine 6 > 0
gibt es ein rg > 0 und ein M > 1, so dass

F(Arzx)

< MN\EH? 2.4.4
F(rz) — ( )

fur aller > 1o, N> 1 und x € S erfillt ist.
(b) Falls ¢ > 0 gilt, gibt es fiir jede kompakte Menge S C RIN{0} und jedes
hinreichend kleine 6 > 0 ein rog > 0 und ein 0 < C' < 1, so dass
F(Arx)
F(rzx)

fur aller > 1o, N> 1 und x € S erfillt ist.

CANT7° < (2.4.5)

SchlieBlich soll noch erwéhnt werden, was unter regulér variierenden linearen
Operatoren zu verstehen ist:

Definition 2.4.7. (vgl. [MS1], Definition 4.2.8)
Eine Folge (A,),>0 von invertierbaren linearen Operatoren auf R? heifit requldr
variierend mit Indez E fiir ein E € L (R?), in Zeichen (A,),>0 € RV (E), wenn

Ap\n] o AT_LI ——\E (2.4.6)

n—oo

fir alle A € (0, 00) erfiillt ist.

Satz 2.4.8. (Satz von der gleichméfigen Konvergenz fiir reguldr variierende
(r.v.) lineare Operatoren, vgl. [MS1], Corollary 4.2.11)

Fiir allen > 0 sei A, € GL (Rd). Fualls es einen linearen Operator E € L (Rd)
gibt, so dass (A,)n>0 € RV (E) gilt, dann ist die Konvergenz (2.4.6) sogar gleich-
mafig in A auf allen kompakten Teilmengen von (0,00).
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Satz 2.4.9. (vgl. [MS1], Theorem 4.2.9)
Falls fiir eine Folge (A,),>0 von invertierbaren linearen Operatoren auf RY die
Bedingung (A,)n>0 € RV (E) fiir ein E € L (R?) erfillt ist, ist die Funktion

f:RY = GL(RY), t— Ap,

reqular variierend mit dem gleichen Index E.

2.5 Anziehungsbereiche

Definition 2.5.1. (vgl. [MS1], Definition 7.3.1)

Es seien X, (n > 1) und X unabhéngige, identisch verteilte Zufallsvektoren mit
Werten in R?. Ferner sei Y ein Ré%-wertiger Zufallsvektor, dessen Verteilung £(Y)
volle Dimension besitze.

(a)

X (bzw. £(X)) liegt im Anziehungsbereich von Y (bzw. £(Y)), in Zei-
chen X € DOA(Y) bzw. £(X) € DOA(L(Y)) (vom englischen ,,domain
of attraction“), wenn es reelle Zahlen a, > 0 (n > 1) und Vektoren
b, € R? (n > 1) gibt, so dass

an Y Xi+b, Ly (2.5.1)
=1
gilt, also
L(a, X )™ x5, — (V) (2.5.2)
erfullt ist.

X (bzw. £(X)) liegt im strengen Anziehungsbereich von Y (bzw. £(Y)),
in Zeichen X € SDOA(Y) bzw. £(X) € SDOA(L(Y)) (vom englischen
,strict domain of attraction“), wenn b, = 0 fiir alle n > 1 gewéhlt werden
kann, wenn also

a, Y X; Ly (2.5.3)
=1
bzw.
£(a, X)™ 2 2(Y) (2.5.4)
erfullt ist.

Ersetzt man die reellen Zahlen a,, durch lineare Operatoren A, € L (Rd), SO
gelangt man zu den allgemeineren generalisierten Anziehungsbereichen:

Definition 2.5.2. (vgl. [MS1], Definition 3.3.24)

Es seien X,, (n > 1) und X unabhéngige, identisch verteilte Zufallsvektoren mit
Werten in R?. Ferner sei Y ein Ré%-wertiger Zufallsvektor, dessen Verteilung £(Y)
volle Dimension besitze.
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(a)

X (bzw. £(X)) liegt im generalisierten Anziehungsbereich von Y (bzw.
£(Y)), in Zeichen X € GDOA(Y) bzw. £(X) € GDOA(L(Y)) (vom eng-
lischen , generalized domain of attraction“), wenn es Folgen (A,,),>1 von
linearen Operatoren aus L (Rd) und (b,),>1 von Vektoren aus R? gibt, so
dass .

Ano Y Xi+by Ly (2.5.5)

i=1

gilt, also
A

(LX) M) % 8, = L(Y) (2.5.6)
erfullt ist.

X (bzw. £(X)) liegt im strengen generalisierten Anziehungsbereich von 'Y
(bzw. £(Y)), in Zeichen X € SGDOA(Y) bzw. £(X) € SGDOA(L(Y))
(vom englischen ,strict generalized domain of attraction“), wenn b,, = 0 fiir
alle n > 1 gewahlt werden kann, wenn also

Ao X5 Y (2.5.7)

i=1

bzw.

(£(X) )™ 2 g(v) (2.5.8)
erfullt ist.

Satz 2.5.3. (vgl. [MS1], Theorem 8.1.5)
Es seien £ € L (Rd) und v ein (tE) -operator-stabiles Wahrscheinlichkeitsmaf
auf (Rd, %d).

(a) Ist p ein Wahrscheinlichkeitsmafs auf (RY, B%) mit p € GDOA(v), gilt also

(b)

die Bedingung (2.5.6), dann gibt es eine Folge (By,)n>0 € RV (—F) und eine
Folge (ay,)n>1 von Elementen aus R® mit

(™) 5 5, 5 v,

Ist v sogar streng (tE) -operator-stabil und p ein Wahrscheinlichkeitsmafs
auf (R, B?) mit p € SGDOA(v), ist also die Bedingung (2.5.8) erfiillt,
dann gilt sogar

*(n))B" vy,

(n
fiir eine Folge (By,)n>0 € RV (—E).
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Kapitel 3

Grenzwertsatze fur
mehrdimensionale Random
Walks in stetiger Zeit

Das vorliegende Kapitel basiert auf dem Artikel , Limit Theorems for Conti-
nuous Time Random Walks® von Mark M. Meerschaert und Hans-Peter Scheffler
(vS2)).

Ziel des Kapitels ist es, das Modell des Random Walk in stetiger Zeit ein-
zufithren (Abschnitt 3.1) und fiir diesen stochastischen Prozess einen Grenzwert-
satz zu beweisen (Abschnitt 3.4). Der Random Walk in stetiger Zeit ist eine Ver-
allgemeinerung des wohlbekannten Random Walk in dem Sinne, dass die Spriinge
nach zufélligen Wartezeiten stattfinden. Eine formale Definition wird im ersten
Abschnitt angegeben.

3.1 Random Walks in stetiger Zeit

Definition 3.1.1.

Es seien (€2, 2(,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (.J,,),>; eine Folge von nicht-
negativen, unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsgrofien sowie (Y},),>1 eine
Folge von unabhingigen, identisch verteilten Zufallsvektoren mit Werten in R
Es werde angenommen, dass (J,),>1 und (Y,),>1 voneinander unabhéngig sei-
en. Definiert man nun Ty = 0 und 7,, = > | J; (n > 1) sowie Sy = 0 und
Sp =1, Y; (n> 1), erhélt man mittels

Ny =max{n>0:T, <t} (t€[0,00)) (3.1.1)

den stochastischen Prozess (Xi)icp,0), gegeben durch die auf €2 definierten Zu-

65



fallsvektoren N
X, =Sy =) Y. (3.1.2)
i=1

(X1)tepo,00) Wird als (mehrdimensionaler) Random Walk in stetiger Zeit (CTRW,
vom englischen ,,Continuous Time Random Walk“) bezeichnet.

Um diese Definition zu veranschaulichen, stelle man sich ein Teilchen vor,
das sich im R? bewegt, indem es von einem Ort zum anderen springt. Zu Beginn
der Beobachtung befinde sich das Teilchen im Ursprung (7, = 0, Sy = 0). Nach
einer gewissen Zeit verlafit das Teilchen seine Position, indem es springt; dabei
hangen weder Richtung noch Weite des Sprungs davon ab, wie lang die Wartezeit
vor dem Sprung war. Auch in seiner neuen Position verharrt das Teilchen eine
Weile, bevor es erneut den Ort wechselt. Dabei hangt weder die zweite Wartezeit
von der ersten noch der zweite Sprung vom ersten ab. Die Wartezeiten werden
durch die Zufallsgroflen J, repréasentiert, T, gibt also an, wieviel Zeit verstrichen
ist, wenn das Teilchen seinen n-ten Sprung durchfithrt. Die Zufallsvektoren Y,
reprasentieren die Spriinge selbst, .5, gibt also die Position des Teilchens nach dem
n-ten Sprung an. Von Bedeutung ist in diesem Modell natiirlich die Frage, wo sich
das Teilchen zu einem willkiirlich gewéhlten Zeitpunkt ¢ € [0, 00) aufhdlt. Um
diese Frage beantworten zu konnen, muss man sich zunachst einmal klarmachen,
wie oft das Teilchen bis zur Zeit ¢ bereits gesprungen ist. Die Zufallsgrole N, gibt
diese Anzahl an. Die Position des Teilchens zum Zeitpunkt ¢ entspricht also seiner
Position nach dem Ny-ten Sprung und wird demzufolge durch X, angegeben. (Zu
beachten ist bei diesen Uberlegungen, dass X, fiir den Fall, dass das Teilchen
genau zur Zeit ¢ springt, die Position nach dem Sprung angibt.)

Wiéhrend des gesamten Kapitels sei (X;)ico,00) €in CTRW wie in Definition
3.1.1 beschrieben. Ferner seien fiir jedes ¢ > 0

] ]
T,:=> Ji und Sp:=)» V. (3.1.3)
i=1 =1

Um in Abschnitt 3.4 einen Grenzwertsatz fiir den geeignet skalierten und
transformierten CTRW (X});c(0,00) beweisen zu konnen, bedarf es einiger Vorar-
beit. Zunachst einmal muss die Klasse der Random Walks in stetiger Zeit, die
iiberhaupt betrachtet werden sollen, drastisch eingeschrankt werden, indem Vor-
gaben beziiglich der Verteilung der J,, und Y,, gemacht werden. Dies geschieht im
nachsten Abschnitt und fithrt zur Konvergenz der endlich-dimensionalen Rand-
verteilungen des geeignet skalierten und transformierten Prozesses (S%):cjo,00)- Im
dritten Abschnitt wird der sogenannte Ersteintritts-Prozess (E}):c(0,00) eingefiihrt
und gezeigt, dass der geeignet skalierte und transformierte Prozess (NVy)ic[0,00) in
Verteilung gegen (E})icpo,00) konvergiert. Mittels dieser Resultate kann schlieBlich
der angestrebte Grenzwertsatz bewiesen werden.
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3.2 Verteilungsannahmen

Von nun an werden nur noch Random Walks in stetiger Zeit (X;)¢cjo,00) betrachtet,
die der folgenden Verteilungsannahme gentigen:

(V1) J; (und damit auch J,, fiir alle n > 1) liegt im strengen Anziehungs-

bereich einer streng stabilen Verteilung mit Index 0 < o < 1.

Diese Annahme bedeutet gemafl Definition 2.5.1, dass es eine Zufallsgrofie D auf
Q gibt, deren Verteilung £(D) streng a-stabil ist, so dass

b > i . D (3.2.1)
=1

fiir geeignete reelle Zahlen b, > 0 (n > 1) gilt. Dass £(D) streng stabil mit Index
a ist, bedeutet im Hinblick auf Definition 2.3.6, dass £(D) streng (ta )-operator-
stabil ist. (Dabei ist zu beachten, dass t= eine Kurzschreibweise fiir den linearen
Operator R > z — te -z € R darstellt. Diese wird in Zukunft haufiger verwendet
werden, wenn klar ist, dass es sich um einen linearen Operator handelt.) Die
Verteilung von D ist daher wegen Satz 2.3.3 unendlich teilbar und es gilt

(&(D)) = &(t= - D) (3.2.2)

fiir alle ¢ € (0,00). Betrachtet man nun die aufgrund von Satz 2.3.2 existierende
Lebesgue-Dichte g, von £(D), so folgt aus Theorem 4.7.1 und (4.7.13) in [UZ],
dass es eine Konstante K > (0 gibt, so dass

Ga(2) S K - zat e ek (D)™ (3.2.3)

fiir alle hinreichend kleinen x > 0 erfiillt ist.
Mittels der Verteilungsannahme (V1) und den daraus resultierenden Folge-
rungen kann man nun bereits einen ersten Grenzwertsatz beweisen:

Satz 3.2.1.
Es gelte (3.2.1) fiir geeignete b, > 0, und fiir t > 0 sei by = byy.
(a) Die Funktion b: RT — R, ¢+ by, ist requlir variierend mit Index —=+ .
(b) Es gibt einen stochastischen Prozess (Dy)ico,00) auf 2 mit £(Dq) = £(D)
derart, dass fir alle T C [0, 00)

(be - Toty - be - Tuy,) Ti: (D, ..., Dy,) (3.2.4)

fiir alle k € N* und alle ty,...,t, € T erfillt ist. Die Bedingung (3.2.4)
kann man auch schreiben als

&L(T)
(bc ’ Tct)tE[O,oo) ;—o: (Dt)te[o,oo)-
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Beweis.
Fiir jedes n > 1 sei A, : R — R durch A, (z) = b,z definiert. Es gilt dann

A, € L(R) und
AnoZJi :anJi.
1=1 =1

Wegen J; € SDOA(D) folgt somit J; € SGDOA(D), so dass Satz 2.5.3 ange-
wendet werden kann. Es gibt also eine Folge (B, )n>0 € RV (—1) mit

Bnoznjjiip.

i=1

Dabei gilt wegen B, € L (R) die Bezichung B, (z) = b,z fiir alle n € N, alle
z € R und geeignete b, € R, die wegen Satz 49.1 aus [A] fir hinreichend grofies
n mit den b, tibereinstimmen. Definiert man dann B. = B4 fiir alle ¢ > 0, so
impliziert Satz 2.4.9, dass die Funktion R™ > ¢ — B, regular variierend ist, und
zwar ebenfalls mit Index —é. Dies bedeutet geméafl Definition 2.4.2

Ql~

lim BAcoBgl =\

C—00

fiir alle A > 0 und somit (wihle x = 1)

Es folgt Behauptung (a).

Sei nun (Dy)epo,00) €in (Operator-) Lévy-Prozess auf  mit Exponent + derart,
dass £(D;) = £(D) gelte und D fiir jedes t € [0,00) Werte in R annehme. Da
die Funktion R™ 3 ¢ — B, regulér variierend ist, liefern Satz 2.1.4 (,,Convergence
of Types®) und der Satz von der gleichméfiigen Konvergenz fiir r.v. Funktionen
2.4.3 die Giltigkeit von

B.oT. — D;. (3.2.5)

C—00

Seien s,t € [0,00) mit s < ¢ beliebig. Es gilt

[¢] [s] [t]
T-To=> Ji=Y Ji= > I,
=1 i=1

i=[s]+1

und diese Zufallsgroe hat die gleiche Verteilung wie Tiy_fy, da (J,)n>1 eine Folge
unabhéngiger, identisch verteilter ZufallsgroBen ist. Da (D;)¢e[o,00) €in (Operator-)
Lévy-Prozess ist und folglich stationare, unabhangige Zuwachse besitzt, erhalt
man

(D, — D) = £(D;_,) = L((t—s)= - D), (3.2.6)
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wobei man () wie folgt siecht: Wegen der Operator-Selbstédhnlichkeit des Prozesses
(Dy)iefo,o0) gibt es geméB (2.3.9) fiir alle t € [0,00) ein d; € R, so dass

£(Dc§) = £ (Cé - Ds + dc) =£ (Cé : Dg) % 0,
fir alle ¢ > 0 und 5 € [0, 00) erfiillt ist. Setzt man nun § = 0, so folgt wegen

DO — O
5o = £(Dy) = & <cé : D0> %8, = 00 * O,

was wegen d, % 0, = 0a4p (a,0 € R) zu d. = 0 fiir alle ¢ > 0 fithrt. Mit § = 1 und
¢ =t — s folgt schliellich die Behauptung. Wahlt man nun noch

[ct] — [es]

t. =

fiir ¢ > 0, gilt also t. — t — s > 0 und somit c¢t. — oo fiir ¢ — oo, so erhélt man
unter erneuter Benutzung von Satz 2.1.4 und Satz 2.4.3

£ (Bc © (Tct - Tcs)) =£ (Bc © ﬂct]—[cs}) =£ (Bc © B&j © BctC © Tctc)
Luc((t—s)é -D1> — (D, D,):

c—00 (3.2.6)

(3.2.7)

Wegen (3.2.5) konvergiert B, 0Ty, in Verteilung gegen Dy, und da RT 3 ¢ — B,
regulér variierend mit Index —1 ist, hat man B, o B! — (¢ — s)a fiir ¢ — c.
Seien nun k € N* und ¢y, ..., ¢, € [0,00) mit 0 = tg < t; < ... < t; fest und be-
trachte die R*-wertigen Zufallsvektoren (T3, — T, | )i<i<p und (Dy, — Dy, )1<i<k-
Aus der Definition von 7}, und der Unabhéngigkeit der J; (j > 1) folgt, dass auch
die Komponenten von (73, —T}, , )1<i<k stochastisch unabhéngig sind. Gleiches gilt
fiir die Komponenten von (D, — Dy, )i<i<k, da (Dy)icj0,00) als (Operator-) Lévy-
Prozess unabhangige Zuwachse besitzt und somit Dy, — D, , fur alle 1 <1 <k
unabhéngig von (Dy).cp4, 4] ist. Da wegen (3.2.7) fiir jedes i € {1,...,k}

2(Bc o (Tcti - Tcti—1)) —w—_) E(th - Dti—1)

erfiillt ist, gilt also auch

(Be o (Tut, — Tty ) 1<ick —— (Dyy — Dy, 1<ick

C—00

(vel. [Bi], S.26f). Wihle nun (E,€) = (E',¢') = (R*,B*) und definiere die
Funktion A : R¥ — R* durch h(zy,...,2%) = (z1, 22+ 21, ..., T+ Tp_1+. .. +21).
Das Continuous Mapping Theorem (Satz 1.2.5) liefert wegen Dy, — D;, = Dy, und
B.o (T, — Tey) = Beo (T, —Ty) = B. o Ty, fir alle ¢ > 0, dass auch

(Bc o Tcti)lgz‘gk =ho (BC © (TCti - TCti—l))lSiSk
—2__) ho (th - Dti—l)lgigk = (Dti)lgigk

CcC— 00
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gilt. Insgesamt folgt
v
(BC @) Tct17 ey BC ] Tctk) ;;) (Dt17 ey Dtk)

fiir alle Mengen 7' C [0,00), alle k& € N* und alle t1,...,t, € T. Es folgt die
Behauptung, da fiir alle w € €2, alle ¢ > 0 und alle hinreichend grofien ¢ > 0 die
Beziehung B.(Tw(w)) = B (Tet(w)) = by - Ter(w) = be - Tey(w) erfiillt ist. O

Der Grenzprozess (D)ie(o,00) besitzt einige interessante Eigenschaften:

Satz 3.2.2.
Es sei (Dy)tco,o0) der in Satz 8.2.1 erhaltene Grenzprozess. Dann gelten die fol-
genden Aussagen:

(a) (Dy)icjo,0) besitzt stationdre, unabhingige Zuwdichse.
(b) (Di)iejo,0) ist selbstihnlich mit Index H =+ > 1, das heifst es gilt

£(Det,, .., D) = &(cw - Dyy,....co - Dy,) (3.2.8)

fir alle ¢ > 0, alle k € N* und alle t, ..., t; € [0,00).

(¢) (Di)icjo,o0) st ein Subordinator, dessen Pfade sogar fast sicher streng mo-
noton wachsend sind. Insbesondere gilt D > 0 fast sicher.

(d) Fiir alle t € (0,00) gilt £(D;) = £(t= - D), man hat also wegen (3.2.2)
L(Dy) = (£(D))".

Bewezs.

Die ersten beiden Aussagen sind unmittelbar klar, da (D;)¢cjo,00) Wie im Beweis
von Satz 3.2.1 erwdhnt ein (Operator-) Lévy-Prozess mit Exponent é ist und in
(2.3.9) d. = 0 fiir alle ¢ > 0 gilt.

Da die Verteilung von D; streng stabil mit Index 0 < o < 1 ist, hat die Fourier-
Transformierte von D; die Form e¥Y1 mit Wp, wie in (2.3.8), und es geniigt wegen
Example 21.7 in [Sa] zu zeigen, dass § = 1 und a > 0 gilt. Die Giiltigkeit von
B = 1 soll hier nicht gezeigt werden, wahrend aus Theorem 14.15 in [Sa] sofort
a = 0 folgt, da D; streng stabil ist. Insbesondere gilt nun P(D; > Dy = 0) = 1,
und wegen £(D;) = £(D) folgt dann sofort auch P(D > 0) = 1.

Die letzte Aussage ist lediglich ein Spezialfall von (3.2.8), wobei wiederum
£(D) = £(D;) zu beachten ist. O

Auf den Zusatz ,fast sicher kann im Folgenden ohne Einschrankung ver-
zichtet werden. Als positive Zufallsgrofie mit streng a-stabiler Verteilung fiir ein
0 < a < 1 besitzt D die Laplace-Transformierte pp(s) = e=" (s € [0,00)) fiir
ein ¢ € [0,00), wobei ohne Einschrankung ¢ = 1 angenommen werden kann; es
gilt also fiir alle s € [0, c0)

¢p(s) =e (3.2.9)
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(vgl. den Abschnitt nach Definition 2.3.6).

GeméB Satz 3.2.1 ist die Funktion b : Rt — R™, ¢ + b;, regular variierend mit
Index —2. Es gibt daher eine langsam variierende Funktion L : Rt — R derart,
dass by = t’éL(t) fiir alle ¢ > 0 gilt. In diesem Zusammenhang sind aulerdem
zwel weitere Aussagen klar:

Satz 3.2.3.
1

(a) Die Funktion ; : Rt — RT, t — o ist reguldr variierend mit Index L

(b) Es gibt eine Funktion b : RY — Rt die regulir variierend mit Index o ist
und die Bedingung

1
—— 1 bzw. t- bl;(t) —1 (3.2.10)
t . bé(t) t—o0 t—o0
erfullt.
Beweis.
(a) Fiir alle t > 0 gilt
1 1

Z —ta .

by L(t)’
und mit L ist auch 1

— Rt - R". ¢ —
- ) L(t) )

langsam variierend.
(b) Die Behauptung folgt sofort mit Satz 2.4.1.
O

Bevor eine weitere Verteilungsannahme (diesmal in Bezug auf (Y},),,>1) getrof-
fen wird, soll noch ein zweiter Grenzwertsatz angeben werden, in dem (D;);e(0,00)
ebenfalls als Grenzprozess auftritt. Sein Beweis dhnelt dem von Satz 3.2.1 und
wird deshalb hier nicht gefiihrt.

Satz 3.2.4.
Es seien by (t € [0,00)) und (Dy)icp,00) wie in Satz 8.2.1. Ist dann |k(c)| < M
fir alle ¢ > 0 und eine geeignete Konstante M > 0, so gilt fir alle T C [0, 00)

1)
(e - Tiet)+h(c) ) tef0.00) 7 (Dr)tefo,00)- (3.2.11)

Von nun an werden nur noch Random Walks in stetiger Zeit (X;):cp,00) be-
trachtet, die neben der Verteilungsannahme (V1) auch der folgenden Annahme
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geniigen:

(V2) V) (und damit auch Y, fir alle n > 1) liegt im strengen generali-

sierten Anziehungsbereich einer operator-stabilen Verteilung.

Diese Annahme bedeutet gemif Definition 2.5.2, dass es einen R%-wertigen Zu-
fallsvektor A auf €2 gibt, dessen Verteilung £(A) operator-stabil ist, so dass

Chod Vi A (3.2.12)
i=1
fiir geeignete lineare Operatoren C,, € L(RY) (n > 1)gilt. Dass £(A) operator-
stabil ist, bedeutet im Hinblick auf Definition 2.3.1 nichts anderes, als dass die
Verteilung volle Dimension besitzt und (3.2.12) erfiillt ist; man erkennt sofort,
dass £(A) sogar streng operator-stabil ist. Wegen Satz 2.3.3 ist £(A) unendlich
teilbar und es gibt einen linearen Operator E € L(R?), so dass

(L(A)" = £(tF o A) (3.2.13)

fiir alle t > 0 gilt, £(A) ist also insbesondere streng (t¥)-operator-stabil. Satz
2.5.3 liefert schliefllich die Existenz einer Folge (F},),>0 € RV (—F) mit

F,o) Y, =5 A, (3.2.14)
i=1
wobei wegen Satz 2.4.9 die Funktion F : Rt — GL(R?), t — F, := Fy regular
variierend mit Index —FE ist. Gemafl Definition 2.4.2 gilt also fiir alle A > 0

lim Fy 0 Fl=)7%

Mittels der Verteilungsannahme (V2) und den daraus resultierenden Folgerun-
gen kann man erneut einen Grenzwertsatz beweisen, der sich mit der Konvergenz
der endlich-dimensionalen Randverteilungen des geeignet skalierten und transfor-
mierten Prozesses (S;)ici0,00) beschaftigt:

Satz 3.2.5.
Es gibt einen stochastischen Prozess (Ag)icjo,00) auf Q mit £(A;) = £(A) derart,
dass fiir alle T C [0, 00)

(FooSuy, . FaoSu) —— (A, ..., Ay) (3.2.15)

fiir alle k € N* und alle ty,...t, € T erfillt ist. Die Bedingung (3.2.15) kann
man auch schreiben als

£(T)
(Fc o Sct)te[O,oo) — (At)te[o,oo)~

CcC— 00
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Bewezs.
Es sei (A¢)ieo,00) €in Operator-Lévy-Prozess auf € mit Exponent E derart, dass
£(A;) = £(A) gelte und A, fiir jedes ¢t € [0,00) Werte in R? annehme. Analog
zum Beweis von Satz 3.2.1 kann man zeigen, dass

L£(F.08.) — £(A;)
gilt, und dass fiir alle s, € [0,00) mit s < ¢ sowohl £(S; — S,) = £(S—(y) als
auch

(A, — A) = £(A,) = &((t— 5)F 0 A))

(*)

erfiillt sind, wobei man (x) hier wie folgt begriinden kann: Wegen der Operator-
Selbstéhnlichkeit von (A;)icpo,00) gibt es geméaB (2.3.9) fiir alle t € [0,00) ein
dt € Rd mit
S(Acg) = S(CE @) Ag -+ dc) = S(CE o) Ag) * 5dc
fir alle ¢ > 0 und alle § € [0,00). Setzt man nun § = 0 und beachtet 4y = 0, so
folgt
E
So = £(Ag) = £(cF 0 Ag) x 64, = 05 * 0g, .
Sei jetzt A’ € B? beliebig. Da c¥ ein linearer Operator auf R? ist, gilt ¢#(0) = 0
und somit

5SE(A,) =6 ({zeR: Flx)e A}) = 0 falls c5(0) & A

1 falls0e A
0 fallsO¢ A

= So(A").

{1 falls cZ(0) € A’

Man hat also &y = &y * 0y, Woraus wegen &, * 0y = dqyp (a,b € R?) fiir alle ¢ > 0
d. = 0 folgt. Mit § = 1 und ¢ = t — s erhélt man schliefllich (x). Analog zum
Beweis von Satz 3.2.1 erkennt man dann, dass sowohl

2(ch © (Sct - Scs)) —w_> E(At - As)

CcC—00

fir alle s,¢ € [0,00) mit s < ¢ als auch

€ (Feo (Set, = Setin) )i —— S(A — Ar_ i<iza
fiir jede Wahl 0 =ty < t; < ... < tx < oo erfiillt sind. Das Continuous Mapping
Theorem (Satz 1.2.5) liefert schlieflich mit (E, &) = (E', &) = (R*, B*) und
h:RM — RF (2. .. 2p) — (1,20 + 21, ..., T + Tp_1 + ... + 21), die Giiltig-

keit von .
(Feo SCti)lﬁiSk - (Ati)lgiﬁk'

CcC— 00
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Es folgt die Behauptung. O

Der soeben erhaltene Grenzprozess (A¢)icpo,00) besitzt dhnliche Eigenschaften
wie der Grenzprozess (Dy)icjo,o0) auis Satz 3.2.1:

Satz 3.2.6.
Es sei (A¢)icjo,0) der in Satz 3.2.5 erhaltene Grenzprozess. Dann gelten die fol-
genden Aussagen:

(a) (At)iejo,o0) hat stationdre, unabhdingige Zuwdchse.

(b) Fiir alle t >0 gilt £(A;) = (£(A))" = L£(tF o A).

(c) (At)icio,0) it stetig in Verteilung.

(d) (At)icpo,o0) it operator-selbstihnlich mit Exponent E, das heifit es gilt

E(Actla Ceey Actk) = E(CE e} At17 Ce ,CE e} Atk) (3216)

fir alle ¢ > 0, alle k € N* und alle tq, ..., t; € [0,00).

(e) Fir jedes t > 0 besitzt die Verteilung (£(A))" von A; eine beschrinkte
Lebesgue-Dichte py, fiir die partielle Ableitungen aller Ordnungen existieren.

Bewezs.

(At)icjo,00) ist wie im Beweis von Satz 3.2.5 erwahnt ein Operator-Lévy-Prozess
mit Exponent E, daher sind die erste und die dritte Aussage sofort klar. Ferner
folgt unmittelbar, dass (A)tejo,o0) Operator-selbstahnlich mit Exponent £ ist. Da
wie in besagtem Beweis gezeigt in (2.3.9) d. = 0 fiir alle ¢ > 0 gilt, ist auch die
vierte Aussage klar.

Fiir Teil (b) bleibt wegen (3.2.13) zu zeigen, dass £(A;) = £(tF o A) fiir
alle ¢t > 0 gilt. Sei dazu ¢t € (0,00) beliebig. Aufgrund von (3.2.16) hat man
L(Au) = L(cP o Ay) fir alle ¢ > 0 und ¢’ > 0, die Behauptung folgt also mit
t'=1und c =t wegen £(A) = £(A;): Es gilt £(A4;) = £(tP o A)) = L£(tF o A).

Fiir die finfte Aussage geniigt es im Hinblick auf Satz 2.3.5 nachzuweisen,
dass es einen linearen Operator B € L(R?) gibt, so dass die Verteilung des R%-
wertigen Zufallsvektors A (t7)-operator-stabil ist. Diese Bedingung ist aber wie
bereits im Abschnitt vor Satz 3.2.5 gezeigt mit B := E erfiillt, was den Beweis
abschlief3t. O

Der folgende Satz stellt einen entscheidenden Zusammenhang zwischen den
in diesem Abschnitt behandelten stochastischen Prozessen und dem in Kapitel 1
untersuchten Skorokhod-Raum her:

Satz 3.2.7.
Es seien (Dy)iejo,00) und (A¢)icio) die in Satz 8.2.1 bzw. Satz 8.2.5 eingefiihrten
stochastischen Prozesse. Man kann ohne Einschrinkung annehmen, dass
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(i) alle Pfade der Prozesse (Dy)ico,no) und (Tt)ico,00) i D([0,00),R) liegen,
es sich bei den beiden Prozessen also um Zufallselemente von D([0,00), R)
handelt, und dass

(i) alle Pfade der Prozesse (At)icio.co) und (St)ico,c) i D([0,00),RY) liegen,
die beiden Prozesse also Zufallselemente von (D([0, 00), RY) sind.

3.3 Der Ersteintritts-Prozess (E}):c(o o)

Dieser Abschnitt beschéaftigt sich mit dem Ersteintritts-Prozess (Et>t€[0,oo) des
(Operator-) Lévy-Prozesses (Dy)ic(o,00)- Am Ende der Uberlegungen wird sich her-
ausstellen, dass dieser Prozess der Grenzprozess hinsichtlich der Verteilungskon-
vergenz des skalierten und transformierten Zahlprozesses (N¢)ic(o,00), der die An-
zahl der Spriinge bis zum Zeitpunkt ¢ angibt, ist. Zunachst einmal muss (£} );c[0,00)
jedoch definiert werden:

Definition 3.3.1.
Es sei (Dy)iejo,00) der in Satz 3.2.1 erhaltene (Operator-) Lévy-Prozess. Der Erst-
eintritts-Prozess (Ey)ic(o,00) (fir (Dy)icfo,00)) Wird definiert durch

E;:Q —[0,00), Ex(w) =inf{s > 0: Dg(w) >t} (t>0). (3.3.1)

Bemerkung 3.3.2.

Fiir jedes t > 0 ist E; wohldefiniert, da die Menge {s > 0 : Dy(w) > t} fir
jedes w € €2 sowohl nichtleer als auch nach unten beschrénkt ist: Da (D;):cp0,0)
wegen £(D,) = £(t= - D) fiir t — oo (fast sicher) gegen oo konvergiert, folgt die
Behauptung (vgl. auch [Be|, S.73).

Von nun an sei (Ey)ejo,o0) der Ersteintritts-Prozess fiir (Dy)icjo,00) aus Satz
3.2.1.

Lemma 3.3.3.
Es seien m € N* beliebig und tq, ..., t, € [0,00) mit 0 < t; < ... < t,, sowie
S1y- -y Sm € [0,00). Dann gilt

{weQ: Ej(w)<s; firl<i<m}={weQ: Dy (w) >t firl<i<m}.

Beweis.

Sei w € 2 beliebig. Wahle zunéchst t,s € [0,00) derart, dass Ds(w) > t gilt.
Da (Dy)eo,00) geméB Satz 3.2.2 streng monoton wachsende Pfade besitzt, folgt
Dy (w) >t fiir alle s’ > s, so dass Ey(w) < s erfiillt ist. Mittels dieser Uberlegung
erhalt man

{weQ: Dy(w)>t; firl <i<m} C{we: E,(w) <s; firl <i<m}.
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Seien nun ¢, s € [0, 00) so gewdhlt, dass Dy(w) < t gilt. Da wegen Satz 3.2.7 die
Funktion [0,00) 3 #' +— Dy (w) rechtsseitig stetig ist, hat man auch fiir alle s’ > s,
die hinreichend nahe bei s liegen, Dy (w) < t. Es folgt also — weil (D;)cjo,00) €in
Subordinator ist — Fy(w) > s, was

{fweQ: Byj(w)<s;firl<i<m}C{weQ: Dy (w) >t fiir 1 <i<m}
impliziert. Insgesamt ergibt sich die Behauptung. O

Eine erste und wichtige Eigenschaft des Ersteintritts-Prozesses liefert der fol-
gende Satz:

Satz 3.3.4.
Der stochastische Prozess (Et)te[o,oo) ist selbstahnlich mit Index «, das heif§t es
qilt

E(Ectla ceey Ectk) = E(Ca . Etla Ceey Ca . Etk) (332)

fir alle ¢ > 0, alle k € N* und alle t, ..., t; € [0,00).

Beweis.
Der Prozess (E)ic[0,0) besitzt aufgrund seiner Definition stetige Pfade. Fiir alle
w € Qund alle t > 0 gilt also lirr% Ei(w) = Ey(w), was

P <1im E, = Et) —PQ) =1

s—t

fiir alle ¢ > 0 impliziert. Es folgt fiir alle ¢ > 0
IP’(lirr%Es—Eﬁé0> :1—IP’<1irr%E8—Et:0> —1-1=0,
was wegen der Stetigkeit von oben

lim P(E, — E, #0) =0

s—t
fiir alle ¢ > 0 bedeutet. Folglich hat man fiir alle ¢ > 0 und fiir alle € > 0

lim P(|E, - E| > ¢}) =0, (3.3.3)

das heit (E})icp0,00) ist geméaB Definition 1.3.12 stetig in Wahrscheinlichkeit. Sei
nun ¢ > 0 beliebig und wihle eine Folge (t,),en von Elementen aus [0, 00) mit
t, — t fir n — oo. Wegen (3.3.3) erhélt man fiir jedes € > 0

lim P(|E:, — Ei| >¢€) =0,
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(B}, Jnen konvergiert also in Wahrscheinlichkeit gegen den reellen Limes F;. Auf-
grund von Satz 36.3 aus [A] gilt daher sogar

£
Etn Eta

der stochastische Prozess (E}):c(0,00) ist also stetig in Verteilung. Damit ist bereits
ein erster wichtiger Schritt zum Beweis der Selbstahnlichkeit getan.

Seien nun ¢ > 0, m € N*, 0 < t; < ... < t,, < oo und $1,...,8, € [0,00)
beliebig. Es gilt wegen Lemma 3.3.3 und (3.2.8)

P(Ey, <s;fir1<i<m) = P(D,, >ct; fiir 1 <i<m)
«Eﬂé~D&ZQﬁH1§i§no

(De-ag, > t; fir 1 <i <m)

(B, <c s fir 1 <i < m)

(c* By, <s;fir1 <i<m),

das heifit die Bedingung (2.3.9) ist mit ol € L(R) und d; = 0 fiir alle ¢ > 0
erfiillt, da eine Verteilung durch ihre Verteilungsfunktion eindeutig bestimmt ist.
Es folgt die Behauptung. O

Im Folgenden bezeichne EX fiir eine Zufallsgrofie X auf (2,2, P) den Erwar-
tungswert von X, falls dieser existiert; und im Fall EX € R bezeichne VarX die

Varianz von X. Der folgende Satz beinhaltet unter anderem eine Aussage iiber
EE; fir t > 0.

Satz 3.3.5.
Es sei (Ey)eo,00) der Ersteintritts-Prozess fiir (Dy)cjo,00)- Flir jedes t > 0 gelten

die folgenden Aussagen:
D —
MEQ:£<(7) ), (3.3.4)

(a)
wobei o den Index des selbstihnlichen Prozesses (Ey)ico,00) bezeichnet, der
mit dem Index der streng stabilen Verteilung von D ubereinstimmt.

(b) Fiir jedes p > 0 ezistiert das p-te Moment von E; und es gibt eine positive,
endliche Konstante C(a, p) € (0,00) mit

EEY = C(a,p) - t°P. (3.3.5)

Insbesondere gilt also
EE, = C(a, 1) - t°. (3.3.6)
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(¢) Die Zufallsgrofie Ey besitzt die Lebesque-Dichte

2w g, (tx_é) (r e RY) | (3.3.7)

t
o

fi(x) =

wobei g, die Lebesque-Dichte von D bezeichnet.

Beweis.
Sei t > 0 beliebig.

(a) Wa&hlt man zusétzlich s € (0, 00) beliebig, so liefert Satz 3.2.2 (b) mit k& = 1,
c=sund t; =1

(D) = s(si -Dl) - s(si ~D>.

Wegen Lemma 3.3.3 gilt dann

IP’(Etgs):IP’(DSZt):IP’<si-DZt):P’((B)_ags),

t

woraus die Behauptung folgt, da eine Verteilung durch ihre Verteilungs-
funktion eindeutig bestimmt ist. Dabei ist zu beachten, dass D und damit
auch (%)ﬂ positiv sind, und dass wegen Dy = 0 und weil die Pfade von
(Dy¢)icfo,0) streng monoton wachsend sind Ei(w) > 0 fiir alle w € Q gilt,
was die ausschlieflliche Betrachtung von s € (0, co) rechtfertigt.

(b) Man definiert zunichst die Funktion H; : Rt — R* durch

Hi(y) = (g>_a-

t

H; ist messbar beztiglich der Borelschen o-Algebren und aus Teil (a) folgt
L(E;) = £(Hy o D). Sei nun p > 0 beliebig. Es gilt dann aufgrund des
Transformationssatzes

EE} = /Q E} dP = /0 " P BF(d) = /0 " PR ()
_ /0 T (B0 (dr) = /0 " (Hy(x)P PP(dx)
- /j(m@))p-ga(x) da

= to‘p/ . gy (z) de = C(a,p) -t
0

C(a,p) == /000 x % go(z) da. (3.3.8)
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Es bleibt zum Beweis von (b) noch zu zeigen, dass C(«,p) € (0,00) gilt:
Da es sich bei g, um eine Lebesgue-Dichte handelt, gilt fiir alle 2 € [0, c0)
0 < ga(x) <1, es ist also aufgrund der Definition sofort klar, dass C(«, p)
positiv ist. Fir x — oo ergibt sich 27 - g,(z) — 0, da g, beschriankt
ist. Um das Verhalten des Integranden fiir x — 0 untersuchen zu konnen,
erinnere man sich daran, dass im Hinblick auf (3.2.3) fiir kleine z > 0 die
Ungleichung

o

0 S ga(x> S K- xlgg{Q . €—|1—a\.(§>a—1

erfillt ist. Wegen 0 < a < 1 gilt

daher konvergiert der Exponentialterm fiir x — 0 gegen 0. Da die Expo-
nentialfunktion schneller wéchst als jedes Polynom, ergibt sich g,(x) — 0
flir x — 0 und sogar

lim 27 - g, (x) = 0.

x—0
Insgesamt kann man folgern, dass C'(a, p) < oo gilt.
(¢) Wegen £(E;) = £(H; o D) und da die Funktion R* 3 z — H; '(z) = ta"=
streng monoton fallend ist, erhalt man mittels der Kettenregel fiir alle x > 0

d

~ L a_p<m'@) = L 1-P(D<H )

1

= ~[d @] @) = - [ ()] wEw)

t 1 1
= a . l‘ 1 « ga(tl‘ a)
Damit ist der Satz bewiesen. O

Auch VarFE; kann fiir jedes t > 0 leicht berechnet werden:

Satz 3.3.6.
Es sei (Ey)icjo,00) der Ersteintritts-Prozess fiir (Dy)icjo,o0)- Flir jedest > 0 existiert
die Varianz von Ey und ist sogar endlich, genauer gilt

VarE, = (C(, 2) — (C(a, 1))?) - t**. (3.3.9)
Beweis.
Sei t > 0 beliebig. Die ZufallsgroBe E; besitzt wegen Satz 3.3.5(b) den endlichen
Erwartungswert EE; = C(a, 1)-t%, die Varianz von Ej ist also definiert. Aufgrund
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des Verschiebungssatzes gilt VarE;, = EE? — (EE;)?, und da wegen (3.3.5) auch
EE? endlich ist, gilt VarE; < co. Genauer hat man

VarE, = [EE? - (EE,)?
- C(OJ, 2) ’ t2a - (C(Oéa 1) ' ta)2

— (C(a,2) = (C(a, 1))?) - 12,

was den Beweis abschlief3t. O

Die spezielle Gestalt von EE; (t > 0) kann man ausnutzen, um zu weiteren
Ergebnissen zu gelangen:

Satz 3.3.7.
Der Ersteintritts-Prozess (Ei)icio,00) fiir (Di)icpo,00) besitzt keine stationdren Zu-
wachse.

Beweis.

Es werde angenommen, dass (Et)te[o,oo) doch stationare Zuwéachse habe. In diesem
Fall gilt EE, = E(E1 + (B — E) + ...+ (E, — E,—1)) =n-EE;, =C(a,1) - n
fiir jede ganze Zahl n > 0, was wegen a # 1 im Widerspruch zu (3.3.6) steht.
(Et)ic(0,00) kann also keine stationdren Zuwéchse besitzen. O

Eine letzte Eigenschaft des Ersteintritts-Prozesses liefert der folgende Satz,
dessen Beweis einige Arbeit erfordert und auf die Ergebnisse iiber den stabilen
Subordinator aus Kapitel 2 zurtickgreift.

Satz 3.3.8.
Der Ersteintritts-Prozess (Et)icio,00) fir (Dy)icjo,00) hat keine unabhdingigen Zu-
wachse.

Beweis.
Es seien 0 < t; < 1y < t3 < oo beliebig und es werde angenommen, dass der

Prozess (E;)tejo,00) doch unabhangige Zuwéchse besitze. Unter Beriicksichtigung
von EE; = C(a, 1) -t* (t > 0) und der Tatsache, dass die Zufallsgroe E; fiir
jedes t > 0 Momente beliebiger (positiver) Ordnung besitzt, folgt

E((Eta - Et2) ’ (EtQ - Etl)) - E(Eta - Et2) ’ E(EtQ - Etl)
== (EEtg — EEt2> . (EEt2 — EEtl)

= (C(a, 1)) ((tat2)™ — (t311)* — 3% + (t211))
—=: R(ty, 1o, t3).
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Auf der anderen Seite hat man

E((Et3 - Et2) ’ (Et2 - Etl)) - E(Et3Et2 EtaEtl Et22 + EtQEtl)
= E(EtsEtz) (EtsEh) - EEtzg + E(Etth)
= L(t17t27t3)7

R(ty,ta,t3) und L(tq,t,t3) stimmen also tiberein. Im néchsten Schritt sollen die
partiellen Ableitungen der Funktionen R und L berechnet werden, wobei zunachst
nach ¢5 und anschlieSend nach ¢; abgeleitet wird. Im Fall der Funktion R geht
das mittels Anwendung der bekannten Differentiationsregeln sehr einfach:

aQRtatat 0 apa— a— a—1
W = a—h((C’(a,l))Q-(atth b 20827 + ats )

= (C(a,1))" aP(taty)* !

(3.3.10)

Im Fall der Funktion L bedarf es zunachst einiger Voriiberlegungen:

e Der Prozess (D¢)icjo,00) ist der stabile Subordinator mit Parameter o im
Sinne von Definition 2.2.5.

o (E})icio,00) ist das Inverse von (Dy)iefo,00)-
Diese beiden Aussagen kann man wie folgt begriinden: Der stochastische Prozess
(Dy)tefo,00) besitzt gemafl Satz 3.2.2 sowohl stationére, unabhéngige Zuwéchse als
auch streng monoton wachsende Pfade (und somit wegen Dy = 0 den Zustands-
raum [0,00)). Seien nun s,t € [0,00) und w € Q) beliebig. Wegen t + s > ¢ gilt
dann aber D, 4(w) > Dy(w) und folglich auch D;, (w) — Dy(w) > 0, das heifit
(Dy)icfo,00) besitzt nichtnegative Zuwéchse. Es bleibt also fiir die erste Aussage
zu zeigen, dass Ee *Pt = 7" fiir alle s,t € [0,00) erfiillt ist. Fiir ¢ = 0 ist
die Behauptung klar. Sei von jetzt an t € (0,00) beliebig. Der Definitionsbe-
reich der analytischen Transformierten von D; besitzt wegen Lemma 40.2 aus [A]
die Form MR + iR fiir ein Intervall R in R, wobei (—o0, 0] C R gilt, da £(D;) ein
Wahrscheinlichkeitsma$ auf [0, co) ist. Fiir jedes s € [0, 00) ist daher die Laplace-
Transformierte ¢p, von Dy definiert, und zwar durch ¢p,(s) = Ee—*Pt. Es bleibt
also zu zeigen, dass ¢p,(s) = e fiir alle s € [0,00) erfiillt ist. Satz 3.2.2(d)
liefert £(D;) = £(t« - D), daher stimmen die Laplace-Transformierten der beiden
ZufallsgroBen Dy und = - D iiberein. Aus Satz 42.1 in [A] ergibt sich somit fiir

alle s € [0, 00)
ts

op,(s) = @1 (s) = pp(tns) = e,

wobei die letzte Gleichheit aus (3.2.9) folgt. Der Prozess (Dy)icjo,00) besitzt somit
alle Eigenschaften des stabilen Subordinators mit Parameter a.

Dass (£;)tejo,00) Und (Dy)scfo,00) zueinander invers sind, sicht man wie folgt:
Sowohl (Dy)icf0,00) als auch (Fy)ejo,00) besitzen aufgrund fritherer Uberlegun-
gen rechtsseitig stetige Pfade (vergleiche Satz 3.2.7(i) und den Beweis von Satz
3.3.4), ferner sind die Pfade von (Dy)cj0,00) Wegen Satz 3.2.2 streng monoton
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wachsend. Sei nun w € ) beliebig und wéhle s,s" € [0,00) mit s < §'. Es
gilt Fg(w) = inf{t > 0: Dy(w) > s} <inf{t > 0: Dy(w) > '} = Eg(w), das heifit
auch die Pfade von (Et>t€[0,oo) sind monoton wachsend. Ferner hat man fiir jedes
t € [0,00) und jedes w € 2 aufgrund der Tatsache, dass [0,00) > ¢ — Dy(w)
streng monoton wachsend ist,

Eiy(w) =1inf{s > 0: Ds(w) >t} =sup{s > 0: Ds(w) < t},

das heiBt (E})icpo,00) ist das Inverse von (Dy)sc0,00)-
Somit sind die Voraussetzungen von Satz 2.2.6 erfiillt und es gilt

O?L(ty, 12, t3) P (E(E,Ey,) — E(E,Ey ) — EE], + E(E,Ey,))

010tz Ot, 0t
9* E(E,, E,, 1 \?2 N
- # - (F(a)) (trt2 — 1)) (3.3.11)

= () 2 (hhy)* (1 - (%))a_l.

Wegen R(ty,ts,t3) = L(t1,t2,t3) miissen nun aber auch die Ausdriicke auf der
rechten Seite von Gleichung (3.3.10) und auf der rechten Seite von Gleichung
(3.3.11) iibereinstimmen, was zum Widerspruch fiihrt, da 0 < t; < ty < t3 < 00
beliebig gewéhlt waren. Der Prozess (FE})ic0,00) kann also keine unabhéngigen
Zuwachse besitzen. O

Um nun auch einen Grenzwertsatz fiir den Zahlprozess (Nt)te[o,oo) beweisen
zu konnen, bedarf es einer letzten Voriiberlegung, die allerdings offensichtlich
ist.

Satz 3.3.9.
Es seien (Tp,)nen und (Ny)iejoo) wie in Definition 8.1.1. Fiir jedes n € N und
jedes t € [0,00) gilt

{weQ:T,(w) <t} ={we Q: N(w) >n}. (3.3.12)

Satz 3.3.10.
Es seien (Ni)iejo,00) der Zihlprozess aus Definition 3.1.1, (Ey)iejo,00) der Erstein-

tritts-Prozess fiir (Dy)icjo,00) und b:RT — R die in Satz 3.2.3 erhaltene Funk-
tion. Fiir jedes T C [0,00) gilt

1 1 e
Ny Ny | -2~ (E,,....E 3.3.13
(5 Mg M) =5 (B B 339

fir alle k € N* und jede Wahl ty,...,t, € T. Die Bedingung (3.3.13) kann man
auch schreiben als

1 T
<~— . th) L) (Et)tE[O,oo)-
b(C) t€[0,00) e
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Bewezs.

Es seien k € N*, 0 < t; < ... <ty < oound sy,...,8, € [0,00) beliebig. Fiir
x € R bezeichne [z] die kleinste ganze Zahl, die groBer oder gleich z ist. Wegen
Satz 3.3.9 gilt fiir jedes x > 0 und jedes t € [0, 00)

{fweQ:Ny(w) >} ={weQ:N(w) > [z]} ={we Q: Tn(w) <t}

bzw.

{weQ:Ny(w) <z} ={weQ:T(w) >t}

Beachtet man auBlerdem, dass £(D;) fiir alle ¢ > 0 stetig ist, da wegen Satz
3.2.2(d) £(D;) = £(t= - D) gilt und D ferner die Lebesgue-Dichte g, besitzt, so
folgt unter Beachtung von £(Dy) = dy

P(#J\f < s; fiir z':l,...,k)
b(c)

e < b(e)s; fiir z’:l,...,k)

p(n
:IP’<T[ (¢)si] > Cli fir i1 =1,. ,k)
P(bb(c 1>bb(C ct; fir i=1,.. k:)

LP(Dsz>t fir i=1,...,k)
— P(D, >t fir i=1,....,k)
= P(E, <s; fir i=1,...,k)
= P(E, <s; fir i=1,...,k).

Der Grenziibergang () ergibt sich dabei wegen cbyy — 1 fir ¢ — oo (vgl. Satz
3.2.3) aus Satz 3.2.4, die vorletzte Gleichheit gilt im Hinblick auf Lemma 3.3.3
und der letzte Schritt ist zuldssig, da gemaB Satz 3.3.5(c) E; fiir jedes t > 0 eine
Lebesgue-Dichte besitzt. Es folgt die Behauptung. O

Das soeben erhaltene Ergebnis soll im Folgenden noch verbessert werden.
Dazu beachte man zunichst, dass die Pfade der Prozesse (E;)ic[,00) und

1
NC = (N— . th)
b(C) t€[0,00)

fir beliebiges ¢ > 0 Funktionen auf [0, 00) mit Werten in [0,00) sind. Ferner
besitzt (E;)icpo,00) stetige Pfade, und aufgrund der Definition des Zéhlprozesses
(Nt>t€[0,oo) ist unmittelbar klar, dass dessen Pfade rechtsseitig stetig sind und in
jedem t € (0, 00) einen linksseitigen Limes besitzen. Zusammengefasst kann man
sagen, dass fiir jedes w € ©Q und ¢ > 0 sowohl [0,00) > ¢t — Ei(w) als auch
[0,00) 5 t — Nf(w) Elemente von D([0,00),R) sind.
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Satz 3.3.11. ~
Sind (Ni)ic,00)s (Et)icjo,o0) und b so wie in Satz 8.5.10, dann gilt sogar

1
(~— : th) —£—> (Et)te[o,oo)-
b(C) te[0,00) e

Beweis.

Kann man zeigen, dass die Bedingungen aus Satz 1.3.13 erfiillt sind, folgt die
Behauptung. Wihle dazu zunéchst T C [0, 00) beliebig. Satz 3.3.10 impliziert
dann sofort

1 (T
(L) Eim
b(c) teo00) ©°

Im Beweis von Satz 3.3.4 wurde ferner gezeigt, dass der Ersteintritts-Prozess
(Et)tejo,00) stetig in Wahrscheinlichkeit ist. Seien nun also w € ©Q und ¢ > 0
beliebig. Aus der Definition des Zahlprozesses ergibt sich unmittelbar, dass die
Funktion .
0.00) 3 £+ = No(o)
b(c)
monoton wachsend ist. Es bleibt zu zeigen, dass auch der Prozess (Et)te[o,oo)
monoton wachsende Pfade besitzt, was jedoch bereits im Beweis von Satz 3.3.8
geleistet wurde. O

3.4 Ein Grenzwertsatz fiir den CTRW (X)) «)

In diesem Abschnitt wird das Hauptresultat des vorliegenden Kapitels, namlich
ein Grenzwertsatz fiir den in Definition 3.1.1 eingefiihrten skalierten und trans-
formierten Random Walk in stetiger Zeit (X¢):ejo,00) bewiesen. Zuvor ist jedoch
noch einiges an Vorarbeit zu leisten. Begonnen wird mit einem Grenzwertsatz,
der das Ergebnis von Satz 3.2.5 erheblich verbessert. Es sei darauf hingewiesen,
dass im Hinblick auf Satz 3.2.7 sowohl (F,, 0 Syi)tco,00) fiir jedes n € N als auch
(At)iefo,00) Zufallselemente von D ([0, 00), RY) sind.

Satz 3.4.1.
Seien (A¢)ieo,00) der in Satz 3.2.5 erhaltene Grenzprozess und (F,,)n>0 € RV (—FE)
die Folge von linearen Operatoren auf R?, fiir die

F, o Z Y; A
i=1
erfillt ist (vgl. (3.2.14)). Dann gilt

£
(Fn o Snt)te[o,oo) E (At)te[o,oo)~
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Bewezs.
Aufgrund von Satz 1.3.8 geniigt es zu zeigen, dass

£(T)
(£ © St )te(0,00) ni—oo> (At)tefo,00) (3.4.1)

fir alle T C [0, 00) gilt und dass Skorokhods A-Bedingung erfiillt ist. Satz 3.2.5
liefert die erste Bedingung, es bleibt daher die Giiltigkeit von

lim P sup (|Fp o Spty — Fro Spt| A FpoSpt — FrooSus,|) >€e| =0
n—0o0 t—c<t1 <t<ta<t+c
cl0 0<t1<t2<N

fiir alle € > 0 und N > 0 zu zeigen. Seien dazu € > 0 und § > 0 beliebig. Wegen
(3.4.1) gilt

Fn © Sn i) Al
(wiahle T'= {1} und k = 1), die Familie (F,, 0 S,),>1 von Zufallsvektoren mit

Werten in R ist daher straff (vgl. Satz 43.3 aus [A]). Es gibt also eine kompakte
Teilmenge K5 C R? derart, dass

sup P(F,, 0S5, ¢ Ks) <6 (3.4.2)

n>1

gilt. K ist beschrankt und abgeschlossen, es gibt daher ein R(J) > 0, so dass
K vollstandig in der abgeschlossenen, d-dimensionalen Kugel mit Mittelpunkt 0
und Radius R(§) enthalten ist. Aus (3.4.2) folgt somit

sup P(|F,, 0 S,| > R(4)) < 0. (3.4.3)

n>1

Wiéhle jetzt im Hinblick auf Satz 2.3.5 unter Beachtung der (tE)—Operator—
Stabilitdt von £(A) ein ¢y(d) > 0 derart, dass fiir alle 0 < ¢ < ¢4(0)

5 €
< 3.4.4

1 < 375 (344

gilt, wobei || - || die in Definition 2.1.1 eingefiihrte Norm bezeichnet. Seien nun

zusétzlich N > 0, ¢ € (0,¢y(d)) und s,¢ € [0, N] mit s < ¢t und ¢ — s < ¢ beliebig
und definiere

ra(s,t) == ‘ F, o F[;tl]f[ns}
fir n > 1. Es gilt
ra(s,t) = ' Fy o Fi H < sup |[F,oF.l =||Fae FLl (34.5)
T " 0<A<c/+1
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fiir ein ,
An € {O,c’jt—} ,
n
wobei sich der zweite Schritt der Ungleichung folgendermafien ergibt: Wegen
[nt] — [ns] < [n(t—s)]+1<n(t—s)+1<nd+1hat man

oo lnl=nsl _, 1

n n

woraus die Behauptung folgt.

Fiir jede Teilfolge (ny)x>1 der natiirlichen Zahlen ist die Folge (A, )r>1 wegen
0< N\, <+ % fiir alle n > 1 beschrankt, aufgrund des Satzes von Bolzano-
Weierstrafl besitzt (A, )x>1 also eine konvergente Teilfolge (A, )m>1, die wegen
des Vergleichssatzes (Satz 22.1 aus [H]) gegen ein A € [0, ] konvergiert. Es muss
nun zwischen mehreren Fallen unterschieden werden:

Fall1: A >0
Nach Voraussetzung gilt (F,),>0 € RV (—FE), das heifit fiir alle A’ > 0 ist

F[)\’n] o Fn—l N ()\/)*E
erfiillt. Aufgrund des Satzes von der gleichméafigen Konvergenz fiir r.v. lineare
Operatoren 2.4.8 ist die Konvergenz sogar gleichméfig in A" auf allen kompakten

Teilmengen von (0, 00). Die Menge
A= u{\,, :m>1, A, >0}

ist eine solche kompakte Teilmenge; fiir € > 0 wie oben gibt es also ein ng, so
dass fir alle n > ng und fir alle A € A

Famo it =378 < o=
H ] © £ = 2R(0)
gilt. Da fiir alle n > ny und alle Ae A
-1 y-E| _ -1 _\E
o1 - e -]

erfiillt ist, folgt wegen der Dreiecksungleichung

|

fur alle n > ng und alle ) € A. Betrachtet man nun die Teilfolge von (n,, )m>1.
deren Elemente n' grofer gleich ng sind, die Ungleichung ¢ + # < ¢o(0) erfiillen
und der Bedingung A, > 0 geniigen, und bezeichnet man diese Teilfolge kurz mit
(n'), so erhalt man fir alle n’ € (n')

|

—1
F, o F[Xn]

-l =]

roorg ] <
°Fiu =M < 270

[Nl < 55

F,oF! .
e = 2R(0)

Arn]
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Da auBerdem fiir alle n’ € (n) nach Voraussetzung 0 < A,y < ¢ + & < ¢o(6) und
daher wegen (3.4.4)

AE ‘
60 < o
gilt, folgt fiir alle n’ € (n')
s t) < ||Fy o P |l < —5 1 |[AE ¢ € ___°<
(s 0) < || For o Byl < 2 T M < 3rE t 2RE = BE
Fall2: A=0

In dieser Situation muss erneut zwischen zwel Fallen unterschieden werden:
Fall 2a :
Es gibt ein M, so dass A,, ng,, < M fur alle m > 1 erfullt ist. Sei

— -1
Z = sup HFZ H .
0<i<M

Es gilt F;, — 0 fiir n — oo und somit auch F,, ~— 0 fir m — oo, daher existiert
im Fall Z > 0 ein mg, so dass

€

| Fo,. || < R0)Z

fiir alle m > my gilt. Daraus folgt wegen Satz 2.1.1 fiir alle m > my

|

Fir Z = 0 ist diese Ungleichung offensichtlich ebenfalls erfiillt, und zwar fiir alle
m > myg := 1. Insgesamt ergibt sich fiir alle m > my

~1
Fu,, © F)\nk

S Fow

<Al s 1 < s

m ’I’Lkm TLkm

€

R()

Tny, (8,1) < )

—1
Fnkm o F/\"km

) <

Moy

Fall 2b :
Es gilt A, np,, — oo fiir m — co. Wegen A = 0 hat man auflerdem

lim

=0 .
m— o0 /\nkm

Wahle nun ein \g > 1 mit
1
NP < =
ol < 5
Nach Voraussetzung gilt (F,),>0 € RV (—FE), das heifit fiir alle A’ > 0 ist

Flym o F,t —— (X)7F

n—0o0
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erfiillt, und wie bereits oben erwahnt ist die Konvergenz sogar gleichméfig in \
auf allen kompakten Teilmengen von (0, 00). Es gibt daher ein ng, so dass

. 1
HF[A’n] o Bt —(X) EH <1

fiir alle n > ng und alle X' € [1, \g] gilt. Insbesondere hat man fiir alle n > ny
wegen der Dreiecksungleichung

_ _ _ _ 1 1 1
o 20 < o B g%+ g < L+ 1= L
Nun ist aber die Funktion (0,00) 3 A +— ()\’)_E und damit auch
(0,00) 3 X — H()\’)_EH

stetig (siehe S.52). Es gibt daher ein C' > 0 derart, dass HF[)\'n} o F{lH < C fir
alle n > ng und alle ' € [1, Ao] gilt. Wegen A, ny,, — oo fiir m — oo kann man
nun ein myg finden, so dass A, ng, > no fur alle m > myg gilt. Wéahle m > mq

beliebig und schreibe
1

= )\
)‘nkm HAQ

flirein [ € Z und ein 1 < p < \g. Es folgt mit Satz 2.1.1

-1 _ -1 _ -1
‘ Fnkm © F/\nkm"km ) - ' F)‘nkm”km )‘"z © F)‘nkm"km - HFknkmnkmuké © F)\nkm g, )
m
< FA AlOF_l 1 FA AlOF_l 1—1
- J "kmnkm/’l’ 0 ’\"kmnkm/\o | g hem A0 )\"k nkm)‘O
N~ - ~~
ch da M€[17A0) <l
2
-1
ot HF’\"kmnkm’\o e} F)‘"kmnkm
~ Vv
<3
1
1
<C-|=) ,
2
und wegen
1
PNy = — 00
)\nkm m— o0
(das heifit | — oo fiir m — o0) folgt daraus
F,, oF! ——0.
‘ e Ange, T || m—oo

Es gibt also ein m; > my, so dass fiir alle m > m, die Ungleichung

|

€

R(3)

F,. oF!

o
m /\"km N

<
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erfiillt ist, was
€

R(9)

Tnkm(s, t) <

fiir alle m > my impliziert.
Fiir jede Folge (n)r>1 natiirlicher Zahlen liefert also jeder der drei méglichen
Félle die Existenz einer Teilfolge (n'), so dass fiir alle n’ € (n')

€

R(3)

T (s, 1) < (3.4.6)

gilt. Da die Schranke ||F, o F} ! || fir r,(s, t) in (3.4.5) nicht von s,¢ € [0, N] mit
s <tund t — s < ¢ abhangt, hat man sogar

T (s, t) < m

fir alle n’ € (n') und alle s,¢ € [0, N] mit 0 <t — s < ¢. Insgesamt folgt fiir alle
derartigen Tupel (s,t) und alle n’ € (n’) unter Beriicksichtigung der Tatsache,
dass die Y; (i > 1) unabhéngig und identisch verteilt sind

[nt] [n/s]

= P||F,o0 Z Y| > e

i=[n's]+1
_ PPl Y ({z e R |z] > €})

z[_n/t]/ v Fn/ J
= (IP’ i=[ns]+1 ) ({x eR?: |z| > e})

Tl s FE,
= (pZEif] [ ]Yi> ({x e R?: |z| > e})
' —['s]

= P||E, o Z Y| > ¢

i=1

)

. }F [n't]—[n's] © S[n’t]f[n/s]} > 6)

(o (5,t) * | Flw—tws) © Stwag—ues| > €)
P (| Fiwi)—wrs) © Sprt—fors)| > R(9))

P(|F,o0S,| > R( < 0,
sup (| F5 0 S (6)) o5y

—1
F,, o F] o F[n’t}f[n’s] © S[n’t]*["/s]

[n’t]—[n’s]

(
(’ FoF-)

[n't]—[n’'s]

IN

P
P
P

IAINA
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wobei im siebten Schritt Satz 2.1.1 eingeht und im letzten Schritt Fjy o Sy = 0 zu
beachten ist.
Fasst man das bisher Gezeigte zusammen, so weifl man also, dass fiir alle
e >0und § > 0 ein ¢(d) > 0 existiert, so dass es fiir jede Wahl von N > 0 und
€ (0,¢9(0)) und fiir jede Folge (ng)r>1 natiirlicher Zahlen eine Teilfolge (n')
gibt mit
P (|Fr 0 Sprg — F © Sprg)

fir alle s,¢ € [0, N] mit s < ¢t und t — s < ¢ und fiir alle n’ € (n’). Es folgt

>e)<5

P sSup (|Fn’OS[n’t1] _Fn’OS[n’t]| N |Fn’OS[n’t} _Fn’OS[n’tQ]D > €
t—c<t1 <t<ta<t+c
0<t1<t2<N
<0
fiir alle n’ € (n') und ¢ < ¢ und somit die Behauptung. O

Es seien b : Rt — R* die in Satz 3.2.3 erhaltene, regulir variierende Funk-
tion mit Index o und F : RT™ — GL(R?) die regulir variierende Funktion mit
Index —F, die im Abschnitt vor Satz 3.2.5 eingefiihrt wurde und auch im letzten
Satz unverzichtbar war. Ferner sei F: Rt — GL(R?) durch F(c) = F, := Fyo
definiert.

Satz 3.4.2.
Die Funktion F st reqular variterend mit Inder —a k.

Beweis. (vgl. den Beweis von [MS1], Proposition 4.2.3)
Sei A > 0 beliebig. Zu zeigen ist, dass

lim }7’,\0 ) ﬁ’c_l = \oF
gilt. Dazu definiert man zunédchst eine Funktion § : Rt — R* derart, dass fiir
alle ¢ > 0 -
b(Ac)

(0(c)" = W(c)

erfilllt ist. Da die Funktion b regular variierend mit Index « ist, hat man per
Definition ~
b(A
lim N( %) =
c—00 b(C)

es folgt also (4(c))* — 1 fiir ¢ — oo. Schreibt man jetzt

«

n n—1 _ -1 _ —1 5 —1
Bre o Fe™ = Fipg © iy = Foag) © Fragiey © Praie) © Fie
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und beachtet man, dass wegen b(c) — 0o (¢ — 00) und Fyae 0 F;1 — ()P
(¢ — 00) auch Fyaj, © Fézcl) — (A7 (¢ — 00) gilt, so erhalt man

. ~ ~ . _ aN—E
lm Fyeo B = lim Fyy 0 Figg 0 (A%)
_ : 5 -1 a\—F
= lm Fieenaie) © Fiage © (A7)

= lim ((6(e)") "o (A"
(AP = exp (~Elog A*) = exp(—aElog \) = AP,

(2.?4&)

wobei im dritten Schritt A*b(¢) — oo (¢ — oo) benutzt wird. O

Nun sind alle notwendigen Vorbereitungen getroffen und das Hauptresultat
des vorliegenden Kapitels kann bewiesen werden:

Satz 3.4.3.
Fiirt > 0 sei My = Ap, fiir den Ersteintritts-Prozess (Et)ejo,00) und den Grenz-
prozess (Ag)icjo,o0) aus Satz 8.2.5. My ist dann ein Zufallsvektor auf Q2 mit Werten
in RY.
(a) Es gilt
(FroXa) L (M))seppso) = (Ar, icpoo)- (3.4.7)

te[0,00) c—00

(b) Fiir jedes m € N* und jede Wahl 0 < t; < ... <1, < oo gilt

S(Mtl,...,th):/(R LS A P(EBin) (dsy, ... dsp).

Beweis. .
Es seien b, F' und F' wie im Abschnitt vor Satz 3.4.2 und (NV;)icpo,00) der in
Definition 3.1.1 eingefiihrte Zahlprozess.

(a) Die Prozesse (A;)ic[,00) und

(Feo 55<c>t>te[o,oo> = (B0 B<c>t>te[o,oo>

fiir alle ¢ > 0 sind gemif Satz 3.2.7 Zufallselemente von D([0, c0), RY),
ferner wurde im Abschnitt vor Satz 3.3.11 gezeigt, dass siamtliche Pfade der
Prozesse (Et)ic(o,00) nd



in D(]0,00),R) liegen. Aufgrund des Hauptresultates des ersten Kapitels
(Satz 1.1.6) sind sowohl D ([0,00),R?) als auch D ([0,00),R) separabel,
daher ist zum einen auch

D =D ([0,00),R%) x D ([0,00),R)

separabel, und zum anderen stimmt die Borelsche o-Algebra %(D) tiir
die Produkttopologie auf dem Produktraum D mit dem Produkt der Bo-
relschen o—Algebra B (D ([0,00),R?)) iiber D ([0, 00), RY) und der Bo-
relschen o-Algebra 9B (D ([0, 00),R)) iiber D ([0, 00),R) tiberein (vgl. [Bi],
S.224f): )

B(D) =B (D ([0,00),R%)) @ B (D ([0,00),R)).

Betrachtet man nun die beiden Wahrscheinlichkeitsmafie £ (( t)eelo <>o) und
L ((Ey)icjo,00)) auf den Réumen (D ([0, 00), RY) ;B (D ([0, 00), R ))) bzw.
(D ([0,00),R),B (D ([0,00),R))), so ist das Produktmaf

P=g ((At)te[O,oo) ® L ((Et)tG[O:OO))

ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (D B( D gleiches gilt fiir die Produkt-

)
£<<F © She) ) ) ( () )tGOOO))
]

fiir jedes ¢ > 0. Wegen Theorem 3.2 aus [Bi] folgt unter Beachtung von Satz
3.4.1 und von Satz 3.3.11

1 .
L ( Fie © Sie ®L <~— C) e
(( b(c) b( )t>te[0,00)) < b(c) t te[O,oo)) o ( )

da wegen b(c) — oo fiir ¢ — 0o auch

mafle

"’10‘1

e
<FB(C) © Sa(c)t) —— (At)tefo,00)

tel0,00) €¢—00

gilt. Nun sind aber nach Voraussetzung (J;);>; und (Y;);>1 stochastisch
unabhangig; wahlt man daher ¢ > 0 beliebig, so sind auch die Prozesse

1
F; oS5 ) und [ =— - N,

als messbare Verarbeitungen stochastisch unabhéngig. Da (A;)cjo,00) und
(Et)icio,00) ebenfalls stochastisch unabhéngig sind, 148t sich (3.4.8) auch
schreiben als

1 w
£ <<FB(C) © Sé(c)t ) % ’ th) o )) z £ ((Atv Et)te[o,oo)> :
t€|0,00
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Um aus dieser Tatsache die Behauptung zu folgern, soll Satz 1.2.5 ange-
wendet werden. Zu diesem Zweck werden zunéachst einige Teilmengen des
Skorokhod-Raumes D ([0, 00), RY) definiert:

e C([0,00),R?) sei die Menge der stetigen Funktionen in D ([0, 00), RY).

e Cy = C5([0,00),[0,00)) sei die Menge aller streng monoton wach-
senden Funktionen in C' ([0, 00),R), die Werte in [0, 00) annehmen
(d=1).

e Dy = Dy (]0,00),[0,00)) sei die Menge aller monoton wachsenden

Funktionen in D ([0, c0), R), die Werte in [0, c0) annehmen (d = 1).
Alle diese Teilmengen von D ([0, 00), RY) seien mit ihrer Relativtopologie
und der zugehorigen Borelschen o-Algebra ausgestattet. Um nun zur An-
wendung von Satz 1.2.5 zu kommen, wahlt man

(E,€) = (D (]0,00),R?) x Dy, (D ([0,00),R?)) @ B (Dy))

und
(Ela QS/) = (D ([07 OO>7Rd) ;B (D ([0,00),Rd))) :

Da sowohl D ([O, oo),Rd) als auch Dy separabel sind (letztere Menge als
Teilmenge der separablen Menge D ([0,00),R)), ist auch deren Produkt
separabel und es gilt

B (D ([0,00),R%)) @ B (Dy) = B (D ([0,00),R?) x Dy)

(vgl. [Bi] S.224f), daher erfillen (£, €) und (E’, ) die Voraussetzungen
des Satzes. Theorem 3.1 aus [W] liefert aulerdem, dass die durch

D ([0,00),R?) x Dy > (f,9) = fog€ D([0,00),R)
definierte Kompositionsabbildung in jedem Tupel
(f,9) € (C([0,00),R?) x Do) U (D ([0,00), R?) x Cp)

stetig ist. Wegen

C C—00

~ 1 w
te|0,00

und

£ oS, :(FC XC> =0
( ° b(c)'ﬁ'Nd)te[o,oo) o t€[0,00) (¢>0)

geniigt es also unter Hinweis auf Satz 1.2.5 zu zeigen, dass fiir alle ¢ > 0

die Pfade von .

F.oS; , — - N,
( el b(c) t)tE[O,oo)
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und von (Ay, Et)icf0,00) Elemente von D ([0, 00), ]Rd) x Dy sind und dass die
Kompositionsabbildung P AsFoen.c)_fast sicher stetig ist. Die ersten bei-
den Behauptungen folgen sofort, da — wie zu Beginn des Beweises erwéahnt
— fir alle ¢ > 0 die Pfade von (Fc o Sg(c)t)te[o,oo) und von (A;)icfo,00) in
D ([0, 00),R?) liegen und sowohl N° fiir alle ¢ > 0 als auch (E;)se(0,00) Zu-
fallselemente von D ([0, 00), R) sind, wobei man ferner beachten muss, dass
die Pfade von N°¢ fiir alle ¢ > 0 und von (E});c[0,00) Dach Definition der
Prozesse nichtnegativ und monoton wachsend sind. Die dritte Behauptung
folgt wegen

PlA-Edens ((C ([0, 00),RY) x Do) U (D ([0, 00),RY) x Cy))
— 1 — PAEeos (((C ([0, 00),RY) x Dy) U (D ([0,00), RY) x Cy))°)

(c
= pee (© 0o B ) (5 (0129 <)
(

=1 I[D(At Et)te(0,00) ( ( ))CXCC)
— 1 — PMAt)tef0,0) (( ( , 00 )) ) . P(Et)te(0,00) CC)
— 1 — P(At)telo,00) (( ( 7 ))0) (1 P(Et)tefo,00) (CO)) =1,

wobei fiir den dritten Schritt wiederum zu bemerken ist, dass (Ay);cjo,00) €in
Zufallselement von D ([0, oo),Rd) ist und die Pfade von (E})cjo,00) in Dy
liegen. Es folgt Teil (a).

Es seien m € N* und 0 < t; < ... < 1, < oo beliebig. Zu zeigen ist, dass
fiir jede Wahl By, ..., B,, von Borelschen Teilmengen des R? die Gleichung

erfiillt ist. Seien derartige Mengen By, ..., B, beliebig gewahlt. Es gilt unter
Beachtung der Glattungsregel fiir bedingte Erwartungswerte und wegen

(52.2) aus [A]

((Mtla .. .,th) E Bl . X Bm) — E 1Bl><---><Bm (Mtla .. .,th)
- (E(lle---XBm (Mtl’ .- th) | (Etlv R Etm)))
= E(E(sx.xB, (Myy,.... My, ) [ (Eyys-- -, Ey,) =)o (B, Ery))
- /E(lle...me<Mtl,...,th>\<Et1,...,Etm>=~>
O(Etl,...,Etm) dP

= / E(].lemme (Mtl,...,th)|(Etl,...,Etm) :(81,...,Sm))
®H)™

IP)(EH """ Etm)(dsl, Ce dSm)
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= / E(lle...me (AEtla"'7AEtm)|(Et17"'aEtm):(817"'78777,))
(RH)™

h: D ([0,00),R?) x (0,00)™ — R

durch
R(f,(t1,. . tm)) = 1B, x.xB, (f(t1), ..., f(tm))
definiert und X = (A)cjo,00) sSOWie Y = (Fy,, ..., E;, ) wihlt.
]

Im Folgenden sollen einige Eigenschaften des in Satz 3.4.3 erhaltenen Grenz-
prozesses (M;)icj0,00) bewiesen werden. Der nichste Satz zeigt, dass (My)ic(o,00)
operator-selbstahnlich ist:

Satz 3.4.4.
Der Prozess (My)icjo,00) ist operator-selbstihnlich mit Exponent oE, das heifit fir
alle ¢ > 0, alle k € N* und alle ty, ... t; € [0,00) gilt

L(Mey, ..., Me,) = £(c*F o My,,....,c*" o M,,). (3.4.9)

Beweis.

Der erste Schritt besteht darin zu zeigen, dass (M;)ic[0,) stetig in Verteilung ist.
Dazu betrachtet man eine beliebige Folge (¢, )nen von Elementen aus [0, 00), die
gegen ein t € [0, 00) konvergiert. Zu zeigen ist dann, dass

L(My,) — £(My)

gilt. Sei dazu f : R? — R eine stetige und beschrinkte Funktion. Da der Prozess
(At)iejo,00) geméB Satz 3.2.6(c) stetig in Verteilung ist, gilt

£(A,) — L(Ay),
man hat also

/Rd fla) PAn(dz) —— [ f(z) PY(dx).

n—00 Rd
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Die Funktion f ist nach Voraussetzung beschrankt, daher gibt es eine Konstante
M > 0 mit |f(z)] < M fiir alle z € R?. Es gilt also fiir alle ¢’ € [0, 00)

f(z) P (d)

< / |f(2)| PY (dx) < M - [ dP* = M.
Rd

Rd Rd

Insgesamt folgt, dass die Funktion
0,00) 5 ¢ 1= / (@) PA(dz) € R
R4

stetig und beschrankt ist. Ruft man sich nun den Beweis von Satz 3.3.4 ins
Gedéchtnis, der unter anderem die Stetigkeit in Verteilung von (£ )sejo,o0) lieferte,
so kann man

L (E,) — L(Ey)

und insbesondere

/0 Oo( y (x) IPAs(d:E)) PP (ds) — OOO< 5 (z) PAs(dw)) PP (ds)

n—oo

folgern. Es gilt aber wegen Satz 3.4.3(b) fiir alle ¢ € (0, c0)

[ @y i) = [ ([ o) ) P

daher ergibt sich
[ f@) Bdn) — [ fia) PY(aa).

n—00 R

Man hat also
L (M,,) — £(M,),

das heifit (M;)ic(0,00) ist stetig in Verteilung.
Seien nun k£ € N* und 1, ...,t; € [0,00) beliebig. Aus Satz 1.3.8 folgt unter
Beriicksichtigung von (3.4.7)

£<FcoXct17'~'7FcoXctk) LS(Mn,...,Mf/,ﬁ)

C—00

und somit auch

e (F o Xegstrys - Fro XC(Stk)> s & (M, ..., My, (3.4.10)

CcC— 00

fir alle s > 0. Ferner hat man fiir alle s >0 und ¢ > 0
<Fc © X(cs)tp sy Fc © X(cs)tk>

= <FCOF(:51OchOX(cs)tla--chochlOchoX(cs)tk>7
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und da die Funktion F' wegen Satz 3.4.2 regulér variierend mit Index —aE ist,
gilt i i o
lim F, o Fc_1 =5 bzw. lim F.o chl — ¥

CcC— 00 C—00

fiir alle s > 0. Zusammen folgt unter erneutem Hinweis auf (3.4.7) fiir alle s > 0
(fiir ¢ — oo gilt auch cs — o0)

(ﬁ’c 0 Xesyty-- - » F.o X(Cs)tk> BN (SQE oM, ....,s*%o Mtk) ) (3.4.11)

Wihlt man nun eine Funktion f : R* — R, die stetig und beschrinkt ist, so gilt
wegen (3.4.10) fiir alle s > 0

RS f(:L‘) [P)(FCOXC(SH) ..... FCoXC(Stk))(d:L‘) N f(ZL‘) ]P)(Mstl ..... Mstk)(dl,) c R,

Rkd Cc—00 Rkd

und wegen (3.4.11) hat man fiir alle s > 0

R> [ f(x) PFoXeomnFeoXeon) (dq)

Rkd

N f(l') ]P)(SO‘EoMtl ..... SaEOMtk)(d:L‘) c R.

=00 Jpkd

Da der Limes einer konvergenten Folge reeller Zahlen eindeutig bestimmt ist,
folgt

fiir alle s > 0. Mit Theorem 1.3 aus [Bi] ergibt sich dann aber sofort
L (Mspyy... ., Mg, )=2£ (SO‘E oMtl,...,so‘EoMtk)

fir alle s > 0, was zu beweisen war. O

Satz 3.4.5.
Es sei (My)iejo,00) = (AR,)
(a) Fiir jedes t > 0 gilt

te[0,00) der in Satz 3.4.3 erhaltene Grenzprozess.

@ |o+

20 = [ (e gute) as =L [T e an (i) e e,

£a
(3.4.12)
wobei g, die Lebesque-Dichte der Zufallsgrofie D bezeichnet.
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(b) Fiir jedes t > 0 besitzt der Zufallsvektor M, die Lebesque-Dichte

) = [ oy auts) as= 2 [Tnoron ()it de wer,

« 5%
(3.4.13)
wobei py die Lebesque-Dichte von A, bezeichnet (vgl. Satz 3.2.6).

o o

Bewes.
Sei t > 0 beliebig.

(a) Im Beweis von Satz 3.3.5 wurde die Funktion

H, :RT - R", y— (%)70[

eingefiihrt, die auch im vorliegenden Beweis eine entscheidende Rolle spielt.
Wegen Satz 3.3.5(a) gilt £(E;) = £ (H; o D), daher erhdlt man im Hinblick
auf £(A4;) = (£(A))" und Satz 3.4.3(b)

L(M,;) = /O OO):(A P (ds) /0 N )* PP (ds)
= [ ey @) @) - / (2(A))") BP(ds)
_ /OOO(;:(A))(f)aga(s) ds,

der erste Teil von (3.4.12) ist also bereits bewiesen. Definiere nun fiir s > 0

das heif3t

Es gilt dann

und mittels Substitution folgt

[y ooy as = -1 [teya, (L)t a
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(b) Zunéchst einmal muss gezeigt werden, dass es sich bei h; tatséchlich um
eine Lebesgue-Dichte handelt: Fiir alle z € R? gilt aber hy(z) € [0, 00], da
p; und g, Lebesgue-Dichten sind, ferner ist die Abbildung R? > x +— hy(x)
messbar und man sieht sofort [, hy(x) A(dz) = 1:

/Rdht(a:) N(dz) = /Rd/ P(y (@) gals) ds A(dz)
- [ a()/de()())\d(dx)d
= /Oooga(s) ds = 1,

da (1) die Dichte des R%-wertigen Zufallsvektors A (1) und g, die Dichte

o |

der positiven Zufallsgrofe D ist.
Sei nun B € B9 beliebig. Zu zeigen ist, dass

PM(B) = /B hy(x) A (dx)
gilt:

[ o) Wide) = [ 1) [y aa(e) ds A

= [ ol [ s

= [ a e @) o
—  PY(B)

(3.4.12)

» |+

) (z) N (dx) ds

o [+

Damit ist bewiesen worden, dass es sich bei der angegebenen Funktion
tatsdchlich um eine Lebesgue-Dichte von M; handelt. Um die zweite Gleich-
heit in (3.4.13) zu beweisen, nimmt man die gleiche Substitution wie oben
vor. Es folgt unmittelbar

/Ooop( ) (@) gals) ds = é/ooops(x) Ja (f_) ¢amlde.

Damit ist der Satz bewiesen. O

o |

In Analogie zu Satz 3.3.7 kann man zeigen:

Satz 3.4.6.
Der Prozess (My)ejo,00) besitzt keine stationdren Zuwdchse.
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Beweis.
Es seien ¢t > 0 und h > 0 beliebig. Gilt Eiyp(w) = Ep(w) fiir ein w € €, so folgt
daraus natiirlich E;y,(w) < Ej(w). Hat man auf der anderen Seite

inf{s >0: Dy(w) >t+h}=FE(w) < Ey(w)=inf{s >0: Dy(w) > h},

so ergibt sich wegen t+h > h auch E; ,(w) = Fy(w). Insgesamt erhdlt man unter
Beachtung von Lemma 3.3.3

{weQ:EBp(w)=Epw)} ={weQ: Eyp(w) < Ep(w)}
={weQ: Dp,(w) 2 t+h}

und somit
P(Myyp — M, =0)=P (AEt+h = AEh) >P(Eypn=Ey) =P(Dg, >t+h).

Ferner liefert das Theorem I11.4 aus [Be|] P (Dpg, > h) = 1, und zusammen ergibt
sich fiir jedes h > 0 die Existenz eines to(h) > 0 mit P (M, — M, = 0) > 0 fiir
alle 0 <t <ty(h). Andererseits besitzt wegen Satz 3.4.5(b) M, fiir jedes t > 0
eine Lebesgue-Dichte und ist demzufolge stetig, daher gilt P(M; = 0) = 0 fir
alle t > 0. Fiir beliebiges h > 0 und 0 < ¢t < ty(h) besitzen die Zufallsvek-
toren My, — My und M; daher nicht die gleiche Verteilung, was den Beweis
abschlief3t. O

Satz 3.4.7.
Es sei (My)icjo,o0) der in Satz 3.4.8 erhaltene Grenzprozess. Die Verteilung von
M, ist fiir kein t > 0 streng operator-stabil.

Beweis.

Aufgrund der zweiten Verteilungsannahme (V2) liegt Y] im strengen generali-
sierten Anziehungsbereich der operator-stabilen Verteilung £(A), wobei A ein
Re-wertiger Zufallsvektor auf €2 ist. Wegen Satz 2.3.3 ist £(A) unendlich teilbar,
daher gibt es im Hinblick auf Satz 2.2.1 eine eindeutig bestimmte, stetige Funk-
tion ¥, : RY — C mit ¥,4(0) = 0, so dass die Fourier-Transformierte ¢, von A
fiir alle 2 € R? der Bedingung ¢4 (x) = e¥4® geniigt. Es folgt

(64 ()] = [e¥4@)| = [REAHSWA@)| = [ REA@)| . |F9Fa@) | = |RVAE)|

fiir alle 2 € R, was wegen Lemma 41.1 aus [A] |e™Y4®)| < 1 impliziert. Das
heiit aber, dass R (VU4(z)) < 0 fiir alle x € R? erfiillt sein muss. Da £(A)
operator-stabil ist, gilt wegen Satz 2.3.2 sogar |¢4(x)| < 1 fiir alle z € R%\{0}
und somit R (¥4 (x)) < 0. Satz 3.2.6(b) liefert (£(A))" = £(tF o A) fiir alle t > 0;

wahlt man daher ¢ > 0 beliebig, so miissen die Fourier-Transformierten ¢4
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von (£(A))" und dur 4y von £(t¥ o A) auf ganz R? tibereinstimmen. Da ferner
(£(A))" und £(t* o A) unendlich teilbar sind, gibt es aufgrund von Satz 2.2.1 eine
eindeutig bestimmte Funktion W4 = Vs 4) mit

eYan@ — Cb(A,t) () = Cb(tE,A)(fE) = elp(tE’A)(m)

fiir alle z € R%. Sei von nun an auch x € R%\{0} beliebig. Die Giiltigkeit der
Gleichung

R (Vian (@) =R (Ve () (3.4.14)
impliziert dann
t-R(Walz) =R (Ta((t7) (2))), (3.4.15)
was man sich wie folgt klarmachen kann:

i. Die Lévy-Khintchine-Darstellung (Satz 2.2.2) liefert die genaue Gestalt der
Funktionen W, und W4 : Es gilt

V) =ilon) 5@+ [ (o<1 ) oay)

14yl

mit einem a € RY, einer nichtnegativ definiten quadratischen Form @ auf
R? und einem o-endlichen Borel-Ma$ ¢ auf (R*\{0},B (R*\{0})), das die
Bedingung (2.2.4) erfiillt, und

1 4 '
Ui (e) = ilta,z) — 5 - 1Q(x) + /R - (ez<‘”’y> ~1- fféfz) t(dy)

=itia )~ |50~ [ (e —1- SR o).

ii. Die Fourier-Transformierte von £(t¥ o A) geniigt wegen der Transformati-
onsformel der Gleichung

. . E
(b(tE,A) (x) — / ez(x,y) ]P)tEOA(dy) — / €Z<5E,y> (IP)A)t (dy)
R4 R4

_ / ez’(x,tE(y)> IP)A(dy) _ / ez’((tE)*(:v%y) IP)A(dy)

— on () ). )

daher folgt Ve 4 (7) = ¥4y ((15E)>k (2)).
iii. Die Giiltigkeit von Gleichung (3.4.14) impliziert schlielich

(R (W) = —3 Q)

R ilzy) 1 _ i(:c,y) ) d )
o (/]Rd\{o} (e ! 1+ [yl? Aldy)

= R (V@) = R(Teen(@) = R(Va((t")" ()
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Dat > 0 und z € R%\{0} beliebig gewihlt waren, gilt Gleichung (3.4.15) also fiir
alle t > 0 und x € R?\{0}. Definiert man jetzt die Funktion £ : R4\ {0} — (0, c0)
durch

Fla) = —R (Va(2))

fir alle x € RY\{0}, so ist F regulir variierend gemif Definition 2.4.4: Die
Funktion f: R — GL (R?) definiert man durch

= ("))

Dabei ist zu beachten, dass wegen det (t¥) = det ((t¥)") mit ¢¥ auch ()"
invertierbar ist (vgl. dazu [Bo|, Bemerkung 4 in Abschnitt 7.4, Rechenregeln auf
S.251 und Satz 3 bzw. Satz 4 in Abschnitt 4.3). Es ist zu zeigen, dass f regulér
variierend im Sinne von Definition 2.4.2 ist. Sei dazu A > 0. Es gilt unter erneuter
Beachtung der Rechenregeln auf Seite 251 in [Bo]

lm f(M)o f(H)7 = lim

= lim
(2.1.4b) t—o0

((
((
= lim ((B) o (AF)) o
((
X

Jim )y
=l (O e (7)) e (7
= () =)

f ist also regular variierend mit Index —E* € L (Rd). Die Funktion R : RT — R*
definiert man durch R(t) = t. Es gilt dann fiir alle A > 0

R(\t) . ﬁ_)\

1m = l1m
t—o00 R(t) t—oo

folglich ist R reguldr variierend mit Index 1. Sei nun (z¢):c[0,00) €ine Folge von
Elementen aus R%\{0}, die gegen ein x € R\ {0} konvergiert. Man hat

F((f(1) " () —R(Wa ()" (1))

Jim R(t) = [l ¢
o RO () @)
t—o00 t
= lim R (Wa(x) = ~R(La(2)) >0,

wobei im vorletzten Schritt (3.4.15) eingeht und die letzte Gleichheit aus der
Stetigkeit von W4 und der damit einhergehenden Stetigkeit von R (W ,) folgt.
Somit ist gezeigt, dass F' regular variierend mit Exponent —FE* ist.
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Wegen Satz 2.3.4 liegen unter Beachtung der (tE)—Operator—Stabilitéit von
£(A) samtliche Eigenwerte von E und somit auch von E* in der Halbebene
{z€C:R(z) >3}, F ist also gemdB Definition 2.4.4 regulér variierend in oo
und Satz 2.4.6 kann angewendet werden. Es sei j < d die Anzahl der Eigenwerte
von E*. Numeriert man diese derart, dass $(z1) < ... < R(z;) gilt, so folgt
Q= ﬁ und g = ﬁzj) > (. Fiir hinreichend kleines § > 0 gibt es dann positive,
reelle Konstanten a, ¢; und ¢y mit

_1
2|7 0 < Fa) < cpla| 70t (3.4.16)

fir alle z € R?\{0} mit |#| > a. Der Einfachheit halber sei im Folgenden
by = ﬁzj) — d (ohne Einschrankung b; > 0) und by := % +0 > 0.
Sei nun erneut ¢ > 0 beliebig. Unter Beachtung von (3.4.13) und des Satzes

von Fubini hat der Zufallsvektor M; die Fourier-Transformierte
oule) = [ et ptay) = [ e ngy) i)
Rd Rd
= [ [y 0) 0a(s) ds N(ay)
R4 0 ‘
= [ aats) [ pege o) ) ds
Rd s

0
:/ ()@ g () ds (z e RY),
0

PAES

wobei die letzte Gleichheit wegen

B

= exp (@(A(ﬁ)a)(x» — e(é)a\PA(z)

ey ) M) = 000 (0) = D2y @)

folgt. Benutzt man nun die Reihenentwicklung der Dichte g, (Gleichung (4.2.4)
in [UZ]), so kann man folgern, dass es Konstanten ¢y, s > 0 mit

ga(8) > cos 1 (3.4.17)
fiir alle s > sg gibt. Setzt man
ro 1= max {a, sg/th’a/bQC;/bQ} ,

so erhélt man fiir alle z € R?\{0} mit |z| > ro die Giiltigkeit von (3.4.16). Wird
dann fiir ein derartiges € R\ {0} die Konstante

s 1= tey/ |z >0
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definiert, so gilt fiir alle s > s; wegen s; > tc, sot~Ley Y = sy die

Ungleichung (3.4.17). Insgesamt erhélt man (1m Hmbhck auf e™™ > 1 —u fiir alle
u € R)

1/a bg/a > tC/

R(Par(x)) =

v

1
OO t : —a—1
> 1—|-] F(z)|cos ds
(3417 Jg s
o0 t @
> [1 - (—> 02|x|b2} cos ! ds
(3.4.16) 51 S
00 o t «
- / cos ! ds—/ (—) calw|P2cos ™t ds
S1 S1 S

T 1 T
= li —_ g« — 1 b2t0¢ T 2
7 O { a’ Ll T cocz] { 2° Ll
Co bo v 1 7204
= Dga_ o
&31 coCalz] 2a S1
= D1 ool ST sTO |1 — s 2L
« 2 « 2
1 Co, o — _ _
= 345! e = Cla| ™™
fiir alle z € R?\{0} mit |z| > ro, wobei
1 Co
C:==.-2t"%1'>0
2 « “

nicht von z abhéangt.

Es werde nun angenommen, dass die Verteilung von M; doch streng operator-
stabil sei. Wegen Satz 2.3.3 ist M; dann unendlich teilbar, daher liefert die gleiche
Argumentation wie zuvor die Existenz einer eindeutig bestimmten, stetigen Funk-
tion Wy, : R? — C mit Wy, (0) = 0, so dass ¢y, (x) = ¥ @ fiir alle x € R? gilt,
F=-R (¥ar,) regular variierend ist und geeignete Konstanten a, bl, b2, C1,Co >0
existieren mit &|z|" < F(z) < &lz|* fiir alle z € R4\ {0} mit |z| > a. Es folgt
fiir alle x € RN\ {0} mit |z| > a

R (s, (x)) = R (¥ @) = R(V0@) = o F@) < gaalalt
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das heift fiir alle z € R\ {0} mit |z| > max {r¢,a} erhilt man
Cla| ™ < R < ekl
|7 < R (Pu(x)) < e :

was zum Widerspruch fiihrt.
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Kapitel 4

Random Walks in stetiger Zeit in
der Theoretischen Chemie

Im letzten Teil dieser Arbeit soll es darum gehen, ein konkretes Beispiel eines
Random Walk in stetiger Zeit anzugeben, und zwar aus dem Bereich der Theo-
retischen Chemie.

4.1 Was ist Theoretische Chemie?

Die Theoretische Chemie ist ein Teilgebiet der Chemie, in dem die Rolle des klas-
sischen Experiments von Computersimulationen ibernommen wird. Zu der Zeit,
als es noch keine Computersimulationen gab, konnten die Theorien der Chemi-
ker nur durch Experimente tiberpriift werden, was oft zu Schwierigkeiten fiihrte,
da man bei einer Diskrepanz von Theorie und Experiment nicht wusste, ob die
Theorie selbst oder die zugrunde gelegte Modellvorstellung eine Schwachstelle
hatte. Ein Problem der Chemie besteht namlich darin, dass nur fiir eine geringe
Anzahl an Systemen (wie zum Beispiel das ideale Gas) die Gleichgewichtseigen-
schaften analytisch berechnet werden konnen, wohingegen die Eigenschaften der
meisten Stoffe nur auf der Basis von Modellvorstellungen, die auf Naherungstheo-
rien wie zum Beispiel der van der Waals-Gleichung fiir reale Gase beruhen, zu
bestimmen sind. Wollte man also eine neue Theorie anhand eines Experiments
mit einem realen Gas tiberpriifen und scheiterte dieser Versuch, so musste das
nicht zwangslaufig bedeuten, dass die Theorie falsch war: Es konnte genausogut
sein, dass die Naherungen das reale System nicht hinreichend genau beschrieben
und man daher zu ungenauen Ergebnissen kam. Die Computersimulationen, die
Mitte des zwanzigsten Jahrhunderts ihren Einzug in die Chemie fanden, boten
einen Ausweg aus diesem Dilemma: Man konnte nun das Ergebnis der Simulation
des Modellsystems mit den berechneten Ergebnissen vergleichen — stimmten diese
nicht tiberein, so war es klar, dass die Theorie falsch war. Diese Methode, eine
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Theorie mittels Computersimulation zu iiberpriifen, bevor sie auf die reale Welt
angewendet wird, bezeichnet man auch als Computerezperiment. Sie hat dazu
gefiihrt, dass einige angesehene Theorien revidiert werden mussten. Heutzutage
werden fast alle neuen Theorien zunéchst mittels eines Computerexperiments ge-
testet, wobei man allerdings nicht vergessen darf, dass auch die Ergebnisse einer
Computersimulation mit statistischen Fehlern behaftet sein konnen.

Ein grofler Vorteil von Computerexperimenten besteht darin, dass im Ge-
gensatz zu klassischen Experimenten die dufleren Bedingungen wie Druck oder
Temperatur keine Probleme bereiten. Mochte man die Eigenschaften eines Stoffes
bei hohem Druck oder hoher Temperatur untersuchen, so kann dies im klassischen
Experiment sehr teuer oder sogar unmoglich sein, wahrend der Computer in je-
dem Fall seine Berechnungen anstellt. Ahnlich sieht es aus im Fall sehr seltener
oder in der Herstellung extrem teurer Substanzen.

Zusammenfassend kann man sagen, dass sich die Theoretische Chemie zu
einem sehr wichtigen Teilgebiet entwickelt hat; das Computerexperiment kann
allerdings das klassische Experiment nicht ersetzen, sondern nur erganzen, da es
lediglich Zahlen und kein tieferes Versténdnis liefert. (Vgl. [F'S], Chapter 1.)

4.2 Soft-Spheres-Systeme, die potentielle Ener-
gielandschaft und das Konzept der Meta-
bassins

Ein wichtiges Arbeitsgebiet der Theoretischen Chemie sind die Gléaser, deren Ei-
genschaften auch heute noch nicht vollstandig verstanden werden. Glaser gehoren
zur Klasse der amorphen Feststoffe, das sind Feststoffe, in denen die Teilchen
nicht zu einem regelméfiigen Muster angeordnet sind und die keinen definier-
ten Schmelzpunkt besitzen. Ein Beispiel eines amorphen Feststoffes, der — neben
Fensterglas — ein Bestandteil des alltaglichen Lebens ist, ist Honig. Obwohl die
Herstellung von Glas seit mehreren Jahrtausenden bekannt ist, ist bis heute nicht
hundertprozentig klar, welche physikalischen Prinzipien dahinterstecken.
Normalerweise kristallisiert eine Fliissigkeit, wenn man sie stark abkiihlt, und
geht in den festen Aggregatzustand iiber. Nun gibt es aber einige Materialien
(wie zum Beispiel niedrig-molekulare organische Substanzen oder Legierungen),
die, wenn man sie sehr schnell abkiihlt, nicht kristallisieren, sondern zunéchst im
fliissigen Zustand verbleiben (man bezeichnet solche Fliissigkeiten als unterkiihl-
te Flissigkeiten). Setzt man den Kiithlungsprozess noch weiter fort, nimmt die
Viskositat der unterkiihlten Fliissigkeit zu, das heiffit sie wird immer zahfliissi-
ger. Irgendwann ist eine Temperatur erreicht, bei der die Bewegung des Stoffes
fiir das menschliche Auge nicht mehr sichtbar ist: ein Glas ist entstanden. (Die
Glastibergangstemperatur T, ist definiert als die Temperatur, bei der die Visko-
sitit den Wert 10" Poise erreicht.) Der Ubergang von einer Fliissigkeit zu einem
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Glas ist ein kinetisches Phanomen, da sich die Struktur des Stoffes nur minimal,
seine Dynamik aber drastisch éndert. Stoffe, die bei schneller Abkiihlung nicht
kristallisieren, sondern zu einem Glas werden, bezeichnet man als Glasbildner,
wobei man zwischen starken und fragilen Glasbildnern unterscheiden kann: Die
starken Glasbildner gehorchen dem Arrhenius-Gesetz

1(T) o exp (@%) : (4.2.1)

wobei 7 die Viskositat und 7' die Temperatur bezeichnet, E ist eine konstan-
te Aktivierungsenergie und kg ist die Boltzmann-Konstante. Die Viskositat der
fragilen Glasbildner nimmt mit fallender Temperatur zunachst schwacher als die
der starken Glasbildner zu, wahrend sie in der Nahe von T} wesentlich starker
wachst. Dies 148t sich durch eine Temperaturabhéngigkeit der Aktivierungsener-
gie in (4.2.1) ausdriicken. (Vgl. [Do], S.1f und Abschnitt 1.1.)

Ein Modell eines Glasbildners ist ein System von % - N Teilchen der Sorte A
und % - N Teilchen der Sorte B, die iiber das Potential

1 n
0 (77 = (—) (1<ij<Ni#J) (42.2)
’I"Z'j
mit
rij =/ (75 — T})Q und n €N (4.2.3)

miteinander wechselwirken (dabei bezeichnet 7; die Koordinaten des i-ten Teil-
chens im R?). Ein solches System, das als Soft-Spheres-System bezeichnet wird,
soll im Folgenden genauer betrachtet werden. Ausgehend von den Wechselwir-
kungspotentialen v (77, 7;) lasst sich die potentielle Energie des Gesamtsystems

gemiB )
V(r,..ov) = Y v = > (i) (4.2.4)

. . Tij
1<i<yj<N 1<i<j<N

berechnen. Man erkennt sofort, dass die Energie einzig und allein von den Posi-
tionen der N Teilchen abhéangt. Die Funktion V' beschreibt eine extrem komplexe
Fliache iiber dem Konfigurationsraum R3*Y, die als potentielle Energielandschaft
(= PEL, vom englischen , potential energy landscape®) bezeichnet wird:

PEL = {((ﬂ,...,T?V),V(TE,...,T?V)) (1, TN) ER?’N}.

In Abbildung 4.1 ist die potentielle Energielandschaft eines Soft-Spheres-Systems
sehr vereinfacht dargestellt.
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N

Abbildung 4.1: Die PEL eines Soft-Spheres-Systems (mit r := (r1,...,7x))

Die PEL enthalt alle relevanten Informationen iiber das System. Um nun zu ver-
stehen, was bei starker, rapider Abkiihlung des Systems passiert, geniigt es, sich
mit den Minima der potentiellen Energielandschaft zu beschaftigen, da bei tie-
fen Temperaturen die hochenergetischen Zustande gar nicht erreicht werden und
einzig und allein die Minima sinnvolle Informationen liefern. Um dieser Tatsache
gerecht zu werden, arbeitet man nicht mit der PEL selbst, sondern vereinfacht
sie auf folgende Weise zu einem zweckmafiigeren Modell:

Betrachtet man die potentielle Energielandschaft von oben, so ergibt sich ein
Bild, das aus Bergen und Télern — den Minima — besteht (siche Abbildung 4.2,
die Minima sind durch Kreuze gekennzeichnet).

W ]

Abbildung 4.2: Die PEL aus der Vogelperspektive
Zu jedem Zeitpunkt des Abkiithlungsprozesses befinden sich die N Teilchen des

Soft-Spheres-Systems irgendwo im 3/V-dimensionalen Raum und haben ihren Po-
sitionen entsprechend eine gemeinsame potentielle Energie. Diese liegt aufgrund
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der niedrigen Temperaturen mit hoher Wahrscheinlichkeit in der Nahe eines Mi-
nimums. Anders ausgedriickt befindet sich das System sehr lange in der unmit-
telbaren Umgebung eines Minimums, bevor es extrem schnell in die Néahe eines
anderen Minimums wechselt. Zeitlich gesehen hélt sich das System also fast aus-
schlieffllich in den Minima der PFEL auf. Stellt man sich nun vor, dass sich die
Energie des Systems zeitlich entlang des in Abbildung 4.3 dargestellten Pfades
andert,

N ]

Abbildung 4.3: Wanderung des Soft-Spheres-Systems durch die PEL

und misst man die Energie zu den markierten Zeitpunkten, so ordnet man dem
System zum Zeitpunkt ¢ nicht seine tatséchliche Energie V(¢) zu, sondern die
Energie £(¢) des Minimums, in das ein Ball rollen wiirde, den man an der Stelle
der tatsdchlichen Energie platzieren wiirde (,,steepest descent“-Verfahren).

V()] O 0 2o O
gt)| + + + =
+ o+

1 2 3 4 5 6

Abbildung 4.4: Zeitliche Anderung der Energie des Soft-Spheres-Systems

Dieses Modell, das statt des realen Pfades samt den zugehorigen Energien nur
die Konfigurationen und Energien der entsprechenden Minima beriicksichtigt, ist
insofern eine zweckmafige Vereinfachung der potentiellen Energielandschaft, als
es nur die bei tiefen Temperaturen relevanten Informationen iiber das System
verwendet. (Vgl. [Do], S.25f und S.54.)
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Tragt man nun wihrend des gesamten Abkiihlungsprozesses in regelméfligen
Abstanden die Energien der Minima gegen die Zeit auf, so erhdlt man einen
sogenannten ,fountain plot“, der in Abbildung 4.5 dargestellt ist.
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Abbildung 4.5: Der fountain-plot

Man kann sehr gut erkennen, dass es einige stabile Minimum-Konfigurationen
gibt, in die das System wéhrend eines langen Zeitraums immer wieder hineinfallt
(siche zum Beispiel ¢t = 425 bis t = 475). Alle Minima, in denen sich das Sys-
tem wahrend dieses Zeitraums aufhalt, werden zu einer Superstruktur zusam-
mengefasst und als Metabassin (MB) bezeichnet. So wie beim Ubergang von
tatsachlichen Teilchenpositionen und tatsachlichen Energien zu Konfigurationen
und Energien der Minima nimmt man auch hier eine Vereinfachung vor, indem
man dem System, wenn es sich in einem MB befindet, die Konfiguration und
Energie des Minimums aus dem MB zuordnet, das die niedrigste Energie be-
sitzt. Im dritten Abschnitt wird ndher erlautert, wie man solche Metabassins
konstruiert. Wahrend es zwischen den Minima innerhalb eines Metabassins star-
ke Korrelationen gibt in dem Sinne, dass das System nach dem Verlassen ei-
nes niedrig-energetischen Minimums mit hoher Wahrscheinlichkeit wieder in das
Minimum zuriickfallt, treten solche Erscheinungen zwischen verschiedenen MBs
nicht auf. (Vgl. [Do], Abschnitt 4.2.) Diese Tatsache ist ein erstes Indiz dafiir,
dass das Soft-Spheres-System, wahrend es von einem Metabassin zum néachsten
springt, einen Random Walk in stetiger Zeit ausfiihrt. Diese Vermutung soll im
vierten Abschnitt weiter begriindet werden.

4.3 Molekulardynamik-(MD-)Simulation eines
Soft-Spheres-Systems
Im Rahmen meiner Diplomarbeit habe ich mit meiner Kommilitonin Jasmin Gra-

ges ein Soft-Spheres-System am Computer simuliert. Unser Wunsch war es, nicht
nur mathematisch zu arbeiten, sondern unser Nebenfach Chemie in die Arbeit
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mit einfliefen zu lassen. Da wir wahrend unseres Studiums eine Vorlesung iiber
Theoretische Chemie gehort und ein begleitendes Computerpraktikum absolviert
hatten, kam uns die Idee, uns an einen der beiden Dozenten, Herrn Prof. Dr. A.
Heuer, zu wenden und um eine Zusammenarbeit mit unserem betreuenden Pro-
fessor, Herrn Prof. Dr. G. Alsmeyer, zu bitten. Herr Heuer erzahlte uns von den
Projekten seines Arbeitskreises, der sich unter anderem mit Glasern und ihren
Eigenschaften beschéftigt, und bot uns an, im Arbeitskreis mitzuarbeiten. Unsere
Aufgabe sollte es sein, ein Soft-Spheres-System mittels einer Molekulardynamik-
Simulation (MD-Simulation) zu simulieren und die daraus erhaltenen Daten zu
analysieren. Die Computerprogramme, die wir dabei verwenden sollten, mussten
wir allerdings zum grofiten Teil nicht selbst schreiben, sondern konnten eine Reihe
von Programmen nutzen, die von Herrn Dr. J. Reinisch (AK Heuer) entwickelt
und von Frau Dr. A. Saksaengwijit (AK Heuer) erweitert worden waren. Wir teil-
ten die Arbeit so auf, dass Frau Grages den Fall n = 24 und ich den Fall n = 18
(n aus (4.2.2)) untersuchte.

Das erste Ziel bestand darin, herauszufinden, welche Systemgrofie N fiir die
Simulation optimal ist. Wahlt man NV sehr grof}, so dauert die Simulation extrem
lange, da mit wachsender Systemgrofle natiirlich auch die Komplexitat der poten-
tiellen Energielandschaft zunimmt. Auflerdem kommt noch hinzu, dass ab einer
gewissen Systemgrofle trotz steigender Komplexitat der PEL nicht mehr Informa-
tionen gewonnen werden konnen, da das Gesamtsystem sich genauso verhalt wie
zwei, drei, ... oder sogar mehr als tausend unabhéangige Teilsysteme. Es gentigt
daher, ein einziges derartiges Teilsystem zu untersuchen, um Aussagen iiber das
Verhalten des Gesamtsystems treffen zu konnen. Auf der anderen Seite darf man
N aber auch nicht zu klein wéhlen, da sonst wertvolle Informationen verloren
gehen kénnen. (Vgl. [Do], Seite 113.) Um herauszufinden, welches N optimal ist,
fithrten wir fir N = 30, N = 65, N = 130, N = 600 und N = 1000 eine
Molekulardynamik-Simulation durch, bei der wir periodische Randbedingungen
zugrundelegten:

Zu Beginn der Simulation werden die N Teilchen zufallig innerhalb eines
Kastens der Lange, Breite und Hohe [ verteilt. Man stellt sich nun vor, dass
dieser Kasten an allen Seiten von Kasten der gleichen Groéfle umgeben ist, die
eine Kopie des betrachteten Kastens darstellen, und dass sich dieses Muster end-
los fortsetzt. Startet man die Simulation, so bewegen sich die Teilchen innerhalb
des urspriinglich betrachteten Kastens aufgrund ihrer Wechselwirkungspotentia-
le. Geht man davon aus, dass die Bewegung in den anderen Kasten eine exakte
Kopie der Bewegung im Ursprungskasten ist, so gelangt man zu der folgenden
Beobachtung: Kommt es im Laufe der Simulation dazu, dass ein Teilchen den
Ursprungskasten verlafit und eine Position innerhalb eines Nachbarkastens (zum
Beispiel dem rechten) einnimmt, so tritt stattdessen die Kopie dieses Teilchens
(aus dem linken Nachbarkasten) in den betrachteten Kasten ein. Auf diese Weise
befinden sich immer N Teilchen in jedem Kasten, und die Daten der N Teil-
chen innerhalb des betrachteten Ursprungskastens sind die fiir die Auswertung
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Entscheidenden.

Die Molekuardynamik-Simulation bestand darin, fiir jede der finf System-
groffen und die Temperatur 1" = 1.1 eine Equilibrierung des Systems vorzuneh-
men. Das war insofern wichtig, als die Teilchen zu Beginn rein zufallig in dem
Kasten verteilt worden waren und zunéchst einmal Positionen einnehmen muss-
ten, die einem stabilen System entsprachen. Ausgehend von dieser Teilchenstruk-
tur starteten wir dann mit der eigentlichen Simulation, die sowohl fiir n = 18
als auch fiir n = 24 ergab, dass eine Teilchenzahl von N = 65 optimal ist: Fiir
N = 30 kristallisierte das System, die charakteristische Eigenschaft einer un-
terkiihlten Fliissigkeit war also nicht gegeben; und die hoheren Systemgrofien
lieferten keine neuen Informationen. Folglich sollten wir beide den Teil der Si-
mulation, der uns eigentlich interessierte, namlich das Erstellen des fountain plot
und somit die Bestimmung der Metabassins, fiir ein System, das aus 65 Teilchen
besteht, durchfithren. Herr Heuer bat mich auflerdem, die Berechnungen auch fiir
N = 130 und N = 260 durchzufiihren, um einen Vergleich mit der niedrigeren
Systemgrofle herstellen und herausfinden zu konnen, ob sich die grofleren Syste-
me tatsachlich wie zwei bzw. vier unabhangige Teilsysteme verhalten. Aufgrund
von Computerproblemen musste ich die Simulation fiir N = 130 und N = 260
allerdings nach einigen Monaten abbrechen, sodass nur die Daten fiir N = 65
ausgewertet werden konnten.

Damit das Verhalten des Systems in verschiedenen Stadien des Abkiihlungs-
prozesses untersucht werden konnte, fithrte ich die Simulationen mit verschie-
denen Temperaturvorgaben durch, und zwar fiir die Falle T" = 0.9, T = 1.0,
T=11,T=13,T=16und T =2.0 (sowie T'=1.2 und 7' = 1.3 fiir N = 65).
Die Simulationen lieferten neben dem fountain plot Angaben tiber Energien und
Teilchenpositionen der Metabassins sowie iiber die Zeitspannen, die das System
innerhalb der verschiedenen Metabassins verweilte. Wie man aus diesen Daten
darauf schliefen kann, dass die Wanderung des Soft-Spheres-Systems durch die
MBs dem Prinzip des Random Walk in stetiger Zeit geniigt, wird im nachsten
Abschnitt beschrieben. An dieser Stelle soll nur noch kurz erlautert werden, wie
der fountain plot zustande kommt und wie der Computer mit seiner Hilfe die
Metabassins konstruiert:

Ein Simulationslauf besteht normalerweise aus 108 bis 10! MD-Schritten.
Wiirde man dem System bei jedem Schritt wie im zweiten Abschnitt beschrie-
ben die Energie des zugehorigen Minimums zuweisen, so wiirde die Simulation
viel zu lange dauern. Aus diesem Grund minimiert man nur nach jeweils 10* bis
106 MD-Schritten die Energie des Systems. Bezeichnet man die Konfiguration
des Minimums, in dem sich das System zum Zeitpunkt ¢ aufhélt, mit £(¢), so
erhélt man also eine endliche Folge £ (¢;), 1 < i < m, mit m € N. Stimmen
nun £(t;) und &(¢;41) iberein, so ist nichts zu tun. Es kann zwar sein, dass das
System zwischen den Zeitpunkten ¢; und ¢;;; noch andere Minima besucht hat,
aber das Konzept der Metabassins besteht ja gerade darin, standiges Hin- und
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Herspringen zwischen einer gewissen Anzahl von Minima zu ignorieren und diese
zu einer Superstruktur zusammenzufassen, so dass im Fall £(¢;) = £(t;41) auf
dem Niveau der Metabassins keine Verianderung des Systems stattgefunden hat.
Gilt hingegen £(t;) # &(ti+1), so muss auf das Zeitintervall [t;,¢;,1] die ,interval
bisection“-Methode (IBM) angewendet werden:

Man minimiert die Energie des Systems zum Zeitpunkt

t, — ti + ti-‘,—l
: 72 ,

indem man wie im zweiten Abschnitt beschrieben auf V(t') das ,steepest des-
cent“-Verfahren anwendet, und vergleicht £(¢') mit &(t;)und &(t;41). Bei Uberein-
stimmung von £(¢;) und £(¢') oder £(¢') und £(¢;41) muss man das Zeitintervall
[t;,t'] bzw. [t', t;41] nicht weiter untersuchen, bei Nichtiibereinstimmung wird die
IBM erneut angewendet usw. Auf diese Weise erhélt man alle Zeitpunkte, zu
denen relevante Ubergénge zwischen Minima stattfinden.

Tragt man nun die minimierten Energien gegen die Zeit auf, so erhalt man
den fountain plot. Die MBs werden dann folgendermafien konstruiert: Fir jede
Energie aus dem fountain plot ermittelt man den Zeitpunkt, zu dem die zugehori-
ge Konfiguration das erste Mal auftrat und den Zeitpunkt, zu dem sie das letzte
Mal auftrat. Liegt ein derartiges Zeitintervall komplett innerhalb eines anderen,
so wird es nicht weiter beachtet und die beiden Minima befinden sich inner-
halb desselben MBs. Gibt es zwischen zwei Intervallen eine Uberschneidung, die
mehr als fiinfzig Prozent betrédgt, so verschmelzen die beiden Intervalle zu einem
Intervall und die beiden Minima gehoren erneut zum selben Metabassin. Ist die
Uberschneidung geringer als fiinfzig Prozent, so werden die Intervalle nach gewis-
sen Regeln unterteilt und die Minima verschiedenen MBs zugewiesen. Auf diese
Art und Weise ermittelt man nicht nur, welche Minima zu einem Metabassin
vereint werden, sondern man weifl sogar, wie lang die Verweildauer in dem ent-
sprechenden Metabassin ist. (Vgl. [Do], Abschnitt 4.2.) Wie bereits erwéhnt sind
Konfiguration und Energie eines MBs definiert als Konfiguration und Energie des
Minimums innerhalb des Metabassins, das die niedrigste Energie besitzt. Damit
ist klar, wie aus dem fountain plot auf die Daten geschlossen werden kann, die
beno6tigt werden, um im nachsten Abschnitt das Vorliegen eines Random Walk in
stetiger Zeit zu begriinden (nédmlich auf MB-Konfigurationen und Verweildauern
innerhalb der Metabassins).
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4.4 Warum ist die Wanderung des Soft-Spheres-
Systems durch die Metabassins ein Random
Walk in stetiger Zeit?

Unser letztes Ziel war es, zu begriinden, warum die Bewegung des Soft-Spheres-
Systems den Bedingungen eines Random Walk in stetiger Zeit geniigt, wenn man
nicht die tatsachlichen Koordinaten der N Teilchen betrachtet, sondern die Koor-
dinaten der Metabassins, die wihrend der Bewegung durchlaufen werden. Stellt
man sich das gesamte System als ein Teilchen im R3" vor, so kann man die Be-
wegung unter Verwendung von MBs folgendermaflen beschreiben: Das Teilchen,
das sich zum Zeitpunkt 75 = 0 (nach geeigneter Skalierung) im Ursprung befin-
det, springt nach einer Wartezeit J; in das erste Metabassin. Die Strecke, die es
dabei zuriicklegt, wird mit Y; bezeichnet, ihre Lange D, ist natiirlich gerade der
euklidische Abstand des ersten Metabassins vom Ursprung im R3Y. Das Teilchen
verweilt eine Zeit Jo, die — wie im letzten Abschnitt beschrieben — aus dem foun-
tain plot ermittelt werden kann, im ersten Metabassin, bevor es ins zweite MB
springt und dabei eine Strecke Y5 der Lange D, zuriicklegt, usw.

Aufgrund der in Abschnitt 3.1 gegebenen Definition eines Random Walk in
stetiger Zeit mussten wir also zum einen zeigen, dass sowohl die Wartezeiten J;
(¢ > 1) als auch die Sprungvektoren Y; (i > 1) unabhéngig sind, und zum an-
deren die Unabhéngigkeit von (.J;);>1 und (Y;);>1 nachweisen. Aus Griinden der
Einfachheit betrachteten wir jedoch nicht die Folge (Y;);>1 der Sprungvektoren
selbst, sondern die Folge (D;);>; ihrer Langen. Unsere Vorgehensweise soll hier
kurz erlautert werden:

Die Molekulardynamik-Simulation lieferte uns wie im letzten Abschnitt be-
schrieben die MB-Konfigurationen und die Verweildauern innerhalb der Meta-
bassins, die das Soft-Spheres-System wahrend seiner Wanderung durch die po-
tentielle Energielandschaft durchlauft. Bezeichnet M die Gesamtanzahl der auf-
gesuchten MBs, so erhielten wir also einen R™-wertigen Vektor (Ji)1<i<am und
einen R¥%>M_wertigen Vektor, der die 3-dimensionalen Koordinaten der M Meta-
bassins enthielt. Die Informationen iiber die Positionen der Metabassins nutzten
wir, um den euklidischen Abstand der MBs und somit die Langen der einzelnen
Spriinge zu berechnen, die wir im Vektor (D;);<;<uy zusammenfassten. Um zu be-
grinden, dass die Wartezeiten von den Spriingen unabhéangig sind, berechneten
wir den Korrelationskoeffizienten

_ Co(JD) E((J-EJ)-(D-ED))
P WNarJ - VNaiD  JE(J _EJ) - JE(D _ED)?

von J = (J;)i<i<y und D = (D;)1<;<p, wobei der Erwartungswert in diesem
Fall natiirlich als Mittelwert zu verstehen ist. Unsere Ergebnisse fiir den Fall
n = 18 und N = 65 sind in der folgenden Tabelle zusammengefasst und bilden
ein deutliches Indiz fiir die gewiinschte Unabhangigkeit:
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Temperatur p
T =1.05 |0.0424259
T=12 0.0134259
T=13 0.0125918

Bei der Untersuchung der Unabhangigkeit der Wartezeiten J;, 1 < i < M, bzw.
der Sprunglangen D;, 1 < ¢ < M, wahlten wir ein dhnliches Vorgehen, indem wir
fiir jedes 1 < m < 50 den Ausdruck

3 2" ((1og Jy e — E(log J)) - (log J, — E(log J)))
Pog 1(m) = E(log J — E(log J))?

mit

10g J = (log Ji)lgigM
und den analogen Ausdruck pios p(m) berechneten und gegen m auftrugen. Die
Ergebnisse fiir den Fall n = 18, N = 65 und 7" = 1.05 sind in Abbildung 4.6
dargestellt.

Korrelation der log(J_i)

N=65 T=1.05
1 . . T :

Abbildung 4.6: Die Korrelation der Wartezeiten

Man kann gut erkennen, dass schon fiir m = 2 der Wert von pogs(m) kleiner
als 0,1 ist, was auf die Unabhéangigkeit der Wartezeiten hindeutet. Eine dhnliche
Kurve ergibt sich fiir die Korrelation der Sprungweiten.

Abschlieend kann man sagen, dass unsere gesamten Ergebnisse die Behaup-
tung untermauern, dass die Bewegung des Soft-Spheres-Systems durch die Meta-
bassins den Bedingungen eines Random Walk in stetiger Zeit gentigt.

Unsere Simulationen des Soft-Spheres-Systems bei niedrigen Temperaturen
haben noch zu einigen anderen Resultaten gefithrt, die den Rahmen dieser Ar-
beit sprengen wiirden, fiir Herrn Heuer und seinen Arbeitskreis aber durchaus
von Interesse waren. Sie sind Bestandteil eines Artikels mit dem Titel ,, The po-
tential energy landscape of glass-forming systems — What do we learn about the
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dynamics?“, den Herr Heuer iiber die Ergebnisse seines Arbeitskreises geschrie-
ben hat und der voraussichtlich in der Zeitschrift ,, Journal of Physics: Condensed
Matter (topical review)* erscheinen wird.
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