Seminarvortrag: Das freie skalare Feld von Andreas Wielenberg am22.04 1998

Seminar über Teilchen- und Kernph ysik, SS 1998

G. Münster, M. Stingl, A. Weigun y

1. Das Gaußsche Integral

Wir hatten bei der Berechnung des Propagators für das freie T eilchen schon das Gaußsche Integral

( ) ò þ

ý

ü î

í

ì

- + - - = p y x

i p T t

i dp

) ( ) (

2

exp

2

y T, t, x, G 1 . 1 2

! ! !

p p für einen Freiheitsgrad kennengeler nt. Dieses Integral ist vom allgemeinen T yp ò

ò å å þ

ý

ü î

í

ì

+ - =

þ

ý

ü î

í

ì

+ - =

JX AX X dx dx

x J x A x dx dx J A G

T

N

i

i i j i

j ij i N

2

1 exp ...

2

1 exp ... ) , ( 2 . 1

1

,

1 für reelle x i

und N Freiheitsgrade mit einer positiv definiten symmetrischen Matrix A und einer Quelle J. Uns stellt sich zunächst die Aufgabe dieses I ntegral zu berechnen. Dazu werden wir versuchen, das bekannte

Gaußsche Integral

{ } a

ax dx a G

p

= - = ò 2 exp ) ( 3 . 1 zu ver wenden. Offenbar können wir 1.2 mit Hilfe vo n 1.3 dann ausführen, wenn es uns gelingt, die Matrix A zu diagonalisieren. Wie aus der Algebra bekannt, ist A durch eine Rotation diagonalisierbar und außerdem invertierbar. Wir führen zunächst die Variablentransfor mation Y=X-A -1 J, um die T erme in X und J zu trennen.

Da wir es mit einer Verschiebung zu tun haben, bleibt das Maß erhalten:

N N

dy dy dx dx ... ...

1 1

= .

( ) ( ) ( )

( ) ò

ò

ò

ò þ

ý

ü î

í

ì þ

ý

ü î

í

ì

- =

þ

ý

ü î

í

ì

+ + + + + - =

þ

ý

ü î

í

ì

+ + + + - =

þ

ý

ü î

í

ì

+ -

-

- -

- - -

J A J AY Y dy dy

J A J Y J J A J J Y Y J AY Y dy dy

J D Z J J A Y A J A Y dy dy

JX AX X dx dx

T T

N

T T T T T T

N

T T

N

T

N

1

1

1 1

1

1 1 1

1

1

2

1 exp

2

1 exp ...

2

1 exp ...

2

1 exp ...

2

1 exp ...

Jetzt wenden wir die Rotation R an, die A diago nalisiert:

D=RAR T , wobei ) ( N diag D Î und mit RY=Z und daher

N N

dz dz dy dy ... ...

1 1

= erhalten wir:

.

2

1 exp

2

1 exp ...

2

1 exp

2

1 exp ...

1

1

1

1 þ

ý

ü î

í

ì þ

ý

ü î

í

ì

- =

þ

ý

ü î

í

ì þ

ý

ü î

í

ì

- =

-

- ò

ò

J A J DZ Z dz dz

J A J DRY R Y dy dy

T T

N

T T T

N

Da D eine Diagonalmatrix ist, fo lgt:

þ

ý

ü î

í

ì

÷

÷ ø

ö ç

ç è

æ þ

ý

ü î

í

ì

= -

=

Õ ò J A J z D dz T i ii i

1

N

1 i

2

2

1 exp

2

1

- exp J) G(A, 4 . 1 .

Mit 1.3 und wegen A D D

N i

ii

det det

1

= = Õ

=

erhalten wir als Endergeb nis:

þ

ý

ü î

í

ì

= - J A J T

N

1

2

2

1 exp detA

) (2

J) G(A, 5 . 1

p

.

Ebenso beweist man für Paare konjugiert komplexer Variablen und positiv definite her mitesche Matrizen H:

{ }

{ }

. exp det

) 2 (

exp ... ) , ( 6 . 1

1 *

* * * *

1

*

1

J H J

H

i

x J x J x H x dx dx dx dx J H G

N

i i i i j ij i N N

- =

+ + - = ò p

3

Wir können nun noch den Übergang von endlich vielen Freiheitsgraden zu unendlich vielen machen, indemwir die Variable x i

durch das Feld ) ( x F ( ) ( x x i

F ® ) ersetzen. Umein ko nver gentes Ergeb nis zu erhalten, müssen wir das richtige Maß benützen und den vorher unterdrückten Faktor p 2 wieder in das Integral schreiben. Wir erhalten dann die For meln:

þ

ý

ü î

í

ì

=

þ

ý

ü î

í

ì

F + F F - F = þ

ý

ü î

í

ì

F + F F -

F

=

-

ò ò Õ

J JA

A

J A J A

x d

J A G x

1

2

1 exp det

1

2

1 exp

2

1 exp

2

) (

) , ( 7 . 1

3 ,,

B

3 ® : F . Dann definiert man die Funktionalableitung

) ( x f d

d für

3 Î f durch:

( )

( )

. y x f(x)

f(y) f(x)

F(f)

F(f)

G(F)

G(F(f))

f(x)

(f) F

f(x)

(f) F (f) F

f(x)

(f) F (f) (f)F F

f(x) f F

f(x) f F

f(x) f F f F

f(x)

) ( 4 . 2 und

2.3

2 . 2

) ( ) ( ) ( ) ( 1 . 2

1 2 2 1 2 1

2 1 2 1

- =

× =

+ =

+ = +

d

d d d d

d d

d d d d

d d

d d d d

d d

d d

Man kann sich dann noch vor Augen führen, daß diese Ableitungsvorschrift sich auch aus

ò =

- +

®

) (

) (

) (

) ( ) (

lim 5 . 2

0 f F

x f x x d f F f F

n

d d

j

e ej

e

für alle (beschränkten) Funktionen n I f

B 3 ® Î : , j gewinnen ließe.

3. Das Wicksche Theorem

Wir werden uns nun für Gaußsche Integrale der Form

( ) ò å þ

ý

ü î

í

ì

- = j i

j ij i l l l l

x A x x x X x x A G k k

,

2

1 exp ... ... , 1 . 3

1 1

4 interessieren.

Die oben entwickelte T echnik der Funktionalableitungen erlaubt uns dieses I ntegral folgender maßen zu schreiben, wobei wir den ko ntinuierlichen Fall immer implizit mit betrachten:

0

, 1

2

1 exp ... ) ... , ( 2 . 3

1

=

ò å å þ

ý

ü î

í

ì

+ - =

J

i

i i j i

j ij i k

l l

x J x A x X

J J

x x A G k

4 d

d d

d mit

) ( n l n

x J J d

d d

d

= für ko ntinuierlichen und n l n

J J ¶

¶

= d

d für endlich viele Indizes. Mit 1.5 erhalten wir:

0

,

1

1

2

1 exp ... ) ( ) ... G(A, 3 . 3

1

=

- þ

ý

ü î

í

ì

= å

J

j i

j ij i k

l l

J A J

J J

A N x x k d

d d

d

Umdie Korrelationsfunktionen zu finden, betrachtet man:

( )

0

,

1

1

2

1 exp ... ... ,

) (

1

... 4 . 3

1 1

=

- þ

ý

ü î

í

ì

= = å

J

j i

j ij i k

l l l l

J A J

J J

x x A G

A N

x x k k d

d d

d

.

Damit er hält man zumBeispiel für k=1:

. 0

2

1 exp 5 . 3

0

,

1 1

1 1

= þ

ý

ü î

í

ì

=

=

- -

=

å å

J

j i

j ij i i

i i

A A

J A J A J x

T

Man beachte, daß die ½ aus demE xponenten durch die Differentiation verschwindet. Für k=2 erhält man:

1

12

0

,

1 1

2

1

1

1

12 2 1 2

1 exp 6 . 3 -

=

- - - - = þ

ý

ü î

í

ì

÷

÷ ø

ö ç

ç è

æ

+ = å å å

A J A J A J A J A x x

J

j i

j ij i i j

j j i i

.

I mkontinuierlichen Grenzfall bedeutet 1

12

- A natürlich ) , (

2 1

1 x x A - . Für k=3:

. 0

2

1 exp

x x x 7 . 3

0

,

1

1

3

1

2

1

1

1

1

1

23

1

2

1

13

1

3

1

12 3 2 1

=

þ

ý

ü î

í

ì

´

÷

÷ ø

ö ç

ç è

æ

+ + + =

=

-

- - - - - - - - - å

å å å å

J

j i

j ij i

i j i ijl

l l j j i i i i j j i i

J A J

A J A J A J A J A A J A A J A

Damit wird dann für k=4 das folgende Ergebnis plausibel:

( )

1

14

1

23

1

24

1

13

1

34

1

12 4 3 2 1

8 . 3 - - - - - - + + = A A A A A A x x x x .

Induktiv er halten wir so das Wicksche T heoremfür Gaußintegrale:

ï î

ï í

ì

× × = å -

-

gerade k für ... A

ungerade k für 0

... 9 . 3 1

) ( ) 1 (

1 -

(2) (1) 1

Paarungen

nen verschiede alle

k k k

A x x s s s s

.

Dieses T heoremgibt es auch im Zusammenhang mit Operatoren. Wir ver weisen auf den Anhang.

4. Die Klein ˘ Gordon ˘ Gleichung

Da die klassische Quantenmechanik nicht ko variant for muliert ist, stellt sich uns zunächst die Aufgabe, das kovariante Äquivalent der freien Schrödingergleichung zu finden. Mit dem Viererimp uls

), 1 , 1 , 1 , 1 ( , , p 1 . 4 - - - = ÷ ø

ö ç è

æ

- = = diag g p c

E p g mn

n mn m folgt wegen

4 2 2 2 2 2 2 2

2

2

2 c

E p p p 2 . 4 cmc E c m + = Þ = - = = p p m m über das Korrespondenzprinzip

( )

3 2, 1, k , mit 3 . 4 2 4 2 2 2 2 0

0

2 =¶-¶=Ñ Y + Ñ - = Y ¶ ¶ - k k

c m c ! ! .

5

Geht man nun noch zu natürlichen Einheiten 1 , 1 = = c ! über, so erhält man die übliche For mder Klein ˘

Gordon ˘ Gleichung:

0 ) ( 4.4 2 = Y + ¶ ¶ m m m

.

Diese beschreibt die freie Bewegung sp inloser T eilchen ( Mesonen) der Masse m². Hierbei ist Y eine skalare

Funktion und man unterscheidet zwei Fälle: Ist Y reell, so trägt das T eilchen keine Ladung , für ko mplexe

Y ist eine Ladung dagegen erlaubt. Wir behandeln im weiteren nur das reelle skalare Feld.

5. Relativistische Formulierung der Feldtheorie

Analog zur klassischen (Punkt-) Mechanik wird die Lagrange-Funktion auch für ein Feld F definiert. Darüber gelangt man zur Lagrange˘Dichte ò F ¶ F = ) , ( ) ( 5.1 3 0 m

< x d x L

8 x x x p .

Das freie skalare Feld hat die Lagrange-Dichte

( )

2 2

2

1

5.6 F - F ¶ F ¶ = m m m

<

Und so mit gilt

F ¶ =

0

7 . 5 p und

( ) ( )

2 2 2 2 2 2 0

0

) (

2

1

2

1

8 . 5 F + F Ñ + = F + F ¶ F ¶ - F ¶ F ¶ = - F ¶ = m m k k

p p < 8

Wegen F ¶ ¶ =

F ¶ ¶

¶

¶ F - =

F ¶

¶ m m m

m ) (

und 2

< < m folgt mit den E uler ˘ Lagrange - Gleichungen für das freie skalare Feld aus 5.6:

0 ) ( 5.9 2 = F + ¶ ¶ m m m

.

Dies hätten wir aus 5.6 auch ander s erhalten kö nnen: partielle Integration liefert:

( ) ( )

( ) ò

ò ò ò

F + F ¶ ¶ F =

F + F ¶ ¶ F - F ¶ F = F - F ¶ F ¶ =

=

=

) (

2

1

2

1

2

1

2

1

10 . 5

1.2 aus �

2 4

2 2 4

0

2 2 4

� �

� � �

� � � � �

A

m x d

m x d dS m x d S m m

m m

m m m

Aus der Statio narität der Wirkung folgt wieder um5.9. Das Oberflächenintegral ver schwindet, wenn wir die physikalische Randbedingung an die Felder stellen, daß sie und ihre Ableitungen im Unendlichen hinreichen rasch ver schwinden.

Wir können damit das freie skalare Feld und die Lösung der Klein-Gordon-Gleichung identifizieren.

6. Der Übergang von Quantenmechanik zu Feldtheorie

Mit den Mitteln der Quantenmechanik hatten wir folgende For mel für die Zeitentwicklung gefunden:

ò ò

ò ò ò þ

ý

ü î

í

ì

¶ =

þ

ý

ü î

í

ì

÷ ø

ö ç è

æ

- =

’

’ t

. ) , ( exp

) , ( exp ) , ( q’ 6.1 q g

t

T

q q

t

T

T q q L d i q

x p H d

dq p d i p q q T t G m

t

t

t

4

4 4

Anmerkung zur Notation: I mfolgenden werden wir für die Übergangsamplitude q T t G q ) , ( ’ verkürzend

T t

q q ’ schreiben. (Wechsel vo m Schrödinger- ins Heisenbergbild)

Uns stellt sich jetzt die Aufgabe, 6.1 in die Feldtheorie hinüberzuretten.

Bei der Herleitung von For mel 6.1 wurde vor allemfolgende For mel benützt:

q q ò =

! 6.2 .

In dem Gauß schen Integral

÷ ø

ö ç è

æ

- = å ò Õ

= =

n k

k j i

n l

l n ij

x x x dx

1

2

1

exp ) (

) (

2

6.3 p

d ersetzen wir die Variable i

x durch die Funktion ) ( x Y , hier als diskretisierte Zahl begriffen.

Dann erhalten wir folgenden Ausdruck für eine

,

AB

 entspricht also dem Vakuumer wartungswert von AB.

                                                                           Das Wicksche T heorem lautet dann:

                                                                           A.3:

                                                                           �... the ordinar y product of linear operators is equal to the sum of all the corresponding nor mal products wit h all

                                                                           possible pairings, including the nor mal product without pairings:

, ,

....

...

:

:

...

:

:

...

:

...

:

...

:

                                                                                                                     :

                                                                                    ...

                                                             :

                  ...

4

3

2

1

1

1

1

2

1

                                                                               1

            1

+

+

+

+

+

+

                                                     =

-
n
n
n
n
n

                                                                                                           n

                                         n

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

                                                                                                  A

                                                                      A

                               A

    A

�

�

� �

�

^

( Boguliubov 1980, S. 159). Zum Beweis siehe dort. Gemeinhin findet an das Wicksche T heorem so für das
zeitgeordnete Operatorprodukt for muliert. Siehe dazu z. B. Köpp, 1997, Kapitel 7.

Die in 3.8 gegebene For mulierung des Wickschen T heorems für Gaußintegrale ist nur ein Spezialfall der oben
angegebenen allgemeinen Form des T heorems.

B. Einige nützliche For meln zu Gaußschen Integralen und Propagatoren:

Einige Gaußintegrale:

a

b

                                                                                      ax

a

b

                                                                             ax

a

b

                                                                        ax

n

                                                                                                          x

                                                                                                r

                                                                            n
e
a

b
a
a

                                                                             e

                                               dxx

   B

e
a

b
a

                                                                    e

                                              dxx

   B

e
a

                                                               e

   B

r

n

                                                                                  e

                                             dxx

   B

4

2

                                                                                                           bx

                                                                       2

4
                                                                                                  bx

4
                                                                                             bx

1

2

                                                                      2

2

                                                                                                2

2

                                                                                       2

2

                                                                                  2

                                                                                                               2

                                                                                                     2

2

1

2

1

                 4

             .

2

                 3

             .

                                              dx

                 2

             .

2

1

                 1

             .

-

                                                                                                     +

-

                                                                                            +

-

                                                                                       +

+

                                                                                          -

÷

÷
ø

ö
ç

ç
è

æ

+

÷
ø

ö
ç
è

æ

=

÷
ø

ö
ç
è

æ

                                                                                                                   =

                                                                                                              =

÷
ø

ö
ç
è

æ

+

G

=

                                     ò

                                     ò

                                     ò

                                    ò
p

p

p

11

                                                                             Die Schrittfunktio nen:

)

(

)

(

1

)

(

                                                                                              6

                                                                                          .

0
für

1

0
für

1

2

1

)

(

                                                                                              5

                                                                                          .

x
x
e
t

dt
i

x

                                                                                B

x

x
i
t

e
dt
i

x

                                                                                B
ixt

ixt

-

-

=

÷

÷
ø

ö
ç

ç
è

æ

=

î

í

ì

<

-

>

=

-

=
ò

ò

¥

¥

-

+¥

¥

-
q
q
p

                                                                                                                s

e
p

                                                                                                               q

@

                                                                            (

                                                                               @�

                                                                                         z
                                                                                                 eigt den Hauptwert des Integrals an.)

                                                                           Kausale Greensche Funktio n für das skalare Feld:

ò

+

-

=

D

D

=

                                                                                                                 D -

e
p
i
m
p
p
e
p
p
d

x

                                                                              B
ipx

F
2

2

F
2

4

F

1

)

(

,

)

(

)

2

(

)

(

                                                                                             7

                                                                                        .

)

(

)

(

)

                                                                                                                (

                                                                                             8

                                                                                        .

)

4

(

2
x
x
m

                                                                              B

F
d
m

m

-

=

D

+

¶

                                                                                                                      ¶

                                                                           Man erhält nun die retardierten und avancierten Greenschen Funktionen

{ }

{ }

.

exp

)

2

(

)

(

                                                                                             10

                                                                                        .

exp

)

2

(

)

(

                                                                                             9

                                                                                        .

0

2

2

2

4

av

F

0

2

2

2

4

ret

F

ò
ò

-

-

-

=

                                                                                                                    D

+

-

-

=

                                                                                                                D

p
i
m
p
ipx
p
d

x

                                                                              B
p
i
m
p
ipx
p
d

x

                                                                              B

e
p
e
p

                                                                           Interessant sind auch die Greenschen Funktio nen im I mp ulsraum. Scho n aus 7.8 kann man ersehen, daß in ihnen

                                                                           die Imp ulser haltung manifest wird, denn wir erhalten ohne große Umsch weife

e
i
m
p
p
p

                                                                                                                   G

                                                                              B

+

-

=

-

2

2

)

2

(

1

)

,

(

                                                                                                                      ~

                                                                                             11

                                                                                        .
 .

                                                                           Wir setzen daher für die Greenschen Funktionen im I mpulsraum:

ò
+

+

-
=

+

+
)

,...,

(

...

)

...

(

)

2

)(

,...,

(

                                                                                                                       ~

                                                                                             12

                                                                                        .

1

)

(

)

...

(
)

4

(

1

)

4

(

1

)

4

(

4

1

)

(

1

1

n
n
x
p
x
p
i

n
n
n
n
x
x

G
e
x
d
x
d
p
p
p
p

                                                                                                                    G

                                                                              B

n
n
d
p

                                                                           Damit ist sichergestellt, daß

)

,...,

(

~

1

)

(

n
n
p
p

G
 nur dann definiert ist, wenn

0

...

1

=

+

+

n
p
p
 gilt. Damit ist

                                                                           so wo hl die klassische E nergie- als auch I mpulserhaltung gesichert.

                                                                           I m Rahmen des Operatorfor malismus werden die Greenschen Funktionen über den Zeitordnungsoperator T

                                                                           definiert. Es gilt für den Vakuumser wartungswert:

[ ]

)

,...,

,

(

0

)

(

)...

(

)

(

0

                                                                                             13

                                                                                        .

2

1

)

(

2

1 n
n

n
x
x
x

G
x
x
x

T

                                                                              B

=

F

F

F

.

                                                                           Aus dem P fadintegralfor malismus er gibt sich die Zeitordnung ganz nor mal.

                                                                           C Beweis für das Verschwinden der Integrale über C

II

 und C

IV

                                                                           Das einzig interessante I ntegral ist, wie durch die Rechnung klar wird, das über C

II

 .  Wir betrachten daher:

{ }

( )
ò

                                                                                 ò

+

D

=

II

                                                                                     II

C

                                                                              C
a
p
x
p
i

A
p
d
p

                                                                                                                      f

                                                                                                   p

                                                                                           d

2

0

0

0

0

                                                                                                             0
exp

)

(
.

                                                                           Mit der Ersetzung
j
j
j
d
e
iR
p
d
e

R
p i
i ×

=

Þ

×

= 0
0

 erhält man:

{ }

{ }

{ }

ò

                                                                                                               ò

+

+

D

-

D

+

=

+

×

D

×

                                                                              =

2

3

2

2

                                                                                                                      2

                                                                                                          3

                                                                                                             2

2

2
)

2
sin

2

(cos
sin
exp

cos
exp

)
sin

(cos
exp
p

p

                                                                                                              p

                                                                                                                  p
j
j

j

j
j
j

j
j
j

a
i

R
xR

x
iR
i

R
iA

a
e

R
e
xR
i

e

R

                                                                                           iA

i
i

i

                                                                           Weil der
j
cos
x
iR
e

D

- T erm rein oszillatorisch ist und für

¥

®
R
 immer stärker oszilliert, wird der Rest des

                                                                           Integranden zuverlässig weggemittelt. Das Integral über C

II

 verschwindet also trotz der reellen

                                                                           Exponentialfunktion, die gegen Unendlich strebt. Gleiches gilt auch für das Integral über C

IV

, doch dort sorgt

                                                                           schon die Expo nentialfunktion für Konvergenz gegen Null.

                                                                           D Zu den natürlichen Einheiten

                                                                            Mit

[ ]

1

T

E

,

1

=

×

=

=

                                                                                                                    =

ú

û
ù

ê

ë
é

                                                                                                                       !

                                                            T

                                                             L

                             c  können wir über E=mc

2
 alle Einheiten auf die Dimensio n der Masse

zurückführen und erhalten:

[ ] [ ]

[ ]

[ ] [ ]

M

E

M

L

T

=

=

=

-

,

1
.

12

Damit haben Raum und Zeit die Dimension ˘1, Energie und Masse +1 und Geschwindigkeit und Wirkung 0. Die

Lagrangedichte hat also im n-dimensionalen Raum (der �natürlichen^ Dimension ˘n), die Dimension +n. Dies

wird wichtig, wenn man zu Renor mierungsproblemen ko mmt, wo die Renor mierbarkeit der T heorie nur dadurch

gewährleiste ist, daß die Dimension der Lagrangedichte nie größer als die (nor male) Dimension des betrachteten

Raumes sein darf.

E Das ko mplexe freie skalare Feld

Die Lagrangedichte des ko mplexen freien skalaren Feldes ist

F

F

-

                                                                                                                       F

                                                                                                      ¶

                                                                                  F

                                                                 ¶

                                                    = *2
                                                                                                *
                  1

             . m

   E

                                                                                                                m

                                                                           m

                                    <
 .

Es ist unter der kontinuierlichen T ransfor mation

î
í
ì

F

=

F

®

F

F

=

F

®

F

)

(

)

(

’

)

(

)

(

)

(

’

)

(

*

*

*
x
e
x
x
x
e
x
x

i
i

q
q

 invariant.

Der nach dem Noethertheorem er haltene Noether stro m (d.h. 0

=

¶
m

m
j ) lautet

( )

F

F

¶

-

F

¶

F

-
º

F

                                                                                                           ¶

                                                                                       F

                                                                          -

                                                            =
)

(

                  2

             .

*

*

                                                                                                     * m
m

                                                                                                                     m

                                               m
i

                                                                                   i

                                        j

   E