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Das Konzept der Pfadintegrale stellt eine vollig neue Darstellung der Quantenmecha-
nik dar. Das Ziel dabei war es, die Quantenmechanik so nah wie moglich an die klassische
Mechanik zu bringen. Auffalligstes Merkmal ist das Fehlen jeglicher Operatoren und Vek-
toren des Hilbertraums. Stattdessen muss man sich allerdings mit den unendlich vielen
Dimensionen eben dieses Hilbertraums zufrieden geben, die nun wieder auftauchen.

1 Geschichte der Pfadintegrale

Erstmals postuliert wurden die Pfadintegrale 1948 von Richard Feynman, der dabei auf
Arbeiten von Paul Dirac aufbaute. Zunichst wurde sein Paper von der Zeitschrift Phy-
stcal Review jedoch abgelehnt. Die Redaktion begriindete ihre Entscheidung darin, dass
diese neue Methode nicht zielfiihrend und zu umsténdlich sei. Tatséchlich reichte fiir die
damaligen Probleme die Formulierung der Quantenmechanik im Schrodinger- bzw. im Hei-
senbergbild voillig aus. Probleme wie z.B. der harmonische Oszillator oder das Wasserstof-
fatom konnen zwar auch iiber Pfadintegrale gelost werden, dies erweist sich aber als sehr
aufwéindig, insbesondere im Vergleich zu den damals géngigen Losungsansédtzen. Obwohl
der Artikel spéater noch in der Reviews of Modern Physics verdffentlicht wurde, dauerte es
noch viele Jahre, bis Pfadintegrale eine grofie Rolle spielten. Erst die modernen Feldtheo-
rien verlangten nach einer Formulierung in Pfadintegralen. Hier stellten sich Pfadintegrale
dann als essenziell heraus.

2 Einleitung

Wir betrachten, dass sich zum Zeitpunkt ¢ = 0 am Ort y befindet. Dabei sei die Wellen-
funktion zu diesem Zeitpunkt bekannt, soll heiflen:

[9(0)) = lv) - (1)

Das Teilchen kann hier genauso als sehr schmales Wellenpaket in der Umgebung von y
interpretiert werden. Nun wollen wir das Teilchen vom Ort y zu einem anderen Ort x be-
wegen, wie in Abb. [1| dargestellt ist. Dass das Teilchen sich hier von y nach x bewegen soll
und nicht umgekehrt, wird die Herleitung spéter ein kleines bisschen iibersichtlicher ma-
chen. Die Frage dabei lautet: ” Welcher Teil des Wellenpakets geht zum Ort x7”, oder auch
”Welcher Teil des ausgedehnten Wellenpakets kann spéter am Ort x lokalisiert werden?”.
Man kann diese Frage in der Dirac-Notation folgendermafien formulieren:

(xlp(t)) =7 (2)
(U (8)[v(0)) =7 (3)
=7
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Abbildung 1: Ein Teilchen im Zustand y soll nach x bewegt werden

Hierbei verwenden wir den Zeitentwicklungsoperator U(t) = e~#1t, Gleichung (4) stellt
dabei die Ubergangsamplitude unseres Teilchens dar, die wir im Folgenden durch das Pfa-
dintegral ausdriicken wollen. An dieser Stelle soll noch ausdriicklich angemerkt werden,
dass sich das Teilchen nicht direkt von einem Zustand in den anderen bewegt. In der
Vorstellung der Quantenmechanik breitet es sich viel mehr aus, es zerflieit in alle Richtun-
gen. Man kann aber dennoch einen Teil des Wellenpakets spiter am Ort x feststellen und
dies ist eben genau das, was hier dargestellt werden soll. Die Frage, die sich nun stellen
mag ist: ” Wie gelangt das Teilchen in den anderen Zustand?”. Wie grade schon dargestellt
wurde, folgt das Teilchen nicht einer simplen Trajektorie von y nach x. Dies wiirde im Sin-
ne der Quantenmechanik auch keinen Sinn machen. Man bedenke zum Beispiel, dass die
Schrédingergleichung vollig unabhéngig von jeder Trajektorie funktioniert. Das Teilchen
nimmt vielmehr alle Wege gleichzeitig. Man kann sich dies veranschaulichen, wenn man
nochmal an den Doppelspaltversuch zuriickdenkt. Beim Doppelspalt entsteht das Interfe-
renzmuster durch die Berticksichtigung beider Wege, die das Teilchen beim Durchschreiten
nehmen koénnte (siche Abb. . Man kann dieses Experiment nun dahingehend erweitern,
dass man statt nur einer Blende mit zwei Spalten mehrere Blenden mit mehreren Spalten
benutzt. Dadurch ergeben sich noch mehr Wege, die fiir das Teilchen moglich waren. In
Abb. [3] soll dieses Vorgehen modellhaft dargestellt werden.

Mit jedem weiteren Spalt und mit jeder weiteren Blende ergeben sich neue Wege, bis
zu dem Punkt, an dem durch unendlich viele Spalte und Blenden alle Wege mdglich sind.
In diesem Grenzfall kann sich eine Verallgemeinerung treffen lassen:



Abbildung 2: Schematische Darstellung eines Doppelspalts

Die quantenmechanische Amplitude um ein Teilchen vom Zustand y in den Zustand x
zu bewegen, entsteht durch Aufsummation aller Beitrdge von allen mdglichen Pfaden.

Wir schreiben dafiir symbolisch:

(2, taly, to) = / Dle(t)] Alee(t)] (5)

Es ergibt sich ein Integral, das iiber alle Wege einzeln integriert wird. Dabei tritt fiir
jeden Weg ein eigener Integrant A auf, der vom Weg anhéngig ist. Dies ist natiirlich keine
vollwertige Herleitung des Pfadintegrals. Aber es zeigt schon vor der eigentlichen Rechnung,
wo es in etwa hingehen soll. Im Folgenden soll nun der Term A|[z(¢)] bestimmt werden.



Abbildung 3: Das Doppelspaltexperiment, erweitert um mehrere Spalte und Blenden

3 Mathematische Herleitung

Kurze Wiederholung: Wir haben ein Teilchen gegeben, dass sich zum Zeitpunkt ¢ = 0 am
Ort y befindet. Gesucht wird die Ubergangsamplitude in den Zustand z (siehe Gleichung
(4)). Im Folgenden ist auerdem um Schreibarbeit zu sparen i = 1 gesetzt.

3.1 Freies Teilchen

Zunéchst betrachten wir das Teilchen als freies Teilchen, das heifit V(z) = 0 und der
Hamilton-Operator reduziert sich auf H = Hy = %. Wir erhalten als Ubergangsamplitude

2
Y
(@|U@)]y) = (zle"2m']y).
Nun wenden wir einen Trick an: Wir ergénzen eine so genannte vollstédndige Eins [ [p) (p|dp =
1 so, dass sich zweimal die Eigenfunktion des Impulsoperators bildet. Mit (p|y) = \/%e_ipy
ergibt sich dann:

~ig il dp i ip(e—
(ale8l) = [ dplolp) e Hnt o) = [ G2 ntene) ©)



Um dieses Integral zu losen, wird eine kleine Nebenrechnung durchgefiihrt: Das Gauf3’sche

Integral
oo
a 2
/ do e 5% = \/ il (7)
0 a

sei bekannt. In diesem Fall liegt allerdings noch ein weiterer in x linearer Term im Ex-
ponenten vor (in Gleichung (8) als bx dargestellt). Dieser kann jedoch mit Hilfe einer
Quadratischen Ergidnzung so umgeformt werden, dass das Integral direkt ablesbar wird:

e} (e} o
_ag? _a(p_ b2 b? _az2 b2 [2m
/ da_’j e 2% +bx = / d:L‘ e Q(E a +2a) = / d’y [ 2Y €20 = — €2a, (8)
—0o0 —0o0 —00 a

Wenn wir Gleichung (8) nun auf (6) anwenden, erhalten wir:

/ P it ipe—y) — | T i (ey)? (9)
27 2mit

Dies ist eine Losung unserer Ubergangsamplitude, in der keine Operatoren oder Vektoren
des Hilbert-Raums mehr auftreten. Mit Hilfe dieser Losung kénnen wir nun ein Teilchen
im Potential betrachten.

3.2 Teilchen im Potential

Nun wird V(z) # 0 betrachtet. Das Integral ist nun leider nicht mehr geschlossen lésbar.
Darum miissen wir wieder ein wenig tricksen und betrachten zunéchst nur sehr kleine
(infinitesimale) Zeitintervalle ¢ = e. Wir erhalten:

U, = e WHo)e g =iV5 gmiHoce=iV5 . — 1y, (10)
Hier wurde die Baker-Campbell-Hausdorff-Formel fiir Operatoren angewandt, so dass wir
U, in einen Term W, umschreiben konnten, in dem die Operatoren in eigenen e-Funktionen
stehen. Dies ist bis hierhin jedoch nur eine Néherung, da bei Anwenden der Formel auch
noch Terme hoherer Ordnung hinzukommen. Mit Hilfe von W, und Gleichung (9) kénnen
wir nun jedoch die Ubergangsamplitude in e-N&herung berechnen:

(@[ Wely) = eV (a]e~ocy) eV 3 (11)

_ M i (a—y)? =iV (@) 4V ()]
2mit e (12)

Anschlieflend wird die so genannte Salamitaktik angewandt: Wir teilen unser grofies Zei-
tintervall ¢ in unendlich viele e-Scheibchen auf, die zusammengesetzt wieder das gesamte
Intervall bilden.

t
t=ec N - 1
€ ® = (13)



Das heifit, dass wir uns aus N U, auch wieder ein U(t) bauen koénnen:
efth — (efiHE)N ~ WeN (14)

Hier lésst sich nun die Lie-Kato-Trotter-Produktformel anwenden, welche besagt, dass die
Gleichung fiir unendlich grofle N exakt erfiillt ist:

et = lim WX (15)

€
N—oo

Nun kénnen wir unsere Ubergangsamplitude berechnen:
(wle™ ™ ly) = | (e™T)Ny) (16)

Wir fithren an dieser Stelle, nach dem gleichen Prinzip wie schon in Gleichung (6) in
dhnlicher Form geschehen, vollstdndige Einsen ein. Nur diesmal nicht nur eine, sondern
unendlich viele. Im Folgenden sei x = zg und y = z. Das Prinzip der Anordnung wird
schnell klar wenn man nachfolgende Gleichung (17) betrachtet:

(@] (e )N |y) = /dﬂclu-dwzvl (le™lar) (@1]e” € x2) .. (wnoa]e™ T y) (17)
= /dxl...de_l (x|We|z1) (@1 |[We|xo) .. (xN—1|Wely) (18)
N
= J\}E)noo < 22;) /dml...del exp {12%[(:6 —x1)% 4 (21 — 22)? (19)
+ ot (ano1— )Y - zg[V(m) 2V (2) 4 . 4+ 2V(en_1) + V(»)]}. (20)

Der Exponent lisst sich als Summe folgendermaflen vereinfachen:

N 2
Se=3 e {ZL <$’“—1€_ xk) - V(f”’“‘l); Vizk) } : (21)

k=1

Wenn wir nun den Limes ausfithren, N gegen unendlich und damit ¢ gegen Null gehen
lassen, stellen wir fest, dass die Summe zu einem Integral wird und dass der erste Summand
grade die zeitliche Ableitung von z ist. Wir schreiben:

S = /Ot dt’ {%xQ - V[a;[t')]}. (22)

Hier steht im Integral offensichtlich die Lagrange-Funktion. Das Integral iiber die Lagrange-
Funktion ist ebenfalls bekannt, es stellt die klassische Wirkung iiber den Weg x dar.

Slx(t)] :/0 dt' L(z(t),z(t),t). (23)



Damit ist unsere Ubergangsamplitude vollstéindig bestimmt. Das Pfadintegral ergibt sich
zu

(x]e”Hy) = /D:U Sl (24)

Das Symbol Dz steht dabei fiir die unendlich vielen Dimensionen des Integrals.

m )N dz(tr)...dz(ty_1), (25)

2mie

Dx =Dlz(t)] = lim <

N—oo

wobei der Limes immer erst nach jeder einzelnen Iteration gebildet werden soll.

Zu Anfang wurde # = 1 gesetzt. Hier nochmal das Endergebnis mit korrektem #:

($[6_%Ht|y> = /D:U en S]], (26)

4 Klassischer Grenzfall

An dieser Stelle soll noch abschlielend wieder die Briicke zur klassischen Physik geschlagen
werden. Das Hamiltonische Prinzip besagt, dass sich das Teilchen {iber den Weg der gerings-
ten Wirkung von y nach x bewegen wiirde. Wie passt das mit der quantenmechanischen
Vorstellung zusammen? Wir betrachten zwei mogliche Wege, die sehr nach beieinander
liegen:

a'(t) = x(t) +n(t), (27)

wobei 7)(t) eine sehr, sehr kleine Anderung darstellen soll. Wir betrachten die Wirkung des
Weges z(t), welche wir direkt durch eine Taylor-Entwicklung darstellen konnen:

Sla'(8)] = Sfa(t) + n(t)] (28)

~ S[x(t)] —i—/dt’ n(t’)M

ox(t") (29)

Wir kénnen nun betrachten, welche Beitriage die Wirkungen zu unserem Pfadintegral (siehe
Gleichung (26)) liefern:

i i Qo i ) 8S[x(t
hSIE0] | (S (1] o o STa(t) (1 —l—ea:p;/dt/n(t/) 5521(5’))]) (30)

Nun mag im ersten Moment der Gedanke kommen, dass die Anderung 7 sehr klein ist und
folglich das Integral gegen 0 geht. Dann wiirden sich die Wege simpel addieren. Jedoch muss
hier beachtet werden, dass auf einer makroskopischen Skala selbst eine sehr kleine Anderung



eines Weges immer noch mehrere Grofenordnungen iiber dem reduzierten Planck’schen
Wirkungsquantum liegt. Damit liefert das Integral immer eine Phasenverschiebung, fiir
fast beliebig kleine Anderungen 7. Wenn man nun statt nur zwei Wegen unendlich viele
Wege betrachtet, so kann man davon ausgehen, dass sich diese Phasenverschiebungen der
komplexen e-Funktionen im Mittel wegkiirzen, d.h. destruktiv mit einander interferieren.
Es gibt jedoch einen ausgezeichneten Weg, nédmlich grade der fiir den

0S[z()]

5oty =" (31)

gilt. Dies ist der Weg mit der minimalen Wirkung, also genau der durch das Hamiltonsche
Prinzip ausgezeichnete Weg. Wege fiir die die Wirkung minimal ist, interferieren konstruk-
tiv miteinander, sie liefern gewissermaflen im Ganzen betrachtet den Lowenanteil aller
Wege. So passen am Ende klassische und Quantenphysik doch wieder zusammen.
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