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1 Einleitung

Aus den vorherigen Vortragen ist die Pfadintegraldarstellung bekannt. Um das Pfadinte-
gral des freien Skalaren-Feldes darzustellen, wird die Klein-Gordon-Gleichung benutzt.
Fur die Pfadintegraldarstellung des Dirac-Feldes wird als Ausgangspunkt die Dirac-
Gleichung verwendet. Kenntnis und Herleitung dieser Gleichung wird vorausgesetzt und
kénnen in [MSred16] oder [LRyd96] nachgeschlagen werden. Das Dirac-Feld kann nur
durch anti-kommutierende Erzeuger- und Vernichteroperatoren beschrieben werden und
lasst sich somit durch herkémmlichen Zahlen nicht l16sen. Zur Losung des Problems
werden die Grassman-Zahlen eingefiihrt, die exakt die anti-kommutierende Eigenschaft
besitzen. Weiterhin wird am Ende der Feynman-Propagator fiir das Dirac-Feld herge-
leitet und mit dem bereits bekannten Propagator des freien Skalar-Feldes verglichen. In
der gesamten Ausarbeitung ist die Notation h=c=1 verwendet worden.
Weiterhin entsprechen die verwendeten Darstellungen denen Lehrbiicher [MSred16] und
[LRyd96] zur der Quantenfeldtheorie.

2 Dirac-Gleichung

Voraussetzung der Pfadintegraldarstellung des freien Dirac-Feldes ist die Dirac-Gleichung
mit

(i7", — m)¥ = 0. (1)

Gleichung wird durch die iibliche Notation ~~*9, =@ vereinfacht zu
(i@ —m)¥ =0. (2)

Die Lagrange-Dichte der Dirac-Gleichung lisst sich direkt ablesen. Aquivalent zum
Skalaren-Feld ergibt sich

L=UT(ij —m)V. (3)

Um die Einteilchen-Wellenfunktionen auf Felder zu erweitern, wird die kanonische Quan-
tisierung durchgefiithrt. Dabei werden die Wellenfunktionen, die durch W beschrieben
werden, bei der Quantisierung als Feldoperatoren aufgefasst. Weiterhin wird von klassi-
schen Feldern ausgegangen.

Da die fermionischen Erzeuger und Vernichter einen anti-kommutierenden Charakter
besitzen, kann das freie Dirac-Feld nicht durch Objekte vergleichbar mit gewthnlichen
kommutierenden Zahlen dargestellt werden.

3 Grassmann-Zahlen

Die Grassmann-Zahlen besitzen gerade die Eigenschaft, die die fermionischen Erzeuger
und Vernichter des Dirac-Feldes voraussetzen. Zunachst werden einige Relationen der
Grassmann-Zahlen aufgelistet:



Antikommutator zweier Grassmann-Zahlen

On+nO =0 =0*=n*=0 (4)

Produkt zweier Grassmannzahlen

(©11m1) - (O212) = —O102m M2 = (O2n2) - (©111) (5)

Multiplikation und Addition mit reellen Zahlen

a(® + bn) = aO® + abn (6)

Komplex Konjugation
(On)" =n"0"=-0" (7)
Weiterhin lasst sich eine Taylor-Entwicklung von grassmannwertigen Funktionen bilden:

fn) = fo+ fin (8)
(s m2) = foo + from + formz + frimne . 9)

Dadurch wird ersichtlich, dass diese Funktionen nur linear sein konnen, aufgrund der
anti-kommutierenden Eigenschaft (). Die Integration der Grassmann-Zahlen folgt iiber
das sogenannte Berezin-Integral:

Daraus ergibt sich fiir ein Gauflintegral mit Grassmann-Zahlen

/ dn / dfjean = / dn / di(1 + fan)
:/dn[/dn-u/dﬁﬁan
— [an|o+an- [ ai
:/Hmn:a/mm:é“:a. (13)

Weiterhin wird die Auswirkung, die die Transformation auf ein Maf} eines Pfadintegral
durch Grassmann-Zahlen hat, berechnet:

N

1 11...0

D?] = an = WE Lo Nnil‘”niNUilji'”UiNj;\f . (14)
i=1 :



Darauthin wird eine unitare Transformation durchgefiithrt mit

J
Es folgt
N 1. .
=detU
N
= detU [ - (17)
=1

Zusatzlich wurde verwendet, dass
Nig My, = €N - A mit - A= 11 m (18)

=1

gilt. Damit ist gezeigt, dass das Maf} invariant bzgl. unitdren Transformationen ist.
Durch diesen Ansatz kann eine hermitisch und reelle Matrix B berechnet werden.

H/dﬁidm exp (—anan) (19)

Da die Matrix B reell als auch hermitisch ist, kann diese mithilfe der unitaren Transfor-
mation U~!DU diagonalisiert werden, sodass folgt

= H / dfhd?]2 exp (— Z ’f]kUkrlDrjUle]l) (20)

krjl

= H/df];dm’-detU’ldetU exp (— > n;Drjn{) (21)

krjl

:H/dﬁgdm’- exp (— Zn,’fbjn{) . (22)

krjl

Im letzten Schritt wurde D;; =0 V i#j = D,; =b;0,; benutzt. Es ergibt
sich

Zusammenfassend wurde gefunden:

/Hdﬁidm exp (— ZﬁkBkmj) = detB. (24)

kj



Zusatzlich fiir weitere Vorgehensweisen kann
- - - _ p-1
/Hdmdnmnm exp (— anBkjnj) = B, detB (25)
i kj

analog bestimmt werden. Dabei muss nur die Relation

0o 0

- __ 9 9 _ s _ D)
Nl 6. 96, exp (Zl: MmO + Zn:@nnn> lo—o—0 (26)

verwendet werden.

4 Pfadintegraldarstellung

Aus den Kenntnissen der bisherigen Rechnung kann die Pfadintegraldarstellung des frei-
en Dirac-Feldes bestimmt werden. Dazu sei erwéhnt, dass die Feldoperatoren 1  nun
Grassmannwertig sind. Weiterhin kommen noch zwei Spinorquellen 7,7 hinzu. Dadurch
ergibt sich die Pfadintegraldarstellung zu:

1 - - _
2l = - [ DIDTexp (i [ atwid —myw + 7w + qm) (27)
0
fiir die Normierung Z, erhalt man
Zo = / DIDY exp (i / A4 (i — m)\If>

= det(iS™1) (28)
substituiert mit S~ = (ig —m).

Im Folgendem wird Gleichung vereinfacht:
Zunéchst wird der Ausdruck im Exponenten verkiirtzt mit

Q(U, W) = WS + ¥ + Uy (29)

Es wird nun das Minimum fiir () bestimmt. Diese Vorgehensweise ist equivalent zu einer
quadratischen Ergénzung, da es sich um Grassmann-Zahlen handelt. Es ergibt sich:

U, =-S5y und V,, =-7S. (30)

Nun werden die Ausdriicke eingesetzt:

Qun( W, ) = (=715)S™H(=Sn) +71(=Sn) + (=715)n (31)
=151 — 2157 (32)
= —nSn. (33)



Daraus folgt fiir Gleichung (27):
1o L
2l = [ DUDTexp (i [ 4@ + (0 = B,)5 7 (¥ - q/m> (34)
0

= (det(iS‘l))_ldet(iS_l)exp <—i/d4xd4yﬁ(x)577(y)> (35)

Es wurde ausgenutzt, dass  exp(iQ,,) nicht von ¥ und U abhingt und aus dem Inte-
granden gezogen werden kann. Damit vereinfacht sich der Ausdruck zu

Zlin) = exp (i [ d'ad'yn(@)Sn(y)) (36)

sodass sich der Propagator einfacher bestimmen lasst.

5 Propagator
Um den Propagator zu berechnen, wird die Zweipunkt-Funktion eingefithrt mit
(01T (2)Ws(y)]0) = iS(z — Y)ag - (37)

Dabei soll der Operator T' fiir eine Zeitordnung innerhalb der Produkte sorgen. Die
beiden Felder werden in ihrem Grundzustand berechnet

(O1Wa(@) W5 ()[0) = ... = [ dpe™=)(—p+ m)ay (38)
(O1W3(y) Wa(@)[0) = .. = [ dpe™=)(—p = m)as. (39)
Zusammenfiithren der Felder und deren Fourier-Transformation ergibt sich

d'p olp(@=y) (_p +m)as '

OB Wa()I0) =i [ e o (40)

Daraus folgt trivial mit Gleichung

d4p ip(z— (_p_’_m)aﬂ
S(x—Y)ap = / (27T>4ep( y)m. (41)

Die ausfiihrlichen Rechnungen konnen in [MSred16] nachgeschlagen werden.
Anschlielend wird der freie Propagator des Dirac-Feldes berechnet:

0°Z[n, ) ‘
5(n(x))d(n(y))

(OIT W (2)W5(y)]0) = (42)



B .
= s e (- dratvi@sE - vw)| (43)
_ 0 4, 14 =
=~ 5y (o0 (i [ dad @St —unt) ) (Cin@)se )|, @9
= exp (-1 [ dlad'yn(@)S(@ = y)n)) (S = 1) (45)
—exp (i [ dlad'yi(@)S(@ — () ) (<in(@) S~ y) (=86~ y)] .,
(46)
=iS(x —y). (47)
Damit wurde gezeigt, dass der Propagator
(O T (2)¥5(4)[0) = i5(z — y)as (15)
ist. Weiter soll vorausgesetzt werden, dass S existiert mit
S(x) = (i7,0" + m)Ap(z). (49)
Gleichung wird mit der Dirac-Gleichung multipliziert:
S8 = (i7,0" — m)(i7,0" + m)Ap(z)
= (-0 -m")Ap(z)
=5 (x). (50)
Vergleicht man den Propagator des skalaren-Feldes
(OIT% () W(1)|0) = iAr(x - y) (51)
mit dem des Dirac-Feldes
(0T (2)W(y)|0) = iS(z — y) (52)

wird ersichtlich, dass der Propagator S(x — y) eine Green’s Funktion fiir den Dirac-
Wellenoperator ist.
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