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1 Grundlagen
1.1 Das Ising-Modell

Beim Ising-Modell handelt es sich um ein einfaches Modell zu Beschreibung des Ferroma-
gnetismus, welches von Wilhelm Lenz entwickelt wurde. Im Rahmen des Ising-Modells
wird eine Hamiltonfunktion fiir ein Ensemble von Spins aufgestellt, welche die folgende
Form hat:

N
BH(J,h) =—=T > _ sis;—h>_ si.
(i.5) i=1

Der erste Summand beschreibt die Wechselwirkung zwischen den Spins, der zweite die
Energie, welche aus der Wechselwirkung der Spins mit einem &ufleren Feld H resultiert.
Die Summation wird im ersten Summanden iiber nédchste Nachbarn durchgefiihrt, die
Kopplung wird als konstant angenommen. Diese Annahmen einer lokalen, isotropen
Wechselwirkung stellen die wichtigsten Naherungen des Ising-Modells dar.

In Gleichung (1) wurde eine Skalierung mit 5 = ,CL%T vorgenommen. Es kann nun im
kanonischen Ensemble eine Zustandssumme aufgestellt werden, welche die folgende Form

hat:

21,00 = 3 exp(~BH({s:}). 1)
{si}

Hierbei wird iiber alle Konfigurationen der N Spins summiert ({s;} € {—1,1}) Aus
dieser Grofle lassen sich einerseits, wie aus der statistischen Physik bekannt, thermo-
dynamische Groflen wie das Gibbssche Potential ableiten, andererseits kann mit der
Zustandssumme als Normierung ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 definiert werden:
exp(—PH({si}))

P({si}) = ) )
Hierbei ist P({s;}) die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das Ensemble der Spins die Kon-
figuration {s;} annimmt. Dieses Wahrscheinlichkeitsmaf} erlaubt die Definition von Mit-

telwerten.

1.2 Kiritisches Verhalten bei Ferromagneten

Wir betrachten fiir ein ferromagnetisches System, wie es zum Beispiel durch das Ising-
Modell beschrieben wird, die Isothermen im M — H- Phasenraum. Dabei ist H das
duflere Magnetfeld, M ist die Magnetisierung, welche fiir ein Ensemble von Spins definiert
werden kann als:

1 N
M(H) = N;si. (3)

Die Magnetisierung, welche ohne dufleres Magnetfeld auftritt (M(H = 0)) wird als
spontane Magnetisierung bezeichnet.
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Abbildung 1: Aufhebung der spontanen Magnetisierung bei T' = T¢

Wie man an Abbildung 1 erkennt, existiert eine sogenannte kritische Temperatur Te
oberhalb derer keine spontane Magnetisierung mehr auftritt. Unterhalb der kritischen
Temperatur gilt M (H = 0) = £Mg. Man bezeichnet die spontane Magnetisierung auch
als Ordnungparameter des Systems, da das Spinensemble offensichtlich bei Mg = 0 keine
innere Ordnung mehr aufweist. Der Ubergang von einem geordneten System zu einem
ungeordneten und andersherum ist zweifelsohne von groffem physikalischen Interesse.
Speziell fir Temperaturen in der Nahe der kritischen konnen interessante Figenschaf-
ten thermodynamischer Grofien festgestellt werden, wie im folgenden Abschnitt genauer
ausgefiihrt werden soll.

1.3 Skalierungsverhalten am kritischen Punkt

Wir wollen die Abhéngigkeiten physikalischer Grofien von der sogenannten reduzierten

Temperatur € := T;TC betrachten. Man findet folgendes asymptotisches Verhalten ther-

C
modynamischer Grofien:

e Wirmekapazitiat: Cy = T (gQTC;)HfO ~ (€)= @) fiir T > To; H = 0.

e Suszeptibilitat: XT = — (%)H—O ~ (xe)™" ) fiir T 2 T, H = 0.

e Kritische Isotherme: H ~ M? fir T = T¢.

e Ordnungsparameter: M (H =0) = _g%H:O ~ (—e)? fiir T < Tc.
Die Tilde sei dabei die Notation fiir eine asymptotische Anndherung bis auf einen kon-
stanten Faktor. Die hier auftretenden Exponenten a,',~,... werden als kritische Ez-
ponenten bezeichnet. Offensichtlich ist es von grolem Interesse Relationen zwischen den
Exponenten zu ermitteln, welche dann experimentell iiberpriift werden kénnen. Wie man
erkennt, koénnen alle oben aufgefiithrten thermodynamischen Grofien aus dem Gibbsschen



Potential hergeleitet werden. Unter der Annahme, dass das Gibbssche Potential eine ver-
allgemeinerte homogene Funktion in € und A ist, also dass

G(\%, \°h) = AG(e, h), (4)

konnen folgende Relationen aufgestellt werden:

a+28+vy=(>)2 <+ Rushbrooke-Ungleichung (5)
a+pB(1+0)=(>)2 < Griffiths-Ungleichung (6)
v=(>)B0—-1) < Widom-Ungleichung (7)

o = (>)a; (8)

v =1 (9)

Diese Gleichungen haben ohne die Annahme der Homogenitéit herleitbare Analoga in
Form von Ungleichungen (siehe Klammern). Die entsprechenden Namen sind jeweils hin-
ter den Gleichungen notiert. Die Annahme der Homogenitédt des Gibbsschen Potentials
kann im Rahmen der Kadanoff-Blockspin-Konstruktion im Detail motiviert werden. Wei-
tere wichtige Groflen, welche im Rahmen der Blockspin-Konstruktion behandelt werden
koénnen, und die ein Skalierungsverhalten in der Néhe des kritischen Punktes aufweisen
sind die Spin-Spin-Paarkorrelation und die zugeordnete Korrelationsldnge. Mit Hilfe des
in (2) eingefiihrten Wahrscheinlichkeitsmafles kann die Korrelationsfunktion zwischen
zwel Spins wie folgt definiert werden:

D(r,e) = (sis;) — (s)% si; = s(Ry/5) mit r = |Ri;Rj| (Homogenitéat!) (10)

a : Gitterkonstante (11)

Aufgrund der Annahme eines homogenen und isotropen Systems ist die Korrelations-
funktion als Funktion des auf die Gitterkonstante normierten Abstands wohldefiniert.
Die klassische Ornstein-Zernike- Theorie sagt in der Nahe des kritischen Punktes folgende
funktionale Form voraus:

T(r, e) ~ pOM. (12)
r
Hier beschreibt die Grofle £(e) die Breite der Exponentialfunktion und damit die Reich-
weite der Korrelation und wird als Korrelationslinge bezeichnet. Auch die Korrelations-
funktion bzw. Lange weisen in der N&he des kritischen Punktes ein Skalierungsverhalten
mit zugeordneten kritischen Exponenten auf:

e Korrelationslinge: £~ (Le)™V V) fiir T 2Te;H=0 =¢(T) T—T> 00.
—lc

e Korrelationsfunktion (in Dimension d): I'(r,e =0) = 7"1_++77 fir H =0.

Zu beachten ist die Divergenz der Korrelationslange am kritischen Punkt, welche auch
anschaulich klar ist, da an diesem Punkt durch Korrelationen ein ungeordnetes System
in ein langreichweitig geordnetes iibergeht. In den folgenden Abschnitten soll auch fiir
die Korrelationsfunktion I" eine Homogenitdtsannahme im Detail motiviert werden, und
so Relationen zwischen den Exponenten 7, v,v/ ermittelt werden.



2 Die Kadanoff-Blockspin-ldee

2.1 Das heuristische Argument

Nachdem in den vorigen Abschnitten die notwendigen Grundlagen und Definitionen wie-
derholt wurden, kommen wir nun zur Blockspin-Idee und zu den daraus folgenden Resul-
taten. Um die Blockspin-Idee zu motivieren ist es hilfreich die wichtigen Eigenschaften
des Spin-Systems in der Ndhe des kritischen Punktes zu betrachten.
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Abbildung 2: Links: Isingsystem am kritischen Punkt; Rechts: Blockspin-Konstruktion
[5],[3]

In Abbildung 2 ist eine typische Spinkonfiguration fiir ein zweidimensionales Isingsys-
tem in der Nédhe des kritischen Punktes zu sehen. Ein dhnliches Bild reproduziert sich
qualitativ auf allen Skalen, die hinreichend grofler als der Gitterabstand sind. Durch die
divergierende Korrelationsldnge werden die natiirlichen Skalen des Systems aufgehoben
und man spricht im statistischen Sinne von einem skaleninvarianten System.

Die zweite wichtige Eigenschaft, welche in Abbildung 2 sichtbar wird, ist die Clusterbil-
dung, welche ebenfalls auf die divergierende Korrelationsldnge zuriickzufithren ist. Diese
Cluster bilden sich auf allen Skalen und es ist je nach Skala nicht mehr zu unterscheiden
zwischen Clustern von Einzelspins oder Clustern von Bldcken von Spins. Ein Blockspin
lasst sich zum Beispiel wie in Abbildung 2 (rechts) ersichtlich konstruieren. In dieser
Konstruktion enthélt ein Blockspin offensichtlich L Einzelspins. Die oben aufgefiihrten
Eigenschaften des Isingsystems in der Ndhe des kritischen Punktes fiihrten Kadanoff zur
folgenden fundamentalen Annahme:

In der Nahe des kritischen Punktes verhilt sich ein Blockspin der Lange
a < La < £ wie ein Isingspin.



Diese Annahme bedeutet insbesondere, dass sich im Blockspin-Bild (im Folgenden sind
Groflen im Blockspin-Bild stehts mit einer Tilde gekennzeichnet) eine Hamiltonfunkti-
on H von der gleichen funktionalen Form wie die Hamiltonfunktion im Isingspin-Bild
schreiben l&sst:

BH=-T > sasz—hY_ sa. (13)
{e,8) a=1

Dabei sind offensichtlich die Konstanten J,h anzupassen. Mathematisch ist die Zu-
sammenfassung mehrerer Spins im zweiten Summanden trivial und auch ohne die oben
genannte Annahme mdoglich. Die Annahme, dass sich Blockspins s, wie Isingspins ver-
halten, geht in der Vernachlassigung nichtlinearer Terme im ersten Summanden ein.
Durch die divergierende Korrelationsldnge am kritischen Punkt kénnen die Details der
Wechselwirkungen von Spins untereinander innerhalb eines Blockspins vernachléssigt
werden.

2.2 Anwendungen

Wie oben erwahnt, kann die Blockspin-Konstruktion insbesondere verwendet werden,
um zu zeigen, dass sich das Gibbssche Potential G(e, h) und die Korrelationsfunktion
I'(r, €) wie verallgemeinerte homogene Funktionen verhalten. Dies soll im Folgenden im
Detail ausgefithrt werden.

2.2.1 Das Gibbssche Potential

Wir betrachten das Gibbssche Potential pro Blockspin (§(e, k)) und nehmen an, dass sich
auch fiir dieses Potential die funktionale Form durch den Ubergang in das Blockspin-Bild
nicht &ndert:

gle,h) = g(&h). (14)

Um das Gibbssche Potential pro Blockspin mit dem entsprechenden Potential pro Ising-
spin in Verbindung zu bringen, lasst sich ausnutzen, dass es sich hier um eine extensive
Grofle handelt, woraus sofort folgt:

gle,h) = g(&.h) = Lg(e, h). (15)

Zu bestimmen sind nun die Transformationen € <> € und h < h. Da die Transformationen
nur von der Skalierung L abhéngen diirfen und € - 0 < € — 0 sowie h - 0 < h — 0
erfillt sein miissen, wird folgender Ansatz gewéhlt:



Fiir die Funktionen p(L) und f(L) kann nun eine sehr einfache Funktionalgleichung
aufgestellt werden. Hierzu nutzt man aus, dass eine zweifache Reskalierung (mit L und
mit M) folgende Relationen liefert:

(LM)?g(e, h) = g(p(L)p(M)e, f(L)f(M)h) = g(p(LM)e, f(LM)h)

= p(LM) = p(L)p(M)  f(LM) = f(L)f(M).

Zusammen mit der Nebenbedingung p(1) = f(1) = 1 sind dies l6sbare Funktionalglei-
chungen, aus denen

p(L) =LY fL)y=L"  (z,y) eR? (18)
folgt. Einsetzen in Gleichung (15) liefert dann die Homogenitétsrelation fiir G(e, h):
G\, \h) = AG(e,h) mit A :=L¢ a= % b= g (19)

Als Einschrankung bleibt die oben genannte Bedingung a < La < £ zu beachten, welche
aber auf Grund der divergierenden Korrelationslédnge fiir fast alle L erfiillt ist.

2.2.2 Die Korrelationsfunktion

Auch die Paarkorrelationsfunktion soll nun im Blockspin-Bild dargestellt werden. Auch
hier wird wieder im Geiste der zentralen Annahme folgender Ansatz gewéhlt:
IRo — Rg| T

La L
Der Zusammenhang zwischen 7 und r ergibt sich sofort aus geometrischen Uberlegungen.
Gesucht ist nun der Zusammenhang zwischen T'(r, €) = I'(7, &) und T'(r, €). Hierzu fithren
wir folgende Normierung ein:

T(r,e) = I(7, &) = (Sas3) — (3)? mit 7 = (20)

L™y s = Asy. (21)
1€
Dabei kann die Normierungskonstante A folgendermafien bestimmt werden:
tha_hZZs,_hLdAZsa~:> A=L""1 (22)
a ica h=L*h

Hier wurde ausgenutzt, dass der Energiebeitrag durch das duflere Magnetfeld in bei-
den Bildern gleich sein muss, ebenso wie der bereits bekannte Zusammenhang zwischen
h und h. Die Summation im Index a liuft iiber alle Blockspins, im Index i iiber alle
Isingspins. Mit Hilfe der Normierung (21) kénnen nun die in der Definition der Kor-
relationsfunktionen auftretenden statistischen Mittelwerte miteinander in Verbindung
gebracht werden:

(5)° = <L DX Sz> = L7200 (s)? (23)
(SaSB) LQxZZ (sisj) (o= d)(szsj). (24)



Eingesetzt in die Korrelationsfunktionen ergibt sich damit der Zusammenhang;:
(7€) = F(%, LVe) = L72==DD(r ¢), (25)

womit gezeigt ist, dass auch die Korrelationsfunktion im Rahmen der Kadanoff-Blockspin-
Konstruktion unter der Einschrankung a < La < £ eine homogene Funktion ist. Es gilt
nach einfachen Ersetzungen:

. (e 1 Y
(ATr, A\V€) (r,€) mi .q ) v e (26)

2.2.3 Folgerungen fiir die kritischen Exponenten

Aus der Tatsache, dass sich das Gibbssche Potential und die Korrelationsfunktion wie
verallgemeinerte homogene Funktionen verhalten, lassen sich nun wie bereits erwahnt
Zusammenhéange zwischen den kritischen Exponenten herleiten. Das Prinzip soll hier an
den beiden kritischen Exponenten £ und v gezeigt werden. Diese waren definiert iiber

/ 1
~ v () fi : ~—
& ~ (Le) fir T =2 Te; T(r,e) pr (27)
Einsetzen von € = 0; A\ = 29 in Gleichung (26) liefert:
I(r,0) = r?@=9D(1,0). = d — 3+ n = —2(z — d). (28)

Setzt man A = (%e)2(*=D/¥ in Gleichung (26) ein, so liefert dies zusammen mit der
Ornstein-Zernike Formel:

v=v =—. (29)

In sehr dhnlicher Weise kénnen aus der Homogenitdt des Gibbsschen Potentials Zusam-
menhénge zwischen z,y und den kritischen Exponenten «, (5, 7, § hergeleitet werden.
Diese fithren zum einen auf die bereits erwdhnten Gleichungen (6)-(9), zum anderen
kombiniert mit (28) und (29) auf die Identitét

-1 B dry
A5 =120 = (g (30

welche ein exaktes Analogon in Form der Buckingham-Gunton-Ungleichungen hat.
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