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1. Vorbereitung

Das Ising-Modell stellt eine Vereinfachung des Heisenberg-Modells dar und beschreibt
den Ferromagnetismus in Festkorpern. Die Vereinfachungen bestehen zum Beispiel dar-
in, dass die Spins nur zwei Werte (up oder down) annehmen kénnen, sowie diskret an fest
lokalisierten Stellen im Gitter vorkommen. Insbesondere tritt bei einer Betrachtung des
Modells in zwei Dimensionen eine kritischer Temperatur auf, bei welcher sich das ma-
kroskopische Verhalten des gesamten Systems kollektiv verdndert. Dies ist zum Beispiel
anhand der Warmekapazitdt C' oder der Suszeptibilitdt y messbar. Die analytische Be-
rechnung der Zustandssumme des zweidimensionalen Ising-Modells konnte etwa 20 Jahre
nach Aufstellung des Problems durch E. Ising (1925) von L. Onsager (1944) durchgefiihrt
werden, wobei dieser Losungsweg recht kompliziert ist und im Folgenden noch vereinfacht
werden konnte.

In diesem Vortrag soll durch die Blockspin-Konstruktion nach Kadanoff die Theorie
der Renormierungsgruppen angewandt werden, um die Zustandssumme rekursiv zu Be-
rechnen. Danach lassen sich die kritische Temperatur wie auch die kritischen Exponenten
naherungsweise auf einfache Art und Weise ausrechnen. Die Vorgehensweise ist dem Ar-
tikel ,, Teaching the renormalization group” von Kadanoff und Maris [1] angelehnt.

2. Ising-Modell

Beim Ising-Modell sind die Spins s; auf einem d-dimensionalen symmetrischen Gitter
angeordnet und konnen nur die Werte —1 (down) und +1 (up) annehmen. Der reduzierte
Hamiltonoperator sieht dann wie folgt aus:

BHZ-K;spsq—th:sp, 5:]{:}3—T,
P.q

mit der Boltzmann-Konstanten kg und der Kopplung

J

K="
ksT

= pJ,

welche invers von der Temperatur abhéangt. Falls es eine kritische Temperatur T, gibt,
wird sich diese auch in K ausdriicken. Unter Vernachléssigung eines externen Magnetfel-
des, h = 0, gibt die Kopplungskonstante .J > 0 den Beitrag eines beliebigen Zustandes
n

E,=-J Z SpSq,
(p.a)

zur Gesamtenergie E des Systems an. Benachbarte Spins (p, ¢) mit gleichem Vorzeichen
tragen dann mit —J zur Gesamtenergie bei, Spins mit unterschiedlichem Vorzeichen
dagegen mit +.J.

Die Zustandssumme Z ergibt sich dann iiber die Spur aller moglichen Zusténde im
kanonischen Ensemble

7 — Sp(e_ﬂH) _ Z e BXnEn — Z o 2Xp,q) 5954
s==41 s=*1



und die Wahrscheinlichkeit einen Zustand des Systems mit der Energie E, anzutreffen
ist dann gegeben durch

Aus der Zustandssumme Z = Z(N, K) lasst sich dann das thermodynamische Potential
des kanonischen Ensembles, die Freie Energie

F(N,K) = —kgTIn Z(N, K),

bestimmen. Mit Hilfe des thermodynamischen Potentials kénnen diverse makroskopische
Eigenschaften (z.B. die Magnetisierung M) des Systems bestimmt werden. Ziel der fol-
genden Untersuchung ist es also, die Zustandssumme fiir das Ising-Modell zu berechnen.
Dies konnte fiir 1D und fiir 2D bereits analytisch durchgefiihrt werden:

e 1D (E. Ising 1925) [2]:

Z(N,K) = (2cosh K)V (1)
e 2D (L. Onsager 1944) [3]:
Z(N,K) = (2cosh(2K)e’)" | 2)
=L Trd 1 1(1+\/1— 25in? )
= o pln 5 K“sin“ @) |,
0
_, sinh(2K)
~ “cosh?(2K)’

3. Renormierungsgruppe

Mit Hilfe der Renormierungsgruppe soll die Berechnung nun ndherungsweise durchgefiihrt
werden. Hier wird die Blockspin-Eigenschaft des Ising-Modells ausgenutzt, welche im
vorherigen Vortrag vorgestellt wurde. Zunéchst soll dies anschaulich fiir 1D geschehen
um dann auf 2D iibertragen werden zu kénnen.

3.1. 1D-Ising-Modell

3.1.1. Bestimmung der Renormierungsgleichung

Abbildung 1: 1D-Ising-Modell

Im eindimensionalen Fall kann das Ising-Modell, wie in Abbildung [1| gezeigt, als Kette
von N aquidistant lokalisierten Spins p = 1,..., N aufgefasst werden. Die Zustandssum-
me

Z = Z exp <K23p3p+1> = Z HeK'SpSp+1
P

sp==%1 sp=%x1 p



8.1 1D-Ising-Modell

wird nun ausgewertet, indem Blockspins gebildet werden:

7 — E HeK'spsp-‘rl _ E : oK (ts1satsasstsasatsasst)

sp=%1 p sp==%1
- Z ... oK (s152+5283) K (sasatsass) .. (3)
sp==%1

In wurden nun Blockspins fiir die Spins mit geradem Index gebildet. Eine Auswertung
iiber die Moglichen Spinkonfigurationen ergibt z.B. bei ss:

Z eK(8182+3283) _ Z (eK(s1+53)+efK(s1+ss))‘ (4)

sp==%£1 sp==%1

Dies wird so nun fiir alle geraden Indizes durchgefiihrt und es ergibt sich:

— Z (eK(81+83) + e—K(81+83)) : (eK(83+85) + e—K(83+85)) cee (5)
sp==%£1

Blockspin-Hypothese: Nun fasst man die Spins mit ungeradem Index um die bereits
ausgewerteten Spins mit geradem Index wieder in einen Anteil zur Zustandssumme so
zusammen, dass sich nach der Skalierung um den Faktor 2 (da jeder zweite Spin be-
reits ausgefithrt wurde) skaleninvariant die ndchst grofere Skala eine neue Zustands-
summe ergibt. Zu dieser tragen nur noch Spins mit ungeradem Index bei, wobei hier ein
modifizierter Vorfaktor f(K) und eine modifizierte Kopplung K’ benotigt wird. Diese
Blockspin-Hypothese fiihrt nun fiir den Blockspin um so in auf die folgende Glei-
chung:

eK(sl+s3) +efK(S1+83) _ f(K)eK’LﬂSS' (6)

Diese Gleichung kann universell fiir alle Spins mit geradem Index aufgestellt werden und
soll nun exemplarisch fiir die méglichen Einstellungen von s; und s3 gelost werden. Es
gibt hier 2 x 2 = 4 verschiedene Moglichkeiten die Spins einzustellen, wobei sich dies
aufgrund einer einfachen Symmetrietiberlegung direkt auf 2 Mdoglichkeiten runterbricht,
gleichartige oder unterschiedliche Spineinstellung von s; und s3 in @:
e2K +e—2K _ f(K)eKl,
2= f(K)e X

Diese Gleichungen kénnen noch entkoppelt werden indem die erste durch die zweite
Gleichung geteilt wird:

2cosh(2K) f(K)eX oK ,  In(cosh(2K))
2 f(K)e K = s K= 2 ’ "

bzw. multipliziert wird:

4cosh(2K) = f2(K)e® = f(K) = 2y/cosh(2K). (8)

Mit Hilfe dieser Gleichungen und der Tatsache, dass sie fiir alle Spins gelten, kann in die
Zustandssumme mit ¢ = 1,3, ... nun wie folgt ausgedriickt werden:

Z= 37 e JURE I () %
sq==%1

= f(K)N/2 Z eK’(,.-+8183+3355+,“).
Sq::t].




8.1 1D-Ising-Modell

Die Zustandssumme wurde nun auf eine weitere Zustandssumme der selben Form renor-
miert, welche nur noch die Hélfte der Gitterpunkte (alle mit ungeradem Index) enthélt.
Dies ldsst sich auch durch folgende Funktionalgleichung fiir die Zustandssumme Z(N, K)
ausdriicken:

Z(N, K) = f(K)N2Z(N/2, K). (9)

Da die Freie Energie F eine in der Teilchenzahl extensive Grofe ist, also F' oc N kann die
Zustandssumme in Abhéngigkeit einer Proportionalitidtskonstanten ((K) gewihlt wer-
den:

InZ(N,K) = N((K).
Wenn wir hier obige Funktionalgleichung einsetzen erhalten wir
N N 1
InZ(N,K) = Elnf(K) +InZ(N/2,K") = Elnf(K) + 5(([(') = N((K)

_ I f(K) | ()

& ((K) 5 5

bzw. mit :

(10)

C(K') = 2¢(K) — In(2y/cosh(2K)). (11)

Die Gleichungen und bilden nun eine Rekursion, die es erlaubt, bei gegebenen
Startwerten, die weiteren Werte von K’ und ((K) zu berechnen. Physikalisch stellt sich
also nur noch das Problem, dass die Startwerte der Rekursion ermittelt werden miissen.
Da immer unter den Werten von K’ = K bleibt, strebt die Rekursion als stabilen
Fixpunkt den Wert K* = 0 an, ausgehend von groferen Startwerten. Am einfachsten
lassen sich physikalisch jedoch die Startwerte fiir kleine K = 0 finden, da hier grofie
Temperaturen 7" herrschen und die Spineinstellungen dort erwartungsgeméf gleich ver-
teilt sein sollten, also Z = 2V mogliche Zustinde existieren, da jeder Zustand gleich
wahrscheinlich ist.

Daher ist nun eine Formulierung gesucht, in der die Rekursion anwachst, sodass mit
einem kleinen Startwert beginnend alle weiteren Punkte berechnet werden kénnen. Dazu
wird Gleichung nach K gelost und in eingesetzt:

acosh(e2K")

K = 2cohle) (12
C(K) = %m [2\/cosh (acosh(e2K")) | + %C(K’)
1 1,1,
= 2+ DK+ oK), (13)

Diese Gleichung ist nun eine in K steigende Rekursion und man kann mit kleinen Start-
werten beginnend die Rekursion ausfithren. So werden hier K = 0,01 und nach vorheriger
Uberlegung Z = 2V als Startwerte genutzt. Es folgt dann N¢ =InZ = In(2¥) = N1In2
und die Rekursion kann aufsteigend nach folgendem Schema durchgefiihrt werden:
K' =001 = ((K'=001)~In2
)
acosh(e2K")

K== (14)

K =K

1 1 1
C(K') = g2+ K + S¢(K).



8.1 1D-Ising-Modell

Ein entsprechender Code in C++ ist im Anhang [A] aufgefiihrt.

3.1.2. Numerische Ergebnisse

Nun koénnen die Werte in jedem Rekursionsschritt ausgegeben werden und der Schlei-
fendurchlauf weiter bei fortgefithrt werden. So kann man rekursiv Werte fiir ((K)
erhalten, wie in Tabelle[l|mit dem C++-Programm berechnet und mit den exakten Werten

1
Cezakt = N In Zepart(K) = In(2 cosh K)

verglichen werden. Es fillt auf, dass mit zunehmender Rekursion die Abweichung vom

Tabelle 1: Vergleich der durch Renormierung bestimmten Werte fiir ¢ mit den analytisch
exakt berechneten.

K Cren (K) Cexakt(K) Abweichung
0.010000 In2 0.693197 0.999928
0.100334 0.698147 0.698172 0.999964
0.327447 0.745814  0.745827 0.999983
0.636247 0.883204 0.883210 0.999993
0.972710 1.106299 1.106302 0.999997
1.316710 1.386078  1.386080 0.999999
1.662637 1.697968  1.697968 1.000000
2.009049 2.026876 2.026877 1.000000
2.355582  2.364536  2.364536 1.000000
2.702146 2.706633 2.706633 1.000000

exakten Wert verschwindend gering wird. Dies kann man in leicht nachweisen, da

acosh(z) =In(z + Va2 —1) 2 In(2z)

2K

gilt und mit z = e2X’ gilt also, da die e-Funktion monoton steigend ist:

: / In(2e?%") 1

1
5 acosh(e 5 5

In Abbildung [2]ist der Rekursionsweg der in Tabelle [I| bestimmten Werte eingezeichnet.
Beginnend von den Startwerten wird anhand von K’ der Wert fiir K berechnet. Dann
wird im nédchsten Schritt K’ := K gesetzt und neu K berechnet. Man sicht, dass die
Werte fiir K bei groken K’ einfach zwischen der Asymptoten und der spiegelnden Achse
in gleichen Absténden berechnet werden. Dies geschieht schon bei sehr kleinen K', das
Rekursionsverfahren scheint schon nach wenigen Schritten zu konvergieren. Der Fluss
dieses Rekursionsschemas ist in Abbildung gegeben. Hier werden die Fixpunkteﬂ K*=0
und K* = oo ersichtlich.

Die Fixpunkte in diesem Fall sind K/ = K* = 0 und K’ = K* = oo, wobei ersterer
(entspricht 7" — oo) instabil ist, daher alle Fliisse ins unendliche streben, es wird also kein

*

!An einem Fixpunkt z* eines Flusses f(z) gilt f(z*) = z*.



3.2 2D-Ising-Modell
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acosh(exp(2 K"))/2
K' x

12 + Asymptote .

08 - 7

06 | .

0.2 0.4 0.6 0.8 1
K

Abbildung 2: Trajektorie nach Abbildungsforschrift mit nach Tabelle [1| erfolgter
Rekursion. Die Gerade zeigt die Asymptote .

stabiler, endlicher Fixpunkt angelaufen. Dies ist auch klar, da die Steigung von K(K')
fiir alle K’ grofer als 1 ist:

dK 2K’
__° >1 VK’ >0.

dK’ VedK' 1 T

Das bedeutet, dass der Wert im folgenden Rekursionsschritt immer grofser sein wird, als
der im Vorherigen, K’ also streng monoton steigt, wie der Fluss in Abbildung |3 zeigt.

Abbildung 3: Fluss im 1D-Ising-Modell. Quelle: |1]

3.2. 2D-Ising-Modell
3.2.1. Berechnung der Zustandssumme mittels Renormierung

Die Vorgehensweise im 2D-Ising-Modell ist weitgehend &hnlich zum eindimensionalen.
Es wird ein Gitter mit N x N dquidistanten Gitterpunkten betrachtet. In Abbildung [4h)
ist ein solches Gitter gegeben. Es wird vorgegangen wie im eindimensionalen, so werden
zunéchst Blockspins um die schwarzen Spins (mit den griechischen Indizes v, 3, . . .) gebil-
det. Das Gitter wird also um den Faktor v/2 skaliert, wobei die Anzahl der Spins halbiert
wird. Zunachst muss wieder die Zustandssumme in eine Funktionalgleichung mit diesen



3.2 2D-Ising-Modell

Abbildung 4: Blockspin Bildung der schwarzen Spins im zweidimensionalen Gitter.

Blockspins iiberfiihrt werden. Hierzu werden beispielhaft die Spins um s, in Abbildung
4p) zu einem Blockspin gebildet, der Beitrag zur Summe Energie an s, ist:

§ ’ eK(51+32+53+s4)+e—K(sl+52+33+54).
sp==%1

Fiir diesen Beitrag versuchen wir zunéchst wieder eine linearisierte Gleichung zu finden,
dazu wahlen wir den Ansatz:

oK (s1t+s2+s3+s4) + o~ K(s1+sa+s3+s4)

1
= fexp <2K1(8182 + s283 + s354) + Ka(s153 + s254) + K381828384) ,

welcher die benachbarten Spins um s, beriicksichtigt. Aus Abbildung ) ist das Produkt
der diagonal benachbarten Spins fiir den Beitrag zu K7 in rot eingezeichnet, das Produkt
der iibernéchsten Nachbarn zu K5 in orange und das Produkt aller um s, benachbarter
Spins fiir K3 in blau. Nun kénnen {iber alle 16 Moglichkeiten der Spinkonfiguration aus
Symmetriegriinden vier Gleichungen gefunden werden:

e Alle Spins gleich:

4K+

[§]

ef4K _ fe2K1+2K2+K3’

e s; = s3 und sy = s4 unterschiedlich:

_ —2K1+2K2+K;
2= fe 1 2K

e cin Spin= +1 und drei Spins= F1:

e2K _’_ef2K — feiKS,

e s; = so und s3 = s4 unterschiedlich:

2 = fe 2Matka,



3.2 2D-Ising-Modell

Diese Gleichungen lassen sich wieder wie zuvor 16sen und es ergibt sich:
1
K, = 1 In(cosh(4K)),
Ky = — In(cosh(4K)),

Ky =

| — ool -

In(cosh(4K)) — %ln(cosh@f()).

Jedoch ldsst sich hier keine Funktionalgleichung der Form von Gleichung @D aufstellen.
Ein Ansatz, hier Ko = 0 und K3 = 0 zu setzen, reproduziert eine zur 1D Losung qualitativ
gleichwertige Losung mit

F(K) = 2(cosh(2K))"/?(cosh(4K)) /5. (16)

Ein weiterer Ansatz ist es, hier die nichtlinearen Anteile von K3 zu vernachléssigen, da
der K5 Term die iiberndchsten Nachbarn mit einschlieftt. Falls nun K5 = 0 gesetzt wird,
kann die Energie des Blockspin-Systems fiir den Zustand angegeben werden, in welchem
alle Spins gleich ausgerichtet sind:

E =—-NkpTK; — NkpTK>.

Dieses Energiegleichgewicht zwischen den néchste Nachbarn und iibernéchste Nachbarn
Termen motiviert die folgende Kopplung einzufiihren:

K' =K+ Ky = gln(cosh(ZlK)). (17)
Nun ergibt sich wieder die vorherige Funktionalgleichung
Z(N,K) = f(K)N?Z(N/2,K), (18)
wobei fiir f(K) wie oben gilt:
F(K) = 2(cosh(2K))"/?(cosh(4K))/®.
Daraus folgt dann wieder unter Beriicksichtigung der Extensivitit der freien Energie:
C(K'") = 2¢(K) — In[2(cosh(2K))"/?(cosh(4K)) /8] (19)

In Abbildung |§| ist eingezeichnet. Man erkennt, dass eine rekursive Abbildung, ge-
spiegelt an der Diagonalen, immer gegen die stabilen Fixpunkte K* = 0 und K* = oo
geht. Der Fluss ist in Abbildung gezeigt, der Schnittpunkt von K (K’) mit der Diagona-
len ist also ein instabiler Fixpunkt K* = K. Durch Berechnung der Umkehrfunktion von

x
K

K=0 KC K=o00

Abbildung 5: Fluss im 2D Ising Modell. Quelle: [1]

(17) muss nun der Fluss immer diesem dann stabilen Fixpunkt zulaufen. Eine rekursive
Berechnung analog zum 1D Modell ergibt fiir die kritische Temperatur dann:

K. =0,506981....



3.2 2D-Ising-Modell

Andererseits kann natiirlich auch durch andere numerische Verfahren der Schnittpunkt
der beiden Graphen anhand von berechnet werden. Ein weiteres Verfahren der Lo-
sung umschlieft eine andere Wahl der Kopplungskonstanten. Einerseits lasst sich der
Anteil von K3 mit einbeziehen um den Wert fiir K. verbessern, andererseits kann durch
geschickte Wahl von K’ eine analytische Losung erreichen, welche jedoch relativ ungenau
bleibt (siehe z.B. [4]).

1.4

3/8 In(cosh(4 K')) ——

121 A

0.6 + P B
0.4 | - E

02 g ]

Abbildung 6: Trajektorie der Abbildungsvorschrift .

acosh(exp(8/§ K"))/4
K

*

Abbildung 7: Rekursion zum kritischen Punkt K, durch Bildung der Umkehrfunktion
von ([17).

10



3.2 2D-Ising-Modell

3.2.2. Kiritische Exponenten

Im vorherigen Abschnitt konnte gezeigt werden, dass
das zweidimensionale Ising Modell eine kritische Tem-
peratur aufweist. An diesem kritischen Punkt ist die
Skaleninvarianz gegeben und man kann sehen, wie
sich makroskopische Grofen édndern. In den vorhe- - .
rigen Vortragen wurden die kritischen Exponenten
betrachtet und beispielhaft anhand der spezifischen
Wairme untersucht, Abbildung [§] zeigt diese nach der
analytischen Losung, welche ein logarithmisches Di-
vergenzverhalten aufweist:

SPECIFIC HEAT

:
dU K dU o L
E———— 0 1 2 3 4

“dar - TdK’
TEMPERATURE

C

Die innere Energie ist gegeben als:
Abbildung 8: Spezifische =~ Wéarme
U= k;BT2dan — Jdan. des 2D Ising Modells.

dr dK Quelle [1]
Es folgt dann fiir die spezifische Warme:

T dK dK ) T dK? T dK?’
Es wird erwartet, dass die spezifische Wéarme C' an K. eine Singularitit aufweist. In der

zweiten Ableitung von ¢ muss also ein divergierender Term vorhanden sein. Da keine
analytische Form fiir { existiert, motiviert dies den Ansatz:

C(K) ~ al K — K[>, (20)

_ Kd< Jdan)_KJdZInZ_KJ d?¢

wobei der Exponent 2 — « die Singularitét bei einer Entwicklung in der zweiten Ableitung
gewéhrleistet. Nun kann (17)) um K. in erster Ordnung entwickelt werden:

dK’
K' =K, + (K - K,) —

dK ’ (21)

K=K,

sowie auch ((K’) aus wegen (20)):
C(K") = 2¢(K) — In[2(cosh(2K))Y? (cosh(4K)) /8] ~ 2a|K — K >~

sowie auch auf der linken Seite:
22—«
dK’

(K~ al i~ e o

(K - Kc)

K=K,

Wenn nun die linke und rechte Seite von jeweils am kritischen Punkt in erster
Ordnung entwickelt wurden, so ergibt sich:

dK' >
a|lK — K> =— = 2a|K — K *7°,
dK | g
dK' >~
s 2= .
dK | g

11



Und es folgt direkt fiir den kritischen Exponenten «:

In2

dK’

a=2-—
h’lﬁ

K=K,

Die Ableitung von lasst sich leicht bilden:

dK’" 3
= — tanh(4K
dK 2 ta‘n ( )7
womit dann mithilfe des bereits ermittelten K. der kritische Exponent berechnet werden

kann:

a=0131....

4. Zusammenfassung

4.1. 1D und 2D Ising Modell

Die Berechnung der Zustandssumme durch die Renormierung konnte im eindimensionalen
Fall das analytische Ergebnis exakt auflosen, die einzige Ungenauigkeit hier bestand
in der Ungenauigkeit der Anfangsbedingungen. Die Berechnung kann hier jedoch den
numerischen Aufwand sehr gering halten, da die Losung wie in Tabelle [Ijund Abbildung
gezeigt sehr schnell divergiert.

Im zweidimensionalen Fall konnte das Verhalten durch geschickte Wahl der Kopplung
qualitativ nachvollzogen werden, eine kritische Temperatur konnte wie erwartet gefun-
den werden, wobei die Abweichung vom Wert K. = 0,506981 ... aus der analytischen
Losung von Onsager (12) gering ist und durch geschicktere Wahl der Kopplung K’ unter
Beriicksichtigung des nichtlinearen Anteils weiter optimiert werden kann.

4.2. Verwandschaft zur logistischen Gleichung

Die Renormierung lésst sich in vielen anderen Bereichen der Physik anwenden. Exempla-
risch sei hier die Berechnung der Feigenbaum-Konstanten nach [5] herausgegriffen. Der
Ansatz Feigenbaums [6], die logistische Gleichung

Tnt1 = f(zn) = rep(l — xy,), (22)

oder spéater verallgemeinert alle eindimensionalen Abbildungen, welche Periodenverdopp-
lung hervorrufen, einzuordnen und den Weg ins Chaos so zu klassifizieren ist, auch wieder
durch eine Renormierung gegeben. Dabei spielt die logistische Gleichung die Rolle
der zu bestimmenden Zustandssumme. Bei einem kritischen Wert, beim Ising Modell K,
andert sich das makroskopische Verhalten massiv, der kritische Wert ist durch ro, gege-
ben, wobei r, die Werte von r aus sind, bei denen Periodenverdopplung vorliegt.
Demzufolge ist r, wie folgt definiert:
Too = limM M.
n—oo Tn+1 — ’I"n
Das makroskopische Verhalten lieff sich beim Ising Modell unter anderem anhand der
spezifischen Warme beobachten und aus der Losung ablesen. Genauso zeigt der Ljapunov-
Exponent A dieses Verhalten, da bei r > ro, der Ljapunov-Exponent negativ wird, was

12



4.8  Ausblick

chaotisches Verhalten bedeutetE]. Die Periodenverdopplung der Losungen der logistischen
Gleichung lassen sich durch den Periodenverdopplungsoperator T'(f) darstellen, wobei
an einer kritischen Stelle

(") =1

gilt, was analog zum Verhalten der renormierten Zustandssumme an der Stelle K,
ist:

Z(N7 Kc) = f(Kc)N/2Z(N/27Kc)'

Die Periodenverdopplung spielt also die Rolle der Bildung von Blockspins im Ising-
Modell. Eine Tabelle der Gemeinsamkeiten von Phaseniibergdngen und Vorgidngen bei
Periodenverdopplung ist in |7] gegeben.

4.3. Ausblick

Die Renormierung erlaubt ein einfaches Konstrukt zum Lésen des ansonsten numerisch
sehr aufwandigen 2D Ising Modells. Diese Methode lésst sich auf beliebige Dimensionen
erweitern, sodass auch in 3D eine Zustandssumme und kritische Temperaturen berech-
net werden kénnen, wobei hier wieder physikalisch zweckméfig die Nichtlinearen Anteile
vernachléssigt werden miissen. Bisher gibt es die analytischen Lésungen nur fiir eindi-
mensionale und zweidimensionale Problemstellungen.

Im letzten Abschnitt wurde gesehen, dass die Renormierungsgruppentheorie weitere
Anwendungsgebiete besitzt. Man kann diese in Universalitdtsklassen einteilen. Da je-
doch in der Regel bei der Transformation, im Ising Modell von N auf N/2 Gitterpunkte
Information der nichtlinearen Anteile verloren geht, ist die Renormierungsgruppe im ei-
gentlichen Sinn eine Halbgruppe.

Ein weiteres, grofes Anwendungsfeld ist die Quantenfeldtheorie, in welcher es durch
Renormierung moglich ist, Divergenzen zu regularisieren.

A. Code zur Renormierung

Der folgende Code berechnet die Rekursion fiir das 1D Modell (auskommentiert 2D) und
ist in C++ geschrieben.

#include <stdio.h>
#include <math.h>

double zeta_exact(double k) ;
double zeta_ren(double k, double z_transf);
double K(double k);

int main(){

double k;
double z_transf;

2Der Ljapunov-Exponent ist definiert als GroRe, bei welcher Trajektorien mit einem geringen Abstand
dx der Initialbedingungen eine exponentielle Abweichung aufweisen, was typisch fiir chaotisches Ver-
halten ist.
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int i=0;

k = 0.01;
z_transf = log(2.0);

while((k < 3.0) && (i < 10)){
//AUSGABE (k,z_transf)

z_transf = zeta_ren(k,z_transf);

k = K(k);
i++;

}

return 0;

}
double zeta_exact(double k){
return log(2.0*cosh(k));
}
double K(double k){
return acosh(exp(2.0%k))/2.0; //2D: acosh(exp(8.0/3.0%k))/4.0
}
double zeta_ren(double k, double z_transf){
return log(2.0)/2.0 + k/2.0+z_transf/2.0;
//2D: z_transf/2.0+3.0/8.0%log(2.0)+log(exp(8.0*k/3.0)+1.0)/8.0+k/6.0
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