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1 Phasendiagramme

Thermodynamische Systeme treten oft in mehreren unterschiedlichen Phasen in Erschei-
nung. In den Projektionen des Zustandsraums, festgelegt durch die jeweilige Zustands-
funktion des Systems, lassen sich bestimmte Gebiete den verschiedenen Phasen zuordnen.

1.1 Das reale Gas

Das reale Gas, oder Gas-/Fliissigkeitssystem (G/F-
System), tritt im Allgemeinen in den Erscheinungsfor-
men fest, fliissig und gasférmig auf. In Abb. 1 sind
einige Isothermen des realen Gases in der p-V-Ebene
dargestellt. Unterhalb der sogenannten kritischen Tem-
peratur T, existiert ein Gebiet, in dessen Bereich die
Isothermen horizontal verlaufen. Dieses Gebiet wird als
Koexistenzgebiet bezeichnet, da die Zusténde innerhalb
dieses Bereiches dadurch realisiert sind, dass das Sys- . ‘ »
tem anteilig mit den Volumina (= Dichten) V, und Vy v, v, V
auf dem Rand des Gebietes auftritt. Vy;, und V}; ent-
sprechen hier den Volumina von Gas und Fliissigkeit.
Beim Durchlaufen der Isothermen T' < T, findet ein
Phaseniibergang erster Ordnung statt, da V = % (G:
freie Enthalpie) einen Sprung aufweist. Durch Erhohung der Temperatur bis T, gleichen
sich die Dichten von Gas und Fliissigkeit immer mehr aneinander an, bis kein Sprung
mehr auftritt. Auf der kritischen Isothermen T, endet das Koexistenzgebiet in einem
Scheitelpunkt: Dem kritischen Punkt (p., Ve, T;.). Dieser ist zudem ein Sattelpunkt der
kritischen Isothermen. Der Ubergang von Gas und Fliissigkeit vollzieht sich nun konti-
nuierlich. Oberhalb der kritischen Temperatur wird nicht mehr von zwei verschiedenen
Phasen Gas und Fliissigkeit, sondern von einer iiberkritischen Phase gesprochen.

Abb. 1: Isotherme in der p-V-
Ebene; Koexistenzgebiet



In der p-T-Ebene sind die Phasen durch Koexis-
tenzkurven getrennt (Abb. 2). Der Ubergang fest-
fliissig vollzieht sich im Uberschreiten der Schmelzkur-
ve, gasformige und feste Phase grenzen in der Sub-
limationskurve aneinander und Fliissigkeit und Gas
sind durch die Dampfdruckkurve getrennt. Den Schnitt-
punkt dieser drei Kurven bezeichnet man als Tripel-
punkt, da in diesem Zustand alle drei Phasen koexis-
tieren. Auftillig ist, dass die Dampfdruckkurve im kri-
tischen Punkt ein Ende hat, wihrend die Schmelzkurve
kein solches Ende besitzt.

In der V-T-Projektion des Koexistenzgebiets von Gas
und Fliissigkeit (Abb. 3) zeigt sich dann ein dem p-V-
Diagramm entsprechendes Gebiet, begrenzt durch die
Volumina von Gas und Fliissigkeit in Abh#ngigkeit von
der jeweiligen Temperatur.

1.2 Ferromagnetismus

Durch die Vertauschung der Zustandsvariablen V <
—M und p < H lassen sich thermodynamische Rela-
tionen fiir Ferromagneten in Analogie zum G/F-System
herleiten. Auch das ferromagnetische System tritt un-
terhalb einer Temperatur 7T, in verschiedenen Phasen
auf.

Unterhalb der Curie-Temperatur, welche der Kriti-
schen Temperatur entspricht, zeigt das System bei H =
0, also ohne #“ufleres Magnetfeld, eine spontane Ma-
gnetisierung My. Es konnen also Doménen mit unter-
schiedlicher Ausrichtung der Magnetisierung entstehen.
In Abb. 4 zeigen die Isothermen in der M-H-Ebene
dementsprechend einen Sprung von My nach —Mj fiir
T <T.und H = 0. Gemif M = —9< ist dies ein Pha-
seniibergang erster Ordnung, bzw. ein diskontinuierli-
cher Phaseniibergang. Die Erhohung der Temperatur
auf T, fithrt dann wiederum zu einem kontinuierlichen
Phaseniibergang. Fiir T' > T, verhilt sich das System
dann paramagnetisch; ohne dufleres Magnetfeld stellt
sich also keine Magnetisierung ein.

Die der Dampfdruckkurve des G/F-Systems entspre-
chende Projektion beim Ferromagneten ist folglich eine
Gerade bei H = 0, die in T = T, endet. In Abb. 5 sind
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Abb. 4: Isotherme in der M-H-
Ebene

zur Veranschaulichung die magnetischen Momente des Systems entlang der ’Koexistenz-

linie’ eingezeichnet.



Die Abhéngigkeit der spontanen Magnetisierung von der Temperatur zeigt in der M-
T-Ebene (Abb. 6) einen zu Abb. 3 analogen Verlauf.
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Abb. 5: Koexistenzkurve in der H-T-Ebene Abb. 6: Koexistenzgebiet in der M-T-Ebene

1.3 Ordnungsparameter

Bei Betrachtung kontinuierlicher Phaseniibergéinge lassen sich fiir das jeweilige System
sogenannte Ordnungsparameter definieren. Diese Groflen sind dadurch ausgezeichnet,
dass sie nur in einer der beiden Erscheinungsformen des Systems auftreten. Im G/F-
System wire beispielsweise die Differenz der Fliissigkeits- und Gasdichten Ap = py; — py
der Ordnungsparameter, wihrend die Phase héherer Ordnung des Ferromagneten durch
die spontane Magnetisierung M, charakterisiert ist. Wie den Zustandsdiagrammen zu
entnehmen ist, treten beide Gréflen in der ungeordneten Hochtemperaturphase T' > T,
nicht mehr auf.

2 Kritische Exponenten

2.1 Definition

Sehr oft verhalten sich physikalische GroBen f(x) in der Néhe des kritischen Punkts in
fithrender Ordnung wie z*, wobei x eine Variable ist, die am kritischen Punkt Null ist.
Der Exponent A, der das Verhalten der Grofie f(x) beschreibt ist durch

A= lim n f(x)

z—0+ Inx

(1)

definiert und wird - bei Existenz des Grenzwerts - kritischer Exponent genannt (f(z) und
x miissen dieser Definition nach positiv sein, da sonst der Logarithmus nicht definiert
ist). Man schreibt dann f(x) ~ 2* und sagt ’f(x) verhilt sich wie 2",

Die Schreibweise f(x) ~ 2* bedeutet dabei keinesfalls, dass eine Proportionalitit der
Form f(z) = Az* gegeben ist. Die Definition umfasst wesentlich komplexere Abhéngigkeiten,
wie z.B.



1. f(zr)=Az* (1+ BaY +..) mit y > 0
2. f(zr) =B —Cz¥mity >0, y ¢ N (divergente Ableitung) — A =0
3. f(z) = Allnz| + B (logarithmische Divergenz) — A = 0.

Betrachtet man die Funktionen 2 und 3 so offenbart sich die Problematik der Definition
(1) fiir A = 0: Funktionen mit vollig unterschiedlichem Verhalten fiir x — 0 werden
durch den selben kritischen Exponenten beschrieben.

Da das Ziel der kritischen Exponenten die quantitative Beschreibung des Verhaltens
am kritischen Punkt ist, wird ein weiterer kritischer Exponent definiert, der die verschie-

denen Fille fir A = 0 unterscheidet. Ist k& der kleinste Wert fiir den f(*)(z) = %
divergiert, so ist
In| £
As =k + lim M (2)
z—0+ Inx

Im Falle einer logarithmischen Divergenz, wie Funktion 3, wire Ay = 0; bei einer
divergenten Ableitung, wie Funktion 2, wire \s = y.

2.2 Wichtige kritische Exponenten

Kritische Exponenten sind fiir viele physikalische Groflen definiert und sollten der Kon-
vention nach immer mit den selben Buchstaben bezeichnet werden. So ist der kritische
Exponent der Warmekapazitit im G/F-System definiert durch

Cy ~ (—)™ fiir £ < 0, V =V, oder Vj, (3)
Cy ~e® fiir € > 0, V=V, (4)
wobei € = T}Tc die reduzierte Temperatur ist. @ und o’ unterscheiden sich im Weg, auf

dem der kritische Punkt erreicht wird, d.h. fiir ungestrichene Exponenten ist T > T,
und fiir gestrichene T' < T,. Der Festlegung des Weges dienen auch die Angaben zu den
Volumina.

Fiir das ferromagnetische System definiert man analog

/

Cy~ (—e) @ fiir e <0, H =0, (5)
Cygr~e @ fiir e > 0, H =0. (6)

Interessant ist diese Gréfe, da beispielsweise fiir den Ubergang von fliissig zu gasformig
eine latente Warme aufgebracht werden muss. Steckt man Wérme in das System erhoht
sich also nicht die Temperatur und die Warmekapazitéit sollte somit divergieren, was
sich in dem negativen Vorzeichen des Exponenten o widerspiegelt.

Aus der Steigung der kritischen Isothermen im kritischen Punkt lésst sich erschlieflen,

dass auch die isotherme Kompressibilitdt k7 = —% (%—Z)T, bzw. Suszeptibilitiat yr =



(%)T divergieren. Dementsprechend definiert man fiir das G/F-System

/

kp ~ (=) fiir e <0, V =V, oder Vy, (7)
Kkp~e 7 fiir e > 0, V=V (8)

und analog fiir den Ferromagneten

’

xr ~ (—=¢)77 fir e <0, H =0, (9)
Xxr ~¢e 7 fiir e > 0, H=0. (10)

Auch das Verhalten der Ordnungsparameter wird durch einen kritischen Exponenten
8 beschrieben, der natiirlich nur fiir T' < T, sinnvoll definierbar ist:

Ap ~ €7, (11)
My ~ &7 fiir H = 0. (12)

Bisher wurden nur Funktionen in Abh#ngigkeit von & beschrieben, jedoch ist der
Formalismus auch fiir andere Abhéngigkeiten anwendbar, wie z.B. beim Verhalten der
kritischen Isothermen:

G/F-System: p — pe ~ sgn (p — pe) [p — pel’, (13)
Ferromagnet: H ~ sgn (M) [M|°. (14)

sgn ist dabei die Vorzeichenfunktionen, die je nach Vorzeichen des Arguments +1 ergibt.

3 Korrelationslange

Die Korrelationsfunktion g(r,r’) ist ein Ma8 fiir die Korrelation zweier Punkte r und
r’ eines Systems. Zwei Punkte werden als miteinander korreliert bezeichnet, wenn die
Statistiken der beiden Punkte nicht unabhéngig voneinander sind. Das bedeutet z.B. fiir
ein System aus ortsfesten Spins, dass bei Korrelation der Punkte r und r’ beide Spins
mit grofler Wahrscheinlichkeit parallel zueinander ausgerichtet sind.

Uber die Funktion g(r,7') lisst sich eine Korrelationslinge ¢ definieren, die dement-
sprechend den maximalen Abstand zweier korrelierter Punkte angibt. Es zeigt sich, dass
& am kritischen Punkt divergiert. Um das Verhalten von £ zu erfassen definiert man
einen kritischen Exponenten nach

/

¢~ (o)™ fiir T < T, (15)
Erne? fiir 7 > T, (16)

mit H = 0 fiir Ferromagneten, bzw. fiir das F/G-System V =V, beiT > T, und V =V}
oder Vy; bei T' < T...



In Abb. 7 ist das Verhalten eines
Teils eines Spinsystems in Nédhe des kriti-
schen Punkts schematisch dargestellt. Ein
Kastchen wird schwarz gezeichnet, wenn
der zugehorige Spin aus der Zeichenebene l
heraus zeigt, sonst ist das Késtchen weif. | ¢ 1
Die Korrelationsldnge entspricht dann un-
gefihr der Abmessung einer ’Insel’ aus I
schwarzen Kistchen. Fiir T — T, rich- 1 [ | |
ten sich dann die Spins im gesamten be- ‘
trachteten Bildausschnitt parallel zuein- ? __HEn
ander aus. Dieses Modell soll dabei nicht u
suggerieren hier wére totale Ordnung ge- Lol
geben, da hier ja nur ein Teil des Sys-
tems betrachtet wird! Totale Ordnung
wére nur am absoluten Nullpunkt zu er-
warten, wiahrend hier T' = T, betrachtet
wird. So bedeutet auch die Divergenz der
Korrelationsldnge nicht, dass sie 'unend-
lich’ im eigentlichen Sinne wird, sondern
dass sie makroskopische Ausmafle erreicht.
Es werden also makroskopische Teile des
Systems ’geordnet’.

In Zusammenhang mit Modellsystemen,
denen kurzreichweitige Wechselwirkungen zugrunde liegen (wie z.B. der Kopplung von
Spins in unmittelbarer Nachbarschaft), bedeutet dies, dass die am kritischen Punkt auf-
tretenden Ph&nomene gewissermafien nicht mehr von der Art der Wechselwirkung des
Systems auf mikroskopischer Ebene abhéingen. So deutet sich eine Universalitéit des kri-
tischen Verhaltens verschiedenster Systeme an, die mit Hilfe der kritischen Exponenten
tiberpriift werden kann und meist Bestétigung im Experiment findet.

Beziiglich der Divergenz der Korrelationsldnge spricht man auch von kritischen Fluk-
tuationen. G/F-Systeme zeigen z.B. ein Phédnomen namens kritischer Opaleszenz am
kritischen Punkt, bei dem Licht durch vermehrte Tropfchen- und Gasbléschenbildung,
d.h. durch Dichtefluktuationen, stark gestreut wird.
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Abb. 7: Korrelationsldnge in einem Modellsys-
tem aus ortsfesten Spins [Stan)]

4 Exponentenungleichungen

Da die Bestimmung kritischer Exponenten oft nicht exakt moglich ist, sind exakte Bezie-
hungen der Exponenten untereinander wiinschenswert. Und tatsdchlich lassen sich solche
in Form von Ungleichungen aus der Thermodynamik streng herleiten. Drei grundlegende



Beziehungen zwischen den hier eingefiihrten Exponenten sind im Folgenden angegeben:

Rushbrooke-Ungleichung;: o +268+4">2 (17)
Griffiths-Ungleichung: o +B(1+46)>2 (18)
Widom-Ungleichung: v > B(6—1). (19)

Es existieren noch beliebig viele weitere Ungleichungen (insbesondere fiir hier nicht de-
finierte kritische Exponenten), denen jedoch oft zusétzliche, nicht streng beweisbare
Annahmen zugrunde liegen
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