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1 Einleitung

Im Folgenden soll die Zustandssumme Z fiir das zweidimensionale Ising-Modell approxima-
tiv berechnet werden. Eine exakte Losung fiir Z wurde 1944 von Onsager gefunden. Diese
Rechnung ist allerdings sehr kompliziert. Die Zustandssumme lésst sich approximativ sehr
viel einfacher durch Renormierung mithilfe einer sogenannten Blockspin-Konstruktion be-
rechnen.

2 Zweidimensionales Ising-Modell

Fiir das zweidimensionale Ising-Modell werden folgende Annahmen gemacht:

e Es gibt N Spins o; auf einem kubischem Gitter.
e 0, kann die Werte + 1 annehmen.

e Es herrscht eine Nachste-Nachbar-Wechselwirkung zwischen den Spins mit einer
universellen Kopplungskonstante J.

Die Energie E des Systems kann geschrieben werden als

E=-J> 0,0, (1)

pq

Dabei geht die Summe iiber Néchste-Nachbar-Paare der Spins.

Die Zustandssumme 7 ist definiert durch
Z = Ze_E”/kBT. (2)

Im Eindimensionalen ergibt sich nach kurzer Rechnung

J
Z'::[QCOSh(z£;f>VV (3)
und in 2D nach einer komplizierteren Rechnung
2J
Z =12 cosh(kBT)eI]N (4)
. 1 o 1 ) 2sinh[zg%f}
mit [ = - [ doIn[5(1 4+ /1 — k2sin*(¢))] und kK = —&
27 2 cosh [kB—T
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Abb. 1: Wéarmekapazitidt C in Abhéngigkeit der Temperatur T fiir das 2D-Ising-Modell. C ist
in Einheiten von Nkp und T in Einheiten von J/kp dargestellt.



Aus der Zustandssumme lisst sich iiber U = kpT™ ‘“nZ und C = die Warmekapazitat C
berechnen. In 1D lasst sich kein Phaseniibergang feststellen, da U und C glatte Funktionen
von T sind. In 2D erhélt man eine Singularitét in C(T), also einen Phaseniibergang, bei
einer kritischen Temperatur T¢ (siche Abbildung[T)).

Te lasst sich aus der Bedingung sinh( k%(]) =1zu

bestimmen.

3 Blockspin-Konstruktion fiir das 1D Ising-Modell

Im Folgenden wird die Blockspin-Konstruktion fiir das 1D Ising-Modell durchgefiihrt, um
das Verstandniss fiir die Blockspin-Konstruktion fiir das 2D Ising-Modell zu erleichtern.

Abb. 2: Graphische Darstellung des 1D Ising-Modell. Jeder Kreis stellt einen Spin da.

Die Zustandssumme fiir das 1D Ising-Modell hat nach Gleichung[I]die Gestalt (siche auch
Abbildung
J
Z=>Y exp[ﬁ(...alag + 0903 + 0304 + 0405...)]. (6)

Die Summe lauft iiber alle moglichen Werte von ;. K::%

Zur Auswertung der Summe in Z werden die Spins in Abblldungl in 2 Gruppen (schwarze
Kreise und offene Kreise) aufgeteilt.

Da o; nur in Verbindung mito;_; und o;,1 vorkommt (Néchste-Nachbar-WW), léasst sich

7 schreiben als
Z= Z _eK(o1o2+0203) | K(0304+0405)

_ Z K(Ul +o3)o eK(U3+05)U4

_ Z K(o1+03) + e—K(cn—l—ag)] '[eK(ag—l-as) + 6—K(Ug+a5)]””

Blockspin— K onstruktion

Die Summe iiber die offenen Kreise in Abbildung [2| wurde also ausgefiihrt, wahrend die
Summe tber die schwarzen Kreise noch zu berechnen ist (Blockspin-Konstruktion).

Zur weiteren Auswertung ist eine Funktion f(K) und ein K’ gesucht, sodass gilt
K(or+o) | o=K(ortos) = f(f¢)eK o103, (7)
Fir o1 = 03 = £ 1 gilt nach Gleichung
K e = f(K) . X
Fir oy = £ 1 und 03 = F 1 gilt nach Gleichung[7]
2= f(K) e ¥,
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Damit ergibt sich nach kurzer Rechnung

K = ;ln[cosh(QK)] (8)
f(K) = 2cosh?(2K). (9)

Man erhéalt also fir Z
Z =3 f(K)eX s f(K)eK 7
_ [f(K)]N/2 Z 6K/("'0103+0305+"'). (10>

Die Summe in Gleichung [10] hat dieselbe Gestalt wie Summe die in Gleichung [6] mit
dem Unterschied dass man nun nur noch N/2 Spins hat und die Kopplungkonstante eine
andere ist. Es gilt also

~y, N
Z wurde renormiert.
Fiir grofle N ist F o< In Z extensiv, dh.
InZ(N,K)=N -, (12)

mit ( = ((K) # ((N). Das Problem Z zu berechnen ist also dquivalent zu dem Problem
¢ zu berechnen!

Aus Gleichung [11] folgt durch logarithmieren

W[Z(N, K)] = N - ;m[ PO + m[Z(]QV, K. (13)
N¢(K) TRy
Also ) 1
) = SF(E)] + SR (14

Setzt man in Gleichung [14] die Ausdriicke fiir f(K) und K ein, die sich aus Gleichung

und [9] ergeben, so folgt
1 1 1
C(K)ziln[Z]—l—iK’—Fi((K’). (15)

((K) ist also berechenbar, wenn K’ und ((K'’) bekannt sind.

1
K 10
i W=k
nar P
06 7
04| -
L e =
L - 1 * *
02l _— K= 142 * In[coshi2*K])
-~ _'__-I-‘-'-F-----
e _I 1 1 L 1 1 1 1 1 L 1 1 1 L L 1 1
0.2 0.4 06 1] 1.0
K

Abb. 3: K'(K) aus Gleichung@ im Vergleich mit K’'=K
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Wie in Abbildung [3] zu sehen ist, ist K’ immer kleiner als K.

Zur Berechnung von ((K) wird eine Approximation vorgenommen (dies ist die erste Néa-
herung die gemacht wird, bisher war alles exakt):

Falls die Wechselwirkung zwischen den Spins vernachlissigbar klein ist, gilt Z ~ 2V. Zu
einer kleinen Wechselwirkung gehort eine kleine Kopplungkonstante K’ die zu K’ = 0,01

gesetzt wird. Aus InZ = N( folgt In[2¥]=N¢ und daraus ¢ = In2. Man erhélt also fiir eine
vernachlassigbare Wechselwirkung

K'=0,01 (16)
¢(K'=0,01) ~ In2. (17)

Setzt man dies in Gleichung [I5] und Gleichung [§] ein so erhélt man

K =10,100334 (18)
((K) =0,698147. (19)
Nun kann man K — K’ setzen, also
K'=0,100334

C(K') = 0,698147,

dies wieder in Gleichung [15| und Gleichung [§] einsetzen und dann iterativ weiterfithren.

Man erhélt auf diese Weise eine Rekursionsformel fiir K und ¢(K) und so folgende Werte
(siche Abbildung [4):

{(K)

K Renormalization group Exact
0.01 In2 0.693 197
0.100 334 0.698 147 0.698 172
0.327 447 0.745 814 0.745 827
0.636 247 0.883 204 0.883 210
0.972 710 1.106 299 1.106 302
1.316 710 1.386 078 1.386 080
1.662 637 1.697 968 1.697 968
2.009 049 2.026 876 2.026 877
2.355 582 2.364 536 2.364 537
2.702 146 2.706 633 2.706 634

Abb. 4: ((K) fiir verschiedene Werte von K (exakte Werte berechnet aus InZ = N(, Z ist fiir 1D
bekannt)

Wie man in Abbildung 4| sehen kann, gibt es eine hervorragende Ubereinstimmung der
approximativ berechneten Werte fiir ((K) (und damit Z) und den exakt berechneten
Werten fiir nahezu beliebige Werte von K.

Betrachtet man das Flussdiagramm von K (siehe Abbildung



X% > > »> X
K=0 K= oo

Abb. 5: Flussdiagramm von K fiir das 1D-Ising-Modell, Fixpunkte makiert durch x

so sicht man, dass es 2 Fixpunkte K=0 (instabil) und K=oco (stabil) gibt. K=0 korre-

spondiert mit T=o00 (K::kBiT) und K = oo mit T=0. Man erhélt also nur fiir T=0 und
T=o00 einen Phaseniibergang, diese Temperaturen sind in der Natur nicht realisiert. In
1D erhalt man damit keinen Phaseniibergang, wie es auch schon aus der exakten Losung

von 7Z (Gleichung [3) zu erwarten war.

4 Blockspin-Konstruktion fiir das 2D Ising-Modell

In Abbildung [6] ist das zweidimensionale Ising-Modell graphisch dagestellt.

Abb. 6: Graphische Darstellung des 2D Ising-Modell. Das rot makierte Quadrat stellt einen
Blockspin um einen Spin (offener Kreis) da. Die Summe in [20| wurde bereits tiber die offenen
Kreise ausgefiihrt.

Analog zum 1D Ising-Modell kann man in Z die Summe tiber die offenen Kreise ausfiihren
und erhalt somit fiir die Zustandssumme

7 — Z . [GK(01+02+U3+04) + e—K(01+02+03+U4)] (20)

Blockspin

Nun ist wieder eine Funktion f(K) und ein K;,K5 und ein K3 gesucht, sodass gilt

K(o1+o2+03+04) + e*K(01+U2+03+04)

(&
_ (K)eéK1(0102+0203+U304+0401)+K2(0103+U2U4)+K3(0102‘7304) (21)

Fir 01 = 09 = 03 = 04 = £ 1 gilt nach Gleichung [2]]

€4K _|_ 6_4K — f(K)€2K1+2K2+K3

Fir 01 = 03 = 1, 09 = 04 = -1 gilt nach Gleichung [2]]

2 — f(K)6_2K1+2K2+K3



Fir o4y = 09 = 03 = 1, 04 = -1 gilt nach Gleichung
2K 4 2K f(K)e*KS

Fir 01 = 09 = 1, 03 = 04 = -1 gilt nach Gleichung [2]

2 = f(K)e 2KatKa

Durch Einsetzen der vier Gleichungen ineinander erhélt man nach kurzer Rechnung

K = iln[cosh(u()] (22)

Ky = ;ln[cosh(élK)] (23)

Ky = ;ln[cosh(élK)] _ ;ln[cosh(QK)] (24)
F(K) = 2cosh? (2K) cosh’ (4K). (25)

Die Zustandssumme lésst sich also schreiben als

7 — Z . [f(K)e%Iﬁ(0102+0203+0304+04a1)+K2(0103+Uza4)+K3(01020304)] o (26)

—0—@
——O0—@—0O—

Abb. 7: Graphische Darstellung des 2D Ising-Modell wie in Abbildung @ hier mit zwei einge-
zeichneten Blockspins (rotes bzw. griines Quadrat).

Betrachtet man Abbildung , so erkennt man, dass der Term ezKi(o102) i Gleichung
die Nachste-Nachbar-WW zwischen zwei Spins beschreibt. Entsprechend beschreibt der
Term eX2(0193+0204) iy Gleichung [26| die Uber-Néchste-Nachbar-WW zwischen zwei Spins
und der Term e3(71920394) i Gleichung [26] eine sogenannte Spin-Quadrat-WW.

Der Term e251192) kommt pro offener Kreis (= Blockspin) 2 mal vor, da sich zwei

Blockspins tiberlappen (vergleich Abbildung . Das Gleiche gilt fiir die Terme eéKl(”Q"?’),
e%Kl(USUél)’ e%Kl

Blockspin vor.

(@491) " Die iibrigen Terme in Gleichung kommen alle nur einmal pro

Um alle Blockspins in der Zustandssumme zu beriicksichtigen, kann man folgende Erset-
zung in 7 durchfiihren,



° e%KI(UlU?) — 1 > (9p00)
° €K2(0103+0204) N €K2 ZUNN (opoq)

° €K3(0‘1020‘30'4) N 6K3 ZSQ (UPO'QUTO'S)

so dass Z die Form

7 - [f(K)]% Z €K1 ZNN (opog)+ K2 ZUNN (opoq)+K3 ZSQ (0poqoros) (27>

annimt.
Anders als beim eindimensionalen Ising-Modell ist hier
N
2 Z(=, K",

2N K) £ 1E)F 2(5

da die Terme mit Ky und K3 zuviel sind.

Um Z dennoch zu berechnen, kénnen verschiedene Approximatonen gemacht werden (dies
sind wieder die ersten Naherungen die gemacht werden, bisher war alles exakt). Im Fol-
genden werden 2 verschiedene Approximationen vorgestellt:

(1) Eine mogliche Naherung ist, Ky und K3 zu vernachlissigen und zu null zu setzten.
Mit Ky = K3 = 0 und K;:=K"’ folgt also

v|2

Z(N, K) = [f(K)]? Z(

];7, K", (28)

mit f(K) = 2 cosh'/?(2K) cosh/5(4K) und K’ = + Infcosh(4K)).

Kl
1o
L 1 _ -
0z K=k -
| -~ _,.-"'-'
wsl
u“_ -_ -__.-"".f."f. f’-#_,..a'.-.-
7 K= 1047 In[cosh{47K)]
02 /,-*'J;
-~ _H___.--"--
e 1 L L 1 1 L 1 1 1 L 1 1 1
0.z 0.4 0. 0.g la
K

Abb. 8: K’(K) aus G]eichung im Vergleich mit K’'=K

Wie in Abbildung [§] zu sehen ist, ist K’ immer kleiner als K. Vergleicht man Abbildung
mit Abbildung [3| so erkennt man, dass es in dieser Naherung qualitativ keinen Unter-
schied zu dem eindimensionalen Ising-Modell gibt.

(2) Eine alternative Approximation berticksichtigt K; und K, und vernachlassigt nur
K;. K, beschreibt die Kopplung zwischen Néchsten-Nachbarn, K, die zwischen Uber-
Néchsten-Nachbarn. D.h. K; und K5 beschreiben im Prinzip das Gleiche nur fiir verschie-
dene Nachbarn.



Wenn auf dem Gitter mit % Spins (Spins mit offenem Kreis in Abbildung @ sind schon
aus der Zustandsumme herausgerechnet), alle Spins in eine Richtung ausgerichtet sind,
ist die Energie E des Systems gegeben durch

E = —NkpTK, — NkTK>, (29)

da es N Nachste-Nachbarn und N Uber-Nachste-Nachbarn gibt. Daher wird eine neue
Kopplungskonstante K’ zu

K' =K + K, = :ln[cosh(élK)] (30)

definiert und Ky = K3 = 0 gesetzt. Es folgt also

%Z(ﬂ, K", (31)

Z(N,K) = [F(K))F 2(5

mit f(K) = 2 cosh'/?(2K) cosh/®(4K) und K’ = 2 In[cosh(4K)].
Der einzige Unterschied zur Approximation (1) ist der Vorfaktor von K’; der hier % und
vorher % betragt.

|"{I
12 -_ ﬁ,ﬂh’
10k -H'
: ; i - = - o .,,,,,,,,,,
-l -_zf-'"- HI : H
- ---:I::_-{-,_,..-“'ﬂ
- ._._J_,.-'
- -_ ,-._.-__.-'__H'-'-'
- ....._.-,.
- I._,.-..I_- I I I I I

Abb. 9: K’(K) aus G]eichung im Vergleich mit K’'=K

In Abbildung |§| ist K’(K) im Vergleich mit K’=K gezeigt. Wie man sehen kann ist K’ < K
fiir 0 <K <0,506981 und K’ > K fiir K > 0,506981. Man erhélt also einen Phaseniibergang

fur
K =0,506981 = K¢ 32)

(folgt auch wenn man die Rechnung von Gleichung [12] bis Gleichung [15| mit f(K) = 2
cosh'/?(2K) cosh'/#(4K) und K’ = 2 In[cosh(4K)] durchfiihrt).
Betrachtet man das Flussdiagramm von K (siehe Abbildung

—~

A - —
K=0 Ke K=o00

Abb. 10: Flussdiagramm von K fiir das 2D-Ising-Modell, Fixpunkte makiert durch x



so sieht man, dass es 3 Fixpunkte K=0 (stabil), K=oo (stabil) und K¢ = 0,506981 (in-
stabil) gibt.
Die exakte Losung von Onsager betriagt (vergleich Abbildung [I| und Gleichung

Tc
T/kn

= 2,269 (33)

Te 1 J
J/kp 2,269  kgTc
Die approximative Losung im Zweidimensionalen enthalt also einen Phaseniibergang und
liefert einen hinreichend genauen Wert fiir welches Verhéltniss von J zu T dieser auftritt.

= 0, 44069. (34)

5 Quellen

Humphrey J. Maris and Leo P. Kadanoff, Teaching the renormalization group, Am. J.
Phys. 46(6), June 1978

Online abrufbar unter: http://www.scribd.com/doc/21813392/Teaching-renormalization-
group-in-statistical-physics
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