Die Thermodynamik des Universums

Kai Walter

Contents
1 Einleitung

2 Gleichgewichtsthermodynamik
2.1 Quantengas -Einteilchensystem- . . . . . . .. ... ... .....
2.2 Quantengase -MehrteilchenSystem . . . . .. ... ... .....
2.3 Effektive Freiheitsgrade g, und gus . . . . . . . . . oL oL
2.4 Zeitabhangigkeit der Temperatur des Universums . . . . . . . . .

3 Weggang vom Gleichgewicht
3.1 Boltzmann-Gleichung . . . . ... ... ... ... ... ...
3.2 Zwei Beispiele fiir die Entkopplung der Teilchen . . . . . . . . ..



1 Einleitung

Aus heutiger Sichtweise ist das Universum durch den ’Urknall’ entstanden, bei
dem Materie, Raum und Zeit aus einer urspriinglichen Singularitat erzeugt wur-
den. Im Laufe der Zeit expandiert sich das Universum und kiihlt ab, was man
aus der heutigen Beobachtung des Universums schlieffen kann. Mit Hilfe der
Theorie des Quantengases kann diese thermodynamische Entwicklung des Uni-
versums beschrieben werden.

2 Gleichgewichtsthermodynamik

2.1 Quantengas -Einteilchensystem-

Mit Hilfe der Theorie des Quantengases konnen die folgenden wichtigen ther-
modynamischen Groflen berechnet werden.

Teilchendichte: n=ghs [ f (P)d3p
Energiedichte: 0= Tgr3 JE®) f(p)d®p
Druck: p=r g f3|p|2 f(p)dp

Als Verteilungsfunktion f(p) fiir Bosonen bzw. Fermionen ist die Bose-
Einstein-Verteilungsfunktion (f5(p) = m) bzw. Fermi-Dirac-Verteilungsfunktion
(fr(P) = m) zu verwenden. g ist die Anzahl der inneren Freiheits-
grade des betreffenden Teilchens. Durch Integration ergibt sich fiir die relativis-
tischen und nichtrelativistischen Teilchen:

nicht-relativistisch (m > T))

mT\ /> m—
n=g|— exp | — , p=m-n, p=nT <p (1)

relativistisch (7' > m fir T > u)

- CT(:;’)gT?’ (Bose) _ 0gT4 (Bose) P @)
%CS)gT?’ (Fermi) ’ 1z sty (Fermi) ’ P=3

Man kann hieraus ablesen, dass relativistische Teilchen eine grofiere Teilchen-
dichte n, Energiedichte p und einen gréfleren Driick p haben.



2.2 Quantengase -MehrteilchenSystem

Die Verallgemeinerung fiir das Mehrteilchensystem erfolgt iiber die Summen-
bildung iiber alle Teilchensorten. Hierbei wird zweckmaifBigerweise die Photo-
nentemperatur T als Bezugstemperatur eingefiithrt. Aus (2) folgt dann fiir die
relativistischen Teilchen

w2 T\ 7,72 T\*
=74 = Ipal Y il
pr=T'% > 9 (T) T3l 2 ¢ (T)
Bosonen Fermionen
wobei g; die inneren Freiheitsgrade und T; die Temperaturen der einzelnen

Teilchen darstellen.
Durch die Definition des effektiven Freiheitsgrades g.

T, L T, 4
* — i\ I’ i\ 3
s= Y a(7) 5 X (7)) ®
Bosonen Fermionen
kann diese in dhnlicher Form wie beim Einteilchensystem geschrieben wer-
den.
2 op
= —g.T% e A 4
PR =359 PR= 5 = 559 (4)

Zusatzlich fir Entropie-Dichte s gilt aus dem 2. HS der Thermodynamik:

S p+p 277 3
= — = — = — *ST
TVT T T (5)

mit dem effektiven Freiheitsgrad fir die Entropie g,

SRIC I
I Bo%;wn ” (T 8 Fe'r'gz;nen ” T ( )
Da der Beitrag von relativistischen Teilchen zu dieser Gréfie wesentlich grofer
ist als der von nicht-relativistischen Teilchen, kann diese Formel in guter Naherung
fiir das System aller Teilchen verwendet werden.
Eine weitere wichtige Grofe ist die Teilchenanzahl Y, die durch % gegeben ist.
Fiir eine Teilchensorte im Gleichgewicht gilt:

45¢(3)g
Y = T
iy, > m, (7)
= B P ep(em/T 4w T)  T<m (8
44/275 g,



2.3 Effektive Freiheitsgrade g, und g,
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Da bei den effektiven Freiheitsgraden nur relativistische Teilchen beriicksichtigt
werden, werden diese kleiner mit abnehmender Anzahl der relativistischen Teilchen.
Die obige Abbildung Zeigt graphisch das Verhalten von g, und g, in Abhangigkeit
von der Photonentemperatur 7. Man erkennt drei Plateaubereich im Kurven-

verlauf.

1. (T' <« MeV) Nur die drei leichten Neutrinos und Photonen sind relativis-
tisch
g« = 3,36, g.s =3,91

2. (1 £ T £ 100 MeV) Elektronen und Positronen sind ebenfalls relativis-
tisch
Gx = gxs = 10,75

3. (T = 300 MeV) Alle Teilchen im Standardmodell sind relativistisch
Gx = gxs = 106,75

2.4 Zeitabhangigkeit der Temperatur des Universums

Bisher wurden die wichtigen thermodynamischen Groflen wie Druck, Dichte
und Entropie fiir eine vorgegebene Temperatur berechnet. Es ist daher auch
von groflem Interesse die Zeitabhéngigkeit der Temperatur zu kennen. Diese
Information kann aus der Friedmann-Gleichung gewonnen werden.

_ 8nG
3
G: Gravitationskonstante, H: Hubble Konstante

H? Friedmann-Gleichung fiir das flache Universum

Fiir die strahlungsdominierte Epoche (¢ < 4 x 10'%sec, p ~ pr, g« =const.,
w = % und R(t) o t'/2) gilt:



T2
H = 1,66gi/zm—m (9)
¢ = 2-H—1:0,301g;1/2% (10)

mit G = m%, (mp;: Plank-Masse).

Particle Data Group, LBNL, © 2000. Supported by DOE and NSF

Die obige Abbildung zeigt einen Uberblick iiber die Geschichte des Univer-
sums. Man sieht immer wieder zwischen den Epochen Phaseniibergange, wie
zum Beispiel primédre Nukleosynthese. Solche Vorgénge lassen sich nicht durch
gewohnliche Thermodynamik sondern Nicht-Gleichgewichtsthermodynamik beschreiben,
die im nachsten Teil behandelt wird.



3 Weggang vom Gleichgewicht

3.1 Boltzmann-Gleichung

Zur Beschreibung des Nicht-Gleichgewichtszustands bendtigt man die sogenan-
nte Boltzmann-Gleichung mit der Verteilungsfunktion f (¥, Z):

. d - F
dt m
Die linke Seite dieser Gelichung stellt die Anderung des Volumenelements im
Phasenraum (Liouwille Operator) dar und die rechte Seite Kollisionen zwischen
Teilchen in diesem Volumenelement. Fiir die Robertson-Walker-Metrik kann

dieser Ausdruck vereinfacht werden zu

dn g d’p

M osgon= 9 7, 7) L2 12
7 +3H n G /Qf(ux) R (12)
wobei n die Teilchenzahl darstellt. (n(t) = oy fdgpf(E,t))

Fiir beliebige Annihilationsprozesse (¢ + 1 < X + X) hat der Kollisionsterm
folgende Form:

g
(2m)?

dS
/Cf(Evt);f = */dﬂwdﬂadﬂxdﬂx(%)%(pw +py —pPx —Px)
X|MP(fof5— fxfx)

Dabei stellt die 4-dimensionale Delta-Distribution die Energieerhaltung bei
der Kollision sicher. |M| stellt die Kollisionswahrscheinlichkeit dar und ist pro-
portional zum Wirkungsquerschnitt o. Trifft man folgende drei Vereinfachun-
gen,

1. Keine Asymmetrien zwischen ¢ und
2. Die Annihilation ¢ + 1) — X + X hat kein chemisches Potential

3. Die Wechselwirlung zwischen X und X ist stirker als die zwischen 1 und

¥,

so kann der Kollisionsterm weiter vereinfacht werden zu:

_<U¢1§~>XX|’U|>[’”‘12¢) - (an)Q]

—(oypxx(vl) = (nfg)_Q/dﬁwdﬂadﬂxdﬂx(277)45(Pw+p¢:—px—px)><\M|2 exp(—Ey) exp(—Ey/T)

Damit lautet dann die Boltzmann-Gleichung

dn
i 3Hny = ~{oyy xxelohnd — (nf)’). (13)



Mit der Teilchenanzahl Y = nTw hat Boltzmann-Gleichung folgende Form .

Y _ —(oygxxvl)s

— = Y2 -Yg 14
mit
m 1/2 m2 _92
r=— und H(x)=1,67¢,'"——a~° (Hubble-Konstante)
T mpy

Man sicht, dass im Gleichgewicht (Y = Ygg) die rechte Seite der Gleichung
verschwindet und damit Teilchenzahl konstant bleibt.
Um die wichtige Information in der Gleichung zu verdeutlichen, wird die Gle-
ichung durch Ygg geteilt und umgeformt.

Y T {/ Y\’
oAy — ] -1 (15)
YEQ dx H YEQ
I' = ngg{olv]) Reaktionsrate

D.h. es gilt fiir die relative Anderung der Teilchenanzahl AY/Y

Ay zdv b (16)
Y YEQ dx H

Wenn der Faktor % kleiner als eins ist, wird die relative Anderung der
Teilchenanzahl kleiner. Man sagt die Annihilation friert aus und die Bedin-
gung dafiir ist ' < H oder A > H ! mit A\ ~ I'"! (der mittleren freien Weglinge)
und H~! (dem Hubble-Abstand). D.h. der Raum zwischen den Teilchen dehnt
sich der Raum zwischen den Teilchen so schnell aus, dass Teilchen nicht mehr
zur Kollision bzw. Annihilation kommen. Nach dem Ausfrieren der Annihi-
lation erreichen die Teilchen das Gleichgewicht und koénnen durch gewohnliche
Thermodynamik beschrieben werden, die im ersten Teil behandelt wurde. Die
ausgefrorenen Teilchen verteilt sich im Raum als Relikte des Urknalls.

Es sind zwei Arten von Relikten zu unterscheiden.

1. Heifle Relikte sind die Teilchen, die beim Ausfrieren der Annihilation
relativistisch sind. Wie im ersten Teil gezeigt wurde (Gleichung (7)), bleibt
bei solchen Teilchen die Teilchenzahl konstant. D.h. fiir den asymptotis-
chen Wert der Teilchenanzahl Y, kommt es nicht genau auf den Zeitpunkt
des Ausfrierens an.

Jeff
Yo, = Yio(xs) = 0,278—2¢ 17)
Qly) PET) (

x¢: x-Wert beim Ausfrieren.
Heifle Relikte sind z.B. leichte Neutrinos.

2. Kalten Relikte sind dagegen beim Ausfrieren nicht-relativistisch. Im
Gegensatz zu heiflen Relikten ist die Teilchenzahl im Gleichgewicht von
der Temperatur abhéngig (siehe (8)), so dass der genaue Zeitpunkt des
Ausfrierens sehr wichtig ist.
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Die obige Abbildung zeigt Ygq (die Teichenzahl im Gleichgewicht) der
kalten Relikte (die durchgezogene Linie) und Y (die geschtrichelten Lin-
ien). Es ist leicht zu sehen, dass der Wert fiir Y., vom genauen Wert von
2y abhangt.

Kalte Relikte sind z.B. Nukleonen.

Zwei Beispiele fiir die Entkopplung der Teilchen

Entkopplung der Neutrinos
Die Reaktion der Neutrinos lautet z.B. v < ete™ oder ve « ve usw.
Fiir solche Prozesse mit der schwachen Wechselwirkung ist der Wirkungs-
querschnitt gegeben durch o ~ G%T? mit der Fermi-Konstante G . Nach
Gleichung (2) ist die Teilchendichte n proportional zu T°. So ergibt sich
dann

I' = nolv| ~ G%T®. (18)

Mit Hilfe von Gleichung (9) lasst sich das Verhéltnis zwischen I' und H
berechnen

r &1 (1N 19)
H  T%?/mp;,  \1MeV

Neutrinos frieren in der Groflenordnung 1 MeV aus. Dies entspricht ¢t ~ 50
ms und 7' ~ 10'° K. Die Teilchendichte der Neutrinos heute ist gegeben
durch

n=sp- Yoo = 2970YOO = 825 . geiﬁ. Cm_3 (20)
gx(xy)
~ 400 cm™? (21)



¢ Rekombination und die Entkopplung der Photonen

Nach ca. 300.000 Jahre ist die Temperatur des Universum so weit gesunken,
dass Nukleonen Elektronen einfangen und Wasserstoff-Atome bilden. Dieser
Prozess wird als Rekombination bezeichnet. Die Ionisationsrate im

Gleichgewicht XFQ = an /ngQ ist durch so genannte Saha-Gleichung

gegeben.

1-XEQ  4y2¢3) (T \*?
e = (o) ewis/m) (22)

e
B: Bindungsenergie des H-Atoms, an: Protonendichte im Gleichgewicht,

ngQ: Baryonendichte im Gleichgewicht.
Die Losung dieser Gleichnug wird in folgender Abbildung graphisch dargestellt.
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In der Abbildung wir auf der x-Achse die Rotverschiebung (1 + z) aufge-
tragen. Der Kurvenverlauf ist von g - h? abhingig.

Definiert man als Zeitpunkt der Rekombination XfQ = 10%, so kann
folgende Rotverschiebung abgelesen werden.

(1 + ZI'GC) ~ 1300

Die Temperatur und die Zeit bei der Rekombination sind dann gegeben
durch:

Trek = To(l+ 2zp)) = 3575 K= 0,308 eV (23)
2 i _

trek = gHO 0=12(1 + Zrek) /2 sec (24)

~ 200000 — 300000 Jahre (25)



Nach der Rekombination koénnen sich die Photonnen stofifrei im Raum
ausbreiten, d.h. das Universum wird zu diesem Zeitpunkt durchsichtig.
Diese Photonen haben sich inzwischen durch Rotverschiebung auf eine
Temperatur von 2,75 K abgekiihlt. Diese tatsédchlich beobachtbare Hin-
tergrundstrahlung gilt als eine der wichtigsten Evidenzen fiir die Urknall-
Theorie.
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