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1 Einleitung

Ziel dieser Arbeit soll es sein, eine Einfiihrung in den Formalismus der Pfadintegrale in
der Quantenmechanik zu bieten. Bei diesem Formalismus kann auf Operatoren und Hil-
bertraume vollstandig verzichtet und lediglich mit gewohnlichen Zahlen gerechnet werden.
Probleme ergeben sich dabei beim Maft der Integrale, denn diese sind unendlich dimensio-
nal. Welche Vorteile ergeben sich durch das Studium der Pfadintegrale?

Einerseits ermdéglicht der Formalismus einen neuen Blick auf gewisse Phinomene der Quan-
tenmechanik und kann so neue Méglichkeiten der Anschauung eréffnen.

Andererseits konnen bestimmte Probleme, z.B. in der Quantenfeldtheorie mit Hilfe der
Pfadintegrale vorteilhafter gelost werden.

Dirac schreibt 1933 in einer seiner Arbeiten, dass die quantenmechanische Ubergangsam-
plitude mit dem Faktor ¢*5/" zusammenhingt. Dieser Gedanke wird von Feynman aufge-
griffen, welcher 1948 die Pfadintegral-Methode entwickelt.

2 Motivation

Zur Illustration der zugrunde liegenden Idee, betrachten wir das Doppelspaltexperiment.
Bei geoffnetem Spalt 1 ergibt sich eine Intensititsverteilung P; entsprechend (b) in Abb.1
und analog bei gedffnetem Spalt 2 eine Intensitétsverteilung P» entsprechend (c). Diese
entsprechen dem Betragsquadrat der Ubergangsamlituden Pj—|A;)? (i=1,2). Betrachtet
man die Elektronen als klassische Teilchen, so erwartet man bei geéffneten Spalten 1 und
2 eine Verteilung entsprechend (d) das heisst die Summe aus (b) und (¢). Man beobachtet
allerdings eine Verteilung entsprechend (a). Dies entspricht Pro=|A; 4+ Ay|*.

Findet man eine Mdglichkeit, auch nur prinzipiell zu detektieren, durch welchen Spalt das
Elektron geht, so wird das Interferenzmuster unabhéngig von der Art der Detektion zer-
stort und man erhalt Verteilung (d). Dass dies so sein muss ist mit Hilfe der Pfadintegral
Methode sofort einsichtig.

Hierzu stelle man sich weitere Blenden mit weiteren Spalten vor die, wie in Abb.2 ge-
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Abbildung 1: Doppelspaltexperiment

zeigt zwischen Schirm und Quelle gebracht werden. Indem man die Anzahl der Blenden
und Spalte weiter erhoht, kann so jeder mdgliche Weg den das Elektron nehmen kann ap-

2
proximiert werden. Analog zur Verteilung (a) gilt nun also PAC:’Z alleP fade® A’ . Man

erkennt hieran, dass im Falle einer Detektion des Spaltdurchgangs die Hélfte aller Summan-
den (ndmlich diejenigen Pfade die durch den jeweils anderen Spalt fithren) verschwinden
und sich somit Verteilung (d) als Summe von (b) und (c) ergibt.
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3 Herleitung

Betrachten wir nun die Ubergangsamplitude eines Teilchens, das sich zur Zeit t=0 am Ort
x befindet und zur Zeit t=T am Ort z’. Ferner teilen wir das Zeitintervall in N dquidistante
Stiicke der Lénge e = T'/N (s. Abb).
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In der folgenden Rechnung sei A —1. Wir erhalten also fiir die Ubergangsamplitude:
A= <x/ ‘e—iHT‘ 3;‘> — <x/ ‘(e—iHe)N‘ m>

mit 2’ = xy, x=x¢ und (N-1)mal 1 = [dz; |z;) (z;]; (j=L1...., N-1) eingeschoben, ergibt
sich
A= /dml...d$N1 <:UN |e_iHE‘ xN,1> <:U1 ’e_iH€| x0> (1)

Dies entspricht dem Ubergang von zg zu zy iiber die einzelnen z; zu den Zeitpunkten
tj=7j - €. Fiir kleine € entwickelt man nun die einzelnen Faktoren:

(i1 e aj) = (wj1 |1 = iHe + O(e*)| 2j) = 8(wj1 — x) — e (wjpr [H|aj) + O(?)

Die Deltafunktion lasst sich schreiben als:

dp; .
6($j+1 —IJ) :/;elpj(m]#l—m]’)

Mit H=T+V, 1 = [dp, |p;) (pj| und einem symmetrischen Ausdruck von V in z; und ;41
wird der zweite Term

2 . .
(wjy1|H|2;) = /dpj(ijr i ]H); = J))<wj+1!pj><pj\ﬂ?j> =

2m

2
— / @eipj(zj-&-l—xj)( Pj + V(ijrl) + V(xj))
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Damit wird

V(zjr1) + Vixy) _
) +0() =

2
o . pF Vi(zj )+ V(zg)
_ /C?€ij(zj+1_zj)€_le(2gn+ H—l2 iy
T

; dp' i (s ) p2'
H J + . J
<Ij+1 ’6 v 6} fL’j> = /GZpJ(mJ 1 xj)(l — Zﬁ(im +

+0(e) (2)



Mit dem gaufischen Integral

[ =2
a

lasst sich die Integration durchfiihren und Gleichung (2) wird zu

(wjpr e 2) = ﬁeafp {iﬁ [T;(xjﬂ —9)2 - V($j+1)2+ V(xj)] } (1+0(e%)

€

Setzt man dieses Ergebnis in (1) ein und bildet den Limes N — oo und e = T/N — 0 so
erhdlt man

—1
A= limy_ (- )N/Q/dxlmde_lexp P[P En e V(zj) + V(zy)
2mie 2 € 2
(3)

Jj=0

Im Limes N — oo und e = T/N — 0 gilt

N-1 T ) )
S [Can memm g Ty,
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Und (3) wird zu

A= limy—oo( )N/Q/dml...de_lea:p{i/ont [’;(a‘;(t))?—V(x(t))H (4)

2mie
Fiihrt man nun die Abkiirzung

Dz = limNHoo(l)N/del...de,l
2mie

ein und schreibt analog zur klassischen Wirkung

Sl = /0 St [0 V)]

so erhiilt man in kurzer Schreibweise fiir die Ubergangsamplitude

A= /Dmeis[m]

4 Klassischer Grenzfall

Im klassischen Grenzfall scheint es nun einen Widerspruch zu geben, da klassisch nur eine
Bahn existiert, und zwar diejenige welche das hamiltonsche Prinzip erfiillt. Das heifst nur
die Bahn, fiir die S = 0 gilt spielt im klassischen Fall eine Rolle. Im Pfadintegral tragen
aber alle méglichen Wege zur Ubergangsamplitude gleich stark bei und unterscheiden sich
lediglich in der Phase.

Auf der klassischen Skala gilt jedoch 6S>> A, deshalb hat der Faktor /" selbst fiir un-
mittelbar benachbarte Pfade (dx sehr klein) im klassischen Grenzfall sehr unterschiedliche
Phasen. Daher mitteln sich die Beitrdge aller Bahnen die entfernt von der klassischen (in
der Abbildung: Z) verlaufen zu null (s. Abb.). Nur fiir die klassische Bahn ist S — 0 und
es kommt hier zu konstruktiver Interferenz.
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5 Aharonov-Bohm-Effekt

Zum Abschluss nun eine mogliche Anwendung der Pfadintegrale, den Aharonov-Bohm-
Effekt. Hierbei handelt es sich um eine Variation des Doppelspaltexperiments. Wie in der
Abbildung gezeigt wird ein Magnetfeld zwischen Quelle und Schirm gebracht. Dieses ist
jedoch fiir die Elektronen abgeschirmt, so dass diese sich nur im feldfreien Raum bewegen.
Trotz dieser Tatsache verschiebt sich das Interferenzmuster. Dieser verbliiffende Effekt lésst
sich wie folgt erkldren.

Zwar gilt im Bereich in dem sich die Elektronen bewegen B=VxA= 0, aber das

Vektorpotential A kann ungleich null sein. Allerdings ist das Vektorpotential aufgrund der
Eichfreiheit eine unphysikalische Grofe. Betrachtet man also die Lagrangefunktion

L= + e A(F) = Lo+ er'- A(7)
so ergibt sich fiir die Wirkung:
T L . .
:>S:50+e/ dt 7 A(T) :So+efr’l12dF-A(f‘)
0

Wir unterscheiden nun Wege die links am Magnetfeld vorbei gehen (Cy in der Abb.) und
Wege die rechts vom Magnetfeld verlaufen (Cy in der Abb.). Fiir zwei Wege C; und Cj
vom Typ Cj gilt nun



Dabei ist F” die von den beiden Wegen eingeschlossene Fléche, die feldfrei ist. Analog gilt
fiir zwei Wege vom Typ Co

= [ dr AP = | dF- A(F) = ky
Co cy

Betrachten wir nun also die Ubergangsamplitude und teilen sie auf in Wege vom Typ C
und solche vom Typ Co

A= /D:L*eis :/ Dxe™® +/ Dxe™® =
TypCh TypCa

— / DmeiS() eiek‘l + / DxeiS() eiek‘g —
TypCy TypCo

_ eiekl (Al +A2eie(k2—k1))

Analog zu Gleichung (5) erhélt man fiir

kg—kl—/ dF-A'(F)—/ A7 - A(F) =
Ch

und somit eine physikalische Gréfse, ndmlich den magnetischen Flufs ®. Fiir den Betrag
der Ubergangsamplitude erhilt man nun

|A| = |Ap + Aze™®| (6)

Man erkennt dass trotz der Tatsache, dass sich die Elektronen nur im feldfreien Raum
bewegen der magnetische Fluf einen Einfluff auf die Ubergangsamplitude hat.
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