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he Grundlagen 23 Symmetrien und Erhaltungssätze 41 EinleitungZiel dieses Vortrages war es, den Begri� der Symmetrie genauer zu erläutern. Der Vor-trag gliederte si
h in zwei Teile; der erste Teil befasste si
h zunä
hst mit einem Beispielfür geometris
he Symmetrien, anhand dessen i
h Grundlagen der Gruppentheorie er-läutern wollte. Im zweiten Teil wandte i
h mi
h der Bedeutung von Symmetrien fürdie Analyse von physikalis
hen Systemen und insbesondere dem Zusammenhang vonSymmetrien und Erhaltungsgröÿen zu.Der Begri� der Symmetrie wird in der Umgangsspra
he in mehreren Bedeutungenverwendet; zum Einen steht er im Zusammenhang mit den Begri�en Ebenmaÿ, Ausge-wogenheit oder Harmonie (grie
his
h: �Syn� Metron� =�glei
hes Maÿ�), zum Anderenwird er als Synonym für Spiegelsymmetrie benutzt. Der Symmetriebegri� der Physikpräzisiert und verallgemeinert nun den Begri� der Spiegelsymmetrie der Umgangsspra-
he; er kann auf Objekte im Raum, auf den Raum selbst, auf die Zeit, auf Aufgabenund Lösungen und auf die Naturgesetze angewendet werden. Im Folgenden soll es nunzunä
hst um Objekte im Raum gehen.Übli
herweise bezei
hnet man ein sol
hes Objekt als symmetris
h, �wenn man damit et-was anstellen kann, ohne es am Ende geändert zu haben�. Oder präziser formuliert: EinObjekt heiÿt symmetris
h, wenn es gegenüber bestimmten Transformationen (Sym-metrieoperationen) invariant ist, d.h. im Ers
heinungsbild unverändert ist. Wi
htigeSymmetrien sind Bewegungssymmetrien. Bewegungssymmetris
h heiÿen Objekte, diedur
h mindestens eine Bewegung auÿer der Identität in si
h überführt werden. (unterBewegungen versteht man die Transformationen des Raumes, die den Abstand zweierPunkte unverändert lasen.)
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22 Gruppentheoretis
he GrundlagenIm Folgenden werden wir uns dem Beispiel für ein bewegungssymmetris
hes Objektzuwenden: dem Quadrat.PSfrag repla
ements
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Das Quadrat bleibt na
h jeder der folgenden Operationen in einer Position, die vonder Ausgangsposition ni
ht zu unters
heiden ist (in Klammern die benutzten Bezei
h-nungen):
• Rotation um 180◦ (r2)
• Rotation um ±90◦ (r+

1 , r−1 )
• Spiegelung an einer Diagonalen (s1, s2)
• Spiegelung an der Verbindungslinie der Mittelpunkte zweier gegenüberliegenderSeiten (sx, sy)
• triviale Operation: das Quadrat bleibt unbewegt (e)Dazu ist anzumerken, dass das Quadrat si
h bewegt, die Symmetrieelemente /A
hsenbleiben fest im Raum.Wie man lei
ht überprüfen kann, ist die Hintereinanderausführung (�Multiplikation�)zweier dieser a
ht Operationen wieder eine sol
he. S
hreibt man si
h in eine Tabellesämtli
he Produkte von Operationen auf, erhält man eine sogenannte Verknüpfungs-tafel. Man stellt dabei fest, dass erstens die Multiplikaktion ni
ht immer kommutativist, und dass zweitens jedes Symmetrieelement genau einmal in jeder Spalte und Zeileers
heint. Diese zweite Eigens
haft ist hinrei
hend dafür, dass es si
h bei unserer Men-ge der Symmetrieoperationen zusammen mit der Hintereinanderausführung um eineGruppe handelt:De�nition: GruppeEine Gruppe ist ein Paar (G, ◦) bestehend aus einer ni
htleeren Menge G und einerAbbildung ◦ : G → G (genannt �Verknüpfung�) derart, dass :1. a, b ∈ G. ⇒ a ◦ b ∈ G. (Abges
hlossenheit)2. ∃e ∈ G : ∀a ∈ G : a ◦ e = e ◦ a = a. (Existenz eines neutralen Elementes)3. ∀a ∈ G ∃ā ∈ G : a ◦ ā = ā ◦ a = e. (Existenz von inversen Elementen)4. ∀a, b, c ∈ G : a ◦ (b ◦ c) = (a ◦ b) ◦ c. (Assoziativität der Verknüpfung)



3Eine Gruppe heiÿt abels
h oder kommutativ, wenn für alle a, b ∈ G gilt: a ◦ b = b ◦ a.Zuweilen ist es bequem, die Elemente einer Gruppe ni
ht als unabhängige Gröÿen auf-zufassen, sondern aus den Elementen eines erzeugenden Systemes aufgebaut zu denken.In unserem Fall könnte man z.B. sx und r+

1 als erzeugende Elemente wählen. r2 bei-spielsweise lässt si
h nämli
h au
h s
hreiben als (r+

1 )2.Die Anzahl der Elemente einer Gruppe nennt man die Ordnung der Gruppe, sie kannendli
h oder unendli
h sein. Ein Beispiel für eine endli
he Gruppe ist die eben betra
hteGruppe der Symmetrieoperationen am Quadrat, die sogenannte Diedergruppe. Beispie-le für unendli
he Gruppen sind Z mit der Addition sowie die Gruppe aller mögli
henDrehungen des Kreises um 0 um eine A
hse dur
h 0 senkre
ht zur Zei
henebene. DerBegri� der �Ordnung� kann si
h aber au
h auf ein einzelnes Gruppenelement beziehen:die Ordung eines Elementes a ∈ G ist n, wenn n ∈ N die kleinste natürli
he Zahl istfür die gilt: an = e.De�nition: UntergruppeEine Untermenge U ⊂ G heiÿt Untergruppe, wenn sie die Axiome 1.-4. erfüllt.Die Ordnung einer Untergruppe teilt die Ordnung der betra
hteten Gruppe. k = |G|
|U |nennt man Index.KlassenJede Gruppe kann in Klassen unterteilt werden: Man denke si
h ein Element r ∈ Gherausgegri�en, x sei ein weiteres Element der Gruppe, und man untersu
ht das Pro-dukt x−1rx, das natürli
h wieder in G liegt und als zu r konjugiert bezei
hnet wird.Bildet man nun unter Festhaltung von r alle Produkte der Form x−1rx, wobei x derReihe na
h alle Elemente der Gruppe dur
hlaufe, so stellt man fest, dass diese Pro-dukte i.A. ni
ht alle Gruppenelemente umfassen, sondern nur eine Teilmenge, die manals Klasse der Konjugierten oder kurz als Klasse bezei
hnet. Die Diedergruppe z.B.zerfällt in fünf Klassen.Klassen besitzen einige spezielle Eigens
haften:

• Alle Elemente einer Klasse sind von derselben Ordnung.
• Wenn ein Element mit allen Elementen der Gruppe vertaus
ht, so muss diesesElement selbst eine Klasse bilden:

x−1rx = x−1xr = er = r.In abels
hen Gruppen stellt also jedes Element eine Klasse für si
h da.Der Vollständigkeit halber sollte au
h der Begri� des Normalteilers erwähnt werden:Ein Normalteiler N ist eine Untergruppe, die aus vollständigen Klassen der ursprüng-li
hen Gruppe zusammengesesetzt ist. Mit anderen Worten:
n ∈ N, x ∈ G. ⇒ x−1nx ∈ N.Andere Bezei
hnungen sind au
h invariante Untergruppe oder selbstkonjugierte Un-tergruppe.Matrixdarstellung und irreduzible DarstellungenWir haben gesehen, dass man vers
hiedene Präsentationen von Gruppen �nden kann:einmal dur
h explizites Benennen der einzelnen Elemente aber au
h dur
h das Ange-ben von Erzeugenden. Man kann si
h lei
ht vorstellen, dass es mögli
h sein müsste,eine Gruppe von Matrizen zu �nden, die die glei
he Multiplikationstafel besitzt wiedie vorgegebene Gruppe. So etwas nennt man eine Matrixdarstellung der Gruppe. Ge-nauer gilt:



4Sei (G, ◦) eine Gruppe, (G′, •) eine weitere Gruppe und ϕ (G, ◦) → (G′, •) ein Homo-morphismus zwis
hen den beiden Gruppen, spri
h für alle a, b ∈ G gilt:
ϕ(a ◦ b) = ϕ(a) • ϕ(b),dann nennt man ϕ eine Darstellung und die g′ ∈ G′ Darsteller. Man
hmal wird au
hdie Gruppe selbst die Darstellung genannt (s.o.), die Spre
hweise ist hier ni
ht eindeu-tig. Ist ϕ ein Homomorphismus zwis
hen zwei Gruppen und sind die beiden Gruppenvon derselben (endli
hen) Ordnung, so nennt man ϕ einen Isomorphismus. (Im Falleunendli
her Gruppenordnungen muss ϕ bijektiv sein.)Die Bedutung von all dem liegt darin, dass sehr oft vers
hiedene Gruppen, die in ver-s
hiedenen Situationen auftreten und deren Elemente daher vers
hiedene physikalis
heBedeutung besitzen, in Wirkli
hkeit alle isomorph zu einer abstarkten Gruppe sind,deren Eigens
haften man ein für alle Mal analysieren kann.Natürli
h gibt es unendli
h viele Darstellungen, insbesondere Matrixdarstellungen; ei-ne besonders interessante Darstellung, die sogenannte �reguläre Darstellung�, erhältman auf die folgende Weise: man ordnet die Gruppentafel so um, dass das neutraleElement stets auf der Diagonalen steht. Dann greift man si
h jeweils ein Gruppenele-ment heraus und ersetzt dieses in der Tafel dur
h 1, alle anderen dur
h 0. Man erhältso quadratis
he Matrizen, deren Dimension glei
h der Ordnung der Gruppe ist.Eine besondere Menge von Darstellungen wird dur
h die sogenannten irreduziblen Dar-stellungen gebildet. Nehmen wir an, wir hätten eine Gruppe von Matrizen A,B, ...M ,von denen wir jede einer unitären Transformation unterziehen (X unitär):

X1AX,X1BX, ...X1MX. Wenn es mögli
h ist, eine Gruppe von Matrizen dur
h An-wendung derselben unitären Transformation auf jedes ihrer Elemente so zu vereinfa-
hen, dass alle dieselbe Blo
kdiagonalform besitzen, nennt man die Matrixdarstellungreduzibel. Denn wenn die Gruppe der Matrizen A,B, ...M eine Darstellung einer gege-benen Gruppe bilden, so können wir aus jeder der Matrizen X1AX,X1BX, ...X1MXden ersten (oder irgendeinen anderen) Blo
k nehmen, und diese (nun kleineren) Ma-trizen bilden wiederum eine Matrixdarstellung der geg. Gruppe. Existiert kein sol
hes
X, so sagt man, dass die Matrizen A,B, ...M eine irreduzible Darstellung der Gruppebilden. Die Anzahl der irreduziblen Darstellungen ist endli
h; es gilt:Anzahl der irreduziblen Darstellungen eine Gruppe = Anzahl der Klassen der Gruppe.3 Symmetrien und ErhaltungssätzeIm zweiten Teil des Vortrages ging es um die Frage, wel
hen Ein�uss Symmetrienauf physikalis
he Systeme haben. Insbesondere wollen wir uns der Frage zuwenden,wann Erhaltungssätze in physikalis
hen Theorien auftreten. Die überras
hend einfa-
he Antwort ist, dass man für jede einem physikalis
hen System zugrunde liegendeSymmetrie bei einer Transformation der Koordinaten oder anderer dynamis
her Va-riabler eine erhaltene �Ladung� de�nieren kann, die dieser Symmetrie entspri
ht. Gibtes auf der anderen Seite eine dem System zugehörige Erhaltungsgröÿe, dann liegt demein Symmetrie- oder Invarianzprinzip zugrunde. Diese Feststellung ist das sogenannteNoether-Theorem; mit anderen Worten: Jede Menge von Transformationen, die dieBewegungsglei
hungen eines Systems unverändert lassen, de�nieren eine Symmetriedes physikalis
hen Systems.Um uns die Aussage des Noether-Theorems zu verans
hauli
hen, haben wir Beispie-le aus der klassis
hen Physik sowie der Quantenme
hanik betra
htet. So haben wirzuerst gezeigt, dass in der klassis
hen Physik aus der Annahme der Homogenität desRaumes, d.h. der (räumli
hen) Translations-Invarianz, die Erhaltung des Impulses für



5ein abges
hlossenes System folgt. Weiterhin impliziert die Homogenität der Zeit Ener-gieerhaltung sowie die Isotropie des Raumes Drehimpulserhaltung (für abges
hlosseneSysteme).Wir wollen nun bekannte Transformationen aus der klassis
hen Me
hanik übertragenund vollführen dies an dem einfa
hsten Beispiel, der Translation:
x′ = x + a, R

3. (3.1)Als nä
hsten S
hritt führen wir den Operator U(a) ein,
U(a) : L2((R)3) → L2((R)3), (3.2)

[U(a)]φ(x) = φ(x − a).Dieser Operator besitzt eine Reihe von Eigens
haften:
• U(a) ist ein linearer Operator, er respektiert Superposition von Wellenfunktio-nen.
• U(a) ist unitär und respektiert ni
ht nur die Normierung einer Wellenfunktion,sondern erhält au
h Wahrs
heinli
hkeiten.
• Es gilt : U(a)U(b) = U(a + b), die Menge aller Operatoren U(a) bildet also eineGruppe von unitären Operatoren.Wir nehmen nun an, dass φ(x− a) bezügli
h a in eine konvergente Taylorreihe entwi-
kelbar ist:

φ(x − a) =

∞∑

n=0

1

n!
(−a · ∇)

n
φ(x) = [U(a)]φ(x). (3.3)Unter der Verwendung der Ortsdarstellung des Impulsoperators (P = −i∇) erhaltenwir also:

U(a) =

∞∑

n=0

(−ia · P )
n

= exp(−iaP ). (3.4)Dies bezei
hnet man als Exponentialkonstruktion der unitären Gruppe U(a). DieseGruppe hat drei Generatoren, nämli
h die Komponenten von P . Wir haben also U(a)aus P konstruiert; umgekehrt gilt:
−ia · P = lim

t→0
t−1[U(ta)] − 1]. (3.5)Man nennt−ia·P die in�nitesimale Transformation der einparametrigen S
har U(ta), t ∈

R.Bewegungsglei
hung für räumli
h vers
hobene ZuständeDer Zustand φ(x, t) wird bei räumli
her Vers
hiebung zum selben Zeitpunkt in denZustand
φ(x − a, t) = φ′(x, t) (3.6)überführt. φ(x, t) genügt der zeitabhängigen S
hrödingerglei
hung:

i
∂

∂t
φ(x, t) = Hφ(x, t). (3.7)



6Es stellt si
h die Frage: Unter wel
hen Bedingungen genügt der vers
hobene Zustandderselben zeitli
hen Entwi
klung wie φ(x, t)? (Genau das bedeutet nämli
h die For-derung na
h Homogenität des Raumes: Alle räumli
h vers
hobenen Zustände müssendemselben Naturgesetz (der S
hrödingerglei
hung) genügen.) Eine kurze Re
hung er-gibt:
i
∂

∂t
φ′(x, t) = i

∂

∂t
U(a)φ(x, t) = U(a) i

∂

∂t
φ(x, t)

= U(a)H φ(x, t)

= U(a)H U(a)−1 φ′(x, t). (3.8)Es muss also gelten:
U(a)H U(a)−1 = H (3.9)

⇔ [U(a), H] = 0 (3.10)
⇔ [exp(−ia · P ), H] = 0. (3.11)

a war beliebig gewählt, also ist die letzte Glei
hung glei
hbedeutend mit
[P, H] = 0 = i

d

dt
P, (3.12)

P ist also eine Konstante der Bewegung, wie wir es na
h unseren �klassis
hen� Über-legungen bereits erwartet hatten.Wir wollen nun s
hlieÿli
h den Begri� der Symmetriegruppe allgemein fassen. Dazudenken wir uns ein physikalis
hes System, d.h. wir benennen den Zustandsraum Hund den Hamiltonoperator H. Sei (G, ◦) eine abstrakte Gruppe,
U(g) : H → Hfür jedes g ∈ G entweder unitär oder antiunitär, so dass

U(g)U(g′) = U(g ◦ g′) ∀g, g′ ∈ G, (3.13)und gilt [U(g), H] = 0 ∀g ∈ G, so heiÿt G eine Symmetriegruppe für das physikalis
heSystem und g 7−→ U(g) ihre Darstellung.Mit anderen Worten: Eine Transformationsgruppe ist genau dann eine Symmetrie-gruppe, wenn der Hamiltonoperator des Systems mit allen unitären Operatoren derDarstellung kommutiert.Der Zusammenhang zwis
hen Erhaltungsgröÿen und Symmetriegruppen stellt si
hs
hlussendli
h folgendermaÿen dar:Ist A eine Erhaltungsgröÿe, d.h. [A, H] = 0, so bes
hreibt
U(s) = exp(isA) mit s ∈ R (3.14)eine unitäre Darstellung der additiven Gruppe R. Diese Darstellung ma
ht R zu einerSymmetriegruppe, denn es gilt [exp(isA), H] = 0 für alle s ∈ R. Umgekehrt führt jedeeinparametrige Symmetriegruppe dur
h Übergang zur in�nitesimalen Transformationauf eine Erhaltungsgröÿe.


