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1. MONTE

CARLO SIMULATION

Grundlagen der Monte Carlo Simulation

1 Monte Carlo Simulation

1.1 Problemstellung

Es soll ein 3D Ising Modell mit 5 x 5 x 5 Spins simuliert werden.

Fiir den Hamiltonoperator und die Zustandssumme gilt bei periodischen Randbedingungen und Kopplung néchster

Nachbarspin:

S:

H = —-J

(i,

SiS5 — MBO Z S;
) %

Z = Ze‘ﬁH
{si}

» Hier sind fiir die Berechnung von Z bereits 212% Terme auszuwerten.

Wihlt man fiir die Simulation ein zu kleines System, zeigen sich kritische Phinomene nur in Anséitzen. Dargestellt
ist hier die numerische Losung fiir ein zweidimensionales Ising Modell mit 5x5 Spins (durchgezogene Linie). Das
Verhalten in der Nihe von T, unterscheidet sich hier deutlich von dem eines unendlich grofen Systems (Onsager-
Losung gestrichelte Linie).
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Abbildung 1: Effekte endlicher Gittergréfe

1.2 Lo6sung durch Monte Carlo Simulation

Abbildung 2: Typische Simulation

» Auswahl der Zusténde, die einen wesentlichen Bei-
trag zur Zustandssumme liefern.

» Die thermischen Fluktuationen eines Systems wer-
den Schritt fir Schritt simuliert.

Hier ist der zeitliche Verlauf einer typischen Simulation
bei T =~ T, dargestellt. Links oben befindet sich das Sys-
tem im Ausgangszustand, in dem alle Spin parallel ori-
entiert sind. Nach und nach klappen immer mehr Spins
aufgrund thermischer Fluktuationen um, bis nach etwa
100.000 Sweeps ein Gleichgewichtszustand erreicht wird.
FEin ,Sweep” steht bei einem System mit N Spins fiir N
Monte Carlo Schritte.
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1.3 Weitere Anwendungen

Monte Carlo Methoden lassen sich gut zur schnellen Be-
rechnung mehrdimensionaler Integrale verwenden, bei de-
nen andere Verfahren zu zeitaufwendig sind.

Als Beispiel dient hier die sogenannte ,,Teichmethode”
zur Berechnung von 7. Hierbei ,wirft” man einen ,Stein”
in die Luft und ldsst ihn auf der quadratischen Fléche
auftreffen. Fiir 7 gilt nun :

N;

ges

T4

N; ist hier die Anzahl der ,Steine”, die im , Teich”
gelandet sind.

Abbildung 3: , Teichmethode”

2 Grundlagen

2.1 Erwartungswerte

Es gelte J = k = 4 = 1. Im Kanonischen Ensemble gilt fiir die Erwartungswerte :

z": A, e PEa
(4) = =—— (1)
> e

=1

Es wird hier {iber alle n Zusténde « gemittelt mit einer Gewichtung entsprechend der Boltzmannverteilung. Bei
einer Monte Carlo Simulation erfolgt die Mittelwertbildung iiber M zufiillig gewéhlte Zustinde «, die mit einer
Wahrscheinlichkeit p, auftreten. Der Schitzwert fiir die GroRe von (A) ist nun :

M
E —1 ,—BE,.,
Aai pai € /8 ‘

_ =1

M

~1 _—BE.,
E Py € K
i=1

mit Ay — (A) fiir M — oo. Die Kernfrage der Monte Carlo Methode ist daher :

A

» Wie sind die Wahrscheinlichkeiten p, zu wéhlen, so dass Ajy; ein moglichst guter Schitzwert fiir (A) wird?

2.2 ,Importance Sampling”

Eine typische Wahl sind boltzmannverteilte p,, :

—BEa
e
a = 3
P — (3)
A nimmt dabei eine besonders einfache Form an :
M
Amv = M;Aai (4)
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Die Zusténde «; werden ausgewihlt durch Simulation eines Markov Prozesses mit den Ubergangswahrscheinlich-
keiten P (o — +y) fiir die hier gilt :

Z Plao— )= (5)
Weiterhin gilt fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten :

0<Pla—n~v)<1 (6)

» zeitunabhingig ( héngen also auch nicht von der Vorgeschichte ab )

» alle Systemzustdnde miissen mit endlicher Wahrscheinlichkeit in endlich vielen Schritten erreichbar sein;
HErgodizitat”

» fiir grofe Zeiten (d.h. viele hier diskrete Markovschritte) soll sich fiir die p,, die Boltzmannverteilung ergeben
(Gleichung 3).

» neue Zustédnde sollen also mit der Wahrscheinlichkeit p, = esza erzeugt werden.

2.3 ,Detailed Balance”

Im Gleichgewicht gilt :

n

Y paP(@—7) = pP(y—a) (7)

y=1

bzw. mit (Gleichung 5)

Pa = Zp'yP (’7 - a)
~y=1

Im Gleichgewicht miissen also die Ubergangsraten in und aus dem Zustand o gleich sein. Mit dem Vektor
Pa =P = (P1,-..,pn) und der Stochastischen Matrix P, P, , = P (y — «) lést sich dies auch schreiben als :

Poo = PPoo
Der Index oo soll hier andeuten, dass der Vektor p., der diese Gleichung erfiillt, bereits die Verteilung im Gleich-

gewicht (d.h. fiir groke Zeiten) repréisentiert.

Die (n x n) Matrix P hat folgende Eigenschaften :

1. Fiir alle Eigenwerte A gilt [A\| <1
Beweis : Sei A; Eigenwert mit dem links-Eigenvektor p; fiir ein ¢ € {1,...,n}. Dann folgt mit der Elements-
Maximum Norm ||ps||, = maz {pi, | € {1,...,n}} : |A] [Pill = IPiPl < [IPillo

2. P hat genau einen Eigenwert A\g = 1
Beweis : (5) = (1,...,1) =(1,...,1) P; alsoist (1,...,1) einziger links-Eigenvektor zum Eigenwert 1. Gébe
es mehr als einen Eigenvektor zum Eigenwert 1, so wire das System nicht ergodisch. W&hlt man némlich
den ersten Eigenvektor zum Eigenwert 1 als Startpunkt, so bleiben die p, konstant, ohne das der andere
Eigenvektor je erreicht wiirde.

Problematisch ist noch das mogliche Auftreten von Eigenwerten mit A # 1 und A" = 1 d.h. komplexe Wurzeln
aus 1. Fiir einen zugehorigen Eigenvektor p; gilt dann :

p1=P"p
Um diese Grenzzyklen zu eliminieren, fordert man fiir die P (o — 7) :

paP (@ — ) =p,P(y— ) (8)
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Diese Bedingung wird auch als Detailed Balance bezeichnet. Sie bedeutet, dass die Gesamtrate der Uberginge von
a — v gleich der von v — « ist. Daraus folgt sofort :

e BB B _ Py _ Pla—=7) (9)
Pa P(y—a)

» Jeder Satz von Ubergangswahrscheinlichkeiten P (aw — ) der diese Bedingung erfiillt, erfiillt auch die Gleich-
gewichtsbedingung (Gleichung 7).

» Poo = Pa = # ist einziger Eigenvektor der Stochastischen Matrix P zum Eigenwert 1.

» Fiir jede Startverteilung z.B. po = (0,...,1,..., O)t strebt das System gegen die vorgegebene Gleichgewichts-

—BEq
Z

(&

verteilung p, =
Eine mogliche Wahl der Ubergangswahrscheinlichkeiten ist :

P(a — ) = Age~ 5 (B—Ea)

Fir Ap gilt :
AO < e—ﬁz J
z ist die Koordinationszahl des Gitters.

» Problem : Die Ubergangswahrscheinlichkeiten sind sehr klein

Ubergangswahrscheinlichkeiten

— P(oa->v)=exp(-BAE/2 + 6BJ) ) |
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Abbildung 4: Ubergangswahrscheinlichkeit in Abhéingigkeit von AE
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Ubergangswahrscheinlichkeiten

1,2 P(a->7v) = exp( -BAE/2 -6BJ )
——— P(a->vy)=exp(-BAE) fir AE >0
0 sonst
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Abbildung 5: Ubergangswahrscheinlichkeit in Abh#ingigkeit von AFE fiir den Metropolis Algorithmus

Eine deutlich bessere Wahl ist :
e PEv=Ea)  falls B, — FE, >0
Pla—9)= { 1 sonst

Metropolis Algorithmus fiir das Ising Modell :

1. Auswahl eines Anfangszustands
2. Auswahl eines beliebigen Gitterpunkts
Berechnung der Energiedifferenz AFE die aus dem Umklappen des Spins resultiert

Erzeugung einer Zufallszahl r aus dem Interwall [0; 1]

oo W

falls r < exp (—BAE) ist, umklappen des Spins und weiter zu (2.)

3 Anwendung 3D Ising Modell

3.1 ,Messungen”
Die Energie und die Magnetisierung lassen sich fiir ein System mit N Spins berechnen durch (By = 0) :
| X
E:*JZSZ‘SJ' und m:NZSi
(4,5) i=1
Die Warmekapazitét und magnetische Suszeptibilitdt ergeben sich aus den zeitlichen Fluktuationen von E und m :
Ii5 ( 2 2
- Z (e (E )
= (-
2
x = BN ((m*) - m)*)
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3.2 Verhalten bei T = T,
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Abbildung 6:

Magnetisierung pro Spin
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Abbildung 7:



3. ANWENDUNG 3D ISING MODELL

Grundlagen der Monte Carlo Simulation

Magnetische Suszeptibilitat
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Abbildung 8:
Magnetische Suszeptibilitat pro Spin
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Fir T =~ T, sind die Cluster etwa so grofs wie das Gitter. Fiir das Umklappen eines Spins im Inneren eines Clusters
betragt die Energiedifferenz in drei Dimensionen AFE = 12. Abbildung 5 zeigt, dass die Wahrscheinlichkeit fiir
diesen Ubergang sehr klein ist. Nur an den Réndern des Clusters ist Wahrscheinlichkeit fiir das Umklappen eines
Spins deutlich gréfer als Null. Es ist also eine sehr grofe Zahl von Monte Carlo Schritten nétig, um einen qualitativ
neuen Systemzustand zu erzeugen. Um die zu messenden Grofen wie Energie und Magnetisierung moglichst prézise
zu bestimmen, ist es aber wichtig eine moglichst grofe Zahl wirklich unabhéngiger Zustidnde zu betrachten. Fiir
T =~ T, wesentlich besser geeignet sind Algorithmen, die ganze Cluster auf einmal umklappen. Ein Beispiel hierfiir
ist der Wolff Cluster-Algorithmus.

3.3 Wolff Cluster Algorithmus
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Abbildung 10: Arbeitsweise des Wolff Algorithmus
Wolff Algorithmus fiir das Ising Modell :

1. Auswahl eines Anfangszustands
2. Auswahl eines beliebigen Gitterpunkts
3. Hinzufiigen parallel orientierter Spins in der Nachbarschaft mit Wahrscheinlichkeit P,qq = 1 — e=2pJ

4. Fiir alle hinzugefiigten Spins (3.) bis sich in der Nachbarschaft keine Spins mehr befinden, die nicht schon
betrachtet wurden

5. Umklappen des gesamten Clusters und weiter zu (2.)

Es lisst sich zeigen, dass sich bei der Wahl von P,4q = 1 — e~287 nach einer gewissen Einschwingzeit fiir die p,, die
Boltzmannverteilung ergibt.

3.4 Zusammenfassung

» Auswahl der Zusténde, die einen wesentlichen Beitrag zur Zustandssumme liefern.
» Die thermischen Fluktuationen eines Systems werden Schritt fiir Schritt simuliert.

» Monte Carlo Methoden sind die grofite und wichtigste Klasse numerischer Losungsverfahren in der Statisti-
schen Physik
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