Seminar zum Thema
Modelle und Methoden in der statistischen
Mechanik und Feldtheorie

Phasenubergange und kritische
Phanomene

Einfiihrung
Landau-Theorie

von Sabine Korbel

Vortrag vom 12.11.2003



Inhaltsverzeichnis

1 Einfiihrung: Phaseniibergénge, kritische Phinomene 3
1.1  Ordnung von Phaseniibergdngen . . . . . .. . .. .. ... .. 4
1.2 Kritische Exponenten . . . . . . . . . ... ... ... .. ... 4
1.3 Korrelationsldnge . . . . . .. ... oo 6
1.4 Ordnungsparameter . . . . . . . . . .. .. ... ... 7

2 Landau-Theorie 8
2.1 Ansatz, Berechnung der kritischen Exponenten . . . . . . . . . 8
2.2 Vergleich mit experimentellen Ergebnissen . . . . . .. .. .. 16
2.3 Giiltigkeitsbereich der Landau-Theorie . . . . . . ... .. .. 16
2.4 Zusammenfassung . . . . . ... 17
2.5 Literaturverzeichnis . . . . . . . .. ... L0 17



1 Einfiihrung: Phaseniiberginge, kritische Pha-
nomene

Aus dem Alltag kennt man Phasen vor allem als Aggregatzustande, z. B.
des Wassers. Andere Beispiele fiir Phaseniiberginge sind der Ubergang vom
Leiter zum Supraleiter, von der fliissigen in die superfluide Phase, z. B. bei
Helium, oder zwischen Kristallstrukturen, wie z. B. bei Zinn.

Im Fall des Ubergangs von der fliissigen in die Gasphase gibt es bei Wasser
unterhalb des kritischen Punktes einen Sprung in der Dichte. Am kritischen
Punkt selbst verhilt sich die Dichte kontinuierlich, aber eine andere Grofe,
die isotherme Kompressibilitit

1 (v
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Allgemein verhalt sich bei einem Phaseniibergang eine thermodynami-
sche Grofe unstetig. Dabei kann es sich um einen endlichen Sprung oder um
Divergenz handeln.

divergiert.
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Abbildung 1: Phasendiagramme: links ein Ferromagnet, rechts ein van-der-
Waals-Gas



1.1 Ordnung von Phaseniibergingen

Beim Beispiel des Ubergangs von fliissig nach fest unterhalb des kritischen
Punktes ist die erste Ableitung der freien Energie
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Man spricht von einem Phaseniibergang erster Ordnung, wenn die erste
Ableitung eines thermodynamischen Potentials nach einer seiner natiirlichen
Variablen unstetig ist.

unstetig.

Am kritischen Punkt selbst ist die zweite Ableitung
1 (0*F\
vV \opr), T

Nach Ehrenfest ist ein Phaseniibergang von n-ter Ordnung , wenn bei ste-
tigen Ableitungen der Ordnungen < n—1 die n-te Ableitung eines thermody-
namischen Potentials nach einer seiner natiirlichen Variablen beim Ubergang
unstetig ist.

unstetig.

1.2 Kritische Exponenten

Experimente zeigen, daf sich vollig unterschiedliche thermodynamische Sys-
teme, wie z. B. ein Magnet und ein Gas, in der Néhe des kritischen Punktes
qualitativ gleich verhalten. Thermodynamische Grofen wie z. B. die Warme-
kapazitat lassen sich durch einen Potenzausdruck beschreiben, dessen Expo-
nent ¢ fiir unterschiedliche Systeme und Materialien gleich ist:

~Te
li ~ |€|? mit € = .
51_I>I(l)f<€) |€|? mit e T
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Abbildung 2: 3. Potenz der spontanen Magnetisierung M? gegen Temperatur
T, offenbar M ~ (T — Tp)'/?

Um auch logarithmische Divergenz durch einen Exponenten zu beschrei-

ben, definiert man

. Inf(e)
=1
7= 0 e

mit ¢ = 0 fir lin%f ~ In(e).

Die kritischen Exponenten beim realen Gas | beim Magneten

Cy ~ (—€)~ auf der Koexistenzkurve Cpy~ (=) fiir T <Tg, H=0
Cy ~ e @ fir T > Ty und die krit. Dichte Cy~efirT >Te, H=0

Ap ~ (—¢)? auf der Koexistenzkurve M~ (=€), H=0

ky ~ (—€)™7 auf der Koexistenzkurve Xt~ (=€) fiir T < Te, H=0

kp ~ € 7 fir T > Tc und die krit. Dichte xr~e ' firT >Te, H=0
p—pc~ (p— pc)‘S auf der krit. Isothermen | H ~ M? auf der krit. Isothermen
¢ ~ (=)™ auf der Koexistenzkurve E~ (=) it T < T, H=0
& ~ eV fiir T > Ty und die krit. Dichte E~veVfir T >Te, H=0
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Abbildung 3: reduz. Temp. gegen reduz. Dichte, offenbar o—oc ~ (T —T¢)'/3

1.3 Korrelationslange

Bei der Annaherung an die kritische Temperatur von unten beobachtet man
bei einem Ferromagneten, daf sich die Bereiche gleicher Magnetisierung aus-
dehnen und zu groferen Bereichen zusammenlagern. Die Reichweite der Wech-
selwirkung der Spins untereinander scheint mit der Temperatur zuzunehmen
und bei Erreichen von Ty zu divergieren. Hieraus ergibt sich die Vorstellung
einer Korrelationsldnge £(7") der Wechselwirkung, die bei T divergiert, z. B.
wie

E(T) ~ |T —Te|™ mit v > 0.

Die Korrelationsldnge ist etwas anderes als die Reichweite der Wechsel-
wirkung, die sich bei allen Temperaturen im wesentlichen nur auf die néchste
Umgebung, die ndchsten Nachbarn erstreckt.
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Abbildung 4: von oben links nach unten rechts Anndherung an T von unten,
Doméinenbildung (Gittergasmodell)

Die Temperaturabhéngigkeit der Korrelationsldnge ist experimentell be-
obachtbar: Wenn die Korrelationsldnge etwa gleich der Wellenldnge von sicht-
barem Licht ist, findet Lichtstreuung statt, die sogenannte kritische Opales-
zenz.

1.4 Ordnungsparameter

Die Dichten der fliisssigen und der Gasphase gleichen sich einander immer
mehr an, je ndher man sich von unten dem kritischen Punkt nahert. Im kri-
tischen Punkt und dariiber gibt es keinen Dichteunterschied mehr.

Eine Grofe, die nur unterhalb des kritischen Punktes auftritt, kann ein
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Abbildung 5: Gittermodell: von oben nach unten Annédherung an Ty von
oben

Mafk fiir die Ordnung des Systems sein. Man spricht vom Ordnungspara-
meter. Ein weiteres Beispiel fiir einen Ordnungsparameter ist die spontane
Magnetisierung eines Ferromagneten, die nur unterhalb von T auftritt. Die
Gleichrichtung der Spins bedeutet einen Zustand héherer Ordnung gegeniiber
der statistischen Ausrichtung der Einzelspins in der paramagnetischen Phase.

2 Landau-Theorie

2.1 Ansatz, Berechnung der kritischen Exponenten

Die Landau’sche Theorie ist eine allgemeine, klassische Theorie des Verhal-
tens thermodynamischer Systeme in der Nidhe des Phaseniibergangs.

Thermodynamische Funktionen lassen sich aus den thermodynamischen
Potentialen berechnen. Diese zu finden ist im allgemeinen schwierig: Die Po-
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Abbildung 6: von oben links nach unten rechts Anndherung an Ty, von oben,

Phanomen der kritischen Opaleszenz: verstirkte Lichtstreuung in den Bildern
d und e

tentiale leiten sich aus der Zustandssumme ab, die nicht fiir alle Systeme
einfach aufzustellen ist.

Der Landau’sche Ansatz kommt ohne die Zustandssumme aus. Er besteht
darin, ein thermodynamisches Potential, z. B. die Gibbs’sche Enthalpie GG, die
im Gleichgewicht minimal ist, als Potenzreihe nach dem Ordnungsparameter
¢ bzw. nach seiner Dichte ¢(7) zu entwickeln:

G = [ &g~ o) + alT)o(? + UT)R( + eTHVRAP) +...].

7 ist die zu ¢ konjugierte Kraft. Beim Magneten ist 7 das dufsere Feld B,
beim Gas der negative Druck —p. Ungerade Potenzen von ¢ und Vi kénnen
nicht auftreten, weil die Funktion bei einem gleichzeitigen Vorzeichenwechsel

9
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Abbildung 7: Dichte der Gibbs’schen Enthalpie g als Funktion des Ordnungs-
parameters ¢

von ¢ und 7 ihr Vorzeichen nicht dndern darf, denn z. B. muft die Enthal-
pie eines Magneten bei einer gleichzeitigen Umkehr von duferem Magnetfeld
und Magnetisierung unverindert bleiben. gq ist die Enthalpiedichte bei ver-
schwindendem Ordnungsparameter, also fiir 7" > T.

Zur Rechnung wird nun die Ortsabhingigkeit des Ordnungsparameters
zunéchst aufer acht gelassen:

G = Go(T) — 76+ %G(TW + %b(T)gb‘*.

Der Ordnungsparameter ¢ ist nur unterhalb von T von Null verschieden,
fiir T > T muk G daher im Gleichgewicht und bei verschwindender dufierer
Kraft bei ¢ = 0 ein Minimum annehmen:

oG\ _ ,aT)¢ b(T)¢° _
(1), 172 -
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(%)T(¢: 0) = <2a‘(/T) N 12@(‘T/)3¢2) (6=0) 2a‘(/T) .

Man muss also fordern: a(7T") > 0 fiir T > T¢.
Unterhalb T (¢ # 0) ergibt die Minimum-Bedingung:

(g—j)T 0= 2“9 + 4b(€l¢ =0 (1)
_ 2 A(T)
= p=44/-V (T’ (2)
(%)T >0=a(T)+ 6% 0 4b<‘T/)2¢2 > 0.

Unterhalb T ist also b(T) > 0, wegen (2) ist dann a(7T") < 0, wechselt
also bei T das Vorzeichen. Man setzt an:

CL(T) = GO(T — Tc)

Eine hohere, ungerade Potenz erscheint an dieser Stelle zwar auch mog-
lich, spéter ergédbe sich jedoch ein Widerspruch: die Warmekapazitat wiirde
sich stetig verhalten, was nicht der Realitit entspricht. Allgemein sind die
Entwicklungskoeffizienten Potenzreihen von 7' — Ti, hhere Ordnungen wer-
den vernachléssigt.

Es interessiert nun das Vorzeichen von b(7") oberhalb T, Am kritischen
Punkt selbst folgt zunéchst aus der Minimum-Bedingung:

4
(a G) =T = 04270) 0,
. %

90" ;

also b(T) > 0 unterhalb und in 7. Man nimmt nun an, daf b(7") in der
Néhe des kritischen Punktes iiberall positiv und ndherungsweise konstant ist
(b(T) = b > 0). Mit dieser Annahme ergibt sich der kritische Exponent [ des
Ordnungsparameters bzgl. e:

Qo 1 1
— £V = =z,

Fiir die Warmekapazitét

11



0*G
o= (7).

findet man fiir 7> T (¢ = 0):

9*G
C = ( aTQ )W:O,

fir T > Tci
C—_T 02 GO — VCL(T)2 —_7 02G0 B V_a% .
oT? 4b =0 or? ) __, 2b
In Ty springt C' also um
chag
20

der kritische Exponent der Warmekapazitit ist damit o = 0.
Der Sprung der Wiarmekapazitit ist darauf zuriickzufiihren, dak vorher
a ~ ¢ und nicht z. B. a ~ € gewihlt wurde.

Auf der kritischen Isothermen 7' = T (a(T¢) = 0) ergibt die Minimum-
Bedingung fiir eine nichtverschwindende dufere Kraft:

W=

oG\ gt R N
(55), =+ T o= o=t o

Der kritische Exponent des Ordnungsparameters bzgl. der dufleren Kraft
ist damit o = 3.

Die Suszeptibilitét

_ (9
X (aﬂ—>7r0

lafst sich aus der Minimalbedingung berechnen. Diese lautet fiir nichtver-
schwindendes 7:

a(T)g ~ b(T)¢*
% +4 T — 7 =0. (3)
Fiir eine sehr kleine Variation o7 des dufieren Feldes ist die Variation des
Ordnungsparameters ndherungsweise

12



0¢ ~ om,

¢(m) = ¢(m = 0) + 0¢ = ¢o + 0.
In die Minimum-Bedingung (3) eingesetzt ergibt das

24(T) b(T)
v (¢o+d¢) +4 e

2. und 3. Potenzen von d® konnen vernachléssigt werden, das fiihrt auf

2a(T) ¢y~ 4b(T)p3 2a(T) = 12b(T) P2 B
v + V?’O, v + e 0)—57?0.

~"

(o + 09)* — 67 = 0.

2

(.

=0 wegen (1)
Der erste Teil dieses Ausdrucks ist Null, denn er mufs die Minimum-

Bedingung ohne duferes Feld erfiillen. Oberhalb von Ty ist ¢y = 0, daraus
ergibt sich

o
0p = 1
0] 2a(T)’ also
5 1 1
=|— = = fir T' > Te.
X (M)M 2a(T) ~ 2ao|T —To| ¢
Unterhalb von T¢ ist ¢3 = —%, und man erhélt
36 1 1
- = = fir T' < T¢.
(M) o a(T) " daJT—Tg] 1 7€

Der kritische Exponent der verallgemeinerten Suszeptibilitét (es kann sich
z. B. auch um die Kompressibilitdt handeln) ist damit v = 1.

Bisher wurde ein ortsunabhéngiger Ordnungsparameter vorausgesetzt.
Bei einem ortsabhédngigen Ordnungsparameter treten an einem bestimmten
Ort Fluktuationen auf, die nicht nur durch das lokale dufere Feld, sondern
auch durch das Verhalten des Ordnungsparameters an anderen Orten ver-
ursacht werden. Diese Wechselwirkung wird durch die Korrelationsfunktion
ausgedriickt:

g(ryr) = (p(F)e(r)) = {p(M)) (e (r))-
g(7, v ) wird Null, wenn keine Korrelation existiert. Dann faktorisiert der
erste Term. Mit Hilfe der Korrelationsfunktion

13



g(7,17)
1d#t sich spéter die Korrelationsldnge £(7") berechnen, die durch Effekte wie
z. B. die kritische Opaleszenz eine anschauliche Bedeutung bekommt.

(¢(7)) kann in der kanonischen Gesamtheit bestimmt werden. Der Hamilton-
Operator hat die Form

—
/

H=H,— / Er'w () ()

mit H als kraftfreiem Operator. Dann ist

7)e—BH
oty = L),

mit der Zustandssumme Z = Sp (e_ﬁH).
Daraus erhélt man

({7 = b ($(7)(~36H)e ) — —3Sp (~3He ") Sp (ol ")

P)OH) — (0H){(7))) -

7
) erhédlt man jetzt

=3 ({eo(
MltéH*—fd:”r’go o (1

o) = 3 / &g (7, 7)om (7). (4)

Die Minimum-Bedingung fiir G bedeutet bei ortsabhingigem Ordnungs-
parameter und vorhandener dufserer Kraft:

3G =3 [ & gy — ) + (Tl + BT + D) V() + ... ] =0,

Der letzte Term kann wie folgt umgeformt werden:

5 / &r (Vio(7)? = 2 / ErVe(F)OVa(F) = 2 / & (V(Vpss) — pAp) .

Der erste Term kann in ein Oberflichenintegral umgewandelt werden:

/dSTV(Vgo&p) :/ df - Vde.
1% oV

14



Die Oberflache kann so gewdhlt werden, dafs das Integral verschwindet.

Die Minimum-Bedingung lautet jetzt

/d37’ (—W(F) + 2a(T) () + 4b(T)* (7) — QC(T)AQO(F)) do(T) =0

oder

(1) = 2a(T)p(r) + 4b(T)0* () — 2¢(T) Ap(7)
bzw. mit Hilfe von (4)

o (7) = / B 6(F — 7)o (r)

= 3 (2a(T) + 12b(T){p(7))* — 2¢(T)A,) /d3r’g(F, r)om(r’).

Hieraus folgt

(2a(T) + 12b(T){p(7)* — 2¢(T)A,) g(7,77) = kTS (7 — r7).

Unter der Niaherung fiir 7 — 0

(p(7)? =0 fiir T > T¢

T
(p(7)? ~ — AT) i 7 < T,
erhilt man

(a1 — 02, )g(F,17) = kpTo(F — 1)
mit (o, ag) = (2a,2¢) fir T > T und (—4a,2¢) fir T < Tg.
Mit Hilfe der Fouriertransformation und des Residuensatzes erhalt man
die Losung

|7

-
kgT ©XP <_ T >

~

907) = el 7]
mit
£(T) = Zg% fiir T > Te



§(T) =/ ;;g)) fiir T < Te.

Wenn man annimmt, daf ¢(7") um T ndherungsweise konstant ist, ergibt
sich der kritische Exponent der Korrelationslinge mit dem oben gefundenen
a(T) zu v =1/2.

Die gestrichenen Exponenten sind nach der Landau-Theorie jeweils gleich
den ungestrichenen.

2.2 Vergleich mit experimentellen Ergebnissen

o 16} y ' ) v
Reales Gas | 0 (log.) | 0,35 | 1,37+0,2 | 1,0+£0,3 [4,4+0,4 0,64
Magnet 0 (log.) [0,34|1,33+0,03 | 1,334+0,03 | >4,2 |0,654+0,03
Landau- | 0 (disk.) | 0,5 1 1 3 0,5
Theorie

2.3 Giiltigkeitsbereich der Landau-Theorie

Die Entwicklung des thermischen Potentials setzt voraus, daf die Ableitun-
gen existieren und endlich sind. Experimente deuten jedoch darauf hin, daf

die Wiarmekapazitét
0*G
=0= 1| 77
C ’ < aTQ ) =0

bei T fiir manche Systeme logarithmisch divergiert. Das bedeutet, daf die
Annahmen iiber die schwache Temperaturabhéingigkeit der Entwicklungsko-
effizienten nicht immer richtig sein konnen.

Oben wurde benutzt, daft der wahrscheinlichste Wert des Ordnungspara-
meters etwa gleich dem mittleren Wert ist, bei starken Fluktuationen, also
in der Nédhe des kritischen Punktes, mufs das jedoch nicht der Fall sein.

Der Giiltigkeitsbereich der Landau’schen Theorie kann durch das Ginzburg-
Kriterium abgeschétzt werden. Die Fluktuationen miissen klein gegeniiber
dem mittleren Wert des Ordnungsparameters sein:

(¢ — () < (&)".
Mit der Abschitzung
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vr =8 / Erg() ~ BEv9(r)

mit rg < & und der Dimension des Systems d folgt

2b _
73k Tel2a0(T — To)| P72 « 1.

Fiir Dimensionen < 4 ist das Ginzburg-Kriterium in T stets verletzt.
Fiir Supraleiter sind jedoch die Faktoren auf der linken Seite der Gleichung
so klein, da das Kriterium fiir sehr kleine |e| erfiillt ist.

2.4

2.5

Zusammenfassung

Die Landau-Theorie beschreibt Phaseniiberginge in der Nahe des kri-
tischen Punktes.

Die Beschreibung erfolgt durch die Entwicklung eines thermodynami-
schen Potentials als Reihe von Potenzen des Ordnungsparameters.

Die Theorie sagt das Verhalten thermischer Grofen, d. h. die kritischen
Exponenten, qualitativ richtig, allerdings quantitativ (teilweise) falsch
voraus.

Die Ursache besteht darin, daft die Temperaturabhéngigkeit der Ent-
wicklungskoeffizienten selbst wiederum durch die niedrigsten Terme
einer Taylorreihe ersetzt wird. In unmittelbarer Nihe des kritischen
Punktes ist dies nicht zuléssig, die Temperaturabhingigkeit der Koef-
fizienten ist dort nicht vernachlassigbar klein.

Eine Abschitzung fiir den Giiltigkeitsbereich der Theorie liefert das
Ginzburg-Kriterium.
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