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l. Das Pfadintegral fur skalare Quantenfelder

Im Folgenden werden grundlegende Eigenschaften klassischer Felder untersucht. Eswerden

zuerst wechsalwirkungsfreie Felder F ()i) betrachtet. Die Koordinaten X" stellen die Raumzeit
dar. Die Dynamik dieses Sysemswird durch die Wirkungsfunktion S, die durch

(1) S=¢d*x L(x)

definiert igt, beschrieben. Das Hamiltonsche Prinzip besagt, dass die Wirkung fur die
tatsachliche Bahn eines Teilchens extremd wird, dso

(2) dS=0.

q(t)+q(t)

t, Variation der Losung im Zeitintervall t; und t,

Die einfachgte lorentzinvariante Lagrangefunktion lautet:

(3) Lt)=-13 (1.f)2- im?f 2.

Durch pa‘tiell&sTrﬁegri eren dieser Gleichung kommt man zu dem Ausdruck
(4) dS=-¢d*xdf (- 17+ } .

Wegen (2) folgt daraus, dass

(5) (- 1> +m?)f (x)=0.

Diesig die Klen-GordonGleichung.

In Andogie zur Teillchenmechanik fuhrt man nun das zum Fed f (x) kanonisch konjugierte
Impulsfeld e@n.
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Die Hamiltondichte H it definiert durch

(7)) HX)=PT,f-L.

Damit lautet die Hamiltonfunktion:

(8 H (X)) =¢d*> H(X)=¢d*x (P14 - L)

Die Hamiltondichte H(x) ist bei Homogenitét des Raumes ein Integra der Bewegung, dso

invariant gegentiber Zeittrandation. Setzt man in die Gleichung fur die Hamiltondichte (7) die
Lagrangefunktion (3) ein und identifiziert §,f mitP , so erhdt man fir die Hamiltondichte

(9 Hx)=4P2+4(Nf ) +4mf 2

Im Formaismus der kanonischen Quantiserung werden den Feldgrélzen f (X) und P (X)

Operatorean(X) und P (X) zugeordnet und die kanonischen Kommutatorrelationen bei
gleicher Zeit postuliert

(10) [(X.1),P (%.t)|=ind?x- 9,
1) . &)= &P y|=0.

Invalliger Andogie zur Benandlung eines eindimens onden Quantensystems betrachten wir
den Feldoperator im Heisenberghild fﬁ(>“<) . Er gentigt der Bewegungsgleichung

(12) - inf (%t) =[A £ (% v)]
was durch
(13) fA(Y(, t) = eiﬁt/th()?,O)e' it/

gel 6t wird. Die Eigenzustdnde des Operators fA(Y(,t) ergeben sich mit den Eigenwerten f (X)
u

(14) f(XH|f t)=F (R|f ,1).
Die Zeitabhangigkeit des Basisvektors |f ,t) ist gegeben durch

f)

(15) |f ,t) :eil:|t/h|f ,O>: éﬁt/h




Nun interessieren wir uns fur die Ubergangsamplitude zwischen zwei dieser
Zugtandsvektoren zu unterschiedlichen Zeten. Die Grol3e, die wir ds Feynman-Kern
bezeichnet hatten, lautet

(16) <f ',t'|f ,t>:<f '|e-i(t‘-t)F1/h|f >

Dieser Wert ist ein Mal3 fiir die Wahrscheinlichkeitsamplitude, beim Ubergang von der
Feldkonfiguration f (X) zum Zetpunkt t zur Feldkonfiguration f (X) zum Zetpunkt t'.

Hiermit |&sst Sich jede Frage zur Dynamik des Quantenfeldes beantworten.

Im Folgenden wird nun diese Gleichung mittels Pfadintegra methode gel 6.
Bei der Einfihrung der Pfadintegralmethode hatten wir folgenden Ausdruck gefunden

N1 N +Ot (pa-H (p,a)
(17) {(q¢téqt) =P da, P me
n=1 n=0

Fur die Quantenfe dtheorie erhdten wir damit
N1 \N-ldp .tf i3

(18) {f ¢4 .t)= P of ,OP Zrefirt G 'xpTof - HE 1))
n=1 n=0 t

Die dazugehdrigen Randbedingungen lauten

f(%t)=Ff (%) undf (%t)=F (x)

Um dieses Integra fir enen konkreten Fall, aso z.B. fur (3) 16sen zu kénnen miissen zuerst
einige Uberlegungen angefiihrt werden.

. Das Vakuum-Vakuum-Uber gangsfunktional

Um die Ubergangsamplitude berechnen zu kénnen, filhrt man eine externe Quelle Jt) en.
Diese Qudleig eine aufgepragte Storung, die aulferhadb eines bestimmten Zeitintervals [ty,t;]
vernachl&ssgbar wird. Am System wird sozusagen gertittelt. Damit lautet der Feynman-Kern
nun

(19) (agtda,t), = ¢ Da¢Dpexp(+(pda- H(p,q)+I(t)q)

N-1 N-1
mit d:ldqn® oPg und dzo%@) cPp

Wir untersuchen nun die Eigenschaften im Limes grol3er Zeiten
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Nach Einschieben zweer vollsténdiger Sétze von Eigenzustanden des Operators
folgt

(20) {(qGtda,t)= ¢da, ¢ doy(agtda,,t,)a,.t,] o t,) {o.ts|a.t)
ahnlich wie oben lasst Sch fir die einzdnen Matrixelemente schreiben

e |n)n

e LHit, | q2>

(q.t]a,t,)=(a|exp(- tH(t-t,)|a,) =4 (d

n

(21) =8y . (g)e ™

und entsprechend

() (atlat) =&y (@l (@e ™"

Unsinteressert der Feynman-Kern fur grof3e Zeiten. Problematisch sind die oszillierenden
Phasenfaktoren, durch die der Grenzwert nicht wohldefiniert zu sein scheint. Geht man jedoch
zu komplexen Zeiten Uber, fhrt dso eine anaytische Fortsetzung ins Euklidische durch,
werden diese Phasenfaktoren hinreichend schnell gedampft.

(23) lim (a.t]a.t), = lim (q'-it’|g-it )

t®-¥ t®-¥

Wegen des exponentiellen Abfalls tberlebt von der Summe nur der Betrag des
Grundzustandes n=n"=0. Damit bekommt man

(24) <q"' it '|q" it >J =y o(q'y' it '))’ ;(qf it )quzfdch<o|q2’t2><q2’t2|q1’t1>J <q1’t1|0>

Der Integralausdruck auf der rechten Seite hat offenbar die Bedeutung der
Wahrscheinlichkeitsamplitude dafiir, dass der Grundzustand |O) unter Einwirkung der

S6rung Jt) im Zetinterval t;...to unverandert blelbt. Die Stérung induziert aso keine
Anregungen.

In der feldtheoretischen Nomenklatur sprechen wir von der Vakuum-Vakuum- Amplitude und
bezeichnen diese mit W[J.



(25) W[J] =(0|0) = ¢da, ¢ da, (0]t ,t, )0, oL, |Gt ), (G 1] O) -

Mit (22) ergibt sich

26 Wy = fim atan, o {atlan,
Sy @ty @) (dad

Die Amplitude in (26) it bis auf einen Normierungsfaktor gerade der Feynman-Kern fiir die
Propagation von (q,t) nach (q',t') unter Berticksichtigung der Stérung J(t)g. Deshdb 1&sst sich
WI[J] durch das entsprechende Pfadintegra darstellen

+¥

(27) W[J] = NPagpPpexpl+ cpt(pg- H(p,g)+Jg),

wobe wir wieder zur redlen Zetkoordinate Ubergewechsdt sind. Im Rickblick auf unser
Quantenfeld |&sst Sch der Vakuum-Erwartungswert ganz andog Ubertragen.

(28) (f Gtdf ,t)= Npf ap{%gjt c‘pr(L(f ,f')+Jf}

Das Vakuum-V akuum- Ubergangsfunktional lautet nun

(29) W[J]=(0]0), =N¢Df exp(+¢d*x(L(f,f)+Jf).

1.  Der Feynman-Propagator

Wir berechnen nun explizt das Vakuum-Funktionad Wy[J] fir den Fal einesfreien, skdaren
ungeladenen Feldes f (X) mit der Lagrange-Dichte

(30) L(t)=-48& (7,f ) - 4nr?

Mit (29) ergibt sich dso

12

(1) wa1=(0]0), = NPf exp{ Lef*x(- 24 (1,f - 1mdf 2 +3f )

Dieslasst sch mit einer Umformung wie wir Se auch schon in (4) durchfihrten dlgemein so
ausdriicken

(32) W[J] =N¢DFf exp{¢d*x(- 1f Af +Jf )}



Dasig die dlgemeine Form enes Gaul3schen Integrds, fir das man die Lésung
(33) (Df exp(-if Af +Jf ) =(det A) Y2 exp(2JAJ) verwenden kann.

Offengchtlich muss man nun das Inverse der Matrix und ihre Determinante berechnen. Unter
Ausnutzung der Normierungsforderung fir die Vakuumamplitude bei Abwesenheit der
auleren Storung kann man sich das Berechnen der Determinante ersparen

(34) 1=W[0] = NPFf exp{t ¢51*x(- 38 (1,f )7 - 1m¥ 2)} = N(det A) 2
P N =(det A)"? ’

Damit bleibt zu berechnen

(35) W[J]=exp{3¢d*xIAJ)}

Im Impulsraum ist A(p) einfach ein Multiplikationsoperator mit der inversen Matrix

1
+m

(36) A (p)=—;
p

2

Die Fouriertransformierte ergibt die Darstdlung im Ortsraum

Sipx/h 1

-1 N d%p
@) AN =€ "

Wir definieren nun den Feynman-Propagator

(38) D-(¥=A H(X) = c‘)(% ipxin 1

p+m

Der Feynman Propagator |6 die Klein-Gordon-Gleichung mit einer Deltafunktion as
Inhomogenitét

(39) (T°+m*)D(x- x) =d*(X- x)

Durch euklidisches Fortsetzen von (38) gelangt man ohne weiteres Zutun zu demjenigen
Propagetor, der die richtige Randbedingung erflllt. Ohne diesen Umweg miissten die
richtigen Randbedingungen gewahlt werden, was nicht ohne weiteres mdglich ist. Die

I ntegrationskontur verlauft von -i¥ bisi¥.

(40) DF(X) = A_l(X) C\Id_pe ipx/n 1

p ‘premiHie

Nach dem Residuensatz |ésst Sich die Integrationskontur auch auf die redle Achse
deformieren, wenn man die Polebei + 4/ p? +m? durch eine Kontur Cr, wie sie in der
Abbildung dargestdt ist, umgeht.
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Der Feynman Propagator, wie er in (40) dargestellt ist, Iésst sich auch ohne Wick-Rotation
ableiten, wenn man ins Pfadintegral einen Konvergenzfaktor einbai.

Ubergang von der euklidischen Kontur zur Feynman-K ontur

(41) W[J]=NPf explt sl *x(- 28 (1. ) - 4nPf 2+ +3ief %)}

Dies entspricht jagerade der Situation, dass die Masse m einen kleinen negativen Imaginartell
hat.

Mit (35) folgt as expliziter Ausdruck fur das Vakuumfunktiona des wechsawirkungsfreien
Klen-Gordon-Feldes

(42) W[J] =exp{$ ¢d*x'd*xI(X)Dg (X- ) I (X)}

Literatur

[1] L.S.Brown, Quantum Field Theory, Oxford University Press 1992 (Kap.3.1)

[2] Wdter Greiner, Theor etische Physik Band 7A — Feldquantiserung 1993, Verlag Harri
Deutsch (Kap. 11.5,12.1,12.3)

[3] Schwabl, Quantenmechanik fur Fortgeschrittene, Springer 1997 (Kap.13.1)






