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1 Einleitung

Zur Betrachtung einer Symmetrie ist es zunéchst erforderlich die zugehorige Symmetrie-
transformation zu betrachten. Im Falle der Skalensymmetrie ist dies die so genannte Ska-
lentransformation, bei der z.B. alle Lingen eines System mit einem konstanten Faktor a
multipliziert werden. Dies hat dann beispielsweise zur Folge, dass Fldachen um einen Faktor
a? und Volumina eine Faktor a® wachsen (siehe hierzu auch Abbildung [1)).
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Abbildung 1: Unter einer Skalentransformation wachsen Strecken um einen Faktor a und
Flichen um a?. Aus [§].

Skalensymmetrie (oder Skaleninvarianz) liegt bei einer solchen Transformation dann vor,
wenn der skalierte Nachbau vom Original nicht unterschieden werden kann. Das Vorliegen
von Skalensymmetrie ist z.B. wichtig wenn etwas an einem Modell getestet werden soll. Ent-
wickelt man z.B. ein neues Schiff 0.4. testet man das Stromungsverhalten zunéchst an einem
Modell. Dafiir ist es von entscheidender Bedeutung, dass die Ergebnisse moglichst exakt auf
das reale System iibertragen werden konnen.

In der Natur liegt jedoch in der Regel keine Skalensymmetrie vor. Zum Einen haben Atome
einen festen Radius der nicht einfach vergréfiert werden kann. Der skalierte Nachbau besteht
somit aus mehr Atomen (nicht gréBeren) als das Original. Bei makroskopischen Systemen ist
dieser Punkt allerdings nicht entscheidend. Zum Anderen enthalten die allermeisten Naturge-
setze dimensionsbehaftete Naturkonstanten. Diese Konstanten zeichnen bestimmte Léngen,
Geschwindigkeiten etc. vor allen anderen aus und brechen somit die Skalensymmetrie.

Ein gutes Beispiel hierfiir ist die Planetenbewegung. Die Bewegungsgleichung in einem Pla-
netensystem lautet . L
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Multipliziert man nun alle Ladngen mit a so transformieren sich nicht nur die Ldngen und
Beschleunigungen sondern auch die verschiedenen Massen. Da Planeten ausgedehnte Objekte
sind, erhilt das Volumen einen Faktor a>. Die Dichte der einzelnen Planeten sollte sich aber
sinnvollerweise bei einer solchen Transformation nicht &ndern, sodass auch die Massen mit
a® skaliert werden. Wie oben erlidutert besteht der vergréferte Planet also aus mehr Atomen
als das Original. Die Transformationsvorschrift lautet damit
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Setzt man dies in Gleichung ein, erkennt man sofort, dass man auf beiden Seiten der
Gleichung einen Faktor a* erhilt. Da problemlos durch diesen Faktor geteilt werden kann, ist
die Bewegungsgleichung des System also skaleninvariant. Allerdings gilt dies nur fiir die Be-
wegungsgleichung. Die beiden Systeme kénnen sehr wohl voneinander unterschieden werden.
Da die Lichtgeschwindigkeit in beiden Systemen gleich ist, &ndert sich z.B. die Lichtlaufzeit
zwischen zwei verschiedenen Punkten im Planetensystem. Die Lichtgeschwindigkeit ist also
offensichtlich eine der Naturkonstanten, die Skalensymmetrie brechen.

Die dimensionsbehafteten Konstanten die fiir eine Brechung der Skalensymmetrie sorgen
lassen sich in drei Ebenen unterteilen:

1. Quantenmechanik der Schrédingergleichung
dimensionsbehaftete Konstanten: A, m.,e — apg,tn,Ep

2. Hinzunahme der spez. Relativitdtstheorie
zusatzliche Konstante: ¢ — o, up, A\e = aap,ep; = Vhc

3. Planck-Skala (zusatzlich Gravitation)
zuséatzliche Konstante: G — lp;, tp;, mpy, epy

Auf jeder der drei Ebenen ergeben lassen sich also charakteristische Lingen- und Zeitska-
len finden, die vor allen anderen ausgezeichnet sind. Physikalische Gesetze, in denen diese
Konstanten in irgendeiner Art und Weise vorkommen, sind deshalb nicht skaleninvariant.

2 Skalensymmetrie in der klassischen Physik

2.1 Mechanische Ahnlichkeit

In der klassischen Physik gibt es den Begriff der mechanischen Ahnlichkeit. Dieser ist im
Wesentlichen dquivalent zur Skalensymmetrie.

Ausgangspunkt der Betrachtungen zur mechanischen Ahnlichkeit ist die Lagrangefunktion
L =T — V. Wie man leicht nachrechnet sind die Euler-Lagrange-Gleichungen, die Bewe-
gungsgleichungen des Systems, invariant unter der Transformation L — L' = d - L, wobei d
eine beliebige Konstante ist. Nimmt man an, dass das Potential V' eine homogene Funktion
der Koordinaten vom Grad k ist, d.h.

Vari,...,ary) :akV(r'i,...,rRz), (2)

was bei nahezu allen physikalisch sinnvollen Potentialen der Fall ist, so verhalten sich die
einzelnen Terme der Lagrangefunktion unter der Skalentransformation

7 —a-7 und t—b-t (3)
folgendermafien:
7 (O 2—>£T V —d'v (4)
ot b2

Die Massen bleiben hierbei im Gegensatz zur Planetenbewegung unveréndert, da hier punkt-
féormige Teilchen und keine ausgedehnten Objekte betrachtet werden. Die Transformation in
ist also genau dann eine Symmetrietransfomation des Systems wenn gilt

2
%Zak bzw. b=al"%. (5)

Dies bedeutet, dass die Bewegungsgleichungen mechanisch dhnliche Bahnen 7(¢) und #(¢')
zulassen, wobei fir die Zeitdifferenzen zwischen dquivalenten Punkten der beiden Bahnen

gerade gilt
A
T (z) ' (6)



Ahnliche Beziehungen gelten auch fiir die Geschwindigkeiten, Energien und Drehimpulse der
verschidenen Bahnen:
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Mithilfe von @ lassen sich nun wichtige Eigenschaften von Systemen vorhersagen ohne die
Bewegungsgleichungen 16sen zu miissen. Es ist lediglich erforderlich den Homogenitédtsgrad
k des Potentials zu kennen. Dies wird im folgenden an drei Beispielen erlautert.

1. Freier Fall / Homogenes Kraftfeld V(z) ~ 2 = k=1
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Die Quadrate der Fallzeiten verhalten sich also wie die Anfangshohen. Dies gilt fiir
jede konstant beschleunigte Bewegung.

2. Harmonischer Oszillator V(z) ~ 2% — k =2
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t

Die Schwingungsdauer eines harmonischen Oszillators ist also unabhéngig von der
Amplitude der Schwingung.

3. Gravitationspotential V(r) ~ 1 — k= —1

tl l/ %
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Die Quadrate der Umlaufzeiten verhalten sich wie die dritten Potenzen der Bahnradi-
en. Dies ist ein Spezialfal]ﬂ des dritten Keplerschen Gesetzes.

2.2 Virialsatz

Der Virialsatz gibt einen einfachen Zusammenhang zwischen den Mittelwerten der kineti-
schen Energie und der potentiellen Energie an. Damit er gilt miissen jedoch zwei Vorausset-
zungen erfillt sein. Zunichst muss das Potential wie oben auch eine homogene Funktion der
Koordinaten sein. Des weiteren darf die Bewegung nur in einem begrenzten Raumbereich
stattfinden.

Nun zur Herleitung des Virialsatzes. Allgemein hingen die einzelnen Impulse iiber p; =
0T /Ov; mit der kinetischen Energie zusammen. Da die kinetische Energie auflerdem qua-
dratisch in den Geschwindigkeiten v; ist, gilt

Die Geschwindigkeit ist auflerdem die Zeitableitung des Ortes und somit gilt mit der Pro-

duktregel
2'T:Zpivi:%(zpiri) _ZpiTi- (9)

Nun kann der zeitliche Mittelwert gebildet werden

T

f= lim 1 f(t)dt. (10)

T—0o0 T Jo

1Die Aussage hier gilt nur fiir mechanisch dhnliche Bahnen. Das dritte Keplersche Gesetz sagt jedoch
allgemein fiir alle méglichen Bahnen, dass das Quadrat der Umlaufzeit proportional zu dritten Potenz der
groflen Halbachse ist.



Fiir den ersten Term auf der rechten Seite von Gleichung @D ergibt sich gerade

% (me) _ th_,Holo pi(r)ri(r) = pi(0)ri(0)) _ 0, (11)

T

da die Bewegung nur in einem begrenzten Raumbereich stattfindet, d.h p; und r; beschrankt
sind. Insgesamt gilt also
2-T ==Y pir; = A (12)
- pl 1 T 8’["1 (A
Beriicksichtigt man nun, dass das Potential homogen vom Grad k ist, so ergibt sich der

Virialsatz - -
2-T=k-V, (13)

oder mit der Gesamtenergie E =T + V
V=-—"-E ud T=-——F. (14)

Zur Erlduterung seien hier zwei Beispiele angegeben. Beim harmonischen Oszillator gilt
gerade T = V und im Gravitationspotential 2-T = —V bzw. E = —T < 0, was mit der
Annahme des begrenzten Raumbereichs zusammenpasst, denn nur fiir negative Energien
ergibt sich im Keplerproblem eine geschlossene Bahn.

3 Skalensymmetrie in der Teilchenphysik

3.1 Ein-Teilchen-Hamiltonoperator

Zunéchst wird hier der Einfachheit halber ein Ein-Teilchen-Hamiltonoperator betrachtet.
Dieser habe allgemein folgende Form

H~p"+ar™™, (15)

wobei a eine dimensionslose Konstante ist. Dieser Operator ist zunéchst invariant unter
Zeittranslationen t — ¢ + dt, woraus mit dem Noethertheorem die Energieerhaltung folgt.
Nun betrachte man die folgende Skalentransformation

t—pt und r(t) = pY/"r(pt). (16)

Da der Impulsoperator im Ortsraum proportional zur Ortsableitung ist, gilt bei dieser Trans-
formation fiir den Impuls p(t) — p~'/"p(pt). Setzt man die Transformationsvorschrift in den
Hamiltonoperator ein ergibt sich H — p~'H. Die Schrédingergleichung ist damit invariant
unter dieser Transformation. Das System ist also skaleninvariant. Die Erhaltungsgrofle, die
aus dieser Transformation folgt ist

pr

D =—-—— + FEt. 1
~ 4 (17)

Da sowohl t als auch pr mit der Zeit wachsen ist diese Grofle konstant.

Die Exponent n ist bis jetzt noch unbestimmt /beliebig. In der nichtrelativistischen Physik
gilt jedoch fiir die kinetische Energie T' ~ p? und somit n = 2. T%—Potentiale sind physika-
lisch nicht relevant, sodass diese Symmetrie fiir den nichtrelativistischen Fall uninteressant
ist.

Im relativistischen Fall ist jedoch

T ~+/p*+m? (18)



und somit fiir verschwindenden Massen oder sehr sehr hohe Energien n = 1. 1/r-Potentiale
treten in der Physik an vielen Stellen auf, z.B. das Coulombpotential oder das Yukawapo-
tential (fiir verschwindende Massen). Mit dem nach ihm benannten Potential

1

VYuk(T) ~ 76—mwcr/h

r
beschrieb Yukawa die Wechselwirkung der Nukleonen durch den Austausch von Pionen. Fiir
m, — 0 geht es offensichtlich in das Coulombpotential iiber.

3.2 Skalensymmetrie in der Feldtheorie

Ein Ein-Teilchen-Hamiltonoperator ist in der Teilchenphysik offensichtlich keine sonderlich
sinnvolle Annahme. Deshalb ist zu iiberpriifen ob die soeben gefundene Skalensymmetrie im
Hochenergiebereich auch in der relativistischen Quantenfeldtheorie (einer deutlich allgemei-
neren Beschreibung) gegeben ist.
In der Feldtheorie werden Systeme iiber ihre Lagrangedichte £ beschrieben, die von verschie-
denen Feldern und deren Raum-Zeit-Ableitungen abhingt. Die Wirkung ist hierbei gegeben
als S = [d*z L. Im Folgenden werden der Ubersichtlichkeit halber skalare Felder (Spin 0)
mit ¢, Dirac-Felder/-Spinoren (Spin 1/2) mit ¢ und Vektorfelder (Spin 1) mit A* bezeich-
net.
Die zu untersuchende Skalentransformation ist die Multiplikation des Ortsvierervektors mit
einem konstanten Faktor

xt — pxt. (19)

Da auch die Dimension der verschiedenen Felder proportional zur Lange ist, muss die Trans-
formation fiir die Felder folgendermaflen lauten

o(z) = p~o(px), W(z) = p 2P (pa), At (z) = p~ T A*(px).  (20)

Skaleninvarianz liegt analog zu Abschnitt 2.1 dann vor, wenn die Lagrangedichte bei dieser
Transformation einen konstanten Faktor erhélt.

Zunéachst sollte untersucht werden, welchen Faktor die kinetischen Terme der verschiedenen
Felder unter den Transformationen in und erhalten. Denn falls dieser nicht identisch
sein sollte, kann Skaleninvarianz in Wechselwirkungen nicht auftreten. Man rechnet leicht
nach, dass die kinetischen Terme fiir die drei Feldarten

Oup0" ¢, Pin o, Fu F*

alle den Faktor p~* erhalten. Somit fiihren alle Terme die ebenfalls eine Faktor p~* erhalten
auf eine skaleninvariante Lagrangedichte. Dies sind neben verschiedenen héufig betrachten
Selbstwechselwirkungen wie ¢* oder (@¢)4/3 auch der Yukawakopplungsterm ¢ und der
Kopplungsterm der Quantenelektrodynamik @’y“vj}Au (und noch weitere). Einen anderen
Faktor erhalten hingegen die verschiedenen Massenterme (m?¢? oder mii)) sowie Terme
mit dimensionsbehafteten Kopplungskonstanten wie A¢3. Diese Kopplungskonstanten haben
ndmlich gerade die Dimension einer Lénge und zeichnen somit ebendiese vor allen anderen
Langen aus, was die Skalensymmetrie bricht.

Mit dem Noethertheorem folgt aus der Skalensymmetrie ein erhaltener Strom, der so ge-

nannte Dilatationsstrom
D¥(z) = z,0" (z), (21)

wobei ©#” den Energie-Impuls-Tensor bezeichnet. Die zeitliche Erhaltungsgréfie ist dann

D= /d3x D°(x) = /d?’x x,0% (z), (22)

was analog zur Erhaltungsgrofie in der Ein-Teilchen-Theorie in Gleichung ist, da %
gerade die Viererimpulsdichte ist.



Eine Symmetrie ist dann exakt wenn die Divergenz des zugehorigen Stromes verschwindet.
Hier findet man nach einigem Rechnen

0, D"(z) = © }'(x) = Massenterme, (23)

falls die Lagrangedichte auch Terme mit dimensionsbehafteten Kopplungskonstanten ent-
hélt, tauchen diese ebenfalls in der Divergenz auf. Diese einfache Form der Divergenz gilt
jedoch nur in niedrigster Ordnung. Beriicksichtigt man z.B. Quantenfluktuationen verschwin-
det die Divergenz auch fiir masselose Theorien nicht mehr.

Wie fiir den Ein-Teilchen-Operator tritt also auch in der Feldtheorie Skaleninvarianz nur bei
vernachlassigbaren Massen, d.h. bei hohen Energien, auf.

3.3 Tief-Inelastische Elektron-Nukleon-Streuung

Abbildung 2: Skizze der inelastischen Streuung eine Elektrons (rot) an einem Nukleon. Die
Wechselwirkung geschieht durch den Austausch eines virtuellen Photons (rechts). Aus [4].

Der experimentelle Nachweis der soeben beschriebenen Skalensymmetrie gelang in der Tie-
finelastischen Elektron-Nukleon-Streuung. In Abbildung[2ist eine solche Streuung skizziert.
Die relevanten Parameter die in den Wirkungsquerschnitt dieser Streuung eingehen sind das
Viererimpulsquadrat des Photons ¢? und der Energieiibertrag v = pgq bzw. die sogenannten
Bjorkensche Skalenvariable = —¢?/2v. Da es sich hier um ein virtuelles Photon handelt
gilt ¢% < 0.

Der Wirkungsquerschnitt besteht neben einigen geometrischen Faktoren hauptsichlich aus
den so genannten Strukturfunktionen Fj(q¢?,x) und F»(g?, z), die im Wesentlichen der Fou-
riertransformierten der Ladungsverteilung des Nukleons entsprechen. Fiir hohe Energien
sollte nun Skaleninvarianz gelten. Da die Strukturfunktionen dimensionslos sind, die Skalen-
variable x skaleninvariant ist und keine anderen dimensionsbehafteten Parameter auftreten,
muss in diesem Fall gelten

lim Fi(¢%,z) = Fi(z) und lim Fy(¢% z) = Fa(x). (24)
E—oo E—oco

Dies ist exakt das Verhalten was man experimentell fiir die Strukturfunktionen gefunden
hat.

In Abbildung [J] sind Ergebnisse des ZEUS-Detektors am HERA-Beschleuniger des DESY
fiir die Strukturfunktion F3 zu sehen. Es ist gut zu erkennen, dass zumindest fiir ,, grofie x
(ab etwa 0, 08) die Strukturfunktion nicht mehr von ¢? abhiingt. Hier liegt also wie erwartet
Skalensymmetrie vor. Da die Fouriertransformierte der Ladungsverteilung also offensichtlich
fiir hohe Energien konstant ist, muss die Ladungsverteilung in den Nukleonen punktformig
sein. Diese Erkenntnis fithrte zu dem Postulat, dass die Nukleonen aus punktférmigen gela-
denen Konstituenten, den so genannten Partonen, bestehen. Eine weitere Relation zwischen
den beiden Strukturfunktionen, die Callan-Gross-Relation

2z F () = Fy(x), (25)
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Abbildung 3: Ergebnisse des ZEUS-Experiments fiir die Strukturfunktion Fy. Quelle: [5]

fithrt darauf, dass die Partonen den Spin 1/2 haben missen. Diese Partonen wurden dann
spater als die Quarks der Flavoursymmetrie identifiziert.

Fiir kleine z ist die Skalensymmetrie in Abbildung [3| offensichtlich gebrochen. Dies kommt
durch die Wechselwirkung der Elektronen mit den ebenfalls in den Nukleonen vorhandenen
Gluonen zustande.

4 Selbstahnlichkeit und Fraktale

4.1 Selbstiahnliche Funktionen

Zur Betrachtung von selbstdhnlichen Funktionen betrachte man zunéchst die folgende lineare
Differentialgleichung

B(t) = —g - 2(t). (26)

Die Losungen dieser Differentialgleichung sind nicht selbstéhnlich, denn die skalentransfor-
mierte Funktion /() = a - (t/b) ist nur fiir b = 1 eine Losung der Differentialgleichung.
Dass die Losungen der Gleichung nicht skaleninvariant sind, liegt letztendlich darin begriin-
det, dass die Zeit 1/g, als die Zeit bei der die Losung auf 1/e des Ausgangswertes (bei t = 0)
abgefallen ist, eine ausgezeichnete Zeit des Systems ist, die die Skalensymmetrie bricht.
Anders ist dies hingegen bei nichtlinearen Differentialgleichungen wie

i(t) = —g - z"(1). (27)



Fiir & = 3 lautet eine Losung 2o (t) = (2gt)~ /2. Unter der Transformation x(t) —
b=1/22(t/b) wird diese Losung offensichtlich in sich selbst iiberfiihrt. Sie heifit deshalb selb-
stahnlich. Fiir beliebige k lautet diese Transformation

z(t) = bYA= (2 /b). (28)

Allgemein heifit eine Funktion selbstéhnlich mit einem bestimmten Skalenexponenten k,
wenn fir sie gilt

a(b-t) =" - x(t). (29)

Fiir die Losungen von Gleichung mit k = 3 gilt offensichtlich k = —1/2 bzw. allgemein
k=1/(1-k).
Eine bemerkenswerte Eigenschaft von selbstdhnlichen Funktionen ist, dass diese proportional
zu t* sind. Dies ist leicht einzusehen, denn da Gleichung fiir beliebige b gilt, folgt mit
b = ¢/t fur festes ¢

x(t)=a(b-t) - b " =x(c) ¢ "t ~ " (30)

Eine weitere interessante Figenschaft der Losungen von Gleichung ist, dass fiir alle
Anfangsbedingungen die Losungen fiir grofle Zeiten zusammenfallen. Fiir k£ = 3 lautet die
allgemeine Losung mit 2(0) = xo beispielsweise

Lo

V1+2g2% -t

Fiir ¢t > (2g23)~! gehen offensichtlich alle diese Funktionen niherungsweise in die schon
oben betrachtete Losung xo(t) iiber.

x(t,xo) = (31)

4.2 Fraktale

Fraktale sind natiirliche oder kiinstliche Gebilde mit hoher Selbstéhnlichkeit. Allerdings
haben sie im Gegensatz zu den soeben besprochenen Funktionen nur eine diskreten Satz
von Skalenfaktoren b fiir den Gleichung gilt.

Zwei bekannte Beispiele fiir natiirliche Fraktale sind beispielsweise ein Farnblatt oder der
Romanesco (siche Abbildung , die beide ndherungsweise aus verkleinerten Kopien ihrer
selbst bestehen.

Abbildung 4: Ein Farnblatt (links) und ein Romanesco (rechts) weisen natiirlicherweise eine
fraktale Struktur auf. Quellen: [9] (links) bzw. [I0] (rechts).

Die Eigenschaften von Fraktalen lassen sich relativ einfach am Beispiel der sogenannten
Kochkurve untersuchen. Ihre Konstruktionsvorschrift ist in Abbildung [] skizziert. Hierbei
wird eine Linie in drei gleich grofle Abschnitte unterteilt. Anschliefend wird dann iiber dem
mittleren Abschnitt ein gleichseitiges Dreieck errichtet und der mittlere Abschnitt entfernt.
Das wird dann fir jeden der neuen vier Abschnitte wiederholt und immer so weiter.
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Abbildung 5: Die ersten drei Iterationsschritte zur Konstruktion der so genannten Kochkur-
ve. Neu hinzugekommene Abschnitte sind jeweils rot eingefdrbt. Aus [6].

Fiir die Lange I, der Abschnitte des n-ten Iterationsschrittes gilt also offenbar I, = Lo /3",
wohingegen fiir die Anzahl der einzelnen Abschnitte N,, = 4™ gilt. Fir die Anzahl der
Einzelstiicke in Abhéngigkeit von ihrer Lange gilt damit

N(1/3) = 4- N(). (32)

N(1) ist also offensichtlich eine selbstéhnliche Funktion nach der Definition von Gleichung
(29), wobei nur Skalenfaktoren b = 1/3" erlaubt sind. Mit b = 1/3 und b* = 4 folgt fiir den
Skalenexponenten der Kochkurve

In4
=———=-1,2618...
K 3 ,2618

Mit N(I) ~ 1" ergibt sich fir die Lange der perfekten Kochkurve

L) =1-N(l) ~ 15Tt = 702618 o0,
=0
Die Kochkurve ist also unendlich lang obwohl der Abstand zwischen Anfangs- und Endpunkt
der Kurve einen endlichen Wert hat.
Uberdeckt man jeden einzelnen Abschnitt der Kurve mit einem Quadrat der Kantenlinge
[, so erhélt man fiir den Fliacheninhalt dieses Gebildes

F(l) =1 N(l) ~ 1772 = 197382 — 0.
-0

Die Kochkurve ist also mehr als eine Linie (sie ist unendlich lang), aber weniger als ein F1&-
che, da der Fldcheninhalt verschwindet, wenn die Dicke der einzelnen Linien gegen null 1duft.
Dies ist auch sehr gut am so genannten Kochstern (Abbildung @ nachvollziehbar, dessen
Umfang unendlich grof ist der Fliacheninhalt jedoch endlich. Die Dimension der Kochkurve
sollte somit zwischen 1 und 2 liegen.

Man definiert die fraktale Dimension der Kochkurve als df = —x = 1,2618, da das d-
dimensionale Volumen V(1) = 14 N(I) gerade fiir d = —« einen endlichen von null verschie-
denen Wert annimmt.

Wie schon oben erwédhnt tauchen Fraktale auch in der Natur auf. Zum Beispiel kann die
Fliche des Amazonas-Flusssystems in dhnlicher Weise zu dy = 1,85 bestimmt werden. Dies
geschieht in dem man eine Karte wie in Abbildung [7] nimmt und die verschiedenen Fliisse

10



Abbildung 6: Der Anfang der Konstruktion des so genannten Kochsterns. Aus [I]

500 km

Abbildung 7: Karte des Amazonas-Flusssystems. Aus [I].

mit kleiner werdenden Quadraten tiberdeckt. Fiir die Anzahl der nétigen Quadrate mit einer
Kantenléinge [ findet man dann N(I) ~ [~185 Solche fraktalen Eigenschaften hat nahezu
jedes Flusssystem. Fiir den Nil findet man z.B. eine fraktale Dimension von 1,4. Zu néheren
Erlduterungen hierzu siehe [I1].

5 Fazit

Alles in allem kann Skalensymmetrie also in vielen verschiedenen Bereichen der Physik
auftreten. Aufgrund von dimensionsbehafteten Naturkonstanten ist sie in vielen Féllen al-
lerdings nur ndherungsweise realisiert.

In der klassischen Physik ermoglicht sie verschiedene Aussagen iiber die Systeme ohne ex-
plizite Losung der Bewegungsgleichungen. Lediglich die Kenntnis des Homogenitétsgrades
des Potentials ist erforderlich.

In der Teilchenphysik tritt Skalensymmetrie bei masselosen oder hochenergetischen Wech-
selwirkungen auf. Sie ermoglichte z.B. die Vorhersage der punktférmigen Konstituenten der
Nukleonen.

In der nichtlinearen Physik treten selbstdhnliche Funktionen und Fraktale mit einigen inter-
essanten Eigenschaften, wie z.B. nicht-ganzzahligen Dimensionen auf.
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