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2 DEFINITIONEN DER GRUPPENTHEORIE

1 Einleitung

In der Physik spielen Drehungen eine wichtige Rolle und treten in den verschiedensten
Gebieten auf. Um sie zu beschreiben wird die Drehgruppe SO(3) verwendet. Im Folgen-
den wird diese Gruppe untersucht. Es werden allgemeine Eigeschaften genannt und eine
explizite Darstellung hergeleitet. Anschliefende wird gezeigt, dass man die SU(2) aus der

unitidren Darstellung der SO(3) erhalten kann.

2 Definitionen der Gruppentheorie

In diesem Kapitel werden einige elementare Begriffe aus der Gruppentheorie definiert, die
fiir dieses Protokoll eine Rolle spielen.
Zuéchst zu der Definition einer Gruppe: Eine Gruppe ist eine Menge G von Elementen.

Die Elemente der Gruppe sind mit einer Multiplikationsvorschrift verkniipft iiber

axb=ceg Ya,beg. (1)

Des Weiteren miissen folgende Eigenschaften erfiillt sein:

1. Es emistiert ein Finselement e € G mit
axe=exa=a Va €. (2)
2. Es existiert ein inverses Element a™' € G mit
akxa=axa  =e, a€eg. (3)
3. Die Multiplikation ist assoziativ
ax(bxc)=(axb)xc  Va,bceQg. (4)

Erzeugendensystem: Ein Erzeugendensystem ist ein Satz von Elementen a, b, c, ... € G,
mit denen jedes Element in G durch ein Produkt endlich vieler Elemente des Satzes

beschrieben werden kann.
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Darstellung einer Gruppe: Es existiert ein Satz von linearen Operatoren R(G) in einem

Vektorraum £, fiir den gilt
axb=c = R(a) * R(b) = R(c). (5)

Die Darstellung einer Gruppe ist die Realisierung einer Gruppe auf eine algebraische
Struktur mithilfe von Matrizen. Eine Darstellung ist irreduzibel, wenn bis auf {0} und

L keine invarianten Unterradume existieren.

Lie-Gruppen sind Gruppen mit bestimmten Eigenschaften. Die Elemente einer Lie-
Gruppe a(9!, 92, ...,9") € G sind von den kontinuierlichen Parametern 1 abhiéngig. Dabei
entspricht das Element am Nullpunkt der Parametrisierung dem Einheitselement a(0) = e.
Fiir a(d)a(@) = a(€) gibt es eine Abbildung g(J, @) = ¢, die die Parameter miteinander
verkniipft. Diese Abbildung erfiillt folgende Eigenschaften:

Eine wichtige Eigenschaft von Lie-Gruppen ist, dass sie kontinuierlich sind. Daraus folgt,

dass infinitesimale Elemente der Form

a(9) = 14 idT (9)
existieren. Dabei stellen
_Oa
Tk = waio (10)

die Generatoren oder Erzeugenden der Lie-Gruppe dar. In einer Lie-Gruppe ist die Lie-

Algebra als Multiplikation zweier Generatoren definiert

[T°,T"] = it™Te. (11)
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Bei diesem Kommutator ist t%¢ die Strukturkonstante der Lie-Algebra. Abschliefend fol-
gen zwei wichtige Satze, auf die spater Bezug genommen wird.

Satz 1: Jede Darstellung einer kompakten Lie-Gruppe ist dquivalent zu einer unitéren
Darstellung.

Satz 2: Jede irreduzible Darstellung einer kompakten Lie-Gruppe in einem Hilbertraum

ist endlichdimensional.

3 Die Gruppe SO(3)

3.1 Allgemeines zur SO(3)

Die SO(3) stellt Rotationen im dreidimensionalen Raum dar. Dabei handelt es sich um

lineare Transformationen der Form
¥ = R¥ R € SO(3). (12)

In der Gleichung (12) ist R eine Drehmatrix und ein Element der SO(3). Ausgeschrieben
bedeutet SO(3) spezielle orthogonale Gruppe in drei Dimensionen, mit

orthogonal:
R'=R"' =  RRT=1, (13)
speziell:
det(R) = 1. (14)
Berechnet man das Skalarprodukt des transformierten Vektors
7’7 = RTRY = RR'#7 = RRT#7 = &7 (15)

wird ersichtlich, dass die Drehungen der SO(3) langeninvariant sind. Des Weiteren sind die
Drehungen orientierungstreu, ein Rechtssystem wird immer in ein Rechtssystem iibergehen.
Allgemein kann man zwischen zwei Klassen von Drehungen unterscheiden:

Aktive Drehungen: Ein Vektor ¥ wird gedreht und damit in einen neuen Vektor 7'

iiberfithrt. Das Koordinatensystem bleibt unveréandert.
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Passive Drehungen: Die Basis eines Koordinatensystems wird gedreht. Beziiglich der

urspriinglichen Basis sind die Vektoren Z und 7z’ gleich.

Eine aktive Drehung um den Winkel ¢ entspricht einer passiven Drehung um den Winkel

_(70‘

3.2 Parametrisierungen der SO(3)

In diesem Kapitel werden zwei Moglichkeiten vorgestellt, mit denen die SO(3) Parame-

trisiert werden kann.

3.2.1 Rodrigues-Formel

Zunéchst wird die Parametrisierung durch die Rodrigues-Formel untersucht. Um diese
herzuleiten, betrachtet man die Drehung eines Vektors ¢ im dreidimensionalen Raum, wie

es in Abbildung 1 dargestellt ist. Zur Vereinfachung der Herleitung wird angenommen,

Abb. 1: Kizze zur Herleitung der Rodrigues-Formel.Der Vektor ¢ wird um die z-Achse
gedreht.

Quelle: http://jerryxinyuhou.co.uk/wordpress/wp-content /uploads/2012/04 /Rodrigues-
Rotation4.jpg
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dass v in der x,z-Ebene liegt. Die Projektion von ¢ auf die z- Achse wird gebildet durch
173 B (53 * ’17)53, (16)

wobei €3 der Einheitsvektor in z-Richtung ist. Damit betréagt die Projektion von v auf die

x-Achse

Rotiert man o, um 90°, erhdhlt man einen Vektor der auf der y-Achse liegt

—

W= 3 X . (18)
Die Projektion des Rotierten Vektors v, auf die x,y-Ebene kann gebildet werden zu
Vg rot = Uzc08(V) + dsin() = (U — (€3 * ¥)es)cos(V) + (€3 x v)sin(V). (19)

Uberlegt man sich nun, dass der Anteil von @, der parallel zur Drehachse liegt, nicht von

der Drehung veréndert wird, ergibt sich der rotierte Vektor zu
Upot = Uz ot + U, = Ucost) + (€5 x U)sin(V) + é3(€3 * U)(1 — cos(1))). (20)

Dieser Audruck ist die Rodrigues-Formel. Um sie auf allgemeine Drehungen zu erweitern,
wird der Drehvektor & = (aq, g, as3) eingefithrt. Man erhélt die Rodrigues-Formel in
Komponentenschreibweise

v LU A .V
at(1 — cos(a)) + ﬂsin(a). (21)
a

Ayl
o?

" = atcos(a) +

Aus dieser Gleichung lassen sich die Komponenten der Drehmatrix direkt ablesen:

ooy, et AN
= (1 —cos(a)) +

Rl = §bcos(a) + sin(a). (22)

«
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Wahlt man nun als Rotationsachse einen kartesischen Basisvektor, findet man die drei

schon bekannten Rotationsmatrizen

1 0 0 cos(a) 0 sin(a)
R, =1 0 cos(a) —sin(a) |, R, = 0 1 0 ; (23)
0 sin(a) cos(a) —sin(a) 0 cos(a)
cos(a) —sin(a) 0
R, =1 sin(a) cos(a) 0 |- (24)
0 0 1
Um eine eindeutige Drehung zu erhalten, ist es notig den Drehwinkel |@| = a auf ein

Intervall von 0 < a < 7 zu beschrianken. Um allerdings alle Drehungen zu betrachten,
muss der Winkel o = 7 hinzugenommen werden. Wie in Abbildung 2 zu sehen ist, wiirde
die Drehung dadurch nicht mehr eindeutig sein. Aus diesem Grund miissen die beiden
Antipodenpunkte mit einander identifiziert werden, um so die Eindeutigkeit der Drehung
zu erhalten. Da bei der Rodrigues-Formel ein Objekt gedreht wird, ist diese Drehung
aktiv zu verstehen. Die Rodrigues-Formel liefert damit drei kontinuierliche Parameter

aq, g und as.

e s
7 R
/ identifizieren
¥ |

I
7

&

~

Abb. 2: Die Identifizierung der Antipodenpunkte erhélt die Eindeutigkeit der Drehung.
Quelle: Roman Sexl, Helmuth Urbantke, Relativitat, Gruppen, Teilchen, Springer Verlag,
1992
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3.2.2 Die Euler‘schen Winkel

Die Idee dieser Parametrisierung ist, dass eine endliche Drehung aus drei aufeinander fol-
genden Drehungen zusammengesetzt werden kann. In dieser Parametrisierungsmdoglichkeit
werden die Basisvektoren €, gedreht, es handelt sich also um eine passive Drehung. Als
Knotenlinie bezeichnet man die Schnittlinie der urspriinglichen x,y-Ebene mit der gedreh-

ten, wie in Abbildung 3 verdeutlicht wird.

Abb. 3: Drehung der Basisvektoren um die Euler “schen Winkeln.
Quelle: Roman Sexl, Helmuth Urbantke, Relativitdt, Gruppen, Teilchen, Springer Verlag,
1992

Das Koordinatensystem wird durch drei Einzeldrehungen rotiert:

1. Eine Drehung um die z-Achse um den Winkel 0 < a < 27,
2. Eine Drehung um die Knotenlinie um den Winkel 0 < g < 27,

3. Eine Drehung um die neue z-Achse um den Winkel 0 < v < 27.

Damit existieren auch in dieser Parametrisierung drei kontinuierliche Parameter «, 8 und

~. Die Drehmatrix ergibt sich aus den Matrizen der einzelnen Drehungen

cos(y) —sin(y) 0 1 0 0 cos(a) —sin(a) 0

R(a, B,7) = | sin(y) cos(y) 0 0 cos(B) —sin(B) sin(a)  cos(a) 0
0 0 1 0 sin(B) cos(p) 0 0 1
(25)
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3.3 Infinitesimale Drehungen

Infinitesimale Drehungen weichen nur sehr gering von dem Einheitselement ab
R=1+QQ. (26)
Aus der Orthogonalitiat der Drehmatrix folgt , dass 2 antisymmetrisch sein muss

RRT =1=1+Q1+0") =1+Q+ Q" + (0% (27)

=0 =-0" (28)

Diese Bedingung ist allgemein von einer Matrix der Form

0 —Q3 (6]
Q= o %) 0 —og = &K (29)
— Q9 (05} 0
erfiillt. Hierbei ist mit A das Matrizentripel
0 0 O 0 01 0 -1 0
M=100 -11], MN=] 0 00|, As=]1 0 0 (30)
01 0 -1 0 0 0 0 O
gemeint. Fiir die Matrixelemente gilt damit
(A)\)wf = —€E\uv- (31)

Der Sinn, infinitesimale Drehungen zu betrachten, liegt darin, dass endliche Drehungen
aus beliebig kleinen Drehungen zusammengesetzt werden kénnen. Eine Drehung um den

Winkel a entspricht zwei Drehungen um den Winkel

)= .= [R(%)]N. (32)
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Im Limes N — oo folgen daraus infinitesimale Drehungen, die angendhrt werden kénnen

als

N

—

1+ = R(d) = ™. (33)

a
N

In diesem Kapitel wurde gezeigt, dass die SO(3) parametrisierbar ist und die entspre-
chenen Parametrisierungen kontinuierlich und wesentlich sind. Des Weiteren existieren
infinitesimale Elemente. Es lasst sich somit zeigen, dass die SO(3) eine Lie-Gruppe ist,

mit den Generatoren (A1, Ag, A3). Man kann einen Casimiroperator definieren

c=>t. (34)

Der Casimiroperator hat die wichtige Eigenschaft, mit allen anderen Generatoren der

Darstellung zu vertauschen
[C,t,] = 0. (35)

Mit Hilfe des Casimiroperators kénnen die expliziten Darstellungen der SO(3) ermittlelt

werden, wie im néchsten Kapitel gezeigt wird.

4 Die unitire Darstellung der SO(3)

4.1 Die SO(3) im Hilbertraum

In diesem Kapitel wird die Darstellung der SO(3) im Hilbertraum hergeleitet. Dafiir wer-
den die Eigenschaften der Generatoren und deren Wirkung auf Zustédnde ausgenutzt.
Nach dem ersten Satz in Kapitel 1 ist die Darstellung einer kompakten Lie-Gruppe im

Hilbertraum &quivalent zu einer unitaren Darstellung. Unitér bedeutet
TH=177"! = TTT =1. (36)

Aus der Langeninvarianz folgt, dass die Generatoren t, der Darstellung antihermitesch
sein miissen. Als Generatoren verwendet man allerdings die quantenmechanischen Dre-

himpulse J, = it,. Um die explizite Darstellung zu erhalten, betrachtet man das Eigen-
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wertspektrum eines Generators, typischer Weise von J;. Wirkt J3 auf einen Eigenzustand,

so erhélt man den Eigenwert des Operators
Js|m >=m|m > . (37)

An dieser Stelle werden Auf- und Absteigeoperatoren definiert, die durch das Wirken auf

einen Zustand den néchst hoheren, bzw. niedrigeren Zustand erzeugen
Jo = Ji i (38)
Der Casimiroperator lésst sich schreiben als
JP=Jids F Js+ Jz, (39)

mit dem Eigenwert A. Nach Satz 2 in Kapitel 1 folgt, dass die Darstellung endlichdimen-
sional ist. Es muss daher einen grofiten Zustand |j > und einen kleinsten Zustand |7/ >

geben, fiir die demnach gilt
Jilj>=0 J_|j' =0. (40)
Quadriert man den Zustand Ji|m >, erhélt man
< Jym|Jim >=<m|JzJim >= X Fm — m?2. (41)

Setz man in Gleichung (41) die Grenzzustdnde ein und verwendet die Relationen in (40),

ergibt sich ein Ausdruck fiir den Eigenwert des Casimiroperators
A=7+j=5"=7 (42)

Aus der Gleichung (42) kann man direkt die Beziehung zwischen den Grenzzusténden

ablesen

10
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Nun kann man den Wertebereich von j noch weiter einschranken. Wendet man den Ab-

steigeoperator (N-1)-fach auf den Zustand |j > an, ergibt sich
Jo(J) MG == G = (N =) >= 515" > (44)
Aus der Gleichung (44) folgt
j—j4+1=2j+1=N. (45)
Damit muss j halbzahlig sein. Der Eigenwert von J3; kann die Werte
—j<m<j (46)

annehmen, woraus folgt, dass die Darstellung (2j+1)-dimensional ist. Die Matrixoperato-

ren lassen sich nun mit Hilfe ihrer Eigenwerte konstruieren. Fiir .J5 und J? findet man die

Darstellungen
7 0 0
0 j—1 ... 0
Js=1 . ‘ ' (47)
0 0 —J
und
10 0
) 01 ...0 o
=1 i +1). (48)
0 0 1

11
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Mit den Eigenwerten der Auf-und Absteigeoperatoren pi(m) = \/j(j + 1) Fm —m2,
folgt deren Matrixdarstellung

0 p(j—1) 0 0 0 0 .. 0
0 0 0 _ 0
g, = R .(J)
p+(—J) 0
0 0 0 0 p_(—j+1) 0
(49)
Die beiden noch fehlenden Matrizen konnen iiber die Relaltion
1 1
J1 = §(J+ +J2), Jo = Q_i(‘]-i- —J-) (50)

berechnet werden. Diese Matrizen bilden die explizite Darstellung der SO(3) im Hilber-
traum. Sie konnten iiber die Eigenwerte eines Generators und des Casimiroperators her-
geleitet werden. Wie schon erwihnt, ist die gefundene Darstellung (2j+1)-dimensional.
Fiir 5 = 0 erhélt man eine eindimensionale und fiir j = 1 eine dreidimensionale Dar-

stellung. Fiir den Fall 7 = 2 folgt eine fiinfdimensionale Darstellung, die dquivalent zu

1

einer Tensordarstellung ist. Im néchsten Abschnitt wird der die Darstellung fiir j = 3

diskutiert.

4.2 Die SU(2) und endliche Drehungen

Fir j = % ergibt sich eine zweidimensionale Darstellung, deren Generatoren bis auf einen
Faktor % den Pauli- SPinmatrizen entsprechen. Diese Spinmatrizen sind gerade die Er-
zeugenden der SU(2). Somit kann man aus der Darstellung der SO(3) im Hilbertraum fiir
j = 3 die SU(2) ableiten.

In der SU(2) erhihlt man fiir den Ubergang von infinitesimalen zu endlichen Drehungen

-7

U(a) = e ", (51)
Durch Auswerten dieser Exponentialfunktion ergibt sich die Drehung

cos(2) — 1essin(<
U(&) _ (2) 3 (2
—i(ey +ieg)sin(§) cos(§) + iegsin($)

) —i(er — ez)sin(5)

12
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Die Gleichung (52) wird auch als Spinordarstellung einer Drehung bezeichnet. Da die
SU(2) von den Spinmatrizen erzeugt wird, eignet sie sich zur Beschreibung des Teilchen-
spins. Aus der Gleichung (52) kann eine wichtige FEigenschaft des Spins abgeleitet werden.
In der SO(3) ist eine Drehung um den Winkel 27 gleich dem Einheitselement. Dreht man
einen Vektor um 27, erhdlt man den urpriinglichen Vektor. Dies ist in der SU(2) nicht

der Fall. Eine Drehung um 27 ergibt hier

U(2ré) = U(me)U(we) = —1. (53)

Um den urspriinglichen Vektor zu bekommen, muss um den Winkel 47 rotiert werden.
Aus diesem Grund muss die Parametrisierung der SU(2) auf ein Winkelintervall von 0 <
a < 27 erweitert werden. Man sagt, dass die SO(3) von der SU(2) doppelt iiberlagert ist,
was in der Abbildung 4 illustriert ist.

Y ; Ima

Abb. 4: Einparametrige Kurve in der SU(2). Fiir die SO(3) wiirde sich die Einheitssphére
halbieren und eine Kurve von o = 0 bis @ = 27 wére geschlossen.

Quelle: Roman Sexl, Helmuth Urbantke, Relativitdt, Gruppen, Teilchen, Springer Verlag,
1992

In der Abbildung 4 ist die EInheitssphéare der SU(2) gezeigt. Es ist zu sehen, dass sich die
Punkte v = 0 und v = 27 genau gegeniiber liegen. Eine einparametrige Kurve g(7), die
entlang der Sphére von o« = 0 bis @ = 27 reicht, wiirde das halbe Einheitsintervall der
SU(2) betragen. Um die Einheitssphére der SO(3) zu erhalten, miisste die Parametrisie-
rung halbiert werden und die Sphére wiirde sich zusammenziehen. Die Kurve g(7) wére
dann auf dem Intervall von @ = 0 bis @ = 27 geschlossen. Man spricht daher von einer

doppelten Uberlagerung.

13
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Um die Spinordarstellung der SU(2) herzuleiten, werden wieder die Eigenwerte der Ope-

ratoren berachten. Zunéchst werden die Zustande |j, m > definiert als

1 11 0 1 1
== = > ==, —— > . 54
O |27 2 Y 1 ‘27 2 ( )
Fiir den Aufsteigeoperator gilt
11 1 1 11
J+|§7§>_0 ‘]+|§7_§ >_|§7§>' (55)

Somit kénnen die Generatoren der SU(2) bestimmt werden zu

1({01 10 —i 1{1 O
Jp == , Jy == , Js = — . (56)
2\1 0 2\i o0 2\ 0 -1
Diese Matrizen entsprechen bis auf einen multiplikativen Faktor den Pauli-Matrizen. Die

SU(2) wird daher von den Spinmatrizen erzeugt und man erknennt die Relation

Die Spinordastellung der SU(2) ldsst sich somit aus der unitéren Darstellung der SO(3)

fiir y = % herleiten.
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