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Das Phénomen der spontanen Symmetriebrechung wird hier zunéchst anhand von
Beispielen aus der klassischen Physik veranschaulicht. Anschlieffend fokussieren wir uns
auf die relativistische Quantenfeldtheorie. Das Goldstone-Theorem, das die Existenz
masseloser Teilchen bei spontaner Brechung einer Symmetrie voraussagt, wird an einem
Beispiel illustriert und dann allgemeiner bewiesen. Schlieflich sehen wir, wie im Fall von
Eichsymmetrien der Higgs-Mechanismus masselose Teilchen vermeidet und dafiir den
Eichbosonen Masse verleiht.

1 Einfihrung

Wir betrachten die Bewegung eines klassischen Punktteilchens in einem Potential V : R” — R. Das
Potential sei invariant unter der Wirkung einer Untergruppe G der euklidischen Gruppe E(n), also
z. B. rotationssymmetrisch (G = O(n)).

Die zentrale Frage lautet nun:

[ Wie verhélt sich das Minimum des Potentials unter der Wirkung der Symmetriegruppe? ]

Die Rolle des Minimums werden spéter der Grundzustand (Quantenmechanik, Festkorperphysik)
bzw. das Vakuum (relativistische Quantenfeldtheorie) einnehmen.

Erste Moglichkeit: Das Minimum bleibt invariant unter G.
Beispiel: V(z,y) =22 +y*, G=0(2).
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Zweite Moglichkeit: Ein (willkiirlich gewéhltes) Minimum wird unter der Wirkung von G in ein
anderes Minimum iiberfithrt — man sagt, die Symmetrie ist spontan gebrochen.

Beispiel: V(z,y) = (22 +9*> —1)?, G=20(2).

V(xy)

Y

X

Weitere Moglichkeit: Ein Minimum bleibt nur unter einer Untergruppe H von G invariant.
Beispiel:

V(z,y,2) =y>+2°,
G = {Drehungen um z-Achse und Verschiebungen in z-Richtung} = O(2) x R,
H = {Drehungen um z-Achse} = O(2) x {0} .

AZ

1.1 Symmetriebrechung beim Ferromagneten

Oberhalb der Curie-Temperatur T sind die Ausrichtungen der Spins in einem Ferromagneten iso-
trop verteilt, makroskopisch liegt die volle O(3)-Rotationssymmetrie vor, d. h. keine Raumrichtung
ist ausgezeichnet.
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Bei Temperaturen unterhalb von T¢ fithrt eine spontane Magnetisierung zur Auszeichnung einer
Vorzugsrichtung. Der im konkreten physikalischen System vorliegende Grundzustand bricht die
Symmetrie auf eine Untergruppe O(2) (Drehungen um die Vorzugsrichtung).

1.2 Spontane Symmetriebrechung in der Quantenmechanik

In der Quantenmechanik endlich vieler Freiheitsgrade kann keine spontane Symmetriebrechung auf-
treten. Dies ist eine Konsequenz des Stone-von Neumannschen Eindeutigkeitssatzes, der besagt, dass
die Schrédingerdarstellung der Quantenmechanik die bis auf unitire Aquivalenz einzige irreduzible
Darstellung der Heisenbergschen Vertauschungsrelationen [g;, p;] = ihd;; fiir Orts- und Impulsope-
rator auf einem Hilbertraum ist.! Gébe es nun eine Symmetrie, die den Grundzustand in einen
anderen Zustand iiberfiihrt, konnte man aus diesem eine indquivalente Darstellung konstruieren,
im Widerspruch zum Stone-von Neumannschen Satz. Eine genauere Erlduterung im Rahmen der
algebraischen Formulierung der Quantentheorie findet man in [Ear03].

In der Quantentheorie unendlich vieler Freiheitsgrade (Festkorperphysik, relativistische Quanten-
feldtheorie, ...) gilt der Eindeutigkeitssatz nicht mehr und tatséchlich lassen sich dort Modelle
mit spontaner Symmetriebrechung finden. Dazu wollen wir uns zunéchst iiberlegen, was spontane
Symmetriebrechung in diesem Kontext iiberhaupt bedeutet.

2 Situation in der relativistischen Quantenfeldtheorie

Wir betrachten eine auf Feldern ¢ = (¢1, ..., ¢y,) definierte Wirkung S[¢] = [ d*z L(¢(z), d¢(x)) .
Als globale innere Symmetrie bezeichnet man eine Darstellung einer Liegruppe G auf den Feldern
¢, die vom Raumzeitpunkt unabhiingig ist? und £ (oder allgemeiner S) invariant lisst. Die Gene-
ratoren (eine Basis der zugehorigen Darstellung der Liealgebra g von G) bezeichnen wir mit 7%,
a=1,...,dim(G). Wir unterscheiden im Folgenden nicht zwischen den Elementen von Liegruppe
bzw. Liealgebra und ihren Darstellungen.

Nach dem Noether-Theorem gibt es zu jedem Generator T einen erhaltenen Strom j%#(z) mit
0,j“"(x) = 0, sodass die Ladung

Q(t) = / B joO(F, 1) = Q°

eine zeitunabhéngige Erhaltungsgrofe ist.

Nach Quantisierung erzeugen die hermiteschen Operatoren Q¢ eine Darstellung von g auf den Feld-
operatoren (vgl. [Wei95|, Abschnitt 7.3):

Q% 0] =T"(0)

'Fiir Prizisierung der Aussage und Beweis des Satzes siche z. B. [Str05].
2D.h. Wirkung der Gruppenelemente und Raumzeittranslation vertauschen. Daraus folgt, dass der Impulsoperator
mit den Generatoren der Symmetrietransformation vertauscht.
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2.1 Das Fabri-Picasso-Theorem

Wie kann sich nun das Vakuum |0) unter der Symmetrie verhalten? Die Antwort auf diese Frage
gibt das

Theorem (Fabri, Picasso) Unter einer globalen inneren Symmetrie der Lagrangedichte
L gilt entweder
i) Q%|0) =0 oder

1) Q®|0) liegt nicht im Hilbertraum (d. h. |0) liegt nicht im Definitionsbereich des un-
beschrankten, also nicht iberall definierten Operators Q%).

\. J

Gilt Fall ¢) fiir alle a, so ist (0|T%(¢)|0) = (0][Q%, ¢]|0) = 0. Fiir endliche Transformationen g =
T e G sieht man durch Ausschreiben der Exponentialreihe®

(0lg(¢)|0) = (0] exp(i6* adga)¢|0) = (0[¢[0) ,

das Vakuum bleibt invariant unter G. Im Fall %) sprechen wir von spontaner Symmetriebrechung
und schreiben etwas salopp Q“|0) # 0.

Beweis des Fabri-Picasso-Theorems: Mit dem Viererimpulsoperator P, gilt
]0(1‘) — e—iP-ij(O)eiP-z )

Da das Vakuum translationsinvariant ist (e'£*#|0) = |0)) und der Generator Q% der inneren Sym-
metrie mit P vertauscht, folgt daraus

(015°(2)Q“10) = (01;°(0)Q"|0) -

Damit gilt fiir die Norm von Q%|0)
(01Q°Q"(0) = /dga: (07°(2)Q°|0) = /de (07°(0)Q7[0) .

Dieser Ausdruck divergiert, sofern nicht Q*|0) = 0 ist. O

3 Das Nambu-Goldstone-Theorem

Zentrales Ergebnis dieses Abschnitts ist das

Theorem (Nambu, Goldstone) Wird die Symmetrie einer Lagrangedichte spontan
gebrochen, so gibt es zu jedem Generator T mit Q®|0) # 0 ein masseloses Teilchen.

Bevor wir zum Beweis kommen, wollen wir uns das (rein klassisch) an einem Beispiel veranschauli-
chen.

3mit Notation ada(B) := [A, B]
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3.1 Goldstone-Modell

Das einfachste feldtheoretische Modell mit spontaner Symmetriebrechung wird beschrieben durch
die Lagrangedichte

£(6,06) = (0,0)(00) + 126 — N(¢)? it ¢ = @;) reell, A2 >0

Diese ist invariant unter einer globalen O(2)-Symmetrie. Die Minima des ,Potentials V(¢) =
—12¢% + \(¢?)? liegen bei

d. h. die Symmetrie ist spontan gebrochen. Wahlt man als Minimum ¢y = <U>, so kann man das

0

Feld neu als ¢/ = ¢ — ¢g = <Z) definieren und erhalt

L£'(¢,00) = (0,0))(0"8) + 12 (n +v)* + 120 = X ((n+v)? +v?)°
= (0,0)(0"¢') — (6M0% — p®)n* + (210 — 4\ — (20® — p?)Y? + Wow,
= (8)(0") + (9um) (9n) — 2p*n* + W.w.

Konstante Terme kénnen vernachléssigt werden, die Terme hoherer als quadratischer Ordnung be-
schreiben Wechselwirkungen. Der n?-Term beschreibt ein Teilchen mit Masse 2,2 (nun mit korrek-
tem Vorzeichen), doch viel spannender ist das Fehlen eines ¢?-Terms: 1 lisst sich als masseloses
Teilchen interpretieren.

3.2 Zum Beweis des Nambu-Goldstone-Theorems

Allein in der Originalarbeit [GSW62| werden drei verschiedene Beweise des Nambu-Goldstone-
Theorems présentiert, eine Lehrbuchversion findet man beispielsweise in [Ait82] und eine rigorose
Variante in [Str08]. Der im Folgenden dargestellte storungstheoretische Beweis aus [Wei96] hat den
Vorteil, dass er sich gut als Verallgemeinerung des Vorgehens im vorherigen Abschnitt lesen lasst.
Um nicht nur klassisch zu rechnen, sondern auch Quanteneffekte mit einzubeziehen, benutzen wir
den Begriff des effektiven Potentials, das ziemlich analog zum klassischen Potential behandelt werden
kann. Fiir den Weg dahin wird etwas Maschinerie aus der Quantenfeldtheorie bendtigt, die hier nur
kurz skizziert werden kann; ausfiihrlichere Informationen findet man in den meisten Lehrbiichern
zu Quantenfeldtheorie. Man konnte auch die folgenden beiden Abschnitte iiberspringen und sich
dann iiberlegen, was die im Beweis verwendeten Resultate aus diesen Abschnitten im klassischen
Fall aussagen und wie dies die vom Goldstone-Modell bekannte Vorgehensweise verallgemeinert.

3.3 Voraussetzungen aus der Quantenfeldtheorie

e Aus der Funktionalintegralquantisierung erhélt man das erzeugende Funktional der Green-
funktionen

Z[J] = WV = / D CPHT9) mit J. = / Az Ji(z)di(z)

dabei ist W[J]| das erzeugende Funktional der zusammenhdingenden Greenfunktionen

“Manche Autoren setzen ein negatives Vorzeichen vor den ¢*-Term, damit er wie ein gewShnlicher Massenterm
aussieht, und fordern dann p? < 0.
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e Die Legrendetransformierte

heifst effektive Wirkung.

e Fir Vakuumserwartungswerte liegen keine dufseren Quellen vor, es ist also

SI'[¢] _0
¥¢  lo=(01d10)
e In diesem Fall gilt fiir den Propagator
2w S, 8J; 82r
ij = 7] = 2% , also Ai_jl =2 = 2 (D)
0JidJj ly=o  ®Jils=o O¢ilo=woid0)  2i®%ile=(oldi0)

Hier ist das Inverse beziiglich Faltung gemeint.

e Unter der Annahme eines Poincaré-invarianten Vakuums ist (0|¢(2)|0) unahbhéngig vom
Raumzeitpunkt. Fiir raumzeitlich konstante Felder &(z) = & setzen wir

o] = / Atz Vog(d)
mit dem effektiven Potential Veg. Dann ist fiir den Vakuumserwartungswert

_ Iy
dp(z)

_ V()

0 0P

©=(0/4|0) =(0[¢|0)

Dies entspricht der Bedingung fiir das Minimum eines klassischen Potentials.

o Symmetrien der Wirkung sind auch Symmetrien des effektiven Potentials.

3.4 Was sind masselose Teilchen in der QFT?

Um eine Idee zur Beantwortung dieser Frage zu bekommen, betrachten wir zunéchst skalare Felder:
Diese erfiillen die Klein-Gordon-Gleichung (0 4+ m?)¢(z) = 0 mit Masse m.

Das Inverse des Klein-Gordon-Operators ist der Propagator A(x; m?) mit (O+m?)A(x; m?) = 6(z),

im Impulsraum (nach Fouriertransformation) lésst sich dieser schreiben als Multiplikationsopera~

tor
1

Alksm®) = L5 a5,

Ein masseloses Teilchen entspricht also einem Pol bei k?> = 0 bzw. einer Nullstelle des Inversen
ALk =0).

Fiir mehrkomponentige Felder haben wir aus (1)

8*I'[¢]

Az —y)= —
( ) 5¢i(%)59;(Y) | p—(0/d(0)
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oder im Impulsraum

O Ve (D)
OD;0P;

9
0%,

SI7[¢]
o=(0/dj0) 9%3(0)

®=(0/4/0)

=0 8i(2)82;(0) | o= 0/
= /d4xAl-_j1(:):)eio'x =AMk =0).

Im mehrkomponentigen Fall entsprechen masselose Teilchen also gerade den Eigenvektoren der

3 aQVeH(é)
Matrix ( 95,06,

zum Eigenwert 0.

qv’:<0¢g|0>>ij

3.5 Storungstheoretischer Beweis des Nambu-Goldstone-Theorems
Wir verwenden zur Abkiirzung v = (0/|0).
Da das effektive Potential invariant unter G ist, erhélt man

Vet (D) = Veg(e"®) VteR,

durch Differenzieren nach ¢ an der Stelle ¢t = 0

OVert(P)

0= ——2T5.P .
op; Y

Erneutes Ableiten nach &; liefert

0*Vesr(9) IVert(P)

0= ——"7—T5P,+ ———T75 .

06,00, ET Top, i
Fir das Vakuum gilt nun geméf (2) die Bedingung W;?)%‘}@) o 0, also erhalten wir an dieser
Stelle 52 -

Ve (P ~_
0= 845%(@) Tk = Ay (k = 0) T, -
YR ld=v

Fiir jeden spontan symmetriegebrochenen Generator (T%v # 0) ist T% ein Eigenvektor von Al (k=
0) zum Eigenwert 0, was nach obigen Uberlegungen einem masselosen Teilchen entspricht.

3.6 Beispiele fiir Goldstone-Bosonen

e Brechung der Rotationssymmetrie beim Ferromagneten = Magnonen
e Brechung der Translationssymmetrie in Fluiden oder Festkorpern = ~ Phononen

e Die chirale Flavour-Symmetrie in der QCD wird durch die Quarkmassen explizit gebrochen.
Wenn man die Quarkmassen jedoch vernachlissigt, wird diese Symmetrie spontan gebrochen
und die Pionen als nicht masselose, aber vergleichsweise leichte Hadronen lassen sich als
zugehorige (Pseudo-)Goldstone-Bosonen interpretieren.
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4 Der Higgs-Mechanismus

Bei den Beispielen fiir Goldstone-Bosonen wurde kein Elementarteilchen genannt — und tatséchlich
sind auch keine masselosen skalaren Elementarteilchen bekannt. Demnach wire das Goldstone-
Theorem aus Sicht der Elementarteilchenphysik eher als Riickschlag fiir die Idee der spontanen
Symmetriebrechung zu werten.

Doch bisher haben wir nur spontan gebrochene globale Symmetrien betrachtet. Was passiert, wenn
man dies auf lokale Symmetrien (Eichtheorien) zu {ibertragen versucht?

Es wird sich herausstellen, dass die Goldstone-Moden in diesem Fall in der Eichfreiheit verschwinden,
also keine masselosen Teilchen auftreten, aber stattdessen die Eichbosonen massiv werden. Dieses
heute als Higgs-Mechanismus bekannte Phianomen wurde im Jahr 1964 nahezu unabhéngig von
F. Englert und R. Brout [EB64|, P. Higgs |Hig64a, Higb4b| sowie G. Guralnik, C. Hagen und
T. Kibble |GHK64] beschrieben. Peter Higgs stellte dabei am deutlichsten das Auftreten eines
weiteren massiven Skalarteilchens heraus, das spéter (wie der ganze Mechanismus) nach ihm benannt
wurde.

Wie schon Higgs in seinen Artikeln von 1964 werden wir das Phénomen an einem einfachen Beispiel
rein klassisch untersuchen.

4.1 Einfaches Modell

Wir betrachten eine abelsche Eichtheorie gekoppelt an ein komplexes Skalarfeld ¢ mit der Lagran-
gedichte
L= —FuF" + (Dug)"(D"e) + p?lof* = No* . p* A >0.
Dabei ist A, das Eichfeld, F,, = 0,4, — 0,A, und D, = 9, +ieA,,. Wie im Goldstone-Modell ist
die (globale) U(1)-Symmetrie spontan gebrochen, ein Minimum des ,,Potentials* liegt bei |¢g|? =
2

=
)\_’U.

Freiheitsgrade: 34, — ly) +24 =4
Fiir das Eichboson sind nur zwei Polarisationsrichtungen zuléssig, was wir der U(1)-Eichsymmetrie
zurechnen.

Erster Schritt: Entwicklung um das Vakuum Mit der Reparametrisierung ¢(z) = (v +
n(x))e”®) und der Schreibweise |V|? = V,;V# fiir beliebige komplexwertige Vektorfelder V# er-
halt man

; 1
IDo|* = (e[ +i(Dp) +ieA)](v +n)[* = (9n)* + (v +n)*(A + gé’p)2 ,
also eingesetzt in die Lagrangedichte

2
L=—F,F" +¢e*? (1 + g) (A—09p/e)* + (9un)* — 2u*n* — 4dun® — A

Freiheitsgrade: Scheinbar 34, + 1, + 1, = 5, doch die U(1)-Eichsymmetrie ist nach wie vor
vorhanden, wenn auch nicht direkt ablesbar (manifest).

Zweiter Schritt: Wahl einer Eichung Wenn man nun die Eichtransformation ¢ — ¢e™* = v+,
A, — A, — 0,p/e durchfiihrt, erhélt man

2
L=—F,F" +e*? (1 + ﬂ) AZ + (9um)? — 2un* — ddwn® — At
v
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Das masselose p-Feld ist durch die Wahl der Eichung vollstandig verschwunden, wahrend das massive
Eichboson nun drei Freiheitsgrade besitzt. Das verbleibende Skalarfeld 7 ist ein Higgs-Boson.

Freiheitsgrade: 34, +1, =4 v

Durch den Higgs-Mechanismus verschiebt sich das Vakuum also so, dass die Eichbosonen massiv
werden.

4.2 Ausblick: Standardmodell
Bekannt wurde der Higgs-Mechanismus durch seine Anwendung im Standardmodell der elektroschwa-
chen Wechselwirkung (S. Glashow, A. Salam und S. Weinberg 1967).

e Ausgangspunkt: Eine (nichtabelsche) SU(2)1, x U(1)y-Eichtheorie erklért die elektroschwache
Wechselwirkung zunéchst unzureichend, da die Austauschteilchen (Eichbosonen) masselos er-
scheinen, was der geringen Reichweite der schwachen Wechselwirkung widerspricht.

e Higgs-Mechanismus: Ein zusétzlich postuliertes Skalarfeldes bricht die Symmetrie auf eine Un-
tergruppe U(1)em, sodass die den W*- und Z-Bosonen zugeordneten Felder nach Umschreiben
der Lagrangedichte und Eichfixierung einen Massenterm erhalten, das zur verbliebenen Sym-
metriegruppe korrespondierende Photon (A) aber masselos bleibt.

e Man kann wieder Freiheitsgrade zéhlen:
Vorher: 4 - 2gichbosonen + 4 - 1 = 12
Nachher: 3-3wz+24+1g=12 V
e Die massiven W*- und Z-Bosonen konnten 1983 direkt nachgewiesen werden.

e Wie im einfachen Modell sollte ein massives Skalarteilchen iibrig bleiben. Dieses wurde ver-
mutlich 2012 am CERN entdeckt.

5 Zusammenfassung

e Spontane Symmetriebrechung: Der Grundzustand (das Vakuum) ist nicht invariant unter einer
Symmetrie der Wirkung.

e Goldstone-Theorem: Werden globale innere Symmetrien spontan gebrochen, treten masselose
Teilchen auf.

e Higgs-Mechanismus: Durch spontane Symmetriebrechung in Eichtheorien kénnen die Eichbo-
sonen Masse erhalten.
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