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1 Einleitung

Das Eichprinzip bietet eine der wichtigsten Grundlagen fiir die modernen Quanten-
feldtheorien. Es liefert auf Grundlage von Symmetrieiiberlegungen den theoretischen
Ubergang zwischen freien und wechselwirkenden Feldern und postuliert bzw. erklirt
die aus ihm resultierenden und experimentell nachgewiesenen Eichbosonen. Die hier
behandelten Abelschen Eichsymmetrien kommen vorallem in der wohl etabliertesten
der Quantenfeldtheorien zum Tragen - der Quantenelektrodynamik.

Im Folgenden soll das grundlegende Eichprinzip ausgehend von der klassischen Elek-
trodynamik verstanden und auf die QED angewandt werden. Des Weiteren gilt es,
Unterschiede aber auch Auswirkungen der rein mathematischen Eichfreiheit und der
zugrunde liegenden Physik herauszuarbeiten.

2 Eichsymmetrien in der kED

Schon in der klassischen Elektrodynamik, die durch die Maxwellgleichungen be-
schrieben wird, kann eine physikalische Invarianz unter U(1)-Transformationen der
mathematischen Hilfsfelder festgestellt werden. Diese Unabhéngigkeit wird weithin
als Fininvarianz bzw. Fichfreiheit bezeichnet.

2.1 Eichinvarianz der Maxwell-Gleichgungen

Séamtliche Betrachtungen werden unter Verwendung der natiirlichen Einheiten (h =
¢ = 1) vollzogen. Des Weiteren wird auf die Kennzeichnung trivialer funktionaler
Abhéngigkeiten von Raum bzw. Zeit verzichtet.

Die Maxwell-Gleichungen lauten wie folgt:

V-E=p

V-B=0

ﬁxﬁz—até

VxB=j+08E. (1)

Zur Lésung dieser Gleichungen wird im Allgemeinen das skalare Potential ¢ und
das Vektorpotential A definiert:

B:=VxA

E:=—-Vo—0A. (2)
Die mathematische Losung der physikalischen Gleichungen kann also durch 3+1 =4

im Gegensatz zu 3 + 3 = 6 Komponenten bzw. Freiheitsgrade beschrieben werden.
Als Resultat ergibt sich die Invarianz der physikalischen Felder (vgl. Gl. (2)) unter
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der lokalen Eichtransformation

¢ = — (T, 1)
A = A4+ Val(i,t) (3)

der mathematischen Hilfsfelder V «(Z,t) € R .

Die Unabhéngigkeit der physikalischen Losung in Hinblick auf den Parameter (7, t)
wird Eichfreiheit genannt. Zur Losung der Maxwell-Gleichungen kénnen die unphy-
sikalischen Freiheitsgrade, die aus den Gleichungen (2) resultieren, also beliebig fest-
gelegt werden. Als prominente Eichungen sind hier die Coulomb-Eichung

V-A=0 (4)
und die Lorenz-Eichung
6 . fr-i— Op =0 (5>

ZUu nennein.

2.2 Kovarianz der Maxwell-Gleichungen

Neben der U(1)-Eichinvarianz implizieren die Maxwell-Gleichungen eine Invarianz
unter Lorentz-Transformation. Die Gleichungen (1) konnen also in eine kovariante
Schreibweise iiberfiihrt werden:

O " =3
O F" + 0, FM 4+ O\F™ =0 (6)
Dabei ist der Feldstarketensor definiert zu:
o= gV A* — OFAY (7)

und das Vierer-Vektorpotential sowie -Strom zu:

— -,

A= (p,A) und G = (p, 7). (8)

Der Feldstéarketensor beinhaltet dabei alle 6 physikalischen Freiheitsgrade und die
zugehorige Eichtransformation ergibt sich zu:

At = AF + 9" a(x). 9)
Aus der ersten Gleichung in (6) folgt direkt die Kontinuitatsgleichung (10):

8,j" = —0,0,F" =0
= 8p+V-5=0, (10)

da 0,0, symmetrisch und F*” asymmetrisch unter p <> v.
Des Weiteren ergibt sich unter Verwendung der Lorenz-Eichung (9,A" = 0) eine
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Ebenewellen-Gleichung

D1, A — O (9, A") = "
—— \6-/
=0 =

=0A4" =0 (11)

als Bewegungsgleichung fiir A* in Abwesenheit von Quellen.

3 Ubergang zur Quantenmechanik

3.1 Eichinvarianz und Wechselwirkung

Nachdem unter Betrachtung der Maxwell-Gleichungen im Bezug auf U(1)-Eich- und
Lorentz-Invarianz der Begriff der Eichfreiheit verdeutlicht wurde und physikalische
Gegebenheiten wie Kontinuitédtsgleichung und Ebenewellen-Gleichung fiir Vierer-
Strom und Vierer-Vektorpotential als Resultat der Lorenz-Eichung festgestellt wur-
den, soll nun kurz die Eichfreiheit in der Quantenmechanik untersucht werden.

Der Hamilton-Operator fiir ein Teilchen der Ladung ¢ in Anwesenheit eines elektro-
magnetischen Feldes ist gegeben durch:

1 S
H=—(p—qA)* : 12
5, (0= aA)" +qp (12)
Die Grofen A und ¢ ergeben sich analog zu (2). Sei 1) ein Zustand, der die zu-
gehorige Schrodingergleichung bzgl. H 16st, wird deutlich, dass Transformationen
H — H' gemif (3) die Energieeigenwerte

(| H'[) =E #E, (13)

also die physikalisch zugénglichen Grofsen, nicht unverdndert lassen. Die naheliegen-
de Losung ist die Einfiihrung einer korrespondierenden lokalen Phasentransformati-
on

) = ') = exp [iga(Z, 1)] [¥) (14)

der Zustande in Abhéngigkeit des Eichparameters a(Z,t).
Unter der nun vollstdndigen Transformation bleiben Energie und Aufenthaltswahr-
scheinlichkeit als physikalische Grofsen invariant:

WH[Y) = E' = E
W) =W =Wl ¢) . (15)

Die Forderung der Eichsymmetrie unter Transformation der mathematischen Hilfs-
grofsen A und © als Wechselwirkungsterme setzt also eine lokale Eichinvarianz der
Wellenfunktionen des Systems voraus. Oder anders ausgedriickt:

Die lokale Eichinvarianz der Wellenfunktionen bzw. Zusténde eines physikalischen
Systems impliziert das Vorhandensein einer elektromagnetischen Wechselwirkung.
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3.2 Relativistische Quantenmechanik

Die grundlegenden Gleichungen der Quantenmechanik und Speziellen Relativitéts-
theorie sind die Schrodinger-Gleichung

) 1
10, [) = —5 -V |} = H |4) = B |y) (16)
m
und die relativistische Energie-Impuls-Beziehung
(H* =) E* = p* + m?. (17)

Durch Quantisierung des Impulses in (17) und Verkniipfung beider Gleichungen
erhilt man die Klein-Gordon-Gleichung

(O+m?) ) =0. (18)

Aufgrund der quadratischen Zeitableitung tritt zu jeder Losung mit positivem Ener-
giewert eine Losung mit negativem Energiewert auf. Um dieses anféngliche physika-
lische Problem zu umgehen und Fermionen mit halbzahligem Spin beschreiben zu
konnen, fiithrte Paul Dirac eine Vektorwertige Bewegungsgleichung mit linearer Zeit-
und Ortsableitung ein:

18 = (-i@‘ V4 mﬁ) b= Hy. (19)

Die Grofen v sind dabei die 4-komponentigen Dirac-Spinoren, die Informationen
iiber Spinzustand und Energie tragen. Die Zustinde mit vermeintlich negativen
Energieeigenwerten werden nun durch Antiteilchen identifiziert.

Eine zur Schrédinger-Gleichung analoge Vorgehensweise liefert Bedingungen fiir die
Matrizen «; und (3, die in der Dirac-Darstellung durch folgende Wahl erfiillt werden:

a; = (2@ %Z) und (= (g _0]1) . (20)

Dabei sind o; die Pauli-Matrizen.

Mit den Definitionen

V= (6, Ba) (21)
und
§:=~"0, (22)
ergibt sich die kovariante Dirac-Gleichung zu:

(i@ —m)y =0. (23)
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4 Quantenfeldtheorie

Fiir die Beschreibung von Vielteilchensystemen und deren Wechselwirkungen werden
die punktférmigen Ortskoordinaten der Teilchen in Felder zusammengefasst. Fiir
skalare Wellenfunktionen ohne Spin ergibt sich:

sowie fiir Dirac-Spinoren mit halbzahligem Spin:
Ti(t) = (T, 1).

Die Felder werden nach der zweiten Quantisierung durch Integrale iiber Erzeugungs-
bzw. Vernichtungsoperatoren definiert und unterliegen Kommutationsrelationen, die
fiir die spéateren Symmetriebetrachtungen allerdings irrelevant sind und daher nur
erwahnt bleiben.

4.1 Lagrangedichte und Noether-Theorem

Analog zur Lagrangefunktion L als Differenz aus kinetischer und potentieller Energie
in der klassischen Mechanik wird fiir die feldtheoretische Betrachtung eine Lagran-
gedichte definiert, sodass gilt:

/E(qzﬁ, 0,0) &*x = L(x;,0p;) . (24)

Fiir die Wirkung S ergibt sich ebenso analog;:

S:/£d3xdt:/£d4x. (25)
Fiir freie komplexe skalare Felder nimmt die Lagrangedichte folgende Gestalt an:
L= 0,6"0"6—m*6"0. (26)
sowie fiir freie komplexe Dirac-Felder
L = igp — mypy (27)
mit 1 := 40,

Unter Verwendung des Prinzips der minimalen Wirkung ergibt sich die Euler-Lagrange-
Gleichung fiir Feldtheorien:

oL _, oL
0p " 0(0u0)

Unter Anwendung von (28) auf (27) und (26) erhdlt man die feldtheoretischen Be-
wegungsgleichungen analog zu (18) bzw. (23).

= 0. (28)

Das Noether-Theorem der klassischen Mechanik besagt, dass jede kontinuierliche
Symmetrietransformation, unter der die Wirkung S invariant bleibt, einen erhalte-
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nen Strom j# mit 9,5 = 0 und eine Erhaltungsgrofe @ = j° impliziert.
In der feldtheoretischen Betrachtung ergibt sich analog:

Ausgehend von einer infinitesimalen Variation

O = = ¢+ 50

O = (0u8") = 0pd” + 60,9" (29)
des Feldes variiert £ um:
oL
0L = —06" + —————350,,0" 30
= 555+ 30

Damit die Wirkung invariant bleibt, kann der Noether-Strom nach einigen Rechen-
schritten definiert werden tber:

58 = /auj/‘ d'z =0 (31)
mit:
oL !
" = {m&?} =0 (32)

und analog fiir n unabhéngige Felder:

[Za ) 6@] L0, (33)

Die zugehorige zeitliche Erhaltungsgrofe (Noether-Ladung) ergibt sich damit zu:

Q= / d*z 5°. (34)

Betrachtet man die globale U(1)-Transformation fiir Dirac-Felder bzw. Fermionen,
transformieren die Felder wie folgt:

?/_J — 1/_/ = expligaly )
Y — ) = exp|—igaly. (35)

Damit ist nach trivialer Rechnung
= i) —mi'y =L (36)
die Lagrangedichte und damit die Wirkung invariant unter obiger Transformation.

Die infinitesimalen U (1)-Transformationen ergeben nach durch Entwicklung der Ex-
ponentialfunktionen zu:

Y — [1 +igajy = 0¢ = igar)
Y = [1 —igal = 6 = —igar). (37)
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Die Felder 1 und 1) kénnen formal als unabhingige Grofen betrachtet werden, sodass
sich der zugehorige Noether-Strom nach (33) wie folgt berechnet:

oL oL -
gt =0, | =9 —0)
S [a@w "+ 0
= j" = qayy"y (38)

und die zeitliche Erhaltungsgrofse zu
Q= [ @ =aa [ @x ol = ga [daulv, (39)

Diese Grofse entspricht der Gesamtladung des Systems.

Untersucht man das Verhalten unter einer lokalen U(1)-Transformation, ist die
Lagrange-Dichte freier Fermionen (Gl (27)) aufgrund des Ableitungsterms nicht
mehr invariant. Analog zum quantenmechanischen Hamiltonoperator muss nun der
Ableitungsoperator in der quantenfeldtheoretischen Lagrange-Dichte transformiert
werden:

Oy — 0, +1iqA, =D, . (40)

Die Groke D, wird als kovariante Ableitung bezeichnet. Unter der lokalen U(1)-
Transformation

¥ = ¢ = expliga(z)]y (41)
transformiert sich das oben definierte Vektorfeld wie folgt:

A=A, —0ua(x). (42)

Nun gilt fiir den Ableitungsterm der Lagrange-Dichte:

(D) = Dy
= (Ou +iqA, — igdya(z))expliga(z)l
= expliga(x)](0, +ig0,a(x) +igA, — iq0,a(x))v
= exp[iqa(x)](au + iun)iﬁ
= expliga(x)| D,y . (43)

Die modifizierte Lagrange-Dichte
L = pilpy — mipyy (44)
ist also invariant unter der lokalen U(1)-Transformation:

V' = expligo(z)]y
V' = exp|—igo(z)]y
A, = A, — 0ua(x) (45)
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4.2 Interpretation des Eichfeldes und QED

Das zur Erhaltung der lokalen U(1)-Symmetrie eingefithrte Eichfeld A, kann als
neues Teilchenfeld, bzw. unter Betrachtung der physikalischen Gegebenheiten als
Photonfeld, gedeutet werden. Gleichung (44) kann umgeschrieben werden zu

L = igp — ymyp — qpy" Ayl (46)

Damit kann der erste Term als Lagrange-Dichte eines freien Fermions und der zwei-
te Term als Wechselwirkungsterm gedeutet werden. Um die Theorie zu vervollstan-
digen, muss die Lagrange-Dichte um einen Term erweitert werden, der das freie

Photonfeld beschreibt:
CQED = £F + 'Cint + EMa:twell . (48)

Der zuséatzliche Term ergibt sich aus den Maxwellgleichungen zu:

1
£Mamwell = _ZF;WFHV- (49>

Der Wechselwirkungsterm in Gleichung (48) kann als Wechselwirkung zwischen Fer-
mion, Photon und Antifermion, also als Paarvernichtung, gedeutet und die elek-
trische Ladung ¢ offenbar als Kopplungskonstante der Wechselwirkung identifiziert
werden:

Abbildung 1: Feynman-Diagramm der Paarvernichtung

Das hier dargelegte Prinzip gehort zu einem der fundamentalen Bausteine aller
Quantenfeldtheorien: Nach Entwicklung einer freien Feldtheorie wird eine lokale Ei-
chinvarianz gefordert (die hier aufgezeigte Symmetriegruppe U(1) ist nur das ein-
fachste Beispiel), die dann durch Einfithrung neuer Eichfelder gewéhrleistet wird.
Diese Felder konnen als Austauschteilchen der jeweiligen Wechselwirkung identifi-
ziert werden. Aus der Gesamt-Lagrange-Dichte der Theorie konnen dann Feynman-
Regeln bzw. -Diagramme abgeleitet werden.

4.3 Skalare QED

Um das beschriebene Prinzip zu verdeutlichen, soll im letzten Abschnitt analog die
skalare QED betrachtet werden. Ausgangspunkt ist die Lagrangedichte eines freien
skalaren Feldes:

£ = 19,0 — m?|g”. (50)
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Ein zur QED véllig analoger Ansatz zur lokalen U(1)-Transformation fiihrt zu:

(Do) = | (9, +igA, — ig0ua(w))expliga(x)]d |
= | expliga(x)](9, + igdua(z) +igA, — igd,a(x))expliga(z)]e |?
= (Do) (51)

Damit ist die modifizierte Lagrange-Dichte nach Einfithrung eines Eichfeldes A,
invariant und gegeben durch:

L = (D,g)"(D"¢) — m?|o[*
= (0 — 1qA,) 9" (0" + igA) ¢ — m?|¢|?
= |0,0> — m?|9|* + *A?|¢|* — iqA,0" 0" ) + 0,0 ig A ¢
= Lp + ¢ A%|9]> + igA* (¢0,.0" — ¢*0,.0)
=Lpr+ Lint  [+FLMazwen] - (52)

Die beiden Wechselwirkungsterme lassen sich durch folgende Feynman-Diagramme
beschreiben:

v -,
4 R4

A~~~ m* m*
m N
v \ m‘\
N\ v N

Abbildung 2: Feynman-Diagramm fiir die Wechselwirkung der skalaren QED

Fiir die skalare QED ergeben sich also zwei Arten der Wechselwirkung mit dem Pho-
tonfeld. Zum einen ein Analogon zur Paarvernichtung der QED und zum anderen
ein Prozess, bei dem Teilchen und Antiteilchen vernichtet werden und zwei Photo-
nen erzeugt werden. Die Kopplungskonstante dieser Wechselwirkungen ist durch die
Ladung ¢ bzw. die quadratische Ladung ¢* gegeben. Bisher wurden keine skalaren
geladenen Teilchen gefunden, die dieser Art der Wechselwirkung unterliegen, daher
ist dies ein rein technisches Beispiel.
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5 Zusammenfassung

Unter Betrachtung der klassischen Elektrodynamik wurde der Begriff der Eichfrei-
heit oder Eichinvarianz erstmals eingefiihrt und erklért. Die Maxwellgleichung lie-
fern ,yon Natur aus” die Freiheit mathematische Hilfsfelder zu transformieren, ohne
die physikalischen Begebenheiten zu beeinflussen. Unter Hinzunahme der speziellen
Relativitatstheorie und der Lorenz-Eichung konnte eine Ebenewellen-Gleichung als
Bewegungsgleichung der eingefiihrten Felder gefunden werden.

Der Sprung in die nichtrelativistische Quantenmechanik liefert einen ersten Einblick
in den Zusammenhang zwischen lokaler Eichinvarianz und Wechselwirkung. Nach
Einfiihrung der Quantenfeldtheorie und des Lagrange-Formalismus wird die Rele-
vanz der verschiedenen Symmetrien noch deutlicher: Die globale U(1)-Eichinvarianz
kann eindeutig mit der globalen Ladungserhaltung verkniipft werden. Der Ubergang
zur lokalen U(1)-Eichinvarianz fordert schlussendlich die Einfithrung eines Eichfel-
des, das in der QED als Photonfeld identifiziert wird.

Der durch die lokale Symmetrie bedingte Ubergang von freier zu wechselwirken-
der Quantenfeldtheorie ist somit ein fundamentaler Bestandteil des Eichprinzips fiir
viele Quantenfeldtheorien.
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