
Das Pfadintegral in der Quantenme
hanikOleg BullerZusammenfassung des Vortrags vom 10. Juni 20091 EinleitungDer Pfadintegralformalismus ist eine zum S
hrödinger- und Heisenberg-Bild äquivalente Be-s
hreibung der Quantenme
hanik. Er wurde von Ri
hard Philipp Feynman mit Hilfe frühererArbeiten von Paul A. M. Dira
 im Jahre 1948 entwi
kelt. Die Arbeit von Feynman erhieltzunä
hst wenig Bea
htung, weil zum Einen seine Formulierung ein mathematis
h nur s
hwerfassbares, unendli
h dimensionales Integral enthielt und der Umgang damit zunä
hst unklarwar, und zum Anderem die bis dahin bekannten Bes
hreibungen der Quantenme
hanik si
hbei den, bis zu dem Zeitpunkt aufkommender Problemen, gut bewährt hatten. Erst die For-mulierung von (komplizierten) Feldtheorien zeigte den wertvollen Nutzen des Pfadintegrals.Der von Feynman eingeführte Formalismus stützt si
h an die Lagrange's
he Formulierung derklassis
hen Me
hanik und insbesondere an das Hamiltons
he Prinzip, darum folgt zunä
hsteine kurze Wiederholung aus der Analytis
hen Me
hanik.2 Lagrange FormalismusIn der Analytis
hen Me
hanik werden generalisierte Koordinaten q = (q1, . . . , qn) für einSystem mit n Freiheitsgraden eingeführt. Hier soll insbesondere auf das Variationsprinzip(Integralprinzip) eingegangen werden, bei dem Bahnkurven, die zwis
hen den Zeitpunkten t1und t2 (t1 < t2) verlaufen, vergli
hen werden. Ist L(q, q̇, t) = T − V (T: kinetis
he Energie,V: potenzielle Energie) die Lagrangefunktion des Systems, so zei
hnet si
h die tatsä
hli
hdur
hlaufen Kurve dadur
h aus, dass das Wirkungsintegral
S[qi(t)] ≡

∫ t2

t1

L(qi, q̇i, t) dt i = 1, . . . , n (1)extremal wird. S ist ein Funktional, das jeder mögli
hen Bahnkurve q(t) = (q1(t), . . . , qn(t))einen Zahlenwert zuordnet.Derarte Formulierung enthält die gesamte klassis
he Me
hanik und ist von der Wahl desKoordinatensystems unabhängig. Um aus diesem Prinzip die Bewegungsglei
hung abzuleiten,betra
hten wir die Variation der Wirkung. Für den realisierten Weg vers
hwindet sie (S wirdextremal)
δS[qi] = δ

∫ t2

t1

L(qi, q̇i, t) dt = 0. (2)Mit Betra
htung von in�nitesimalen und instantan statt�ndenden (δt = 0) Variationen δxeiner beliebigen Bahnkurve x(q1, . . . , qn, t) mit der Nebenbedingung δx(t1) = δx(t2) = 0, siehe1



Abbildung 1: Variation des WegesAbb. 1, ergibt si
h für die Variation δS bei der Wahl der Bahnkurve x̄ für die die Wirkungextremal wird
δS = S[x̄ + δx] − S[x̄] = 0.Bei einer beliebigen Wahl der Kurve gilt mit der De�nition der Wirkung (Gl. (1))
S[x + δx] =

∫ t2

t1

L(x + δx, ẋ + δẋ, t) dtDie Lagrange-Funktion lässt si
h linear um x entwi
keln
S[x + δx] =

∫ t2

t1

{

L(x, ẋ, t) +
∂L

∂x
δx +

∂L

∂ẋ
δẋ

}

dt

=S[x] +

∫ t2

t1

{
∂L

∂x
δx +

∂L

∂ẋ
δẋ

}

dtDaraus ergibt si
h für die Variation der Wirkung mit Anwendung der partiellen Integration(auf zweiten Summanden) und Berü
ksi
htigung der Nebenbedingung
δS =

[
∂L

∂ẋ
δx

]t2

t1
︸ ︷︷ ︸

=0

−

∫ t2

t1

dt

{
d

dt

∂L

∂ẋ
−

∂L

∂x

}

δx.Für den realisierten Weg gilt mit der Ums
hrift auf generalisierte Koordinaten δx =
∑n

i=1
∂x
∂qi

δqi

δS =

∫ t2

t1

dt

n∑

i=1

{
d

dt

∂L

∂q̇i

−
∂L

∂qi

}

δqi = 0.Dies soll für beliebige voneinander unabhängige Variationen δqi gelten, damit erhalten wir dieEuler-Lagrange Glei
hung 2. Art:
d

dt

∂L

∂q̇i
−

∂L

∂qi
= 0 i = 1, . . . , n (3)2



3 PfadintegralIm Gegensatz zur klassis
hen Me
hanik ist in der Quantenme
hanik kein Weg ausgezei
hnet,vielmehr tragen hier �alle� mögli
hen Wege bei. Betra
htet man zum Beispiel Elektronen dieauf einen geeigneten Doppelspalt ges
hossen werden (siehe Abb. 2 a), so kann ein Interferenz-muster auf dem S
hirm beoba
htet werden. Würde man irgendwie heraus�nden wel
hen Spaltdas Elektron passiert, so würden das Interferenzmuster vers
hwinden und dur
h die klassis
hzu erwartende Verteilung ersetzt werden.Taus
ht man den Spalt dur
h ein bzw. mehrere Gitter aus, so müssten nun mehr Wege be-

(a) Doppelspalt (b) Drei GitterAbbildung 2: Entstehung von Interferenz dur
h Unkenntnis des dur
hlaufenen Pfadsrü
ksi
htigt werden, vgl. Abb. 2 b. Um für den allgemeinen Fall eine Übergangsamplitude von
x na
h y zu bere
hnen, müssen alle Wege für den Grenzfall von unendli
h vielen Gittern mitunendli
h vielen Spalten berü
ksi
htigt werden, dies entspri
ht weitestgehend dem Prinzip desPfadintegrals. Es bleibt no
h die Frage in wel
hem Maÿe die einzelnen Wege zur Übergang-samplitude beitragen. Vorab sei hier bereits erwähnt, dass die klassis
he Wirkung dabei eineni
ht unwesentli
he Rolle spielt. Im nä
hsten Abs
hnitt mö
hten wir uns der mathematis
henHerleitung des Pfadintegrals aus dem S
hrödinger-Bild widmen.3.1 HerleitungDie Übergangsamplitude vom Ort x zur Zeit t1 = 0 zum Ort y zur Zeit t2 = t ist imS
hrödinger-Bild über den Erwartungswert des Zeitentwi
klungsoperators U(t) gegeben dur
h

〈y|U(t)|x〉. (4)Der Einfa
hheit halber betra
hten wir hierbei einen zeitunabhängigen Hamilton-Operatorund setzten für die Re
hnung ~ = 1. Im Fall eines zeitabhängigen Hamilton-Operators ist dieRe
hnung etwas aufwendiger, sie erfolgt aber na
h dem glei
hen Prinzip und man gelangt zueinem ähnli
hen Ergebnis. Damit gilt für die Übergangsamplitude
〈y|U(t)|x〉 = 〈y|e−iHt|x〉 (5)3.1.1 Freies Teil
henDie Übergangsamplitude für ein freies Teil
hen H = H0 = p2

2m
ist exakt bere
henbar undwird si
h für den allgemeinen Fall als nützli
h erweisen. Mit Hilfe der Vollständigkeitsrelation3



∫
dp |p〉〈p| = 1 wird das Problem in den Impulsraum überführt

〈y|e−iHt|x〉 =

∫

dp 〈y|p〉e−iHt〈p|x〉 =
1

2π

∫

dp e−i p2

2m
teip(y−x) (6)wobei für das Skalarprodukt 〈y|p〉 = 1√

2π~
e−ipy eingesetzt wurde. Dieses Integral kann analy-tis
h bere
hnet werden, mit

∫ ∞

−∞
dx e−

a
2
x2+bx =

√

2π

a
e

b2

2aerhält man als Lösung für die Übergangsamplitude eines freien Teil
hens
〈y|e−iH0t|x〉 =

√
m

2π~it
ei m

2~t
(y−x)2 (7)3.1.2 Teil
hen im PotentialNun betra
hten wir ein Teil
hen im Potential V , der Hamilton-Operator lautet dann

H =
p2

2m
+ V = H0 + V. (8)Die Übergangsamplitude kann für diesen Fall ni
ht allgemein gelöst werden, da H0 und Vkeine kommutierenden Gröÿen sind, gilt e−i(H0+V )t 6= e−iH0te−iV t. Für kleine Zeiten t = εkann dieser Term jedo
h entwi
kelt

Uε ≡ e−i(H0+V )ε = e−iV ε
2 e−iH0εe−iV ε

2 + O(ε3) ≡ Wε + O(ε3). (9)und die Übergangsamplitude für Wε bere
hnet werden:
〈y|Wε|x〉 = e−iV (y) ε

2 〈y|e−iH0ε|x〉e−iV (x) ε
2

mit Gl. (7)
=

√
m

2πiε
exp

{

im
(y − x)2

2ε
− i ε

V (y) + V (x)

2

} (10)Wenn wir jetzt das ursprüngli
he t - Intervall in N Teilstü
ke der Dauer ε aufteilen, also
t = N · ε,

Abbildung 3: Aufteilung des Weges in kleine S
hritte4



so können wir jeweils die Übergangsamplituden der Teils
hritte
〈xi|U(ε)|xi+1〉 i = 0, . . . , N − 1bere
hnen, vgl. Abb. 3. Mit Ausnutzung von
e−iHt =

(
e−iHε

)N
= lim

N→∞
(Wε)

N (Lie-Kato-Trotter-Produktformel) (11)und N − 1 maligen Einfügen der Vollständigkeitsrelation ∫
dx |x〉〈x| lassen si
h folgende Um-formungen dur
hführen:

〈y|e−iHt|x〉 = 〈y|
(
e−iHε

)N
|x〉

=

∫

· · ·

∫

dx1 . . . dxN−1〈xN |e−iHε|xN−1〉〈xN−1|e
−iHε|xN−2〉 . . . 〈x1|e

−iHε|x0〉

= lim
N→∞

∫

· · ·

∫

dx1 . . . dxN−1〈xN |Wε|xN−1〉〈xN−1|Wε|xN−2〉 . . . 〈x1|Wε|x0〉

mit Gl. (10)
= lim

N→∞

( m

2πiε

)N
2

∫

· · ·

∫

dx1 . . . xN−1 exp
{

i
m

2ε

[
(x1 − x0)

2 + (x2 − x1)
2 + · · ·

+(xN − xN−1)2
]
− i ε

[
V (x0) + V (x1)

2
+

V (x1) + V (x2)

2
+ · · · +

V (xN−1) + V (xN )

2

]}

.Der Ausdru
k im Exponenten lässt zusammenfassen zu
Sε ≡

N∑

k=1

ε

[

m

2

(
xk − xk−1

ε

)2

−
V (xk) + V (xk+1)

2

]

.Für den Grenzwert N → ∞ ( bzw. ε → 0) geht die Summe in ein Integral über
S =

∫ t

0
dt′

{m

2
ẋ2 − V

(
x(x(t′)

)}

=

∫ t

0
dt′L.Im Exponenten tau
ht die aus dem Lagrange-Formalismus bekannte klassis
he Wirkung auf.Mit Dx ≡ limN→∞

(
m

2πi~ε

)N
2 dx1 · · · dxN−1 lässt si
h das Ergebnis der Re
hnung dur
h

〈y|e−i H
~

t|x〉 =

∫

Dx e
i
~
S[x] (12)zusammenfassen. Wir erhalten ein unendli
h dimensionales Integral über alle mögli
hen Wege,die das Teil
hen zurü
klegen kann. Jedem Pfad wird eine Phase zugewiesen (e i

~
S oszillierendeFunktion; )1.3.2 Eigens
haftenDiese Formulierung der Quantenme
hanik weist folgende Merkmale auf:

• Im Allgemeinen wird der Grenzübergang N → ∞ erst na
h der Integralbildung dur
h-geführt1vgl. au
h Zeigerdarstellung der Quantenme
hanik z. B. bei Erklärung von Interferenzers
heinungen beimDoppelspalt oder Gitter 5



• Die so formulierte Quantenme
hanik enthält keine Operatoren und keine Vektoren desHilbert-Raums mehr
• Es kommen nur no
h kommutierende Gröÿen vor
• Die hier hergeleitete Form des Pfadintegrals gilt nur für Bosonen, für Fermi-Teil
henmüssen weitere Annahmen gema
ht werden (Grassmann-Variablen)
• Keine Konvergenz, da über eine oszillierende Funktion integriert wird;Abhilfe: Einführung der euklidis
hen Zeit t = −iτ , so werden stark oszillierende (lange)Wege gedämpft (siehe au
h Kap. 3.3)3.3 Klassis
her GrenzfallFür klassis
he und damit makroskopis
he Teil
hen kann in guter Näherung für die Variationzwis
hen zwei Pfaden δS ≫ ~ angenommen werden. Damit unters
heiden si
h die Phasen be-na
hbarter Wege (e i

~
S0 und e

i
~
(S0+δS)) im Allgemeinen stark von einander, beim Summierenüber die Pfade heben sie si
h auf, es kommt zur destruktiven Interferenz. Die Aufenthaltswahr-s
heinli
hkeit des Teil
hens in diesem Berei
h geht gegen Null. Ist ein Pfad gegeben für den

δS = 0 gilt, so haben die bena
hbarten Wege die glei
he Phase, es kommt zur konstruktivenInterferenz. Im Grenzfall ~ → 0 existiert nur ein Weg mit einer Aufenthaltswahrs
heinli
h-keit unglei
h Null, für diesen gilt δS = 0 und dies entspri
ht geradewegs dem Hamiltons
henPrinzip.4 Quellen
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