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1 Einleitung

Der Pfadintegralformalismus ist eine zum Schrédinger- und Heisenberg-Bild dquivalente Be-
schreibung der Quantenmechanik. Er wurde von Richard Philipp Feynman mit Hilfe fritherer
Arbeiten von Paul A. M. Dirac im Jahre 1948 entwickelt. Die Arbeit von Feynman erhielt
zunichst wenig Beachtung, weil zum Einen seine Formulierung ein mathematisch nur schwer
fassbares, unendlich dimensionales Integral enthielt und der Umgang damit zunéchst unklar
war, und zum Anderem die bis dahin bekannten Beschreibungen der Quantenmechanik sich
bei den, bis zu dem Zeitpunkt aufkommender Problemen, gut bewéhrt hatten. Erst die For-
mulierung von (komplizierten) Feldtheorien zeigte den wertvollen Nutzen des Pfadintegrals.
Der von Feynman eingefiithrte Formalismus stiitzt sich an die Lagrange’sche Formulierung der
klassischen Mechanik und insbesondere an das Hamiltonsche Prinzip, darum folgt zunichst
eine kurze Wiederholung aus der Analytischen Mechanik.

2 Lagrange Formalismus

In der Analytischen Mechanik werden generalisierte Koordinaten ¢ = (q1,...,¢,) fiir ein
System mit n Freiheitsgraden eingefiihrt. Hier soll insbesondere auf das Variationsprinzip
(Integralprinzip) eingegangen werden, bei dem Bahnkurven, die zwischen den Zeitpunkten t;
und ty (t; < tg) verlaufen, verglichen werden. Ist L(q,q,t) = T — V (T: kinetische Energie,
V: potenzielle Energie) die Lagrangefunktion des Systems, so zeichnet sich die tatséchlich
durchlaufen Kurve dadurch aus, dass das Wirkungsintegral

to
S[ql(t)] E/t L(qi,q'i,t)dt 1= 1,...,n (1)
1

extremal wird. S ist ein Funktional, das jeder méglichen Bahnkurve ¢(t) = (¢1(t), ..., qn(t))
einen Zahlenwert zuordnet.

Derarte Formulierung enthélt die gesamte klassische Mechanik und ist von der Wahl des
Koordinatensystems unabhingig. Um aus diesem Prinzip die Bewegungsgleichung abzuleiten,
betrachten wir die Variation der Wirkung. Fiir den realisierten Weg verschwindet sie (S wird
extremal)

t2
65[(]@] =9 L(qi, (ji, t) dt = 0. (2)
t1
Mit Betrachtung von infinitesimalen und instantan stattfindenden (6t = 0) Variationen dx
einer beliebigen Bahnkurve x(q1, . .., gn, t) mit der Nebenbedingung dx(t1) = 0x(t2) = 0, siehe
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Abbildung 1: Variation des Weges

Abb. 1, ergibt sich fiir die Variation 45 bei der Wahl der Bahnkurve Z fiir die die Wirkung
extremal wird

08 = S[z + éz] — S[z] = 0.
Bei einer beliebigen Wahl der Kurve gilt mit der Definition der Wirkung (Gl. (1))

to
Sl + ox] :/ L(z + dz, & + 0x,t)dt

t1

Die Lagrange-Funktion lésst sich linear um x entwickeln

2 oL oL
= L(z,z,t) + —0 —o0x o dt
Sl + ox] /t1 { (x,z, )+8x x+8jc x}

2 (9L oL .

Daraus ergibt sich fiir die Variation der Wirkung mit Anwendung der partiellen Integration
(auf zweiten Summanden) und Beriicksichtigung der Nebenbedingung

oL . 1" t2 d oL oL
=0

Fiir den realisierten Weg gilt mit der Umschrift auf generalisierte Koordinaten oz = > | g—;éqi

to n
5s= [ at {ia—L—a—L}aqizo.
=1 '

Dies soll fiir beliebige voneinander unabhéngige Variationen dg; gelten, damit erhalten wir die
Euler-Lagrange Gleichung 2. Art:
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3 Pfadintegral

Im Gegensatz zur klassischen Mechanik ist in der Quantenmechanik kein Weg ausgezeichnet,
vielmehr tragen hier “alle” moglichen Wege bei. Betrachtet man zum Beispiel Elektronen die
auf einen geeigneten Doppelspalt geschossen werden (siehe Abb. 2 a), so kann ein Interferenz-
muster auf dem Schirm beobachtet werden. Wiirde man irgendwie herausfinden welchen Spalt
das Elektron passiert, so wiirden das Interferenzmuster verschwinden und durch die klassisch
zu erwartende Verteilung ersetzt werden.

Tauscht man den Spalt durch ein bzw. mehrere Gitter aus, so miissten nun mehr Wege be-

(a) Doppelspalt (b) Drei Gitter
Abbildung 2: Entstehung von Interferenz durch Unkenntnis des durchlaufenen Pfads

riicksichtigt werden, vgl. Abb. 2 b. Um fiir den allgemeinen Fall eine Ubergangsamplitude von
x nach y zu berechnen, miissen alle Wege fiir den Grenzfall von unendlich vielen Gittern mit
unendlich vielen Spalten beriicksichtigt werden, dies entspricht weitestgehend dem Prinzip des
Pfadintegrals. Es bleibt noch die Frage in welchem Mafe die einzelnen Wege zur Ubergang-
samplitude beitragen. Vorab sei hier bereits erwéhnt, dass die klassische Wirkung dabei eine
nicht unwesentliche Rolle spielt. Im néchsten Abschnitt mochten wir uns der mathematischen
Herleitung des Pfadintegrals aus dem Schrodinger-Bild widmen.

3.1 Herleitung

Die Ubergangsamplitude vom Ort z zur Zeit t; = 0 zum Ort y zur Zeit ty = t ist im
Schrédinger-Bild iiber den Erwartungswert des Zeitentwicklungsoperators U (t) gegeben durch
WlU(®)|z). (4)

Der Einfachheit halber betrachten wir hierbei einen zeitunabhingigen Hamilton-Operator
und setzten fiir die Rechnung A = 1. Im Fall eines zeitabhéngigen Hamilton-Operators ist die
Rechnung etwas aufwendiger, sie erfolgt aber nach dem gleichen Prinzip und man gelangt zu
einem #hnlichen Ergebnis. Damit gilt fiir die Ubergangsamplitude

YU 0)|z) = (yle™"*|z) (5)

3.1.1 Freies Teilchen

Die Ubergangsamplitude fiir ein freies Teilchen H = Hy = % ist exakt berechenbar und
wird sich fiir den allgemeinen Fall als niitzlich erweisen. Mit Hilfe der Vollstindigkeitsrelation



Jdp |p){p| = 1 wird das Problem in den Impulsraum iiberfiihrt
—i —i 1 —i22t ip(y—z
Wl e} = [ dp tylp)e M pla) = 5 [ dpeminten (©

1
V2rh

wobei fiir das Skalarprodukt (y|p) = e~ Y eingesetzt wurde. Dieses Integral kann analy-

tisch berechnet werden, mit

erhilt man als Losung fiir die Ubergangsamplitude eines freien Teilchens

2

7z‘H0t‘x> _ m L))

(le 2hit (7)

3.1.2 Teilchen im Potential

Nun betrachten wir ein Teilchen im Potential V', der Hamilton-Operator lautet dann
2

H=Y fv_H,+v (8)
2m

Die Ubergangsamplitude kann fiir diesen Fall nicht allgemein gelost werden, da Hy und V/
keine kommutierenden GriRen sind, gilt e {(Ho+tV)t £ o—iHot =iVt Py kleine Zeiten ¢ = e
kann dieser Term jedoch entwickelt

U. = ¢ {HotV)e — o=iV5—itos,—iVy 4 OE?) = W. + O(e3). (9)
und die Ubergangsamplitude fiir W, berechnet werden:

(y|Welx) = eiiv(y)%(y‘e*iHos‘@efiV(x)%

mit GL (7) [ m  (y—a)? o V(y) +V(x)
= Tmi exp {zm o2 1€ 5 (10)

Wenn wir jetzt das urspriingliche ¢ - Intervall in N Teilstiicke der Dauer e aufteilen, also
t=N-¢g,
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Abbildung 3: Aufteilung des Weges in kleine Schritte



so konnen wir jeweils die Ubergangsamplituden der Teilschritte
(@i|U(e)|ziyr) i=0,...,N—1
berechnen, vgl. Abb. 3. Mit Ausnutzung von

et = (e_iHa)N = lim (W)Y (Lie-Kato-Trotter-Produktformel ) (11)

und N — 1 maligen Einfiigen der Vollsténdigkeitsrelation [ da |z)(x| lassen sich folgende Um-
formungen durchfiihren:

(yle™ ay = (y| (7)™ |a)

= /---/dxl...dx]v1(xN|e_iH5|xN1>(xN1|e_iH€|xN2)...(x1|6_iH8|3:0>

= lim /---/dxl...de1<xN|W€|xN1)(3:]\/1|W€|xN2>...(x1|W€|xo>

N—oo
mit Gl (10 . m o\ m
i1 (10) ]\}l—r}loo (%> 2 /.../dxl...xN_lexp{zz—E [(xl—w0)2+(w2—x1)2+...
+(zn — $N71)2] —1ig {V(xo) ;— Vizy) + Vi) ; Vizs) 4t V(le);_ V(xN)] } )

Der Ausdruck im Exponenten ldsst zusammenfassen zu

N
S, = Ze [% (xk —:k—1>2 B Vixg) +2V(xk+1)] .

k=1

Fiir den Grenzwert N — oo ( bzw. € — 0) geht die Summe in ein Integral {iber

S = /Ot ¢ {%ﬁ v (x(x(t’))} - /Ot dt'L.

Im Exponenten taucht die aus dem Lagrange-Formalismus bekannte klassische Wirkung auf.

N
Mit Dz = limpy— oo (ﬁ) 2 dxy - --day_q ldsst sich das Ergebnis der Rechnung durch

e Hle) = [ D cist (12)

zusammenfassen. Wir erhalten ein unendlich dimensionales Integral iiber alle moglichen Wege,

S

die das Teilchen zuriicklegen kann. Jedem Pfad wird eine Phase zugewiesen (e% oszillierende

Funktion; ).
3.2 Eigenschaften

Diese Formulierung der Quantenmechanik weist folgende Merkmale auf:

e Im Allgemeinen wird der Grenziibergang N — oo erst nach der Integralbildung durch-
gefiihrt

1ygl. auch Zeigerdarstellung der Quantenmechanik z. B. bei Erklirung von Interferenzerscheinungen beim
Doppelspalt oder Gitter



e Die so formulierte Quantenmechanik enthélt keine Operatoren und keine Vektoren des
Hilbert-Raums mehr

e Es kommen nur noch kommutierende Groflen vor

e Die hier hergeleitete Form des Pfadintegrals gilt nur fiir Bosonen, fiir Fermi-Teilchen
miissen weitere Annahmen gemacht werden (Grassmann-Variablen)

e Keine Konvergenz, da iiber eine oszillierende Funktion integriert wird;
Abhilfe: Einfiihrung der euklidischen Zeit ¢ = —i7, so werden stark oszillierende (lange)
Wege geddmpft (siehe auch Kap. 3.3)

3.3 Klassischer Grenzfall

Fiir klassische und damit makroskopische Teilchen kann in guter Ndherung fiir die Variation
zwischen zwei Pfaden 65 > h angenommen werden. Damit unterscheiden sich die Phasen be-
nachbarter Wege (70 und e#(%+99)) im Allgemeinen stark von einander, beim Summieren
iiber die Pfade heben sie sich auf, es kommt zur destruktiven Interferenz. Die Aufenthaltswahr-
scheinlichkeit des Teilchens in diesem Bereich geht gegen Null. Ist ein Pfad gegeben fiir den
0S8 = 0 gilt, so haben die benachbarten Wege die gleiche Phase, es kommt zur konstruktiven
Interferenz. Im Grenzfall A — 0 existiert nur ein Weg mit einer Aufenthaltswahrscheinlich-
keit ungleich Null, fiir diesen gilt 65 = 0 und dies entspricht geradewegs dem Hamiltonschen
Prinzip.
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