Harmonischer Oszillator in Pfadintegraldarstellung
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1 Einleitung

Der harmonische Oszillator spielt in der Physik eine bedeutende Rolle, wenn es darum geht, zur
Charakterisierung eines quantenphysikalischen Systems ein theoretisches Modell zu finden. Der
Grund dafiir liegt in der Einfachheit und vorallem in der exakten Losbarkeit des harmonischen
Oszillators. Durch Ubertragung des Modellsystems des harmonischen Oszillators auf andere
quantenmechanische Probleme, wie z.B. die Quantisierung des elektromagnetischen Feldes,
lassen sich diese exakt beschreiben.

2 Wiederholung

2.1 Operatordarstellung des harmonischen Oszillators

Der harmonische Oszillator wird in der Quantenmechanik durch den Hamilton-Operator ein-
deutig festgelegt.
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Mit dem Impulsoperator im eindimensionalem p = %6% folgt daraus:
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Die zentrale Aufgabe in der Quantenmechanik liegt im Losen der Eigenwertgleichung, also der
zeitunabhégigen Schrodinger Gleichung.

H((a),) = Enlo(a),)- (3)
Dabei sind ¢(q),, die Eigenfunktion und E,, die Energieeigenwerte des Hamilton-Operators H.
1
E, = hw(n+§) mit n =0,1,2, ... (4)
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mit H,, den Hermit’schen Polynomen. Die nachfolgende Abbildung 1 zeigt das Energiespek-
trum und die dazugehorigen Eigenfunktionen des quantenmechanischen harmonischen Oszilla-
tors fiir verschiedene Werte n =1, ..., 5.
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Abbildung 1: Energiespektrum des quantenmechanischen harmonischen Oszillators

2.2 Pfadintegrale

Ausgangspunkt der Pfadintegraldarstellung ist die Betrachtung der Ubergangsamplitude eines
Teilchens zur Zeit tg = 0 am Ort y zum Ort x zur Zeit t; = t. Diese ist gegeben durch:

@ UM y) = (el y). (6)

Dabei ist U(t) der Zeitentwicklungsoperator. Im néchsten Schritt wird die Behauptung auf-
gestellt, dass sich die Ubergangsamplitude durch Integration iiber alle méglichen Pfade von y
nach x beschreiben lésst.
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mit A[z(t)] einem noch unbekannten Integranten, der vom jeweiligen Pfad abhéngig ist. Im

Nachfolgendem ist schrittweise die Losung dieses Problems dargestellt.

e Bestimmung der Ubergangsamplitude eines freien Teilchens:
2 ..
Der Hamilton-Operator eines freien Teilchens ist Hy = . Daraus folgt fiir die Ubergangsamplitude:
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e Bestimmung der Ubergangsamplitude eines Teilchens in einem ortsabhiingigen Potential
Vix):
Fiir den Hamilton-Operator gilt dann H = Hp + V(x). In diesem Fall ist keine exak-
te Rechnung mehr moglich. Man behilft sich mit folgendem Trick: Zunéchst bestimmt
man die Ubergangsamplitude niherungsweise fiir kleine Zeiten ¢ = ¢ und geht anschlie-
Bend zu groflen Zeiten ¢ = N - ¢ mit N — oo iiber. Es ergibt sich schliefflich fiir die
Ubergangsamplitude folgender Ausdruck:

(aletttly) = [ irSEps, 9)

wobei S[x] = fg L(x,2,t")dt’ die klassische Wirkung beschreibt und

Dz = Dlz(t)] = limy—co (ﬁ)l\v2 dx(t1)...dz(ty—1) ist. Das Integral wird iiber alle Wege
von y nach x gebildet und ist unabhéngig von jeglicher Operatordarstellung.



3 Harmonischer Oszillator in Pfadintegraldarstellung

3.1 Funktionalableitung

An dieser Stelle soll kurz der Begriff der Funktionalableitung eingefiihrt werden, da die Funktio-
nalableitung ein wichtiges Werkzeug beim Umgang mit den Pfadintegralen darstellt. Gegeben
sei ein Funktional F[z]|, dass von der Funktion z(s) abhingig ist. Dann ist die Funktionala-
bleitung definiert als:
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o] = [ dsgicsels) (10)
Ein wichtige Hilfsformel stellt in diesem Zusammenhang folgende Gleichung dar:
OF
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3.2 Euler-Lagrange-Gleichung

Bei der Herleitung der Euler-Lagrange-Gleichung wird zunéchst der klassische Pfad xy;(t)
betrachtet. Dabei ist der klassische Pfad definiert, als der Pfad x(t), den das System tatséchlich
beschreibt. Der klassiche Pfad hat die besondere Eigenschaft, dass die klassische Wirkung
Slz] = fg L(z,%,t")dt’ im Vergleich zu allen anderen Pfaden mit denselben Endpunkten x(t;)
und z(t,), extremal wird. Es gilt demnach fiir den klassischen Pfad zy; die Bedingung:

05[] |4 (ty=ars(t) = O- (12)

Im n#chsten Schritt betrachtet man die Wirkung fiir alle Variationen um den klassischen Pfad
dz(t) = x(t) — x(t) mit der Bedingung dz(t,) = dx(tp) = 0:

dS[z] = {S[z+ dx] — S[x]}. (13)
Mit S[z] = ft':’ L(z,z,t")dt' folgt daraus
iy
Slx 4+ dx] = / L(z+ &, x + 0x,t)dt (14)
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= /ta {L(az,x, t)+ %5:13 + &Eé:z} dt (15)
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= S[l’] + |:8{L‘6:E:| . — o0z /ta {dt <0$> — 83}‘} dt. (16)

Dabei ist [%&r] ib =0, da dx(ts) = dx(tp) = 0 gilt. Es folgt fiir die Variation der Wirkung;:

0S[z] = {S[z+dz] — S[x]} (17)
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Damit die Bedingung §.S[z| = 0 erfiillt ist, muss gelten
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Diese Gleichung wird auch als Euler-Lagrange-Gleichung bezeichnet. Unter Beriicksichtigung
der Definiton der Funktionalableitung Gleichung 10 folgt fiir die Funktionalableitung der Wir-

kung S
) d (0L oL
St {dt (ax> B ax} =0 (20)

Es gibt also einen direkten Zusammenhang zwischen der Funktionalableitung der Wirkung S
und der Euler-Langrange-Gleichung.

3.3 Harmonischer Oszillator
Die Lagrange-Funktion des harmonischen Ostzillators lautet

L = —i?— 242 (21)

Aus Gleichung 19 ergibt sich damit fiir die Bewegungsgleichung folgende Differentialgleichung
2. Ordnung

mi +mw?z = 0 (22)
mit der allgemeinen Losung nach
xz(t) = cisinwt + cacoswt. (23)

Wobei die Konstanten ¢; und ¢z durch die Randbedingung z(t,) = z, und z(ty) = =} festgelegt
sind. Es gelten fiir ¢; und co folgende Zusammenhénge:

Trpcoswt, — T,coswty

“ stnwT (24)
ToStnwty — Tpinwty
= . 25
2 sinwT (25)

Durch die Transformation T' = t;, — t, und dem Additionstheorem sin(a + ) = sinacosf +
cosasinf ergibt sich fiir den klassischen Pfad xj; die Losung der Bewegungsgleichung zu

. = xp(coswtysinwt — sinwt,coswt)/sinwT (26)
+  xq(sinwtycoswt — coswtpsinwt) /sinwT (27)
xpsinw(t — tq) + xesinw(ty — t)

|
—~
[\]
oo
=

sinwT

Im néchsten Schritt wird die Wirkung des klassischen Pfads zy;(t) bestimmt.
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= 5 {2k (tp)Tri (ty) — Tpa(ta)Tra(ta)} - (32)



Mit , ‘
xpsinw(t —tq) + xasinw(ty — t)

TR = stnwT
und
) xpcosw(t —tg) — xgcosw(ty —t)
Tp = ‘W
M stnwT
folgt
Sk = et T {(z7 + x3)coswT — 2zaxp) } . (33)

Als Néchstes betrachtet man einen beliebigen Pfad xz(t). Dieser ldsst sich auch durch den
klassischen Pfad xy;(t) darstellen, siche Abbildung 2:

2(t) = zp(t) +y(t)

wobei fiir y(¢) die Randbedingungen y(t,) = y(t5) = 0 gelten. Die Wirkung von S[z] = S|z +y]
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Abbildung 2: beliebiger Pfad z(t) = xxi(t) + y(t)

ldsst sich um den klassischen Pfad xy; taylorentwickeln.

ﬂﬂz‘WM+ldﬁg Zf[wﬁé“g%<mw> (34)

mit =5 [gftk)l] = 0. Da S eine quadratische Wirkung ist, kann die Entwicklung nach dem 3. Term

abgebrochen werden. Mit der zweifachen Funktionalableitung

2Slay) 5 68
Salia(t)  5a(®) 32D )
= m(—mx(t) — mw?xz(t)) (36)
d? ,
= —mogd(t—t) —m w?S(t —t) (37)



eingesetzt in S[z| ergibt sich folgende Gleichung

Slz] = Sz — — /t ' dtdt’ ( +w > y(t)y(t)o(t —t) (38)

- smm? / dt{(jt <>)2—w2y<t>} (39)

= Slzu] + Syl (40)

Die Gleichung zeigt, dass die Wirkung eines beliebigen Pfades z(t) sich additiv aus der Wir-
kung des klassischen Pfades xp; und der Wirkung der Abweichung y(¢) vom klassichen Pfad
zusammensetzt. Damit ldsst sich die Ubergangsamplitude berechnen

K(antyiats) = [ Doctl (a1)
_ / Dt/ MSlerl+51)) (42)
Da S[xj;] unabhingig vom Anfangs- und Endpunkt x, und z; ist, folgt

K(xy, ty; T, ta) = ez’/hs[xkl]/ Dyei/hS[y} (43)

mit S[y] = F tib dt(y? — w?y?). Das Pfadintegral ist Zeitinvariant, deshalb kann das Integral
von 0 — T integriert werden. Dies sollte die nachfolgenden Rechenschritte vereinfachen.

T
Sly] = /0 (5 — w?y?)dt (44)

Durch partielle Integration erhalten wir den folgenden Ausdruck fiir die Wirkung S|y]

m/ gy — w?y?)dt (45)

= 5 % lysly ~ 5 i (yi/' +wy?)dt (46)
T 2
m d
= 5 [ v (-ga ) v} ()
Im Integral steht der Operator (—% —w ) Die zentrale Frage diesbeziiglich ist, wie wirkt der

Operator auf y(¢)? Mit den Randbedingungen y(0) = y(T") = 0 sollte uns diese Problemstellung
an die quantenmechanische Behandlung eines Teilchens im Potentialtopf mit der Breite T
erinnern. In diesem Zusammenhang gilt fiir die Eigenfunktionen

2 t
yn(t) = 4/ Tsmn% mit n =0,1,2,.... . (48)

Die Eigenfunktionen bilden ein vollstdndiges Orthonormalsystem, deshalb lésst sich y(t) aus
yn(t) entwickeln

Z AnYn (t) (49)
n=1



Lé&sst man den Operator (—% — w2> auf die Funktionen y, wirken, ergeben sich die Eigen-
werte A, des Operators.

(—j; - w2> Yn(t)

Damit lasst sich der Ausdruck fiir die Wirkung S[y] umformen zu

sl = 5 [ {0 (55 - v }a (53)

m [T (& 0o
= = AmYm AnlnYn | dt. (54)
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Unter Beriicksichtigung der Orthonormalitdtsbedingung
T
/O dtyn(t)ym(t) = 5n,m
folgt

Sly] = % 3 a2, (55)
n=1

Um unser Ziel nicht aus den Augen zu verlieren, kehren wir zuriick zur eigentlichen Gleichung,
die wir bestimmen wollen, der Ubergangsamplitude:

K(antyiaits) = [ Doct (56)
_ i/hSle] / Dyei/mSl (57)
= /MSERlp(ty:t,). (58)

Das Integrationsmaf geht auf Grund der Gleichung 55 iiber in Dy = J[[ 2, da,. Dabei ist
J ein unbestimmter Normierungsfaktor. Mit Hilfe von Gleichung 55 fiir die Wirkung von S|y]
lasst sich das Funktionalintegral F'(t;t,) = F(T) bestimmen. Es folgt

F(T) = / Dye'/mSl] (59)

= J / [] ¢/"% > day, (60)
n=1

= JH/ei/hﬂ;)‘"a%dan (61)
n=1

= [2hmi
= JI]+/ o (62)
n=1




Um J zu eliminieren, wird der Fall betrachten, was passiert, wenn w = 0 ist. Dann ergibt
sich die Lagrange-Funktion zu L = %a’;Q, entsprechend der Langrange-Funktion eines freien
Teilchens Lg. Die Losung des Funktionalintegrals fiir ein freies Teilchen ist dabei

m 1/2 n 2
Fy (27”, hT) mit den Eigenwerten A, ) (63)
Im néchsten Schritt wird das Verhaltnis zwischen % bestimmt
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Daraus ergibt sich dann fiir F'(T") folgender Ausdruck
F(T) mw 1/2
F(T) = F(T) = (g 67
(T) Fo(T) o) = SrimsinaT (67)
Mit diesem Ergebnis lisst sich nun die Ubergangsamplitude bestimmen.
K (2, ty; t)—($)1/2 (i (@} + a2)eoswT — 2myz] . (69)
T, 10 Tay ta) = 2mihsinwT cep ZthmwT To T Ta)COSW Total g

Diese Gleichung ist die sogenannte Mehlerformel. Sie stellt die zentrale Gleichung zur Bestim-
mung des Energiespektrums und der Eigenfunktionen dar. Um zu zeigen, dass mit Hilfe der
Pfadintegraldarstellung des harmonischen Oszillators dieselben Ergebnisse erzielt werden, wie
durch die Operatordarstellung in Abschnitt 2.1 wird im Folgendem das Energiespektrum aus
der Mehlerformel bestimmt. Dazu bildet man die Spur von e~#/"7Allgemein gilt fiir die Spur

Sp (efi/hHT> = (z] o—i/hHT ) = Zefi/hEnT (69)



oder iiber die Mehlerformel

. +m
Sp <e*Z/hHT) = K(z,T,z,0)dx (70)
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B / 2rhsinwT 1/2 (72)
N 2mhsmwT imw2(1 — coswT)

B 1 1/2 (73)
B 2i22sin?(4T)
1
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e
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- 1 — e~ wT (75)
__geom.Reihe Ze—iw(n+1/2)T (76)
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Aus dem Vergleich der Gleichung 76 und der Gleichung 69 ergeben sich die Energieeigenwerte
zu

E, = hw(n+1/2). (77)

Dies entspricht der Gleichung 4. Es ergibt sich also durch die Pfadintegralberechnung des
harmonischen Oszillators dasgleiche Ergebnis fiir das Energiespektrum wie bei der quanten-
mechanischen Behandlung durch Operatoren.
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