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1 Thermodynamik

1.1 Grundbegriffe

Zustand: augenblickliche Beschaffenheit eines physikalischen Systems
ZustandsgroBen: a;

extensiv (mengenproportional): V., N, n, M

intensiv (mengenunabhéngig): p, T, p = 3

Systeme :
geschlossen: kein Teilchenaustausch
isoliert: keine Kontakte
offen: beliebige Kontakte
Kontakte :

Warmekontakt: thermischer Kontakt

(Austausch einer Warmemenge AQ); infinitesimal: §Q))

— thermisches Gleichgewicht: T7 =T,
Arbeitsaustausch: Arbeit, die am System verrichtet wird; fir Gase: 0W = —pdV
Teilchenaustausch: 6N

Thermodynamischer Zustand: festgelegt durch Angabe der Zustandsgrofien
Gas: {a;} = {p,V.T}

dai

:OVal
t

thermodynamisches Gleichgewicht:

Zustandsgleichung: Zusammenhang zwischen a;
ideales Gas: pV = NkT
N Teilchenzahl
k=1,38- 10*23%: Boltzmannkonstante

pV — NKT = 0
F(az) = F(p7 V7T) -

ideales Gas: Zustandsraum 3-dimensional, Koordinaten p, V,T
Zustandsflache F': 2-dimensional
Molvolumen: V,,, = 22,41 1 (T = 273,15 K, p = 101325 Pa)
_ 23 Teilchen
Ny =6,022-10 Mol
ideales Gas (bezogen auf 1 Mol): pV' = RT

R = N,k =8,31JK 'Mol™! allgemeine Gaskonstante



1.2 Kinetische Gastheorie

Arbeit: dWZ_FdS:—pA'%:—pdV =W = — %2pdv

Warmekapazitat: 6Q = CdT
spezifische Warmen: ¢, = ﬁCV, Cp = ﬁ(]p

= 0Q = Mc,dT', bzw. 0Q = McydT
Zustandsanderungen, Prozesse :

quasistatisch: so langsam, dass Gleichgewichtszustande durchgefithrt werden
reversibel: umkehrbar (System + Umgebung)

irreversibel:  nicht umkehrbar

adiabatisch: 6Q =0

isotherm: dl'=20

1.2 Kinetische Gastheorie

Ziel: Begriindung der Gasgleichung aus der Bewegung der Molekiile
Voraussetzungen:

» Gas besteht aus Molekiilen/Atomen
o elastische Stofle
» vernachlassighare Wechselwirkung

e ungeordnete Bewegung

1.2.1 Grundgleichung der kinetischen Gastheorie

einatomiges Gas in Volumen V, py = %

Impulsiibertrag pro Stofl an Wand: 2 - p, (Reflexion)

Zahl der Stofe in At: %pN cvg - A
Kraftzilmpulzziertrag: F = pnvgp A

Druck:  p =% = pn(vapa) = pn(vypy) = pn(vap.) = pn3(0- D)
=pV = U

1.2.2 Temperatur

kinetische Gastheorie: 5
<Ekzn> = *mvz = ikT
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1.2 Kinetische Gastheorie

Mafstabe fir die Temperatur: Thermometer
— temperaturabhangige, physikalische Effekte
Effekte z.B.:

Volumenanderungen mit 7"

V(T) = Vo(l+wlt)
p(T) = po(l+yTc)

hier: T' = absolute Temperatur, T = Temperatur auf der Celsius-Skala

poVo = NEkTy, pV = NET

= p=poi2 - Tlo (V = Vp: Volumen wurde konstant gehalten)

~p= ZDOTEO

T=T(1+Tc)

T="1T0+ 27€?15TC

~ Ty = 273,15 und Te =T —273,15
Langenausdehnung mit 7'

a=a(T) (nur etwa 10 — 20% /100K

isotrope Korper: a, = o = o,

Volumenanderung:

V(T) = Vo(l+aTe)
Vo (1 +3acT)
= 7 ~ 3a fiir isotrope Festkorper

<
=3
2

Temperaturskalen

1. Celsius-Skala
Fixpunkte:
Tripel-Punkt des Wassers: 0.01°C
Siedepunkt des Wassers bei 1 bar: 100°C
2. Fahrenheit-Skala
Fixpunkte:
Schmelzpunkt von Ammoniumchlorid/Wasser: 0°F
Korpertemperatur des Menschen: 100°F=37,7°C
3. Kelvin
Fixpunkt: 0°K = — 273, 15°C
Skalenweite identisch mit Celsius-Skala

Umrechnung: Te = 2 (Tp — 32)°C, Tp = (%TC + 32) °F

1.2.3 Maxwell-Boltzmann-Verteilung

p(7, ) Wahrscheinlichkeitsdichte, dass sich ein Teichen mit Geschwindigkeit v am Ort 7
befindet.
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1.3 Wiarmemenge und spezifische Warme
Ty My,

Tk' Wk

Abbildung 1.1: Dewar-Gefafl zur thermischen Isolierung

Maxwell-Boltzmann-Verteilung

1
p(7, V) = £ekET, mitF = %02 + V(7)

speziell: Maxwell’sche Geschwindigkeitsverteilung (V () = 0)

F(U) =c-e %T; F(0)d*v =1

3
= F(1) = (27?;T) e

Maxwell’sche Geschwindigkeitsverteilung

/ F(&)d* = 7047r112F(17)dv

= Verteilung von v: f(v) = 4mv* F(7)

1.3 Warmemenge und spezifische Warme

Wiérmemenge:  AQ = c- mAT
m: Masse des Korpers, c¢: spezifische Warme (Materialkonstante)

Wiarmekapazitat: C'=c-m

Wérmekapazitidten werden mit Kalorimetern (Abb.: gemessen.
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1.3 Wiarmemenge und spezifische Warme

Zwei Korper unterschiedlicher Temperatur, welche in Kontakt stehen, streben einem ther-
modyn. Gleichgewicht zu

Th<T, =T <T<T,

spezifische Wéarme des Korpers:

(mwcw + CDewar)(T - Tw)

C —

(mg,my: Masse des Korpers bzw. des Wassers; Ty, T,,: Temperatur des Korpers bzw. des
Wassers)

fiir Wasser wurde definiert: ¢,, = 1 keal kg 'K~ = 4,182 kJ kg 'K™!

Cpewar = CaMeo ;{‘TTl — mycp (ermittelt durch Mischen von Wasser unterschiedlicher Tem-
peratur 77, T5)

1.3.1 Freiheitsgrade

ideales Gas: innere Energie U = $ NkT - f (siche kin. Gastheorie)
atomares Gas (z.B. He, Ne,...): fians = 3 (Translation)
molekulares Gas: Rotation, Schwingung

Rotation: lineare Molekiile: E,,; = g—; = frot =2

nichtlineares Molekiil (z.B. HyO): fror = 3
Schwingung: n-atomige Molekiile: 3n — firans — frot = foiv
innere Energie der Schwingung: U,;, = 2 - %N ET - foip
insgesamt: feff = ftrans + frot + 2fvib =U= %NkT : feff
dU 1
— | =Cy==Nk-f.
(i), = v =50t
CP - %(feff + 2)R

Adiabatenindex des Gases:
_ Jeprt2

G
Cy fers

K

Spezifische Warme von Festkorpern

Schwingungsfreiheitsgrade: f,, = 3

%N kT triagt zu U bei, wenn alle Schwingungen im System angeregt sind.
quasi-kontinuierliche Verteilung von Energieniveaus ==PHONONEN

verschiedene Néherungen zur Beschreibung der Schwingungsanregung: Einstein, Debye,. . .
= Festkorperphysik

bei hohen T
Es ergibt sich fir die spezifische Wiarme das Dulong-Petit Gesetz:

Cy =3Nk=3R (fir 1 Mol)
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1.4 Hauptsatze der Thermodynamik

Cy ist temperaturunabhéngig bei hohen T'.

bei tiefen T':

aus dem Debye-Modell mit w,,,, = wp erhélt man fiir die innere Energie

©p
3 1 3
U:9NkT<T>/ N
@D 0 ez —1

mit der Debye-Temperatur: ©p = % und z = %
Fio T —0gilt [--- = 71’—; Mit Cy = (?#)V folgt:

3
Cy (T —0) ~ 1527T4Nk <6?)
D

Die Debye-Temperatur ©p ist eine Materialkonstante

1.4 Hauptsatze der Thermodynamik

1.4.1 Erster Hauptsatz

Warme als Energieform

Zustandsanderungen hier: quasistatisch (Durchlaufen von Gleichgewichtszustanden), i.A.

reversibel
geschlossenes System (N = 0)

1. Warmeaustausch AU = AQ
2. Arbeit AU = AW

Erster Hauptsatz
AU = AQ + AW

differenziell: dU = 6Q + oW
spez. fur Gase: dU = 0Q) — pdV

Bemerkung: Arbeit und Warme sind keine Zustandsfunktionen— 9

Mechanisches Warmeéquivalent: 1 cal = 4,1868 J (1 cal;r)

Molwarmen des idealen Gases

o V =const. - AU = AQ = Cy AT

ideales Gas: U hangt nur von 7" ab. (Exp. von Gay-Lussac)

U~ RT = dU = CydT gilt fiir alle Prozesse

SS 2010
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1.4 Hauptsatze der Thermodynamik

o p = const. —» AQ = C,AT (def.)
mit 1.HS gilt: AQ = AU + pAV = Cy AT + pAV = Cy AT +nRAT = C,AT
= Cp=Cy+nR bzw. C,=Cy+ Nk

speziell fiur 1 Mol:
Copm =Cym + R

adiabatische Zustandsanderung:
dQ =0

dU = CydT = —p - dV
ideales Gas: p-V = NET

Nk =C, - Cy
dT dV
Cy— = —Nk—
V'r %
CyInT = —NkInV + const.
In (TCV . VNk> = const.
TV . V= = const.
Adiabatengleichungen:

T-V* 1 = const.
p- V" = const.

Zustandsanderungen des idealen Gases

« adiabatisch(isentropisch): AQ =0
= pV* = const. bzw. TV*!= const.
AW =AU =Cy(Tr —TY) = %Vg(pzvz —piVi)

o isotherm: T = const. — pV = const. (Boyle-Mariotte’sches Gesetz)
U = const.
AW = — [pdV = — ;2 24V = —nRT In 2
AQ = —AW =nRT In

e isobar: p = const. = AW = —p(Vo — V1), AQ=C,(T, —1T1) = %p(\/g - W)
o isochor: V = const. = AW =0, AQ=Cy(T, —T)) = %V(pg —p1)

1.4.2 Zweiter Hauptsatz
Carnot-Prozess

Kreisprozess: Anfangszustand=Endzustand (periodisch arbeitende Maschine)
AU =0, AW = — § pdV = im p-V-Diagram eingeschlossene Fliche
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1.4 Hauptsatze der Thermodynamik

L1
4

\ a
.H \
\
\

t kllﬁ ‘.\

N |

A \m%_x

K"'\-\_\_\_‘ | \l. 2""--____\_\_
d g e

Abbildung 1.2: p-V-Diagramm des Carnot-Prozesses

Carnot-Prozess: spezieller reversibler Kreisprozess; Arbeitssubstanz: ideales Gas
« a—b: isotherme Expansion; ); = nRT} In % > 0 (aufgenommene Wérme |Q])
« b—c: adiabatische Expansion; Q, = 0, T}V, ! = ToV/ !
o c¢—d: isotherme Kompression; Q3 = nRT5In % < 0 (abgegebene Wérme |Q3|)
o d—a: adiabatische Kompression; (), = 0, TQVC'f_l =T\Vr1
Nebenrechnung:
T,V s

TQ‘/;H_l - Tl‘/bfi—l
Ve _ Wy

= 2 =
Vd Va

Ve
:>Q3: —nRTglnv <0

a

Bilanz: AU =0; W =-Q = —-Q1 — Q3 = —nR(T} — T5) m% <0
Wirkungsgrad:

w
allgemein: =——=1- |Q—3’; 0<n<l1
@1 o
T —T: T.
Carnot’scher Wirkungsgrad: 7, = . 2122
T T

Leistungszahl: ¢ = %

Zweiter Hauptsatz

Nach Thomson:

Es gibt keine periodisch arbeitende Maschine, die nichts anderes bewirkt, als
einem Warmereservoir Warme zu entziehen und vollstédndig in Wérme umzu-
wandeln.

(Unméoglichkeit eines perpetuum mobile 2.Art)
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1.4 Hauptsatze der Thermodynamik

Nach Clausius:

Es gibt keine periodisch arbeitende Maschine, die nichts anderes bewirkt, als
einem kalteren Warmereservoir Warme zu entziehen und diese einem heifleren
Wairmereservoir zuzufithren.

Die beiden Formulierungen sind aquivalent.

Reversibler Wirkungsgrad

Kreisprozess:
T4

AQy

Tz

Umkehrung=Warmepumpe

Carnot’scher Satz (1824)

Der Wirkungsgrad einer Warmekraftmaschine, die zwischen zwei Reservoirs
mit den Temperaturen T > T5 arbeitet, kann nicht grofler sein als derjenige
einer reversibel arbeitenden Warmekraftmaschine. (1, < 1,c,)

Korollar:
Alle reversibel arbeitenden Warmekraftmaschinen besitzen den gleichen universellen Wir-
kungsgrad n. =1 — %

Thermodynamische Temperaturskala

benutze 7). zur Definition einer universellen, substanzunabhangigen Temperaturskala.
W. Thomson (Lord Kelvin) 1824-1907

Detf. T2 durch n. =1— E

absolute Skala: Festlegung durch H,O am Tripelpunkt: T'= 273,16 K

Thermodynamische Maschinen

o Kolbenmaschinen
e Stromungsmaschinen
o Wirmekraftmaschinen

—_— Qzu

Warmepumpe: €, = |Q bl (Nutzen)

Kiihlmaschine: ¢, =

Beispiel
Otto-Motor (Kolbenmaschine):

o 1-2): adiabatische Kompression; Kompressionsverhaltnis: % ~8—12

e 2-3): isochore Warmezufuhr; Ziinden des Treibstoffes
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1.4 Hauptsatze der Thermodynamik

o 3-4): adiabatische Expansion

o 4-1): isochore Druckerniedrigung; Ausstofl von Abgasen
rk—1
Wirkungsgrad: nog, = 1 — (%) < 1. da nicht reversibel

Stirling-Motor (Heiflluftmotor):
e 2 Isothermen, 2 Isochoren

« Wirkungsgrad nahezu der eines Carnot-Prozesses (nur mit Warmertickgewinnung)

Entropie

Im Carnot-Prozess gilt: %1 + %’ = 0 (Bezeichnung wie in obiger Abbildung; @2 hiefl
weiter oben (3)
Fir beliebige Warmekraftmaschinen gilt: n =1 + % <1- %
Q Q
= Hw T <0
Verallgemeinerung:

o fiir beliebige, quasistatische Kreisprozesse gilt: ¢ % <0
(Kreisprozess wird durch viele Carnot-Prozesse approximiert)

e ¢ %Q = ( fiir reversible Kreisprozesse

reversible Prozesse

Seien C und Cy zwei verschiedene Wege im p-V-Diagramm vom Punkt A zum Punkt B.

Dann gilt: fABiCl % = ffog % (Das Integral ist wegunabhéngig)

Definition der Entropie (Clausius, 1865):
Sei X ein fest gewahlter Zustand. Fiir einen beliebigen Zustand X gilt:

X

S(X) = / 5%@)

Xo

wobei das Integral iiber einen reversiblen Prozess geht. (S ist eine Zustandsfunktion)

Eigenschaften:

e S ist extensiv

o Fiir cinen belicbigen Prozess von X nach Y gilt: [y % < S(Y) - S(X) (= fir
reversible Prozesse)
Man schreibt als weitere Formulierung des 2. Hauptsatzes:

5Q
7<
T_dS

o Fiir thermisch isolierte Systeme kann die Entropie niemals abnehmen.

o Der zweite Hauptsatz zeichnet eine Zeitrichtung aus.
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1.4 Hauptsatze der Thermodynamik

» Die Entropie eines isolierten Systems ist maximal im Gleichgewichtszustand.

« Entropie im Carnot-Prozess
Sl_Q1 52:%<0; S1+5,=0

Entropie des idealen Gases

pV =nRT
klassisches ideales Gas: U = Cy - T + Uy, Cy und U, sind const.
Variablen: T,V

dU = 6Q—pdV
5Q = dU +pdV

0Q

T
dT
dT av
= CV nR7

as =

T
S(T,V) = S(Tp, Vi) +/—dV’ /C;‘l/dT’

v T
— S(Ty,Vi) + nRIn (VO) FOvmg

Statische Interpretation der Entropie

Boltzmann: S =kglnW
mit: W = Anzahl der Mikrozustande

Makrozustand < thermodynamischer Zustand mit wenigen Variablen
Mikrozustand « atomare Beschreibung mit vielen Variablen (N 1024)
ein Makrozustand < sehr viele Mikrozustédnde (Anzahl= W extrem grof})

In W handhabbar
S grof}: ungeordnet
S klein: geordnet

Beispiel: Gas im Volumen Vj bzw. Vo = 2V;, N Teilchen,
W- W-
289N =8, S, = kg (InWy — InWy) = kpln —2 ~ kN1In2 = nRIn2,

Wl Wl
gemifl obigem Ausdruck fiir S(T,V): S; — S; =nRIn¥ =nRIn2, stimmt iiberein
2
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1.5 Thermodynamische Potenziale

1.5 Thermodynamische Potenziale

1.5.1 Innere Energie als thermodynamisches Potenzial

1. HS + 2. HS, reversibel

dU = TdS — pdV

allg.: dU =T'dS + 0A + 32 pj dN;
betrachte U als Funktion von S,V (N fest)
Funktionen der Art f (z,y) — df = %daz + gi dy

d.h.: gegeben U (S, V)

Ny G
95 )y n

— p, T als Ableitungen —Zustandsgleichung
Alle Informationen stecken in U (S, V') abhéngig von den natirlichen Variablen.
Wahl anderer Variablen moglich? =thermodynamische Potenziale

1.5.2 Legendre-Transformation

ouy
W)y p

’ Allgemein ‘ Beispiel ‘
f(z) f(z) =2°
ff@)=u@) | f(2)=2r=u(z)
Verwende u anstelle von z7
r(u) =35
F(u) = f(x(u)? F(u) = ju’

Beziehung f «+ F

nicht eindeutig

Grundrelation fur Gase

Gesucht: eineindeutige, umkehrbare Transformation, bei der die Variable z durch die
Variable u = f'(z) ersetzt wird.
Losung: Legendre-Transformation

o) = F(aw) () = f(2) ~ T o
dg df dx dx
du  dvdu ' Vdu
#dgzd(f—ux)z\di—xdu—udw:—a:du
udz
Umkehrung:  f(z) = g(u) — fzi U

Nutze Legendre-Transformation:

SS 2010
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1.5 Thermodynamische Potenziale

Freie Energie F(T,V,N):

F=U-TS
dF =dU —TdS — SdT' = —pdV — SdT

oF
(w) -

ory - _
W)y P

Enthalpie H(S,p, N):

H=U+pV
dH =TdS + Vdp
8H>
— =T
(36)

ey
Ip SN

Freie Enthalpie bzw. Gibbs’sches Potential G(T', p, N):

G=U-TS+pV
dG = —SdT + Vdp

8G>
— =-S5
(57) .
), -
Ip TN
Entropie S(U,V, N):
_1 p
ds = TdU—I— TdV
o5\ _1
o),y T
95)  _»p
oV )un T

SS 2010
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1.5 Thermodynamische Potenziale

H
Abbildung 1.3: Thermodynamisches Viereck

Physikalische Bedeutung:

i) Freie Energie:
Grundrelation —0W < —dU + TdS
fir isotherme Prozesse: —AW < —AF (=AW ist die vom System geleistete Arbeit)

= Die Differenz der freien Energie —AF' ist die maximale Arbeit,
die ein System bei isothermer Zustandsdnderung abgeben kann.

Folgerung: fiir mechanisch isoliertes System (AW = 0) mit konstanter Temperatur
= F kann nicht zunehmen: AF <0 fir 7', V', N=const.
Im Gleichgewicht nimmt F bei T', V', N=const. ein Minimum an.

ii) Freie Enthalpie:
fir T, p, N=const.: dG = d(F 4+ pV) <0
Fiir ein solches System nimmt G im Gleichgewicht ein Minimum an.

Extremaleigenschaften:
1. thermisch abgeschlossen: S(U, V, N) maximal
2. mechanisch isoliert, isotherm (7', V', N=const.): F(T,V, N) minimal
3. isobar, isotherm: G(T', p, N) minimal
4. mechanisch isoliert, isentropisch (S, V', N=const.): U(S,V, N) minimal
5. isobar, isentropisch (S, p, N=const.): H(S,p, N) minimal

1.5.3 Maxwell-Relationen
oU oU U U

o5~ v =P Gvas T asov

SS 2010 18



1.6 Thermodynamische Systeme mit verschiedenen Phasen

= Beziehungen zwischen Antwortkoeffizienten:
oy __ (%
WV )gny  \9S)yy
95y _ (%
OV )rn \OT )y
(3),..~ (&)
dp TN N
(%), ()
Op SN N

Anwendung auf folgende Antwortkoeffizienten:

=), =T,

VY
CQ‘< %‘

« kp=—¢% (—p)T; kg = —v (%—‘;)S (Kompressibilitét)

« a=g (6—)]3 (Ausdehnungskoeft.)

e f= % (g—T)V (Spannungskoeft.)
Relationen:
1. POkt _ 1 (Griineisen-Beziechung)
a

o2
2.C0,-Cy =TV—
RT
3. Cb _fr
Cy ks
Zum Beweis nutze folgende Rechenregel fiir partielle Ableitungen:
fir Variablen z, y und z, die durch f(z,y, z) = 0 verkniipft sind, gilt

I -

1.6 Thermodynamische Systeme mit verschiedenen
Phasen

1.6.1 Reale Gase

Bisher vernachlassigt:
1. Wechselwirkung der Teilchen untereinander
2. endliches Volumen der Teilchen

Diese Groflen sind von der Gasart abhéangig.
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1.6 Thermodynamische Systeme mit verschiedenen Phasen

Zu 1.: Elektrostatische Wechselwirkung der Atome untereinander:
Atome konnen als elektrische Dipole im elektrischen Feld anderer Atome betrachtet wer-
den. (positiver Kern, negative Elektronenhiille)

Betrachte zwei Atome:
potentielle Energie: Vjo; = —peF = —aE?; p1;: Dipolmoment des i-ten Atoms, a: Polari-

sierbarkeit, E = ﬁ%: elektrisches Feld

= Van der Waals Anziehung ~ %6
repulsive Wechselwirkung bei tiberlappenden Elektronenhiillen ~ T%

Lennard-Jones Potenzial:
ol Lt

rl2

V(T‘) = 7“76
a®’ b*’ sind Teilcheneigenschaften

,Binnendruck® py; aus der attraktiven Wechselwirkung

Poi ~ 7~ %

= Pideal = P+ Doi = D+ 72

Zu 2. Figenvolumen:

Betrachte Atome als , harte Kugeln“: Volumen welches bei Vorhandensein eines Molekiils
nicht mehr besetzt werden kann: b = N -4 - Vi, oiekiu

:>‘/ideal_>v_b

Zustandsgleichung realer Gase (van der Waals’sche Gleichung):

a
a, b sind stoffspezifische Konstanten

(pVi) nimmt daher mit p linear ab.
Bei hohen T: B — b
— p(Vi — b) = RT kritischer Punkt (P, Ty,Vi) von Stoffart abhangig

mit b = % ok und a = %RTkak (folgt aus (%’})T =0 und (gf};)T = 0) folgt die
verallgemeinerte van der Waals-Gleichung:

P 3 ( V > T
—+ v 3— —1) =8—
(pk (“//19)2) Vi T},

1.6.2 Phasenumwandlungen

Phase: Rdumlich begrenztes Gebiet mit den selben System-FEigenschaften.
Phaseniibergang ist mit Energieaufwand verbunden (reversibel).

Beispiel:
spezifische Schmelzwérme von Eis: AHg = % =

Schmelzenthalpie AHg
Verdampfungsenthalpie AHy

zugefiigte Wirmemenge — 335 J
Masse des geschmolzenen Eises ~— g
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1.7 Wéarmetransport

1.6.3 Joule-Thomson-Effekt

Technische Anwendung: Gasverfliissigung

PV T, P V,

Uy = U =pi1Vi — paVa
Up +piVi = U+ p2Va
H, = Hy
=dH =TdS +Vdp=0

at =7 (22) ar+7(22) dp+vap
oT ) dp ),

oV

=: /T Joule-Thomson Koeffizient

- (&) (),
op ) 4 Cp
Fiir ein ideales Gas (pV = RT) folgt: /7 =0
2a

Fiir ein reales Gas (pV = RT + Bp) folgt mit B =b — % /" = %
P

e 1T >0: Ap < 0= AT < 0 bei Druckabnahme erniedrigt sich T
e T <0:Ap<0= AT >0

uJT ist temperaturabhéngig; oberhalb einer Inversionstemperatur 7; = % erwarmt
sich das Gas bevor es sich abkiihlt. (T' < T; — p’/T > 0)

1.7 Warmetransport

o Konvektion
o Strahlung

o Waérmeleitung

SS 2010 21



1.7 Wéarmetransport

1.7.1 Wairmeleitungsgleichung

AT =T, —T, £0

Warmestrom Q = % durch Querschnitt A
Nach langer Zeit erreicht das System einen stationaren Zustand.
Fourier’sches Gesetz (1822)

- AT
= —-AA—
@ L
A ist die Wérmeleitfihigkeit des Materials (A[2r]).
Verallgemeinerungen
: T
e nichtstationar: ) = —/\Ad—
dx
' T
o Waérmestromdichte ¢ := Q = —/\d—
A dz
« raumlich (fiir isotrope Korper)
¢g=—-AVT
Ausbreitung der Warme
dQ .
avar =~V
dT

—

mit dQ) = cy - mdT = cy - pdVdT folgt: Cvp g = -V .q
Mit ¢= —AVT und X = const. folgt die Warmeleitungsgleichung:

ar

— = A\ AT 1.1

e~ " (L)
A :=V -V Laplace-Operator.

Ar = % Temperaturleitzahl

Losung der Warmeleitungsgleichung:
T(7,t) ist gesucht — Anfangswertproblem: gegeben 7'(7,0) und Randwerte.
Eigenschaften:

» Unstetigkeiten glétten sich (fir ¢ > 0 ist die Funktion 7'(z) stetig und bel. oft
differenzierbar)

e bei zeitunabhangigen Randwerten: Konvergenz gegen eine stationare Losung.
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1.7 Wéarmetransport

Losungsmoglichkeiten der Gleichung:
e numerisch
o Green’sche Funktionen
e Dim=1: Fourier-Reihen
Beispiel: Warmeleitung in einem Stab (1-dimensional)

T(xz,t), 0 <z <L, Randwerte: T(0,t) =Ty, T(L,t)="1T;
stationdre Losung der GL [L1]: Ty(z) = Ty + $(T, — T1)
allgemeine Losung durch Fourier-Reihen:

T(x,t) =Ts(x) + f(z,1)

2
fir f(z,t) gilt dann an; = )\Tg:c];
Randwerte: f(0,t) =0, f(L,t) =0, Anfangswert: f(z,0) = fo(x)
Fla,t) = 3 bu(t) sin ==
n=1 L
X dby(t) . nmx > nm\? . nnx
= 3 S e = e b () e
db nm\ 2
— = b, A [ —
~dt ! ( L )
= by(1) = by (0) e ()
= T(x,t) = Tu(x) + > by(0) e (T sin nry
n=1 L
: . 2 | nmw
b, (0) ist durch Anfangswerte bestimmt: b, (0) = T / fo(z) sin —dx
0

Fiir t — oo folgt T'(z,t) — Ts(x).

1.7.2 Waiarmeleitung
Festkorper

Mechanismen der Warmeleitung

e Schwingungen der Teilchen: Phononen

» bei Metallen: Elektronen (bei 7' ~ 300 K bei Metallen nahezu ausschlielich durch
Elektronen)

Beide Prozesse sind stark temperaturabhéngig.
Wiedemann-Franz-Gesetz:

o ist die elektrische Leitfahigkeit. a(7") variiert nicht mehr als Faktor 2.
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1.7 Wéarmetransport

Bei tiefen Temperaturen sind Phononen dominant (ebenso bei Nichtleitern).
Phononen-Warmeleitung ist bei geordneten Festkorpern hoch bei tiefen T'. Bei polykris-
tallinen Materialien ist sie gering.

Fliissigkeiten

geringe Wéarmeleitfahigkeit

Gase
innere Energie U = % ferfkT

Wiérmeleitung durch Stofe.
mittlere freie Wegliange A.

T T

Gas zwischen zwei Wénden unterschiedlicher Temperatur 77 und 75. Teilchendichte n;
d€) = sin ¥dddp isotrope Winkelverteilung.

Fir A > d gilt:

pro Zeiteinheit treffen auf dA auf:

d Q7

v =i f ]

o (¥,v) = nd cos.1947T J vf(v)dv
N 1 7 SKT
—:n@dA—/cosﬁsinﬁdﬁ/dgo, 7=/
dt 4 ) / ™n
dN 1 _
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1.7 Wéarmetransport

im Gleichgewicht: % = %
Innere Energie: U; o = %feffkTLg

Warmemenge auf dA:
dQ —dQ> dQ: dNQU _dM
dt — dt At dt P dt

@ 1 _
% = gn'l]fefka(TQ — Tl)

fers(Molekiil) > f.r;(Atom)
solange A > d, ist 99 unabhéngig von d.

dt
Fir A <« d gilt:
Wiérmetransport ahnelt einem Diffusionsprozess. U, v éndern sich mit x.

Ui

n=ng;+t Amd—n, A, = Acos?
dx
Q
dQ = dNQAgc@ = N .coS ﬁd—ﬁ dt dA 2A cos 19@
dx 4 dx
dQ 1 dU
— = —Anv—dA
Toa 3
vQ _
dtdA " dx

1 1 ferekv
\ = 6fefflcUnA = 6fffv(unabhéngig von n)
o

1.7.3 Warmestrahlung

Planck’sches Strahlungsgesetz
B Sthvd 1

w) = =5 B

Strahlungsleistung: Stefan-Boltzmann-Gesetz

dQ
—= =g AT!
a

o=5,67-10"8%-X

m2K*?

1.7.4 Wairmeisolierung

Wairmeverlust von Hiusern

0 AT T-T, |

o _)\AE = -\ T d=Wanddicke

dQ A A . : AW

— = _EAAT = —kAAT; k=5, Wert in der Bauphysik, k[ ]
I

Pl wi
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2 Elektromagnetismus

2.1 Elektrostatisches Feld im Vakuum

2.1.1 Grundbegriffe

positive Ladungen: Protonen (Baryonen; 3 Quarks (uud))

negative Ladungen: Elektronen (Leptonen; Elementarteilchen)

(Lebensdauer: > 1032 Jahre)

neutrale Ladungen: Neutronen (udd) (Mittlere Lebensdauer freier Neutronen ~ 15 min)

Leptonen | Ruhemasse in MeV
e et 0,511
o, ot 105,6
T, 7" 1784
Baryonen
pT(uud) 938,3
n(udd) 939,6

Gleichartige Ladungen stoflen sich ab; ungleiche Ladungen sind attraktiv.

Quark Ladung in ey | Ruhemasse

up (u) 2 5 MeV
down (d) -1 10 MeV
strange (s) —g 100 MeV
charm (c) 2 1.5 GeV
bottom (b) —3 4.7 GeV

top (t) 2 180 GeV

Ladung ist eine Erhaltungsgrofle.

2.1.2 MaBsysteme

SI-System

Coulomb: 1C=1As

Elementarladung: e = 1,60217733 - 1071°C
Kraftwirkung von Ladungen—Coulomb-Gesetz:

Qe 1 Qs (2.1)

r3 dmrey 13

Fo=f




2.1 Elektrostatisches Feld im Vakuum

analog zum Gravitationsgesetz, Zentralkraft
im SI-System: f = 8,98 - 10954
Dielektrizititskonstante des Vakuums: ¢, = 8.854 - 10*12%

(in der Optik: Lichtgeschwindigkeit ¢ = \/qum; p: Permeabilitatskonstante)

Elektrostatisches cgs-System:
Proportionalitatskonstante f = 1

= |Fo| = %% [dyn]

Einheit fiir die Ladung Q: lesu = lemy/dyn
Ladung von 1C = 3 - 10%su

2.1.3 Das elektrische Feld

Mit ([2.1) folgt fiir das elektrische Feld ( Q1 = @, Q2 = q):

- Fe 1 Q.
E=— — 2.2
q 47reor3r [As] (2:2)

mehrere Quellen— Superposition

E(7) =

1 Z r—r;
dmeg 4 qz|f’—r_§|3

Kontinuierliche Ladungsverteilung: dg = p(7)dV

_

- 1 _ r—T
B() = oo [ o)V

drreg — 73

Das elektrische Feld vermittelt die Kraftwirkung von Ladungen aufeinander.
Feldlinien geben Richtung und Starke der Kraft an.

2.1.4 Elektrisches Potential

P P o,
Arbeit: W = [ F-ds=q [ EdS
Py Py

Sei @ Ladung bei 7 = 0 und ¢ eine bewegte Probeladung:

Q/ Q- )

47re L To

47T€

Bei gleichsinnigen Ladungen: Arbeitsgewinn bei Entfernung voneinander.
Bei ungleichsinnigen Ladungen: Arbeit muss bei Entfernung voneinander geleistet werden.

Konservative Felder: Jedem Raumpunkt des Feldes kann eine eindeutige Funktion zuge-
ordnet werden:

= / E-d§  elektrostatisches Potential (2.3)
P
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2.1 Elektrostatisches Feld im Vakuum

mit ®(o0) = 0.
—q-®(P) =W(P)
= F=—grad®=-Vo (2.4)

Py,
Elektrische Spannung zwischen zwei Punkten in einem elektrischen Feld: U = f2E - ds
Py

Ladung ¢ in einer Potenzialdifferenz U: — Anderung der potentiellen Energie:

AE N
ABEp =qU = U = pOt{ = m}

q

Elektron mit Elementarladung; Potentaildifferenz U=1V
AE,; =1,602-1071C -1V = 1,602 - 10~ "J := 1eV ,Elektronenvolt“ (Energieeinheit)

Gaufl’sches Gesetz

1. Punktladung bei 7 = 0; Kugel mit Radius r:
gesamter Fluss von F durch die Kugeloberfliche

L 1 17 = 1 /1 11 q
fE-af—a ¢ 0 af=q A =a—— A=~

dreq J 1271 dreg J T 4reg €0

d f ist ein nach auflen gerichtetes Oberflichenelement.

2. Ladung auBerhalb einer geschlossenen Flache:
Gaufl’scher Integralsatz:

E-df = [V-EdV (2.5)
i

Firr£0gilt V-E =0
fﬁ-df:o

3. beliebige geschlossene Flache F'; Ladung innerhalb:
Sei K eine kleine Kugel um die Punktladung

o df= b F.oaf=4
PZ{E df fE df

€o

4 Ladung innerhalb

4. Ergebnis: ¢, E-df = {(()) Ladung auflerhalb

5. mehrere Ladungen, Superposition

Q= > qi

innerh. von F

Gaufy’sches Gesetz der Elektrostatik:

fﬁ.df:Q (2.6)

€
Ja 0
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2.1 Elektrostatisches Feld im Vakuum

2.1.5 Maxwell’sche Gleichungen der Elektrostatik

Ladungsverteilung p(7), Volumen V' mit Oberfliche F
@ =Jp(m)dv
mit [2.5] und [2.6] folgt die

1. Maxwell’sche Gleichung

v E=" (2.7)
€o

Mit E = —V® und V x (V®) = 0 folgt die
2. Maxwell’sche Gleichung der Elektrostatik:

VxE=0 (2.8)

Grundproblem der Elektrostatik:
gegeben p(7), finde E(7)

—

Voraussetzungen: V- F = £V x E=0=-V.-Vb=-Ad=2

€0 €0

zu losen: Poisson-Gleichung: A® = —£
ohne Randbedingungen: ®(7) = 47350 / |i,_’,(_r;,) ‘dV’

mit Randbedingungen werden andere Methoden verwendet. (siehe Kap2.2.3))

2.1.6 Punktladungen und ¢/-Funktion

p(7") fiir Punktladungen:
o p(7)=0fir ##0
« [p(r)dV =q

Losung des Problems: Dirac’sche §-Funktion

1 1=k

0 ik HEZ

zur Erinnerung:  Kronecker-9: d;, = {

> fidik = fi

iez
Analog:
[ f(x)d(z —y)dx = f(y) Aber: es gibt keine solche Funktion §(z — y)!

lineares Funktional:

Abb.: G: f—G[f]eC

linear: Glaf) + G fa] = aG[f1] + BG|f2]; a, f € C

Bsp.: G[f] = [g(z)f(x)dx; g(zx) fest, reguldare Distribution

Def.: §,[f] := f(y), nicht regulir

Oyl f] = [ o(x —y)f(x)dw
Symbol [ §(x—y)...dz lineares Funktional. §(x — y) ist nur unter dem Integral definiert.

SS 2010 29



2.1 Elektrostatisches Feld im Vakuum

0-Funktion als Limes von Funktionsfolgen:

de(x) —— 0, fiir x # 0

lime 0
1asgﬂt;1g%j/f(x)5413dx £(0)

Schreibe: lir% de(z) = 0(x)

Achtung: Der Limes ist auflerhalb eines Integrals zu nehmen!

Rechenregeln
1. xé(x) =0
2. §(ax) = ﬁé(x); a€eR
3.0(g(x) = X gaydle — )
i39(xi)=0

0 <90

4. §(z) = LO(z) mit der Heaviside’schen Stufenfunktion ©(z) = {1 >0

©(0) ist unbestimmt, Konvention ©(0) = %
5. Die Ableitung ¢'(z) ist definiert.

[ @)f@)de = (<1)"£(0)

(x) ist beliebig oft differenzierbar
(x) ist gerade (0(—x) = d(x))
§'(x) ist ungerade ('(—z) = —d'(x))

USW.

o
)

dreidimensionale j-Funktion

89(7) = ()0 (y)o(2)
[0 = RV = £(7)

Punktformige Verteilungen einer Masse oder Ladung:

pli") = Q3 — ) { | ;32; v, T

Punktladung bei 7y = 0
Poisson-Gleichung A®(7) = _%p(f) mit ®(7) = Q

11
Ameg T

o AL = e ()
r
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2.1 Elektrostatisches Feld im Vakuum

2.1.7 Einfache elektrostatische Probleme

elektrischer Dipol

o

charakterisiert durch |Q| und Abstand d
Dipolmoment: §:=|Q|-d [As-m]
Das Gesamtfeld ist eine lineare Uberlagerung der Einzelfelder

. 1 Q Q
Op(r) = = — =
o) 47reo(\f— | |f+;|)

1
2

mit —— ~ 1 (1 + 1’“} folgt

272

1 Fcf_ 1 |p]-cosv

b — _
b Q47reo r3  4meg 12

Das Potenzial ist

1

(] ~ —
r2

o rotationssymmetrisch um die Dipolachse d
e beiz=0:P=0
Mit Gleichung und V = (%, %% L0 ) (Kugelkoordinaten, siche D folgt:

) rsin @ dgp
1 0
E - P COS
deg 13
1 psind
Eq =
v dmey 13
E,=0
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2.1 Elektrostatisches Feld im Vakuum

1. elektrischer Dipol: im duflerem elektrischen Feld:
D=pxE, D1pE
Wyt = =5 E Minimum bei 7' || E
im inhomogenen duflerem Feld wirkende Krafte auf den Dipol:
F=QE(F+d) - QE(F) =Q(d-V)E = (- V)E
inhomogenes elektr. Feld: VE # 0
2. elektrischer Quadrupol:

=

)
ol Ty 3

1 1 d-

3. Multipol-Entwicklung:
Potenzial von beliebigen Ladungsverteilungen lasst sich in (%) entwickeln.

i 1 i
o) = 3y U [ =
— |7 - 47T60V |7 — 7

=1+3c+ 3% +...

Taylor-Entwicklung: = = 1 ———— mit f(z) = =
und z = 2r 3 + folgt

[Z@ 3Z@ﬁf

ZQZ [ z — )z + 3y? — D)y + (327 — r2)2* + 237wy + 3wiziwz + Sy,zzyz)”

O(r) =

4meq

Entwicklung bis zur 3. Ordnung

1.Term: Coulomb-Term

2. Term: Dipol-Potential

3. Term: Quadrupol-Potential

es folgen Oktupol-Potenzial ~ T%, Hexadekupol-Potenzial ~ =
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2.1 Elektrostatisches Feld im Vakuum

neutrales Sytem (Atom, Molekiil): >, @Q; = 0

Atome: 2. Term im Zeitmittel = 0, bei Momentaufnahme # 0 — van der Waals-Wechselwirkung.
heteronukleare Molekiile: (HCI1, CO, NH3, H,O, ...)— permanentes Dipolmoment. Qua-
drupolterm gibt Abweichung von der Kugelsymmetrie an:

Quadrupol-Term:

> Q37 —1f) = QM
ZZ Qi(3y; — ri) = QM,,
S 082 1) = QM.
> Q?wy = QM,y = QM,,
> Qi = QM. = QM..
i:@&y@-yi = QM,. = QM,,

Mac;t M:vy Mzz
Quadrupol-Tensor: QM = Q | My, M,, M,,

Mzaz sz Mzz
M ist symmetrisch, Spur(M) =0
= &, = L1 (me2 + Myy* + M,.2* + 2 [My,xy + M,.xz + M Zyz])
Rrreq 10 Yy y y

2.1.8 Influenz

Metallkugel im elektrischen Feld: Die Elektronen bewegen sich so lange bis im inneren
der Kugel E=0 gilt.

E 1 Oberfliche

im Leiter sind positive und negative Ladungstriger getrennt.

2.1.9 Der Kondensator

Q=CU

(' Kapazitat des Kondensators [1% =: 1Farad} [F]

¢ +Q -Q
E d)1
‘ i %,
0 d

1. der Plattenkondensator:
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2.1 Elektrostatisches Feld im Vakuum

Laplace-Gleichung
o _
0x?
— O(x)=ar+b

mit &, = bund &y = a-d + B, folgta:—g

U

d
Fiir das elektrische Feld gilt:
U
E=-Vod= Ei
Das Feld ist homogen und konstant.
Mit der Flachenladungsdichte o = % folgt:
L Q
E — —7 = 2 7
eox €A
d €0A
U
2. der Kugelkondensator:
a b
Fir r < a gilt:
E=0
O(r < a) = const.
1
deg a
Fir a <r < b gilt
E = —7
4rrey 12 "
1 Q
Pla<r<b) = —
(a<r ) 4meg T
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2.1 Elektrostatisches Feld im Vakuum

Fir r > b gilt:

Qges:Q1+Q2:0

—~E=0
_ 1@
4meg b

Die Spannung zwischen den Kugeln ergibt sich wie folgt:

1 (1 1) 1 b-a
o Adweg Cta b 4dmey ab
Fir die Kapazitat folgt dementsprechend:
b
C = 4reg ¢
a—b

3. Kombination von Kondensatoren
Parallelschaltung: Cyes = >, C;
Reihenschaltung: Cles => C%

2.1.10 Energie des elektrischen Feldes

Plattenkondensator
Aufladung: Transport kleiner Ladungen AQ
Arbeit: AW = AQ - U = 24AQ

insgesamt: W = GOA fQ dQ' = 2€DA =1QU = %%2 = LeoE?Ad

w1
= Energiedichte: w = v

Energie in einer Konfiguration von Punktladungen q1,¢s,. .. ,qn.

1. ¢i: Arbeit um Ladung an den Ort r{ zu transportieren: W; =0

Potenzial der ersten Ladung: ®,(7) = 47350 o

2. @¢o: Es muss Arbeit verrichtet werden um die Ladung in die Nahe der ersten Ladung
zu bringen: Wy = ¢y - ®1(73)
Potenzial beider Ladungen: ®,(7) = -2 ( Ao+ =22 )

4meq

N
Summe: W= 21 Y 2%

>

=
\_/

) (7 2
Fir Ladungsverteilung p( / / P i f avdv’ = Q—
|7 — 7

47‘(‘60 2 2C
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2.2 Dielektrika im elektrischen Feld

(Achtung bei Punktladungen!)
mit O(7) = g [ £dV folgt:

T dmeg V|

W= ;/p(F)(I)(F)dV = ;QU

mit E' = —V® und A® = —£ folgt:

W= —%/@(F)A@(F)dv - %/(V(D) (V®)dV — ?IZ{@V@)df

q 1
W= %O/EQdV = SaBV

limpg_, o0

1 —,
Energie: U = ieo/EQdV

Wechselwirkungsenergie und Selbstenergie

2 lokalisierte getrennte Ladungsverteilungen p; und ps.
p(7) = p1(7) + po(7) und E(7) = E\(7) + Eo(F). Mit [2.7 und 2.8 folgt:

€

U= 50/512dv+ %/E22dv+60/5152dv

Erster Term: Selbstenergie Ug
Zweiter Term: Selbstenergie Ugs
Dritter Term: Wechselwirkungsenergie U5

Fiir Punktladungen gilt:

g1
Uip =
2 drey 11 — 13
. q2 171
aber: (setze r; =0) Ug = -3 ! {] =00 |
€y LTJ0

siche N Punktladungen: Selbstenergien der Punktladungen werden fortgelassen. (Renor-
mierung)

2.2 Dielektrika im elektrischen Feld

Dielektrika éndern die Spannung an einem Kondensator. Die Kapazitit C' ist von der
Dielektrizitdtskonstante e (auch Permittivitit genannt) abhéangig.

C= ETGOE =€ CVakuum

€, > 1 ist eine Materialkonstante.
Das elektrische Feld bewirkt eine Trennung der Ladungsschwerpunkte der Molekiile des
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2.2 Dielektrika im elektrischen Feld

Dielektrikums: S*, S~ sind getrennt (induzierter Dipol).— Polarisation der Materie

elektrisches Feld: 110
= o
4dmeg e d

induziertes Dipolmoment:
Polarisation p;,q = q - d
auflere Kraft auf die Ladungen

—

F:qﬁﬁﬁ:aeoEﬂ

a: Polarisierbarkeit (mikroskopische Eigenschaft)
Kugelsymmetrische Teilchen (Atome): « isotrop
Bsp.: HCIL: « ist ein Tensor

o 0 0
o = 0 o 0
0 0 ol
Fliachenladungsdichte: 0,5 = Qfl"l

pP— % S0 ’]3’ =nqd, n= Teilchendichte

auf den Kondensatorplatten F,.; = P

im Dielektrikum \EDiel] = %(a — Opol)

EDM = EVak — %ﬁ im Dielektrikum ist die elektrische Feldstéirke geringer.

Polarisation: P = naeoﬁ =: eoxﬁ ;X := na dielektrische Suszeptibilitat (makrosko-

pische Eigenschaft)

1 1

EDiel = m vak — EEvak

e=1+x=1+n«o

2.2.1 Maxwell-Gleichungen der Elektrostatik in Materie
Dipol (entgegengesetzte Ladungen im jeweiligen Abstand a/2 vom Ursprung):

I ¢

O(r) = O (¥ — =
() 17 deg T

) — @1(7+ ), (1) =

2 2
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2.2 Dielektrika im elektrischen Feld

Dipolmoment: p = ¢ - a, p = qd
a sehr klein, idealisierter Dipol: a — 0; p'= const.

Oy (77— 5) =d(7) — 3 Vo, (7) + O(a?)
Oy (r+ 5) =y (1) + 5 Vo, (7) + O(a?)
= Dipol: () = —a - VO (7) +
1 1
— = . v _
47eg (T) +
1 1 1 p-r 1
1 0: &@F)=-— p- V(=) = ~ —
ma () 47T€()p r drey 13 12
- 1 (p-r)r P 1
E=-Vd= Y Y
4meq [ rd 7“31 r3
Kondensator im Dielektrikum
E Kleiner, U kleiner, C' = % grofer als im Vakuum.
Betrachte Volumen V:
Dichte der Dipole: P = Dipelmoment
P = o, Flachenladungsdichte an der Oberflache
d f : Flachenelement mit Orientierung nach aufien.
dQ, = —P - f Ladungstberschuss im Inneren
Qp=—¢P-df =V -PdV
Ladungsdichte der Polarisationsladungen: p,
Qp =/ ppdv .
= pp=—-V-P

pp: Polarisationsladungen
py: Hireie Ladungen®, aulere Ladungen, z.B. auf Kondensatorplatten

pf(F) = p(F) s Ptotal = P + Pp
eOVE:p+pp=p—V]3

= V- (cE+P)=p
Definition: D := eoﬁ + P ,dielektrische Verschiebung*

Maxwell-Gleichungen:

=V-D=V-(E)=p
VxE=0

Energie einer Konfiguration freier Ladungen im Dielektrikum:

1
W = 5 /pCI)dV mit p: freie Ladung
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2.2 Dielektrika im elektrischen Feld

1 ) 1 - 1 -
W:5/(V-D)q>dvz—§/D-v¢dvz§/D-Edv

]_—» —
S w=-FE-D
U=y

1 —
speziell: w = §€T€0E2

2
@~d < Ww:l

Bsp.: Plattenkondensator: W = Le.¢gE?Ad = %MOA

2
Bemerkung: w = %(—:OEZ + %ﬁ E
Erster Term: Energiedichte des elektrischen Feldes.
Zweiter Term: ,,mechanische“ Energie, die zur Polarisation der Dipole aufgebracht wird.

Verhalten der Felder an Grenzflachen

Grenzflache von homogenen Bereich mit €, = ¢, DU ynd E® bzw. € = €3, D® und

—

E®)
Annahme p = 0 (keine freien Ladungen) = V - D=p=0; VxE=0

D:
Gauf’scher Satz — ¢ D- df: 0
Gaufl’sches Kastchen um die Grenzschicht. Dicke Ax — 0, Flache A

7

&

b

§D-df =D® . 7A— DO . 7A =0 (fir Az — 0)
= p®@ — p®

Normalkomponente von D ist stetig.
Bemerkung: Falls freie Flachenladungen an der Grenzfliche vorhanden sind, gilt

D® —pW — 4
Statz von Stokes— ¢ £ - dr'= 10
Stokes’sche Flache: Kanten [, Ax — 0
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2.2 Dielektrika im elektrischen Feld

B\

""Iri

0=¢E-di = E® .#l — EOf (fir Az — 0)
= B = E?

Tangentialkomponente von E ist stetig.
= Brechung der Feldlinien

Bsp: Feld einer polarisierten Kugel im Vakuum

Polarisation: P = const  im Inneren der Kugel
Dipolmoment: p'= P %”R?’

Ansatz:
- 1 (3(p-r)r p
auflen: Dipolfeld E, = o ( (prj)r - g) , "1 >R
innen: E; = const., |f] <R
Grenzbedingungen:
1. Ea,t == Ei,t7 far |’F| =R
2. Dyp = Din, fir |F] = R
Zu 1):
dquivalent: E, x 7= E; x ¥ bei |[F] = R. Nach Einsetzen in [2.9| folgt:
. 1 -
= I = ——P
360
Zu 2):

mit 7 = f folgt: eoﬁa P = eoﬁi .7+ P.7 REinsetzen in = Ansatz stimmt!

2.2.2 Molekulare Polarisierbarkeit

polare Molekiile: permanentes Dipolmoment z.B. H,O, NCI; NHg, ...
— Orientierungspolarisation, Verschiebungspolarisation

(2.9)

(2.10)
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2.2 Dielektrika im elektrischen Feld

unpolare Molekiile z.B.: Hy, Oy, CO4, CCly,. ..
— nur Verschiebungspolarisation (wird im folgenden betrachtet)

Polarisation im aufleren Feld: p'= aeE ; «: molekulare Polarisierbarkeit

n =Teilchendichte= #Molekiile
Volumen

P = nae,E
D=¢eE+ P=(14na)okE =¢e6F
=€ =14+ na

Fiir grole Dichten bzw. Fliissigkeiten passt diese Formel nicht mehr.

m,

o :? + 0O

2 Ek
EL
E=E; + Eg
Molekil spiirt ein effektives Feld Ej,
Ex = —%P (s.0.)
— — 1 — = € 2 — —
S B =B+ —P=ET 2 B> B
360 3
P = naeoﬁL = naeo%ﬁ
Clausius-Mossotti: 1
= na = 3% <e —1
€ +2

2.2.3 Grundproblem und Randwertprobleme der Elektrostatik

Grundproblem der Elektrostatik: gegeben sei p(7), finde E(F )=-Vo
ohne Dielektrika: 16se A®(7") = —ép(?)

o unendlicher Raum, keine leitenden Flachen:

L1 ()
O(7) = / v’
() dreg J |7 — 7|

Losung: Green’sche Funktion:
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2.2 Dielektrika im elektrischen Feld

e mit leitenden Flachen— Randwertproblem:

Nﬂ@

ELF — ®(7) ist konstant auf Flache F'.

Dirichlet- Randbedmgung & (1) auf Flache F' gegeben, F' = 9V, Losung eindeutig

allgemeine Methode: Green’sche Funktion
Spezialfille: Methode der Bildladung:

— Punktladung vor Metallplatte

L g
dreg |F — 7o

Bildladung (gedachte Ladung): ®_(7) = - ——4

dmeo |77 |

D (F) =

Fé ist Spiegelpunkt von 77

= 1 1 1
= o(F) =g¢q <ﬁ = = 4‘>

Ameg \|F— 70| |F—1

auf der Fliche F gilt |7 — 7| = |7 — 7| = ®(7) =0

firx >0

Mit dem Gauf’schen Satz folgt fiir die Flachenladung o auf F: 0 = ¢y F mit

Jodf =—
— Punktladung vor Metallkugel
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2.3 Elektrischer Strom

Ansatz: Bildladung ¢’ bei r = r(;

. 1 q q
o :
()= e, <|F—F0| + |F—F0|>

Es soll gelten: ®(7) = 0 bei |[7] = R = Wibhle r, = If—; (reziproker Radius),
¢ =-=q

2.3 Elektrischer Strom

2.3.1 Ladungstransport

o Elektronenleiter: Metalle, Halbleiter
o Jonen: negativ, positiv (Elektrolyten (Akku), Nervenzellem)

o Mischformen: Ionen und Elektronen (Gasentladungslampen, Plasma)

Mikroskopische Beschreibung:

Stromstéarke: I := @[A}
Stromdichte: |ﬂ = % {%}

I:/j’-d/i’

im Volumenelement seien n Ladungen ¢ mit der Geschwindigkeit v.
— Stromstarke: I = anf U

— Stromdichte: j = nqt

Mit der Ladungsdichte p.; := nq folgt:

Gasentladung: j‘: pT Ut pT U + poUg
Elektronen werden von einer Quelle innerhalb der Flache S emittiert.

1_7{ dA = dt /dV
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2.3 Elektrischer Strom

Mit dem Gaufy’schen Satz folgt die Kontinuitéatsgleichung;:

- 0 .
V.-j(rt) = —apel(ﬁt)

2.3.2 Elektrische Leitfdahigkeit

T = 0K: Keine Wechselwirkung zwischen e~ und A% (Atomriimpfe im Leiter).

T > 0K: Atomrimpfe vibrieren um die Gleichgewichtsposition. Mittlere Geschwindigkeit

von Atomen, Molekiilen aus der Boltzmannvertielung:

8kT

TMe

{|9]) =

Elektronen: Fermi-Verteilung beschreibt deren Geschwindigkeit. Pauli-Prinzip erlaubt Be-

setzung eines Energiezustands mit genau einem Teilchen.
Fermi-Verteilung:

3

1 2m 2 3
. 1

mit:  fo(F) = 55—

e T +1

Dabei ist Er die Fermi-Energie. Diese ist materialabhangig.

2kT  2kT
| | <]

Nur Elektronen
nahe Ertragen
zur Leitung bei

ohne aufleres elektrisches Feld:

— j=ne(d) =0

StoBzeit 7, = %’ A: Mittlere, freie Weglénge
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2.3 Elektrischer Strom
rgit éiuﬁ_grem elektrischen Feld E:
F=—eE — (AD) = L1, (AD) < (D)
Up := (Av¥) Driftgeschwindigkeit

Fiir die Stromdichte folgt

j: E=o04b
m
Dabei ist o := %2“ [%} die elektrische Leitfahigkeit.
u = [%} ist die Beweglichkeit der Elektronen. Es folgt:
UD = uE_j

2.3.3 Ohm’sches Gesetz

Stromstarke

J:/jdﬁ:pmmtj:aﬁm@U:E.L

A U
I = zO'U = E
L LV
v R=q=ray [A_Ql
Per: spez. Widerstand
Anwendungen
e Spannungsteiler:
1
R
U L
il m
X
U,
|

U, = U™

o« Aufladen eines Kondensators:
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2.3 Elektrischer Strom

~ ﬂg—E::] S~
Uy L c_— Q)zu

(=)
|

Ut=0)=0

I(t) = (U — U(t)) mit U(t) = <8
1) = f 98

dl

# - _Ric](t)

Il = -z mit I(t=0) = I

« Entladen eines Kondensators:
I(t) = =% = —C% = U (1)

au _

T = ~modt

InU = —% + const
U(t=0)=U,

U(t) = Upe ®T; I(t) = e T

2.3.4 Temperaturabhangigkeit des elektrischen Widerstandes

a)Metalle:

Fiir T > Op ist pu ~ T
Fir T < Op ist pg ~ T°
per = prr(T) + pat
o(T) = po(1+ T + 6T?)
0T < «
p(T) = po(1 = aT)
b)Halbleiter:

tiefe Temperaturen = Isolator
hohe Temperaturen = Metalle

Bandliicke E¢ bei Halbleitern ~ 0,5 bis 1.5 eV. Bei Isolatoren deutlich grofler.

Dichte der Halbleiter n(T") = noe” *
Halbleiter zeigen negative Temperaturkoeffizienten o = pio% <0
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2.3 Elektrischer Strom

Metall Halbleiter Isolator

N .

Leitungsband

: T

@

=2

2

i B

@

3 lEG

[ =

2 Valenzband

) [ ]

c¢) Supraleiter:

Bei Supraleitern verschwindet der elektrische Widerstand bei geringen Temperaturen
(T, < 30K )pe =0

Quecksilber: < 4K: p=0

10% der Elektronen tragen zu Supraleitung bei.

2.3.5 Elektrische Leistung

Arbeit: W = Q((I)l - q)g) = QU
Leistung: P = 4V = U4 = /] [W=VA]
Widerstand: R =Y = P=R[? =%

2.3.6 Gleichstrom-Netzwerk

1.Kirchhoff’sche Regel: Knotenregel
k

Die Summe aller Strome, welche in einen Knoten hinein- bzw. heraus flielen, muss 0
ergeben.

2.Kirchhoff’sche Regel: Maschenregel
1. Reihenschaltung von Widerstanden Ry:

Up=)Y U= <2Rk>I:Rges[
k k

2. Parallelschaltung:
1

1
Rges B ; Rik
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2.4 Magnetostatik

2.4 Magnetostatik

2.4.1 Magnetfelder

magnetischer Nord- und Siidpol
Unterschiede zum elektrischen Dipolfeld:

e es gibt keine magnetischen Monopole
o magnetische Feldlinien sind immer geschlossen

magnetische Feldstirke

Kraft F = fpl—g?f'lg
r

p1,p2: magnetische Polstérke [Vs|; f = Fluo; mit py = 47 - 1077 [1—;}: magnetische Per-
meabilitatskonstante B
analog zum elektrischen Feld: lim,, o p% =H [%}: magnetische Feldstarke (alt)

E = /L()ﬁ
N
Einheit von B: 1T =1—— = 1E = 1%; T: Tesla; Wh: Weber
A-m m? m?

fraher: Gaufl 1G =10"*T

B: magnetische Feldstarke
H: magnetische Erregung

2.4.2 Maxwell-Gleichungen der Magnetostatik

nur magnetische Dipole: einzelne magnetische Pole bzw. Ladungen werden nicht ge-

funden. B
Magnetfeld: B(r))
In Analogie zu V - E= % folgt:

1. Maxwell’sche Gleichung der Magnetostatik

V-B=0
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2.4 Magnetostatik

Magnetfeld eines langen geraden Leiters:

- il
m|.

Feldlinien bilden
konzentrische Kreise
um den Leiter

experimentell: B ~ I x @ |B| ~ L
betrachte § B - d7 fiir einen Kreis um den Leiter.
B || dr— ¢ B-di'= B2wR ~ I (aber unabhangig von R)

setze: § B - dFif = pol; po = 4m - 10775 (bzw. 12)

Verallgemeinerung: Ampeére’sches Durchflutungsgesetz:

fiir beliebige geschlossene Wege um einen stromfiihrenden Leiter.

In der Magnetostatik gilt: p, ;sind zeitunabhéngig. Aus der Kontinuitédtsgleichung folgt
dann: V- j = 0. .

$ B-dr'= g [j-df fir jede Flache F.

OF F

Mit dem Satz von Stokes folgt die
2. Maxwell’sche Gleichung der Magnetostatik:

V x B =) (2.11)

Grundproblem der Magnetostatik:

gegeben sei j(7,), stationdr,

finde B(7,)

Losung: Formel von Biot-Savart

o fiir idealisierte Stromleiter
,, stiickchenweise®:
= ,LL()I ds x r
dB = —
4w 13

hierin ist ds ein ,,Stiickchen“ des Leiters, und 7 der Verbindungsvektor vom Leiter-
Stiickchen zum Ort, an dem B betrachtet wird.
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2.4 Magnetostatik

als Integral iiber den Leiter:

o fiir Stromverteilungen:
betrachte Leiterelement:

— L
a

ds

Ids = jdfds = jdV — 1ds = jdV

e = 1o (AT
7

2.4.3 Vektorpotenzial

Es gilt: V- (V x A) = 0 fiir jedes Vektorfeld A(7, ).

Umgekehrt: fiir ein Vektorfeld BmitV-B=0 gibt es ein Vektorfeld ff, sodass B = VxA.

Fiir das Magnetfeld schreiben wir daher
B=VxA.

A heiBt Vektorpotenzial und ist nicht eindeutig festgelegt:
Eichtransformationen:

A—-A =A+Vf
dann: VX A =V x A+V x (Vf)=VxA=B

Eichungen: weitere einschrinkende Bedingungen an A.
z.B. Coulomb-Eichung: V- A = 0.

Aus folgt:
V x (V X ff) = Moj
= V(V-A)—AA =] (ohne Beweis)
Coulomb-Eichung;: = A/T =— ,uoj
vgl. Poisson-Gl. Elektrostat. — _‘ A(T, / 7
r—7
Fiir das Magnetfeld folgt:
B=vxA=22 [V ) gy — o /j )dV’
|7° - \7" -

Dies ist die Formel von Biot-Savart. /

SS 2010

20



2.4 Magnetostatik

2.4.4 Magnetische Momente

Kleiner ( atomarer) geschlossener Stromkreis I (Breite a, Lange b; in a-y-Ebene)

/ - L v Fav = 1ar
r—

S I 7
Ay = bl g

A J |7 =7

’
1 1 T
ﬁﬁl:;+%+.~~

|r—r"]

) i
= A7) “O[fdr+37§ #Vdi .
T

Mit § d7' =0 und §(7- 7)di" = ab- &, x P = F x 7 folgt:

siche Multipolentwicklung:

=, [LQIFX’I“
Ar) = 4o 93

Terme hoherer Ordnung koénnen fiir a,b < r vernachléssigt werden.
Definition: magnetisches Moment

wobei F: Flichenvektor.

m = I1F; |m| = Iab
. uomxr = po (3(meT)T o m .
A(r)) = po— = BZ?T(T":’_’I“?’>. Dipolfeld

Allgemeiner:

« fiir ebene Stromkreise 7 = I - F

o generell: 1 = 1 [(7 % 7(7))dV (aus Multipolentwicklung)
Fiir ein System von Punktladungen:
j = pv = gqnv, n: Teilchendichte
j: 4 puU mit ppr: Massendichte und M: Teilchenmasse

— q r
:>m—2M/pM F)F AV = S L

mit L: Gesamtdrehimpuls und 51;: , gyromagnetisches Verhaltnis®

(stimmt nicht fir Elektronenspin!)

2.4.5 Bewegte Ladungen im Magnetfeld

Kraftrichtung steht senkrecht auf der Magnetfeldrichtung und der Bewegungsrichtung der
Ladung . .

F=g¢ (U x B)
Kraftwirkung in elektrischen und magnetischen Feldern auf Ladungen:

F=yq (E + U x é) (Lorentzkraft)
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2.4 Magnetostatik

Lorentzkraft

Zyklotron-Bewegung: .
Betrag der Lorentzkraft: |F'| = evB,
Zentrifugalkraft: F' = m?*-

N 1 m
r=——0
B, e

mit v = \/%
1 /2
e mU
B, e
e 2U
N
m  r’B?

a) Stromdurchflossener Leiter

Stromdichte j = ngip = —entp

Strom: [ =j-A

Lorentzkraft auf Leiterstiick der Lange dL:

dF = ngAdL(7p x B)
dF =] x Bd

<

b) Parallele Leiter
Magnetfeld eines stromdurchflossenen Leiters:

S Mo ;-
B=—1I
27r ©
Lorentzkraft: dF = IdL x B
parallele Drahte: B1Lup
Kraft pro Léangeneinheit:
E_yp=tolp
L 2mr

Fir % = 2-107"N, Abstand der Leiter: r = Im = I := 1A

Hall-Effekt

Betrachte einen stromdurchflossenen Leiter mit j = —n.etp im Magnetfeld B. Die Lor-
entzkraft F L = nq(Up X é) auf die Elektronen bewirkt ein Coulomb-Feld ﬁc = anH.
Im Kréftegleichgewicht gilt:

enﬁ H = j X g
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2.4 Magnetostatik

Mit der Hall-Spannung Uy := b-Ey folgt:

—

b ist die senkrecht auf B und jstehende Breite des Leiters.
Ry = i: Hall-Konstante

2.4.6 Materie im Magnetfeld

magnetische Feldstéarke
B = u,By

- relative Permeabilitat (Materialkonstante)
By = poH — B = prpoH

Aufleres Magnetfeld ruft in Materie eine magnetische Polarisation hervor. Ursache: ma-
gnetische Momente der Atome p,,

S A
ey e o

m

Magnetisierung der Materie
— B = po(H + M)
Fiir nicht zu grofle Feldstarken gilt M = Xm]—-_i mit x,,: magnetische Suszeptibilitat

Hé:ﬂo(ﬁJerﬁ)
_):urzl_‘_Xm

fur die meisten Stoffe gilt: |x,,| < 1.
Xm < 0: diamagnetisch

Xm > 0: paramagnetisch

Xm > 0; |Xm| > 1: ferromagnetisch

Anschauliche Deutung:

Elektron umkreist Atomkern im Radius r.

Kreisstrom im Atom: I = g5~

magnetisches Moment des Kreisstroms: p,, = - A = %qrzw

mit mer2d = m.(F x ¥) = L folgt:

(& —

m: Z_-;:
p 2me

B 2me

Magnetisches Moment ist dem Drehimpuls entgegengesetzt.
Quantenmechanisch: |L| = /L(L +1) - h

— Pm = —

L(L+1
om VEL+T)

SS 2010 23



2.4 Magnetostatik

Up = 221 =9.274-107**1:  Bohr’sches Magneton

Elektronenbahnen:

\E\ = 0: s-Elektronen: keine Magnetisierung moglich
|L| = 1: p-Elektronen

|L| = 2: d-Elektronen

|L| = 3: f-Elektronen

Diamagnetismus

Stoffe ohne permanente magnetische Dipolmomente. Das Magnetfeld in der Probe ist
kleiner als das dufere Feld: B = to(1l + Xm)ﬁ : Xm < 0.

Bei inhomogenen Feldern bewegt sich das Material in Gebiete kleinerer Feldstarken.

Paramagnetismus
Stoffe mit permanentem magnetischen Dipolmoment.
Im &duBeren Magnetfeld werden p,,, teilweise ausgerichtet.

M = N|pp|=——¢
12 |3 LT €B
Xm = Ho |5
1 p2N 1
— = — ~ —
Ferromagnetismus

Stoffe mit ungefillter d- oder f-Schale.
Nur in der kondensierten Phase. Besonders hohe Magnetisierung durch kollektive Wech-
selwirkung der Atome. (siehe Festkorperphysik!)

Remanenz

Koerzitivieldstarke

A4

Fir T > T¢: (Te: Curie-Temperatur)
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2.5 Zeitlich veranderliche Felder

Antiferromagnetismus

yzusammengesetzte Substanzen wie NiO oder CryOs.

Zwei ferromagnetische Untergitter kompensieren sich gegenseitig. x,, ist leicht positiv.
Mit der Grenztemperatur Ty (Néel-Temperatur) gilt:

C
T+ Ty

Xm =

2.5 Zeitlich veranderliche Felder

2.5.1 Faraday’sches Induktionsgesetz

Die Anderung eines Magnetfeldes induziert in einer Leiterschleife eine Spannung Uspq.
Diese ist abhangig von:

e der Richtung des Magnetfeldes

o der Richtung der Anderung des Magnetfeldes
o der Anzahl der Windungen der Leiterschleife
« der Anderung der Fliache der Leiterschleife

Der magnetische Fluss durch die Leiterschleife &ndert sich zeitlich. Es gilt:
d d [ =5 =
Una = =5 ®m =~ [ B-d
T dt J /

—

L d s
Ui = E-dF:/(VxE)-df:—%/B-df
A A

Lvxi-_%5
ot

Fiir B ist nach wie vor B = V x A. Fiir E folgt:

. o -
EF=-Vd-_—A
ot
Eichtransformationen: B
A'=A+Vf=B =B
O =0-2f=>FE =-V(@ +2f)—-2A=F

2.5.2 Induktivitaten

Gegeben sei eine stromdurchflossene Spule welche die Flache qu mit dem Umfang C
einschliefft. Im Innern der Spule wirke das Magnetische Feld B. Eine Zweite Spule (As
bzw. Cs) wird in das Magnetfeld gebracht. Gesucht ist die induzierte Spannung Ui(lii in

dieser Spule.
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2.5 Zeitlich veranderliche Felder

v =-2a,, o mQ—/Bxdf /VXA df = 7{/1 dF

dt
94,
o po [ (7))
AT, t) = — dv
"=t ] =7
jdV — Idr
- I (t 1 /
hier: A(7 1) = Mol )7{ a7
4 |7 — 7
_ o[1 dF - dF =
— (Dm,Q -dr = Lglll (t)
1 O |r B
mit Ly = 7{% 7 ) = Li5: geometrische Konstante ,,Gegeninduktivitét"
r—

012

d
U = _L21dt]1( )

Selbstinduktivitéit: Induktion einer Spannung im gleichen Stromkreis.
Bsp.: lange Spule: ®,,, = Mrﬂo%A -1

Upa = —N® = —LI

Selbstinduktivitit: L = g, 0™ A

Allgemein mit Leiterschleifen Cy,i = 1,2,...,n: ®p; = ¢, Adr A(F) =y Mol ¢ dr
Cj

O,,(t) =Y LyIi(t); ULy = Z LijI;(t
j=1

Gegeninduktivitaten: L;; = Lj;, ¢ ;é J
Selbstinduktivitaten: Ly = £ [ [ i ‘) Jff )dVdV Die Berechnung oft einfacher durch di-
rekte Benutzung von ®,,,; = Z] Li;1;

Wechselstrom und Induktivitéiten

Spule mit Induktivitat L in einem Stromkreis mit angelegter Wechselspannung
Ue(t) = Uy coswt.

Spannungsabfall an der Spule: Upyq = — LI

UJt)— LI =0=I(t) = Lo cos (wt — %) (Strom ist um —% phasenverschoben)
yinduktiver Widerstand“: wl

komplexe Schreibweise: U, (t) = Uye“!; I(t) = I[yel@ =9

Physikalisch relevant sind jeweﬂs die Realteile.

Einsetzen fithrt auf Iy = L, ¢ =7

Komplexer Widerstand: Z = Y =iwl = wle'z
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2.5 Zeitlich veranderliche Felder

2.5.3 Maxwell-Gleichungen und Feldenergie

v E=" (2.12)
€0
V-B=0 (2.13)
— a —
== 14
VXxE 6tB (2.14)
S OF
V x B =)+ HOEOE (2.15)

Der zweiter Term in Gleichung - ) ist der Maxwell ‘sche Verschiebungsstrom.
Er rettet die Kontmultatsglelchung P+ V. ] =0

Feldenergie

elektrisches Feld:

We = %01772 (ohne Dielektrikum)

= §E . D (mit Dielektrikum)
magnetisches Feld:
]_ —
w,, = —B* (ohne Dielektrikum)
240
1

— 55 - H  (mit Dielektrikum)

Begriindung: Energieerhaltung an Ladung geleistete Arbeit des Feldes: dW = F.dr
Leistung P = 9 — F. v—q(E~|—v><B) T=qE-¥

Fiir eine Ladungsvertellung 0, j = pv

— Lelstungsdlchte f Leistung _ , (F . 7 — 7. E

Volumen

Aus [2.15| folgt: ] - E = E (V x B) — poeoE - (2
Allgemem gilt: V- (E x - ( :
Mit [2.14| folgt: V- (E x B) = —B - (2B) — E - (V x B)

=) - F=——V.-(ExB)— ——FE ———B
J AL ) =25t “opa
Definitionen:
— ]_ — —
S =—F x B: Poynting-Vektor
Ho
€0 2o 1 52 . ..
w=—F" +—B°: Energiedichte
2 2410

=V -S4+ Zw= —f- E Poynting’scher Satz
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2.5 Zeitlich veranderliche Felder

Interpretation:

-

ohne Ladungstrager, j = 0:
5 Ow
V- S4+—=0
MY
Kontinuitatsgleichung fiir die Energiedichte w < Energieerhaltung
S: Energiestromdichte

mit Ladungstrigern, j # 0:
Felder leisten Arbeit an den Ladungen; Verlust an Feldenergie =5 - £

Integrale Form:
W = [w-dV (Energie des Feldes), P = [ f-dV (Leistung)
— %W =—-P

Wi = 5= [ B2V = ;= [ B (V x A)dV = - [ (V- (Ax B)+ A-(V x B)) dV
= Wy = 5= [ A pojdV =4 [ ] Adv

-

1) gV’ folgt dann: W, = X2 / 1) 30 gy
=i 8 |7 — 7|

Mit E(F):Z—gfl

Fiir zwei Leiterschleifen (jdV — Idr) folgt: Wi,y = £2 37, 5 4c. foj M_fi]j = %Zi,j Li;1;1;,

LB
speziell bei einzelnem Leiter: W, = %L[ 2,
AWy = LI = —Upg- 1 =U. -1
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3 Erganzungen

V, A in Kugelkoordinaten (r,, ¢)

BF

lokale Basisvektoren: €, | L o €| =1
7= (rsinv cos g, rsin ¥ sin @, r cos )
97 = (sin¥ cos ¢, sin ¥ sin g, cos V) = €,
97 = (rcos v cos p,r cosUsin g, —r smﬁ) 192 = r — €y = (cos ¥ cos g, cos ¥ sin ¢, — sin o))
g; (—rsindsin g, rsind cos ¢, 0), |3 |: rsind — e, = (—sin, cos ¢, 0)
€, €y, €, orthogonal.
L af o
f(T)_)E_ or Er Vf
of |or|
99 oo € Vf
af |or
U Sl A v/
o~ g V!
V= 2 +é, Lo + € L9
“or a9 T “rsind oy
Divergenz: Sei A = Ay, + Ayey + Ayey,
- 10 1 0 1 0
A= (r?A, VA —
v r28r(r >+Ts1n19819(sm o)+ rsind dp” ¥
Rotation:
» 1 J . 0
VXA—rsinﬁ [aﬁ(smﬁA ) — 5 A§‘| €r

12
rsind | dy

A, sml?aa (rA, )1

110 0
A20an- 24

Laplace (A =V -V):

Alea , 0 1

182

28r( or )+ rzsmﬁ@ﬁ‘(

ror DTS (8192f+ tand 89

or oV

0 1 0?
Smﬁ f) r231n21987<,02f

2
1a 1af>

T+ aiaz
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