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Aufgabe 1:[1 P.] (schriftlich)
Nehmen Sie an, dass ein Operator A die Eigenschaft AAT = AT A besitzt. Sei |a) Eigen-
vektor von A zum Eigenwert a mit (a|a) = 1. Zeigen Sie, dass |a) auch Eigenvektor von
At zum Eigenwert a* ist.

Aufgabe 2: (schriftlich)

Betrachten Sie einen linearen Operator A, dessen Inverses A1 existiert. Sei der Vek-
tor |a) # @ Eigenvektor von A zum Eigenwert a.

a)[1 P.] Beweisen Sie, dass dann |a) auch Eigenvektor von A1 ist.
b)[1 P.] Berechnen Sie den zugehérigen Eigenwert von A~1.
Aufgabe 3: (schriftlich)[2 P.]
Betrachten Sie einen n-dimensionalen komplexen Hilbertraum H. Sei A ein selbstad-

jungierter Operator mit den Eigenwerten a1 < az < ... < a, und den zugehdrigen
normierten Eigenvektoren |ai), |az), ..., |a,) gegeben. Kann aus

(u|Alu) = ag, (uju) =1

geschlossen werden, dass der Vektor |u) Eigenvektor von A zum Eigenwert a; sein muss?
Aufgabe 4: (miindlich)

Ein auf ganz H definierter selbstadjungierter Operator A heifit positiv definit, falls (u|Aju) >
0 gilt fiir alle Vektoren |u) # 0, |u) € H.

a) Nehmen Sie an, dass A ein rein diskretes Spektrum besitzt. Beweisen Sie nun die
folgenden Sétze:

a.1)[2 P.] Notwendig und hinreichend fiir positiv definites A ist, dass alle Eigenwerte
a; von A positiv definit ist.

a.2)[1 P.] Ist A positiv definit, so existiert A~ und ist ebenfalls positiv definit.

Hinweis: Verwenden Sie die Spektraldarstellung des Operators A, d.h.

A= ZGJZPZ

mit
Pl = P PP, = 6,1 P;,
P;P, = 0 Ortogonalitat der Eigenrdume zu verschiedenen Eigenwerten,
Z P, = 1 Vollstandigkeitsbedingung.



Hierbei sind a; Eigenwerte von A und P; bezeichnet einen Projektionsoperator zum Eigen-
raum H(a;).

b)[2 P.] Sei H nun dreidimensional und A sei durch die Wirkung auf die Vektoren einer
orthonormierten Basis {|e1), |e2), |es)} folgendermaBen definiert:

Aler) = le1) — V2les),
Ales) = 3leq),
Ales) = —v2le1) +5es).

Zeigen Sie, dass A selbstadjungiert und positiv definit ist.

Aufgabe 5: (miindlich)[2 P.]

Beweisen Sie den folgenden Satz: Ein Vektor |u), (u|u) = 1 ist dann und nur dann
Eigenvektor des selbstadjungierten Operators A, wenn die so genannte Unschérfe

Da = /al[A = (] Afu) 1]u)

null ist.



