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Streuung an einer harten Kugel Danzel Klostermann

1 Einleitung

Im Folgenden soll die Streuung an einer harten Kugel erortert werden. Dies dient als
Beispiel fiir die Partialwellen-Entwicklung zum Lésen von zentralsymetrischen Streu-
problemen. Da vor allem der Wirkungsquerschnitt fiir verschiedene Energien betrachtet
werden soll, wird zunéchst der Wirkungsquerschnitt fiir die klassische Streuung an einer
harten Kugel berechnet. AnschlieBend wird der Ubergang zur quantenmechanischen
Streuung an einer harten Kugel iiber die Streuung an einer Potentialbarriere geschafft.
Noch zu erwéhnen ist, dass nur radialsymmetrische Potentiale mit V() = V(r), sowie
endlicher Reichweite betrachtet werden. Aulerdem wird angenommen, dass alle Stofle

vollkommen elastisch ablaufen.

2 Klassische Streuung an einer harten Kugel

Beim einfachen, klassischen Streuproblem trifft ein Teilchen auf eine Kugel mit dem
Radius R und wird elastisch gestreut. Der Winkel zwischen Einfallsrichtung und dem
Lot zum Auftreffpunkt auf der Kugel wird als ¢q bezeichnet. Der Streuwinkel 1 ist dann
gegeben durch ¥ = 1 — 2¢y und kann zwischen 0, bei Beriihrung ohne Ablenkung und 7,
bei Rickwértsstreuung variieren.

Mit ¢q ist der StoBparameter b gegeben durch b = Rsin ¢y. Fiir den differenziellen
Wirkungsquerschnitt ist bekannt, dass

gilt, wobei j(9,®) und j(0) der gestreute, bzw. einlaufende Teilchenstrom ist. Aufgrund

der Rotationssymmetrie des Problems gilt jedoch aulerdem:
do =27bdb und d) = 27 sinv¥dv.

Durch Einsetzen erhalt man:

do ’
dQ sin 19

Man sieht, dass die obigen Angaben zu Streuwinkel und Stofiparameter erweitert werden
miissen. Es gilt, dass db = R cos ¢gd¢y und dvy = —2d¢,. Nach einsetzen ergibt sich der
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differenzielle Wirkungsquerschnitt zu

do b db
dQ — sin(9) dv
b R cos(¢y)
sin(m — 2¢y) 2
_ Rsin(¢g)  Rcos(¢o)
~ 2sin(¢yp) cos(¢p) 2
R2
=

Um den totalen Wirkungsquerschnitt zu erhalten integriert man tiber den gesamten Raum-
winkel. Damit erhalt man zusatzlich den Faktor 47 und als totaler Wirkungsquerschnitt

fiir die klassische Streuung an einer harten Kugel ergibt sich:
o =nR>

was der Querschnittsflache der Kugel entspricht.

3 Streuung an einer Potentialbarriere

Um eine Uberleitung zu bieten wird nun die Streuung an einer Potentialbarriere betrachtet.

Das Potential ist in diesem Fall gegeben durch:
V(r) =VoO(R —7)
wobei

1, fuirR>r
0, firR<r

O(R—r) =

ist.
Die Schrodingergleichung fiir das Problem ist gegeben durch:
1(1 + 1))

2mr? xi(r) =0,

62 +2m (E— V(r) —
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wobei der radiale Anteil der Wellenfunktion R = X betrachtet wird. Fiir den einfachsten

Fall einer s-Welle ist die Schrodingergleichung gegeben durch:
{53 —2m(Vp — E)] Xo = 0.

An dieser Stelle kann direkt das Quadrat des Wellenvektors k? = 2m(V —0— E) abgelesen
werden.

Der allgemeine Ansatz fir die Wellenfunktionen innerhalb und auflerhalb des Potentials
ist bekannt. Es gilt fir r < R :

X(r) = Cheh" 4 G e
und firr > R :
x(r) = C;;tem + C’O_ute_ik’".

Auflerdem ist die allgemeine Losung fiir Partialwellen aulerhalb des Potentials gegeben
durch:

O (r,0) ~ (%)1% iloj(zz + 1) Py(cos(O))

(e—i(kr—l; ei(kr—l;’))
‘ — M .
T T

Der radiale Anteil dieser Funktion ist fiir [ = 0 gegeben durch:

i e—ikr 6ikr>
Ry ~ — .
° (27r)%2k< oy

Betrachtet wird nun die Streuphase 7, fir die gilt , dass |n
2id0

|2 = 1. Aus diesem Grund

lasst sich die Streuphase als g = €' parametrisieren. Fiir die Wellenfunktion auferhalb
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des Potentials ergibt sich somit:

?

XO(T> - ROT ~ m (G_ikr — 62i60€ikr>
i
~ (226)30% (e—i(éo—i-kr) _ 6i(60+kr))
)2
6260
~ PR sin(kr + dg)
7)2

mit der Streuphase dy.

Da vorher die Annahme R; = X fiir den Radialteil der Wellenfunktion getroffen wurde,
muss die Wellenfunktion innerhalb des Potentials im Ursprung definiert sein. Das ist
nur der Fall, wenn C}, = —C;, gilt. Damit lisst sich fiir den Losungsansatz ein neuer
Vorfaktor C, = 2C;, definieren. Setzt man den Vorfaktor in den Losungsansatz fiir die

Wellenfunktion innerhalb des Potentials ein, so erhélt man:

x(r) ~ C; (ek” — e_k”)

~ Cy, sinh(k;r).

Aus den Wellenfunktionen innerhalb und auflerhalb des Potentials kann jetzt mit Hilfe

der Stetigkeitsbedingungen die Streuphase berechnet werden. Es gilt:

wm(R) - wout(R)
Vin(R) = Y (R)

woraus nach einsetzten

o 100

Consinh(kiR) = ——— sin(kR + d)
2m)2

__ g%

Cincosh(k;R) = — cos(kR + do)
271')5]{?2'
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folgt.

Durch Division und Umformung der Gleichungen erhélt man die Streuphase mit

cosh(k;R)  k cos(kR + dp)

k.
+ tanh(k;R) = E -tan(kR + &)

k
& kER+ 6 = arctan(k— -tanh(k; R))

0y = arctan(: -tanh(k;R)) — kR.
Um die Streuung an einer Potentialbarriere jetzt in eine Streuung an einer harten Kugel
zu Uberfithren, werden mehrere aufeinander aufbauende Néherungen gemacht. Fiir den
Fall einer harten Kugel gilt V5 — oo. Ubertrdgt man das auf die Streuung an einer
Potentialbarriere, so erhélt man fir den Wellenvektor k; = (/2m(Vp — E) ebenfalls
k; — oo. Fiir die Streuphase erhélt man somit k% — 0 und tanh(k;R) — 1. Das fiihrt

abschliefend zur Streuphase fiir eine Streuung an einer harten Kugel:

do = —kR.

4 Streuung an einer harten Kugel

Nun soll der Fall einer harten Kugel genauer betrachtet werden. Um die Phasenverschie-
bung nicht nur fiir s-Wellen berechnen zu konnen, muss ein neuer Ansatz gemacht werden.

Eine weitere Wellenfunktion, die die Schrédingergleichung 16st ist:

k) = Ji(kr)n(ER) — ny(kr)ji(kR)
o Vi (kR) + n}(kR

wobei j; die sphéarische Besselfunktion und n; die sphéarische Neumannfunktion ist.
Fir r — oo gilt:

Lsin(kr — Zny(kR) + cos(kr — Zj,(kR)]
k,r)=
U(kr) 2 (kR) + n? (kR)




Streuung an einer harten Kugel Danzel Klostermann

Aufgrund der kurzen Reichweite des Potentials, muss die Losung der Wellenfunktion
dem asymptotischen Verhalten der sphéarischen Besselfunktion gleichen, ist jedoch um
die Streuphase verschoben. Setzt man diese Losungen nun gleich und ordnet jeweils nach

Kosinus- und Sinusfunktion, so erhélt man als allgemeine Losung fiir die Streuphase:

Ji(kR)

tan(d;) =

Die Korrektheit zeigt sich beim Betrachten der s-Welle, fiir die mit:

jo(kR) = sink(ZR)
ndkR):—fDiZR>
gilt, dass
R
do(k) = —kR

ist, womit das Ergebnis aus dem vorherigen Kapitel bestétigt ist.
Da aber nicht nur die s-Welle betrachtet werden soll, dient fiir grolere Energien das

asymptotische Verhalten der Bessel- und Neumannfunktionen. Mit:

in(kR — &=
Ji(kR — o0) ~ M

folgt fiir die Streuphase:
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5 Wirkungsquerschnitte

Anhand der errechneten Streuphase ldsst sich nun der Wirkungsquerschnitt fiir die

Streuung an einer harten Kugel ermitteln. Fiir den totalen Wirkungsquerschnitt gilt:
4 o
Otot = k—z Z(2l + 1) SiIl2 5[-
1=0

Im einfachen Fall einer s-Welle und kleinen Energien, das bedeutet kR < 1, ergibt sich

ein Wirkungsquerschnitt von:

o.(k) = Z]l; sin®(kR) ~ 47 R?,
welcher genau dem Vierfachen des Wirkungsquerschnitts im klassischen Fall entspricht.
Fir grofle Energien, also kR > 1, muss jedoch eine Abbruchbedingung fiir die Summe
im totalen Wirkungsquerschnitt gefunden werden. Zu diesem Zweck verwendet man das
Verhalten der Besselfunktion. Diese hat ihre erste Wendestelle bei 1/1(I + 1). Aufgrund
der kurzen Reichweite des Potentials tragen nur Partialwellen zum Wirkungsquerschnitt
bei, die auch einen nennenswerten Uberlapp mit dem Potential haben. Dieser Uberlapp
ist nur gegeben, wenn kR < /I(l + 1) ~ [ gilt. Die Summe tiber alle Partialwellen kann
also ohne groflere Fehler bei [ = kR abgebrochen werden. Fiir den Wirkungsquerschnitt
gilt dann :

A & l
Top A > (2l + 1)sin*(kR — —W)
k2 2

An dieser Stelle lasst sich noch weiter kiirzen. Geht man von grofien Werte fiir [ aus, so gilt
naherungsweise (20+1) ~ (2[+2). Fir zwei benachbarte Terme in der Partialwellensumme

gilt damit :

lm Ir =« lm I
.2 o ) _ T L gin2 i 2 ) g
sin (kR 2>—|—sm (k;R 5 2) sin (k;R 2) + cos <kR 2> 1
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Fiir den Wirkungsquerschnitt der Streuung an einer harten Kugel bei hohen Energien
bedeutet das letztendlich :

4 KR 1
Otot ~ ﬁ; 5(2[ + 1)

471 9

~ 21 R%.

Das entspricht dem doppelten des klassischen Wirkungsquerschnitts, jedoch nur der

Halfte des Wirkungsquerschnitts fiir kleine Energien.

6 Zusammenfassung

Um das Beispiel der Streuung an einer harten Kugel im Partialwellenformalismus besser
zu verstehen wurde zunéchst der klassische Fall betrachtet. Intuitiv ergab sich ein
Wirkungsquerschnitt fir die Streuung, der der Querschnittsfliche der Kugel entspricht.
Fiir die Uberleitung zur quantenmechanischen Streuung wurde dann der Umweg iiber
die Streuung an einer Potentialbarriere genommen, anhand derer gezeigt wurde, wie sich
die Streuphase berechnen lésst.

Interessant waren ebenfalls die Wirkungsquerschnitte fiir die Streuung bei kleinen und
groflen Energien. Diese unterschieden sich nicht nur vom klassischen Fall, sondern auch

untereinander.
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