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1. Motivation

Der ballistische Transport von Elektronen kann angenommen werden, falls die mittlere freie
Weglange dieser deutlich groBer ist, als die betrachtete GroBenordnung. Dies ist Fall, falls der
elektrische Widerstand sehr gering wird, oder falls sehr kleine Strukturen betrachtet werden.
Hier wird insbesondere der zweite Fall betrachtet.

Das Wissen iiber das Verhalten der Elektronen in Nanostrukturen erméglicht zum einen tech-
nische Verfahren wie die Ballistische Elektronenemissionsmikroskopie, einer Abwandlung der
Rastertunnelmikroskopie, zum anderen auch den gezielten Entwurf von Nanostrukturen mit
gewiinschten Eigenschaften.

2. Einfiihrendes Beispiel - Streuung an Doppelbarriere

Die Streuung an einer Doppelbarriere stellt ein gutes einfiihrendes Beispiel dar. Es lasst sich
direkt auf das Trivialbeispiel, den rechteckigen Potentialwall, zuriickfiihren. Zudem ist dieses
Potential oft schon aus der Einfiihrungsvorlesung zur Quantenmechanik bekannt.

Die Doppelbarriere besteht aus zwei rechteckigen Barrieren, zu sehen in Abbildung 1. Sie
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Abbildung 1: Doppelbarriere der Héhe 1} in Abhéngigkeit der Parameter a, b [Driill]

lasst sich in 5 Bereiche, in der Abbildung durch romische Zahlen gekennzeichnet, aufteilen.
Die Bereiche | und V sind die Grenzbereiche. Das Potential ist hier 0. Die Bereiche Il und IV
sind die beiden Rechteckpotentiale der Doppelbarriere. Diese verfligen jeweils iiber die Breite
b und Hohe V;. Zwischen den beiden Rechteckpotentialen im Bereich Il ist ein potentialfreier
Raum der Breite a.



2.1. Mathematische Voriiberlegung

Das Transmissionsverhalten ldsst sich mit der zeitunabhdngigen eindimensionalen Schro-
dingergleichung
n* o
<—%@ + V($)> U(z) = E(x) (1)
bestimmen. Gesucht ist insbesondere die Amplitude der Wellenfunktion ¢(z). Zur Lésung der
Gleichung betrachtet man diese zunachst bereichsweise. Das Potential wird in die 5 anfangs
beschriebenen Bereiche unterteilt. Es ergeben sich die 5 Gleichungen

n? 02
- =F =1,2,... : 2
(~3mge o) V) = Eulo), n=1.20...5 @)
Da V,, jeweils konstant ist, sind die Differentialgleichungen trivial l6sbar durch
. : 2m(E -V,
V@) = A 4 Beier, g, = V2MEZT) ©

Die Potentiale sind endlich, daher muss die Wellenfunktion und ihre erste Ableitung an allen
Stellen, insbesondere auch an den Ubergangen, stetig sein.

Vr(x1) = Yo(x1),  a(we) = P3(x2), ... (4)

Yim) = dh(er), Uhle) = vhle), . (5)

Mit der zuvor bestimmten Lésung (3) der Differentialgleichung ergeben sich daraus die fol-
genden Beziehungen:

1/} : Anelknmn + Bne—ik)niﬂn — An+1e1kn+11‘n + Bn+le—1kn+11‘n (6)

P ik, (Ane*™ — Bpe ®ntn) = ik, g (Apga i1 — By e i) (7)

Es bietet sich an, die Losung dieses Gleichungssystems als Matrix darzustellen.

An o An+1 Al o AS
(i) - () = () wenn(z) o

1 ((m%)ei('fﬁw”n (kn—m)ei"“”k"“m) (9)

mit Rn = m (k?n o kn+1)ei(kn+kn+1):pn (kn + kn_i_l)ei(knfkmrl)wn

Der Transmissionskoeffizient 1" l3sst sich aus R,, direkt bestimmen.

2

ks | As
T=2|= 1
A (10)
aus (8): A= (1 0)R/R:R3R, ((1)) As (11)
k -2
=T = /?5 (1 0)RiR:R3R4 (é) (12)
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Die bisherigen Rechenschritte sind fiir alle fiinfstufige endliche Potentiale giiltig. Fiir das
Doppelpotential aus Abbildung 1 gelten die folgenden Parameter:

332—1’1:.1'4—333:b
I3 — X9 = a,

Vi=Vs=V;=0,

Va=Vi=W
omE
hy=hy = ks =k = %”
2m(Vy — E)

Setzt man diese in (12) ein, ergibt sich die folgende Transmission:

H? -
0 —

mit H = 2/ E(Vy — E) cosh(kb) cos(ka) — (2E — Vj) sinh(kb) sin(ka)

An (13) Iasst sich erkennen, dass abgesehen von den trivialen Losungen Vi = 0 oder b = 0,
also verschwindende Barriere, maximale Transmission erreicht wird fir

sinh(kb) =0 oder H =0.

Man spricht in beiden Fallen von Resonanz. Die erste Bedingung kann nur erfiillt werden fiir
E >V}, da k imagindr werden muss. Das genaue Verhalten und die Lage der Maxima wird
im nachsten Abschnitt genauer untersucht.

2.2. Untersuchung des Transmissionsverhalten

Die im folgenden verwendeten Abbildungen stammen aus der Bachelor-Arbeit von Matthias
Driippel [Driill]. Sie wurden mit der zuvor ermittelten Transmissionsformel erstellt.

In Abbildung 2 ist die Transmission an verschiedenen Doppelpotentialen und einem Recht-
eckpotential mit gleicher Potentialbreite b zu sehen. In den beiden Graphen ist das zuvor
errechnete Verhalten zu erkennen. Beim Rechteckpotential kommt es gerade zum Maxi-
mum, wenn sinh(xb) = 0 erfiillt ist. Da dies auch eine Bedingung fiir ein Maximum beim
Doppelpotential ist, kommt es auch beim Doppelpotential fiir diese Energie zum Transmis-
sionsmaximum. Entsprechend liegen die anderen Maxima an Stellen mit H(E) = 0 und es
kommt zur Resonanz zwischen den beiden Rechteckpotentialen. Es ist deutlich erkennbar,
dass fiir groBere Abstande mehr und scharfere Maxima auftreten. Dies findet sich in Formel
(13) wieder. H ist von cos(ka) und sin(ka) abhangig. Mit steigendem Abstand a verringert
sich die Periodenbreite dieser.

In Abbildung 3 ist die Transmission am Doppelpotential mit verschiedenen Potentialbreiten
b aufgetragen. Fiir ¥ < Vj sind die Positionen der Maxima nahezu identisch. Dies ist dadurch
erklarbar, dass in den beiden Rechteckpotentialen fiir £ < Vj die Wellenfunktion exponentiell
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Abbildung 2: Transmission an (a) einzelnem Rechteckpotential und (b) Doppelpotential im
Vergleich, Parameter: b = 4A V; = 3eV, [Driill, S. 13]

abfallt. Totale Transmission ist in diesem Energiebereich fiir ein einzelnes Rechteckpotential
unmoglich. Die Resonanz hangt daher hauptsachlich vom Bereich zwischen den Potentialen
ab, der in diesem Fall konstant gehalten wird. Durch diesen exponentiellen Abfall wird zudem
die Transmission, falls keine Resonanz auftritt, mit zunehmender Breite b stark reduziert.
Im Bereich E > V; hat sinh(xb) Nullstellen. Jedoch ist dies fiir keine Transmissionsmaxima
im betrachteten Bereich verantwortlich. Fiir b = 4 A liegt die erste Nullstelle bei E = 8,3eV,
wie zuvor gesehen wurde, und fiir geringere Breiten b erhoht sich diese Energie. Die Position
der Maxima hangt daher auch in diesem Bereich starker vom Potentialabstand a ab.

Zusammenfassend ist Anzahl und Position der Maxima am starksten vom Potentialabstand
a beeinflusst, wahrend Breite der Maxima und Starke der Absorption abseits der Maxima am
starksten von der Potentialbreite b abhangt.

3. Allgemeine Methodik - Streuung an beliebigen
1D-Potentialen

Die zuvor beschriebene Methode lasst sich auf beliebige endliche Stufenpotentiale anwen-
den. Die einzige notwendige Anderung besteht darin, andere Parameter fiir z,,V,, und k,
einzusetzen. Nicht anwendbar ist sie jedoch auf kontinuierliche Potentiale. Eine Methode,
um auch kontinuierliche Potentiale zu I6sen, ist das Wave Function Matching. Auf diese
Methode gehe ich in diesem Abschnitt ein.

3.1. Herleitung

Wave Function Matching ist eine numerische Methode zur Bestimmung von Transmissionsko-
effizienten. Dazu wird das Potential entsprechend Abbildung 4 in N gleich breite Abschnitte
diskretisiert. Die Ableitung in der Schrodinger-Gleichung wird durch den Differenzenquotien-
ten gendhert. Zudem wird die Abkiirzung A = z,,,1 —x,, eingefiihrt. A ist konstant beziiglich
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Abbildung 3: Transmission in Abhangigkeit der Potentialbreite b [A] bei der Doppelbarriere,
Parameter: V, = 3eV,a = 10 A[Driil1, S. 16]

n und hangt nur von der gewahlten Anzahl der Unterteilungen des Potentials ab. Damit lasst
sich die Schrodingergleichung ndhern und umschreiben zu

Ewn 2m ((¢n+1 wn)A_2(¢n - ¢n—1)) N Vnwn -0 (14)

mitn=0,1,...N+1 (15)

Es bietet sich an, diese Gleichungen in eine Matrixgleichung umzuschreiben. Jedoch miissen
dafiir zunachst die Rander betrachtet werden _; und ¥, o, welche auBerhalb des betrach-
teten Bereichs liegen. An beiden Randern wird angenommen, dass sich das dortige Potential
konstant bis ins Unendliche fortsetzt. Am linken Rand erhdlt man

2

B+ 2mA?

(V1 =200+ 1) = Voo =0 . (16)

Es gilt ¢/_; anders auszudriicken. Es wird im Randbereich ein konstantes Potential angenom-
men. Damit I&sst sich 1_; umschreiben und einsetzen in (16).

b A 4 B0 = 4 Ao (17)
Evo + — o A2 (1 — 200 + eikLAQ/Jo) — Voo (18)
2
_ : ﬁA2A (eikLA _ efikLA) (19)
m
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Abbildung 4: Diskretisierung des Potentials [Driill, S. 6]

Am rechten Rand schreibt man 12 analog um und setzt ein.

ﬁ2
Eyni+ A2 (VN2 — 201 +UN) = Vvgr¥ngr = 0
_ FeikR(N-‘rQ)A — ¢N+1eikRA

ﬁ2

VN2

EYnii + IAZ (Un1"R% = 2¢ni1 + Un) — Vivertngr =0

Nach Betrachtung der Randbereiche lassen sich die Gleichungen in Matrixdarstellung bringen.

(E1-H)U =7
Yo
mit: U = w_l
YNy
(mh_ég + V= gimetd firn=n'=0
#-FVH firl<n=n"<N
Hypw = mﬁ—;;r V,, — ginpefrd  fiirn =n'= N +1
—%zAQ firm=n"+1
\0 sonst
do
- 0 h i —i
T= | 7| = g (e = e
0

(23)

(24)



Das Gleichungssystem lasst sich zum Beispiel durch numerische Matrixinversion |6sen. Der
Transmissionskoeffizient T" ist gegeben durch

2
Un+1

A
vr| _|Jr
UL Jr

J= iR (%WQH —Yn ¢;¢n+l - T/Jn)

UR

(%

T =

(25)

mit =

2m A A

: 2
1;‘4/1 (e—ikL/RA B eikL/RA)
m

= JL/R =

3.2. Probe: Vergleich mit Doppelpotential
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Abbildung 5: Numerische Losung mit N = 1000 Stiitzstellen, Parameter: V; = 3eV,b =
4A a=10A [Driil1]

Um grobe Fehler auszuschlieBen, wird die eben hergeleitete Methode auf ein bereits be-
rechnetes Potential angewendet. Dazu wird das zuvor betrachtete Doppelpotential gewahlt.
In Abbildung 5 wird die analytische Lésung mit der durch Wave Function Matching bestimm-
ten numerischen Losung verglichen. Es ist praktisch kein Unterschied zu erkennen. Jedoch
sollte man beachten, dass das Doppelpotential bereits diskret ist. Es kann daher nicht di-
rekt angenommen werden, dass bei einem anderen Potential ebenfalls das exakte Ergebnis
erhalten wird.



4. Komplexeres Beispiel: Streuung an Potentialtopf mit
periodischem Potential im Inneren
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Abbildung 6: Potentialtopf mit Mathieu-Potential im Inneren [Driill, S. 45]

In diesem Abschnitt geht es darum, ein Potential mit komplexerer Struktur zu untersuchen.
Verwendet wird das Potential aus Abbildung 6. Dabei handelt es sich um ein periodisches
Potential in einem Potentialtopf. IV, sinusférmige Perioden der Breite sind um 1/}, abgesenkt.
Formal ausgedriickt wird das Potential durch

_ Vo 2m ) .
V(m)—{ Vo+2<cos(aa:) 1) fals0 <z < N, -a (26)

0 sonst

Wendet man die zuvor hergeleitete numerische Methode auf dieses Gitter an, erhalt man das
Transmissionsverhalten aus Abbildung 7. Es ist zu erkennen, dass fiir £ > 1€V nahezu tota-
le Transmission vorliegt. Im Energiebereich zwischen 6 eV und 7€V befindet sich jedoch ein
Transmissionsminimum. Die Intensitdt und Scharfe des Minimums nimmt mit zunehmender
Periodenzahl zu. Zudem sind Nebenminima erkennbar, deren Anzahl mit der Zahl der Peri-
oden zunimmt. Um den Einfluss des periodischen Potentials genauer zu untersuchen, bietet
es sich an, den Grenzfall fiir ein unendliches periodisches Potential zu betrachten.

4.1. Analyse des Transmissionsverhalten

Zur Analyse des Transmissionsverhalten wird mit N, — oo und Vj = 0 gerechnet. Damit
resultiert aus (26) das Potential

Vi) = —% (1 ~ cos (%Tx) ) | (27)



Transmission

1
4

=§ ——
6

—_

w
s
w
[=2]
-
[+-]
w©

10
Energie [eV]

Abbildung 7: Transmission an Potential in Abhangigkeit der Periodenzahl N,. Parameter:
Vo=0,V, =6eV,a=4A [Driill, S. 45

Bei periodischen Potentialen lasst sich das Bloch Theorem anwenden. Dieses besagt, dass
bei periodischen Potentialen die Wellenfunktion v(z) dargestellt werden kann durch

Y(r) =*u(z) (28)

wobei u(z) die gleiche Periodizitat aufweist wie V(x). Daher lasst sich u(x) als Fourier-
Entwicklung darstellen und damit folgt fiir die Wellenfunktion

. . : 2

U(z) = e Z c; e = chel(kJ“Gj)“, mit G; = %j : (29)

J J

Eingesetzt in die Schrodingergleichung (1):
(—%@ + V(l’) — E) Z cjel( +Gj)r 0 (30)

J
h? -

> (%(k + G2+ V(x) - E) et =0 (31)
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Auf beiden Seiten wird mit 1 [ dze~**e %" multipliziert. Daraus folgt mit

1 alG G
a/ ( _533

2 1 N
iZ(—m I’C‘I‘G 2(5]J E(de‘/—f‘ 5/0 deV() i(G5=Gyr) )Cj:()

-~

Fouriertransformierte V(G -Gjr)

ﬁ2
Z (2 (k+G,)%,, + V(G — G )) = Ejcj
J
H / ! ‘/CL V(z
mit V(G; — G’j) - _75].7]., + +

Dies entspricht einem Eigenwertproblem

(0j-140 + 0jr14)

He = Ec¢
%(k’—I—GnF—ﬁ furn =n’
mit H,, v = % firn=n"+1
0 sonst

(32)

(33)

(36)

(37)

Aus der Losung dieser Eigenwertgleichung lasst sich die Bandstruktur bestimmen. Diese ist

in der ersten Brillouin-Zone in Abbildung 8 graphisch dargestellt.
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Abbildung 8: Bandstruktur und zuvor bestimmte Transmission im Vergleich (siehe Abbildung

7), Parameter: V, = 0,V, = 6eV,a = 4 A [Driill, S. 40]
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In Abbildung 8 ist zu erkennen, dass an genau der Stelle, an der zuvor das Hauptminimum
beobachtet wurde, eine Bandliicke des unendlichen Potentials liegt. Zudem liegt im Bereich
bis etwa EF = 0,7¢eV eine weitere Bandliicke. Es ist gut zu erkennen, dass auch hier die
Transmission minimal wird. Es wird deutlich, dass auch fiir relativ geringe Periodenzahlen
die Transmission sich dem unendlichen Grenzfall schon merklich anndhert. Die Bereiche der
Minima liegen im Grenzfall fiir groBe N, in der verbotenen Zone der Bandstruktur. Die Auf-
enthaltswahrscheinlichkeit eines Elektrons mit solcher Energie im Potential ist 0. Daher folgt
auch aus der Bandstruktur, dass an den gleichen Stellen ein Transmissionsminimum auftreten
muss, fiir groBe N, wird Transmission bei diesen Energien sogar unmoglich.

In technischen Anwendungen ware dieses Transmissionsverhalten beispielsweise fiir Konstruk-
tion einer Bandsperre niitzlich.

5. Zusammenfassung

Mit dem Wave-Funtion-Matching wurde eine niitzliche Methode zur Losung der Schrodinger-
Gleichung fiir beliebige eindimensionale Potentiale erarbeitet. Diese wurde daraufhin auf ein
analytisch vollstandig |6sbares Potential, das Doppelpotential, angewendet. Daraufhin wurde
sie auf ein komplexeres Potetial angewendet, welches analytisch nicht I6sbar gewesen ware.
Die Anwendung auf das Doppelpotential diente in erster Linie der Kontrolle. Jedoch konnte
auch gezeigt werden, dass eine hinreichend feine Naherung praktisch ununterscheidbar von
der exakten Losung wird.

Bei der Anwendung auf das Doppelpotential konnten Informationen gewonnen worden, die
man analytisch nicht erhalten hatte. Mit Hilfe des Bloch Theorem lieB sich hier zum Ver-
gleich die Bandstruktur des unendlichen Potentials bestimmen. Damit war es moglich, den
numerisch errechneten Transmissionsverlauf physikalisch zu interpretieren.

A. Anhang
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