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1 Einleitung

Die Berry-Phase oder geometrische Phase tritt fiir nichtholonome Systeme auf. Diese Systeme kehren
nicht wieder in ihren Ausgangszustand zuriick, wenn ihre Parameter nach beliebigen Anderungen wie-
der ihre Anfangswerte einnehmen.

Ein klassisches Beispiel ist das Foucault’sche Pendel. Auch in der Quantenmechanik kénnen wir Bei-
spiele finden, fiir die wir die bei adiabatischen Anderungen auftretende geometrische Phase fiir einen
geschlossenen Weg im Parameterraum berechnen kénnen. Im Folgenden sollen der Spin im Magnetfeld

und der Aharonov-Bohm Effekt als solche erlautert werden.

2 Spin im Magnetfeld

2.1 Theoretische Betrachtung

Ein Teilchen mit Spin s befinde sich in einem Magnetfeld B. Die Spinquantenzahl n kann 2s+1 Werte

zwischen —s und s annehmen. Der Hamiltonoperator hat folgende Form:
H(B) = kBS. (1)

Hier ist S der Spinoperator mit den Eigenzustinden |sn) und k£ = —7 ein konstanter Faktor mit dem

gyromagnetischen Verhéltnis v. Die Energieeigenwerte sind dann
E,(B) = khBn. (2)

Erfolgt die Anderung eines Parameters R im Parameterraum entlang eines geschlossenen Weges C, der

eine Fliache F einschlieft, kann die geometrische Phase «y,, mit Hilfe der Berrykriimmung

(n(R)|V gH (B)|m(R)) x <m(1?)|VgH(§)In(R)>

i 3)
(Em(R) — En(R))?

Vo(R) =Im Z
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berechnet werden:
(@) =~ [ [Vl -aF. (4)

In diesem Beispiel soll nun das Magnetfeld ausreichend langsam geéindert werden, sodass der Adiabaten-
satz gilt. Die Parameter ]%, von denen der Hamiltonoperator abhéngt, sind nun also die Komponenten
von B. Mit (1) und (2) ist

7 (B — Im_ L (n|S|m) x (m|S]|n)
Va(B) = Im s n%:n e

(5)

Um die Wirkung des Spinoperators auf die Eigenzusténde einfacher berechnen zu kénnen wird nun die
z-Achse in Richtung des Magnetfeldes gelegt, so dass B = Bé,. Mit Hilfe von

S.|lsn) = hnl|sn)
St lsn) = (Sy £iSy)[sn) = hi/s(s+1)—n(n+1)|sn+1) (6)




2.1 'Theoretische Betrachtung

und

1
Se = (Sp+5-)
1

Sy = i5(8+ = 5-) (7)

lassen sich die in der Summe (5) auftretenden Matrixelemente berechnen.

<sni1\5$]sn>:%h\/s(s+1)—n(ni1) (8)

(sn £ 1]Sy|sn) ::F%hi\/s(s—i—l)—n(nil) (9)

Alle Summanden in denen (m|Sg y|n) mit m # n=+1 oder (m|S.|n) (m # n) auftreten, sind auf Grund
der Orthonormiertheit der Eigenzusténde null. Da letztere in den Komponenten V, und V), enthalten
sind, ist V; =V}, = 0. Die z-Komponente errechnet sich mit (8) und (9) zu
R 1
(Va): = Iz ((nlSeln+ 1) (n+11S,In) = (nlSyln +1) (n + 1/Sa|n)
+(nlSzln — 1) (n = 1[Sy[n) — (n|Syln — 1) {n — 1|5z |n) )

= Im?(fin)
n
Also ist in einem festen Koordinatensystem die Berry-Kriimmung
3, = B
Vn(B) = n53 (11)

und damit die Berry-Phase
(€)= —//v;(é) 45 = —no. (12)

Hier bezeichnet 2 den Raumwinkel, der wie folgt definiert ist:

Q:// sind dide (13)
F

Abbildung 1: Beliebiger geschlossener Weg auf der Oberfliche einer Kugel, durch den ein Raumwinkel
Q definiert ist [2] .

Die resultierende geometrische Phasen ist damit abhéngig von der Grofle des Raumwinkels 2, der vom

Vektor des Magnetfeldes beschrieben wird. Insbesondere hat die Form des Weges C keinen Einfluss



2.2 Experimenteller Nachweis

auf die Phasenverschiebung, solange der Winkel Q eingeschlossen wird. Aufserdem existiert eine Ab-
héngigkeit von der Spinquantenzahl n, nicht jedoch direkt vom Spin s.

Mit (12) ist es moglich die Phase eines Teilchens beliebig zu dndern. Wird zum Beispiel ein Fermion
(s = 3) einem Magnetfeld ausgesetzt, welches eine Kreisbewegung in der Ebene beschreibt (Q = 27),
1

so ist der resultierende Phasenfaktor fiir n = 3

Fiir Bosonen(s = 1, n = 1) kann ein solcher Phasenwechsel durch ein Magnetfeld erreicht werden,
dessen Vektor einen Kegel mit halbem Offnungswinkel 60° (€2 = ) beschreibt.

2.2 Experimenteller Nachweis

In seinem 1984 veroffentlichtem Paper [4] schldgt Berry vor, einen polarisierten, monoenergetischen
Teilchenstrahl der Spinquantenzahl n aufzuspalten und den einen Teilstrahl durch ein Magnetfeld zu
leiten. Dieses soll sich langsam entlang eines Weges C, der den Raumwinkel ) einschlieftt, &ndern. Nun
werden die Strahlen wieder vereint und die Intensitat des Ausgangsstrahls fiir verschiedene Werte Q2
aufgenommen.

Fiir die praktische Durchfiihrung stellte sich heraus, dass es sinnvoller ist, den Strahl nicht aufzuspalten,
sondern die Differenz der geometrischen Phasen zweier Zustinde n = % und n = —% zu untersuchen.
Bitter und Dubbers gelang der Beweis mit Hilfe eines spiralférmigen Magentfeldes (vgl. Abbildung
2). In dieses wird in z-Richtung ein langsamer (v ~ 500%), monochromatischer Strahl transversal
polarisierter Neutronen geleitet. Diese sehen wihrend des Durchlaufens der Spule in longitudinaler
Richtung eine konstante Magnetfeldkomponente B, und in transversaler Richtung eine Komponente
By, die eine ganze Drehung in der xy-Ebene beschreibt (vgl. Abbildung 2, rechts). Nach Austritt der
Neutronen aus der Spule wird die Polarisation gemessen und daraus die relative Phase ;o —y—1/2
bestimmt. Die Gréfie des eingeschlossenen Raumwinkels €2 1dsst sich durch die Variation des Betrages
B, dndern. In Abbildung 2 (a) ist Q in Abhéngigkeit von B,/B; aufgetragen. Die Messergebnisse der
Differenzen der Berry-Phasen ~_ 1= sind ebenfalls eingetragen. Sie weichen, wie nach (12) erwartet,

kaum von den theoretischen Werten fiir (2 ab.
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(a) Versuchsergebnis und -aufbau. Bestimmung der Berry- (b) Anderung des Magnetfeldes im
phase von Neutronen im Magnetfeld.[3] Parameterraum.

Abbildung 2: Experiment von Bitter und Dubbers zum Nachweis der Berry-Phase



3 Aharonov-Bohm Effekt

Klassisch sind die Felder
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die physikalisch relevanten Grofien. Die zugehorigen Potentiale ¢ und A sind nicht messbar und lassen
sich durch Eichtransformationen beliebig éndern. Uber die Lorentz-Kraft F = ¢(E + @ x B) wirken die
Felder auf eine Ladung ¢. Klassisch ist also kein Einfluss eines Feldes in Bereichen mit E=B=0auf
einen geladenes Teilchen zu erwarten.

1959 zeigten Aharonov und Bohm jedoch, dass sich das Interferenzmuster eines Doppelspaltexperiments
andert, wenn eine unendlich lange Spule zwischen den Teilstrahlen positioniert wird (vgl. Abbildung
3, links). Es tritt also offensichtlich eine Phasenénderung fiir die Wellenfunktionen der Elektoren auf,

obwohl auf Grund der Linge der Spule kein Magnetfeld B auferhalb der Spule existiert.
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(a) Doppelspaltexperiment mit Spule.[1] (b) Teilchen, das duch ein Potential

V(7 — R) auf ein bestimmtes Volu-

men beschrankt wird. [2]

Abbildung 3: Der Aharonov-Bohm Effekt: Wirkung eines Magnetfeldes auf Ladungen in Bereichen mit

B=0

Auferhalb der Spule existiert ein magnetisches Potential A(7), das folgende Relation erfiillt:

7{21'(7) dF = @ (16)

mit dem magnetischen Fluss ® durch die Spule. Insbesondere ist fiir ® # 0 auch A+0.

Im Folgenden soll gezeigt werden, dass die von Aharonov und Bohm beobachtete Phasenverschiebung
als ein spezielles Beispiel fiir die Berry-Phase angesehen werden kann. Dazu wird das betrachte Teilchen
duch ein Potential V(7 — R) auf ein bestimmtes Volumen beschriinkt (vgl. Abbildung 3, rechts), um
es um die Spule herum fiithren zu kénnen.

—

Die Schridingergleichung bei ausgeschaltetem Magnetfeld (B = A = 0) lautet

hz 2 — >3 r !
<—2mA + V(- R)) Pl = Bl (17)



Wird das Magnetfeld angeschaltet, ist

2
(1 <’Zv _ q[f(f’)) + V(- é)) Un = Enthy, (18)

2m

die zugehorige Gleichung. Durch Einsetzen kann man leicht zeigen, dass die folgende Wellenfunktion
Yy, Gleichung (18) 16st:

o =Ny, (19)
mit den Eigenzusténden ¢/, aus (17) und
A(7 R) = / A(7) dr . (20)
R
Nun kann die Berry-Phase
(D) =i (0l ) - 1)

berechnet werden. Dazu errechne zunichst:

Vs = Vg (<t - R))

= Wl = [ - B( - AR - )+ BT ol - B) b

- _Z%Aé /¢;j )V 5l (7 — R) d*F
- —z'%A’(R’) (23)

Das Integral in (23) fillt weg, da der Erwartungswert fiir den Impuls in einem Eigenzustand des
Hamiltonoperators aus (2.4) null ist. Damit ist das Berry-Potential (1,,|V 510,,) bis auf einen konstanten
Faktor gleich dem Vektorpotential A(R). Es folgt fiir die Berry-Phase

() =i § IV ) - dR = & § AR - afi = %, (29)

Die Berry-Phase ist also nur vom magnetischen Fluss ® abhingig. Solange C einen geschlossenen
Weg um die Spule herum beschreibt, ist die Berry-Phase unabhéngig von der Form des Weges. Da
in der Quantenmechanik das Vektorpotential A als Bestandteil der Schrodingergleichung (vgl. (18))
Einfluss auf die Wahrscheinlichkeitsamplituden besitzt, tritt eine Phasendnderung fiir Elektronen auch
in Bereichen mit B = 0 auf. Da im Ergebnis (24) nur der magnetische Fluss ® auftaucht, ist A aber
weiterhin nicht messbar und die Quantentheorie invariant unter Eichtransformationen.

Die errechnete Berry-Phase in (24) bestétigt das Ergebnis nach Aharonov und Bohm. Damit kann der

Aharonov-Bohm Effekt als ein spezielles Beispiel der Berry-Phase angesehen werden.



Literatur

Literatur

[1] Mathis Brosowsky: “Aharonov-Bohm-Effekt”, http://www.thphys.uni-heidelberg.de/ wol-
schin/qms13_4s.pdf, Zugriff: 18.12.2014.

[2] D. J. Griffiths, Quantenmechanik, 2. Auflage (Pearson, Miinchen 2012): Kap. 10 (S. 411-437).

[3] P. Bruno: “Berry phase effects in magnetism”. Lecture notes published in “Magnetism goes nano”,
Lecture Manuscripts of the 36th Spring School of the Institute of Solid State Research. Hrsg.
von S. Bliigel, T. Briickel und C. M. Schneider. Forschungszentrum Jilich, 2005.

[4] M. V. Berry. “Quantal Phase Factors Accompanying Adiabatic Changes”. Proceedings of the
Royal Society of London. Series A, Mathematical and Physical Sciences 392.1802 (Mirz 1984),
S. 45-57.

[5] J.J. Sakurai und J. Napolitano, Modern Quantum Mechanics, 2. Ed. (Pearson / Addison-Wesley,

San Francisco 2011): Kap. 5.6 “Hamiltonians with extreme time dependence”.



