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1 Einleitung

Der harmonische Oszillator ist eines der wenigen exakt 16sbaren quantenme-
chanischen Systeme. Seine Beschreibung ist auch daher sehr wichtig, da er
ein harmonisches Potential besitzt. Mit einem solchen Potential kann man
jegliche Potentiale, die sich nahe einer stabilen Gleichgewichtslage befinden,
niherungsweise beschreiben. Auch stellt er ein gutes Modell fiir die Beschrei-
bung von schwingenden Systemen dar. So lassen sich beispielsweise die Pho-
tonen des EM-Feldes, Phononen in Festkérpern oder Molekiilschwingungen
gut mit seiner Hilfe beschreiben. Quantenmechanisch kann er gut mit der
Operatordarstellung berechnet werden. Alternativ soll hier jedoch gezeigt
werden, wie dies auch mithilfe von Pfadintegralen geschehen kann.

2 Harmonischer Oszillator in Pfadintegraldar-

stellung
Die Lagrangefunktion L des Harmonischen Oszillators lautet
m mw?
L=—i%— r?, (1)
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Hieraus kann die Wirkung dieses Systems bestimmt werden

S = / Ldt, (2)



und iiber die Funktionaldifferenziation der Wirkung die Bewegungsgleichung.
Sie ergibt sich zu:
05
5 = mi(t) + mwz(t) = 0. (3)

Da wir das Problem quantenmechanisch betrachten und jeder Pfad beachtet
werden muss, reicht es nicht sich nur den klassischen Pfad z. anzuschauen.
Einen beliebigen Pfad z(t) erhalten wir durch eine Zerlegung in den klassi-
schen Pfad und einen nicht weiter bekannten Pfad y(t)

z(t) = ze(t) + y(t), (4)
mit den Randbedingungen fiir den klassischen Pfad
xc(ta) = g, :Cc(tb) = Tp

und entsprechend fiir y(¢)

y(ta) = y(ts) = 0. ()

Nun kann die Wirkung dieses Pfades um den klassischen Pfad bis zum qua-
dratischen Term entwickelt werden:

Sla) = Slad + / a2, / / a0, ©

Da es sich bei S|z, um die Wirkung klassischen Pfad handelt, und diese
stationdr ist, fallt der mittlere Term sofort weg. Die Funktionaldifferenziation
des dritten Terms fithren wir aus zu

625z d2 d?
— = —m—0(t -t Wt —t)=—m | — 6t —t
Saon() ~ Mttt 1) - mwlt =) = —m (dt2 e ) (t=1)
(7)
und 16sen damit das erste der beiden Integrale. Letztendlich bekommen wir
fiir die Gesamtwirkung des Systems den Ausdruck:

T
m d?
Slal = Sla + 7 [atate) (-G —* )00 = Slad + 5B @)
0
Als Zwischenziel soll nun die Ubergangsamplitude

K(zy, ty; o, L /Dxe’ 2] — giSlee] / Dye'Sl! (9)

y(ta)=y(t»)=0



bestimmt werden, um daraus die Energiecigenwerte des harmonischen Oszil-
lators zu errechnen.

Wir miissen zur exakten Bestimmung der Ubergangsamplitude also die Wir-
kungen S[z.] und S[y| explizit ausrechnen.

Fiir den klassischen Pfad losen wir die Bewegungsgleichung (3) mithilfe der
Randbedingungen (2) mit dem Ansatz:

z.(t) = AsinwT + BcoswT. (10)

Die Losung lautet

1 . . .
xe(t) = p—— [(zp coswt, — x4 cOswiy) sinwt + (T4 sinwt, — xp sinwt,) coswt)],
(11)

mit T = tb — ta.
Setzt man dies nun in die Lagrangefunktion ein und integriert, erhélt man
die Wirkung fiir den Pfad x.:

mw
Sla.] = ————
[35] 2sinwT

(27 + 22) coswT — 2x,13). (12)
Um nun die Wirkung fiir den Pfad y(¢) zu bestimmen, miissen wir nach (8)
das Integral

Sly] = % /Tdty(t) (—5—; - w2> y(t) (13)
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l6sen. Hierfiir bestimmen wir fiir den Operator R w? | Eigenfunktio-

nen und Eigenwerte. Mit den Randbedingungen (5) und einer Sinus-
Fouriertransformation schreiben wir die Eigenfunktionen als:

un(t) = \/g sinnTm. (14)

T
Sie bilden ein vollsténdiges Orthonormalsystem / dt Y (t) Ym(t) = Opm.-
0

Die Eigenwerte \,, konnen jetzt leicht {iber die Eigenwertgleichung bestimmt
werden:

T PACR L PRUES AR E



Zerlegen wir nun den Pfad y(t) nach den y,(t): y(t) = Z anYn(t), erhalten

wir fiir die Wirkung den folgenden Ausdruck:

Sl = 5 /Tdtm (—j—;—w?) (1)

0 m=1 n=1
- % 3 A (16)
n=1

Schauen wir uns jetzt wieder die Ubergangsamplitude

K (2, ty; g, ta) = €] / Dye'*” (17)
(ta)=y(t)=0

an, so muss noch das Integral gelost werden. Hierbei ist Dy das Integrati-
onsmafl in den Variablen a,. Die Konstante .J ist die Jacobi-Determinante,
welche durch die Variablentransformation zu den a,, ins Spiel kommt. Es gilt:

Dy = J [ dax. (18)

n=1

Das Integral ldsst sich nun mit der eben bestimmten Wirkung S[y| losen

/Dyeis[y] = J/Hdaneiglzfl’\"ai
n=1
= JH/daneigl’\”“%
n=1

s m 1
= J|ll=—=M] 2, 19
iz (19)
wobei im letzten Schritt das bekannte Gauflsche Integral gelost wird.

Mit einem kleinen Trick wird auBlerdem die Konstante J eliminiert. Hierfiir
macht man sich die Eigenschaft zunutze, dass der harmonische Oszillator fiir
w = 0 in das freie Teilchen iibergeht. Von diesem kennen wir die Amplitude

Fo(T) = (%?Z‘T)é (20)



sowie die zugehorigen Eigenwerte

n?m?
A0 = o (21)
F(T)

Bestimmt man jetzt das Verhéltnis Fo(T) und multipliziert diesen Ausdruck
mit Fy(7T), so bekommt man den gesuchten Ausdruck fir F(T):

BRI R () e

=1 n=1

mw )% (23)

= F(T) = <—
( ) 2mesinwl’

Im letzten Schritt wird die Produktentwicklung des Sinus ausgenutzt.
Damit ist jetzt die Ubergangsamplitude explizit bestimmt und betrégt

mw 3 . mw
K (xp, ty; g, ta) = (W) exp {22 p— (2} + 22) coswT — 21’(1:(;;]})
24

Dieser Ausdruck wird auch als Mehlerformel bezeichnet, und aus dieser konnen
die Energieeigenwerte, aber auch Wellenfunktionen, des harmonischen Oszil-
lators berechnet werden. Dies soll fiir die Energieeigenwerte hier geschehen.
Dafiir schaut man sich das Spektrum des Hamiltonoperators und bildet die
Spur des Zeitentwicklungsoperators. Bekanntermafien kann dies auf folgende
Weise getan werden

Sp(e Ty = /dm (z|le T |z) = /dx K(x,ty;x,t,) (25)
1 e—igT > . 1

— frg - = 7lw(n+§)T 26
2isin T 1 — e T ;6 ’ (26)

unter Verwendung der geometrischen Reihe.

Zu dem wissen wir, dass gilt:
Sp(eiiHT) _ ZefiEnT‘ (27)
n=0

Durch Vergleich folgt also letztendlich F,, = w (n + %)

Zur Vereinfachung der Herleitung wurde zu Beginn i = 1 gesetzt. Es zeigt
sich also, dass die Energieeigenwerte auch iiber den Pfadintegralformalismus
bestimmt werden kénnen.



3 Der klassische Grenzfall

Klassisch gesehen vergleicht die Natur alle moglichen Pfade die ein System
nehmen konnte, und wéhlt denjenigen mit extremaler Wirkung. Bei Pfadin-
tegralen tragen jedoch alle Pfade zum Ergebnis bei. Schaut man sich in der
Quantenmechanik die Bewegung eines Teilchen von einem Punkt a zu einem
Punkt b, integriert man mit einem Pfadintegral iiber jeden mdoglichen Weg
den dieses Teilchen beschreiben kann.
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Abbildung 1: Quantenmechanische Propagation eines Teilchens von a nach
b. Der klassische Pfad ist durch eine rote Linie gekennzeichnet (aus: 3., S.10)

Fiir die Amplitude bildet man letztendlich die sogenannte ’Summe {iber alle
Pfade’

®(a,b) = > ;. (28)
alle Pfade von a nach b

Zusétzlich muss klar sein, dass das Plancksche Wirkungsquantum # die Di-
mension einer Wirkung besitzt. Will man sich jetzt die Gewichtung der ein-
zelnen Pfade anschauen, muss folgende Regel gelten:

Alle Pfade tragen betragsméiflig gleich bei, aber mit verschiedener Phase: die
Phase jeden Pfades x(¢) ist seine klassische Wirkung S[z(t)] geteilt durch A:

6



®(a,b) = > C . gSle®l/n, (29)

alle Pfade von a nach b

Im klassischen Grenzfall sind die betrachteten Gréflen so grofl, dass A — 0
und damit .S > h gilt. Das wiederum bedeutet, dass die Exponentialfunktion
aus (29) bei kleinsten Anderungen der Wirkung S[x(t)] sehr stark oszilliert.
Wihlt man dann einen beliebigen Pfad mit positivem Beitrag, findet sich
immer ein benachbarter Pfad mit demselben negativen Beitrag und 16scht
diesen aus. Es kommt zu destruktiver Interferenz fiir alle Pfade, bis auf denje-
nigen Pfad, fiir den gilt: 5 = 0: der klassische Pfad. In dessen unmittelbarer
Umgebung kann es aufgrund der stationdren Wirkung nur zu konstruktiver
Interferenz kommen.

8 paths interfere q

destructively

Y

Abbildung 2: Konstruktive Pfadinterferenzen in der Nahe des klassischen
Pfads, q = x (aus: 4., S.13)

Es bleibt also, wie erwartet, nur der klassische Pfad iibrig.

4 Ausblick

Pfadintegrale finden natiirlich in vielen weiteren Bereichen der Physik ihre
Anwendung, hier seien nur einige wenige Beispiele genannt, um einen kleinen
Ausblick zu geben.

e Teilchenbewegungen nahe eines dufleren Magnetfeldes (vgl. Aharanov-

Bohm-Effekt)



Beschreibung von Tunnelphénomenen
Berechnung thermodynamischer Zustandssummen
Chemie: Pfadintegrale beschreiben lange Polymerketten

spielen eine sehr wichtige Rolle in der Quantenfeldtheorie
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