Ballistischer Transport von Elektronen durch
Nanostrukturen I - Streuung an
Potentialbarrieren

SCHRIFTLICHE AUSARBEITUNG DES VORTRAGS VOM 3. DEZEMBER 2014
IM SEMINAR ZUR THEORIE DER ATOME, KERNE UND KONDENSIERTEN
MATERIE

ALEXANDER E1cHl

16. DEZEMBER 2014

WESTFALISCHE WILHELMS-UNIVERSITAT MUNSTER
FACHBEREICH PHYSIK

Ya_eichO7@uwu.de


a_eich07@wwu.de

Ballistischer Transport von Elektronen durch Nanostrukturen I

Alexander Eich

Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung/Motivation|

2__Potentialwalll

[3 Doppelbarriere

3.1 Analytische Losung|. . . . . . . . ... ... L.

3.2 Eigenschatten der Parameter| . . . . . .. ... ... ... ....

[4 Numerische Methode zur Losung von Streuproblemen

4.1 Wave Function Matching| . . . ... ... ... ... ... ....

4.2 Vergleich Analytische und Numerische Methode|. . . . . . . . ..

G s

Seite: 1 von



Ballistischer Transport von Elektronen durch Nanostrukturen I Alexander Eich

1 Einleitung/Motivation
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Abbildung 1: Schematische Darstellung einer Tunnelbarriere. Die gelben Kugeln reprisentieren
Atome eines Metalls, die blauen die eines Isolators. Die linke und rechte Region ist deutlich weiter
als der Isolator ausgedehnt. Die Elektronenwelle wird an der mittleren Region entweder reflektiert
oder transmittiert. [I]

Ein einfaches Beispiel fiir den ballistischen Transport von Elektronen durch Nanostrukturen ist
in Abb. [I] zusehen. Hierbei geht es grundsétzlich um die Betrachtung der Grenzflichen, wobei ein
typisches Beispiel hierbei die Leitfihigkeit bei Materialibergédngen ist.

Im Prinzip ist in der Abb. [I] eine einfache Potentialbarriere zusehen. Es wird sich nun im folgenden
zunichst mit dem auf eine Dimension reduzierten Potentialwall beschéftigt.

2 Potentialwall

Der Vorteil bei einem Streuproblem, welches stiickweise konstant ist, liegt darin, dass es vollstéandig
analytisch l6sbar ist. Das zunéchst betrachtete System besteht hierbei aus einer Potentialbarriere
wie in Abb [2 zu sehen.

| V' (x)

Vo

Abbildung 2: Einfacher Potentialwall der Breite d mit der Hohe Vj [2]

Fiir die Schrodingergleichung gilt in den einzelnen Raumbereichen (I,IT,III):
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ho 02
(—x+v<x>) () = Btpu(w) mit n =1,2,3 (1)
Da das Potential in jedem Raumbereich konstant ist, sind die Lésungen gegeben durch:

Yn(x) = Ape™® 4 B~ e (2)

Dabei gilt fiir die einzelnen Wellenzahlen:

. 2m(E — Vy)

Hierbei steht der erste Teil von (x) fiir den nach rechts laufenden, der zweite fiir den nach links
laufenden Teil der Welle. Reflexionen im Unendlichen (z — oo) werden ausgeschlossen, somit wird
dabei Bz auf null gesetzt. Weiterhin wird angenommen, dass die einlaufende Welle A; bekannt
ist und gleich eins gesetzt wird. Die Beziehung zwischen den Koeffizienten zweier angrenzender
Bereiche wird iiber Transfermatrizen R,, beschrieben, fiir welche gilt:

A, A,
(o)) &

R, folgt aus einer Umstellung der Stetigkeitsbedingungen, wobei dabei 0_ fiir limo f(z) (linkssei-
T——

tiger Limes) und 04 fiir hnﬁo f(z) (rechtsseitiger Limes) steht (analog fir d_ und d4):
z—

Bereich I und II Bereich II und III
P(0-) =¥ (04) P(d-) = (d+)
P'(0-) = 4'(04) P'(d-) = ' (dy).

1 <(kn by )RRt (g, knﬂ)e“’“”’“”“)“)

= Rn = % (kn . kn+1)ei(kn+kn+1)mn (kn + kn+1)ei(kn—kn+1)zn

Hierdurch lésst sich ein direkter Zusammenhang zwischen A;, B; und As, Bs gewinnen:

()= ()

Bei vorgegebener Energie E und Amplitude A; sowie der Annahme B3 = 0 lassen sich mit By
und Aj bestimmen. Fiir das vorgegebene Potential in Abb. [2] gilt:

Vi=Va=0
Vo=W

2mE

k=Fk =k3= 72

. 2m|E — Vj
ko1 = ka2 =z0/1\/7| 2 |
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Hierbei steht fir die Wellenzahl £/, im Bereich II fiir zwei Félle, welche sich aus E' > V 0 und
dem Spezialfall des Tunneleffekts E < V{) 1 zusammensetzen.

Die Transmission 7' = lisst sich nun mit Hilfe des einfallenden (Je;, = 25| A;|2) und transmittierten
Teilchenstroms (Jaus = hmﬁ|A3]2) berechnen.

Damit ergibt sich fiir die gesamte Transmission:

E>Vy=T= drigh”
0 - 4kEk? + (k2 + K2)2sin(kod)?
4K3E?
E<Vo=T= 0 .
0 4k3k% + (k3 + k2)? sinh(kod)?
Der Gleichung ist zu entnehmen, dass ein Maximum der Transmission T = 1 auftritt, wenn
sin(kod)? = 0. Damit folgt, dass ein Maximum bei kod = nr < d = n3 mit neN auftritt.
1 T I T T
0.9 ' .
|
0.8 l h
| /
0.7 + | :
g 06} l |
) |
s 05} | ]
2
&S 04 - i .
0.3 + I :
|
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|
0.1 + I 4
0 L | | | I i
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Energie [eV]

Abbildung 3: Transmission durch einen einfachen Potentialwall in Abhéngigkeit von der Energie
des einfallendes Elektrons (Vo = 3 eV, d = 4A). Ein Maximum ist bei ca 8.6 ¢V erkennbar.

3 Doppelbarriere

Nun wird das geléste Problem der einfachen Potentialbarriere erweitert durch einen zusétzlichen
Potentialwall der gleichen Breite mit einem Abstand a (s. Abb. [3.1)).
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3.1 Analytische Losung

Die Rechnung erfolgt hierbei analog zu der des einfachen Potentialwalls. Somit gilt erneut fiir die
Schrodingergleichung in den einzelnen Raumbereichen (I,ILIIT,IV,V):

h 0% .
<_2m83,’2 + V(x)) Yn(z) = EYp(z) mitn=1,...,5 (7)
>
-%) B 0 S S A S B N S SR B SN I S =
0 | A | ‘ IT1 S Y : vV
.(—E‘O_m,. e : —
<
< T (e EE— R—— N |
@]
a b )\ a
() ry I9 J rs r'q
Ort x

Abbildung 4: Symmetrische Doppelbarriere mit der Potentialhéhe V{y, dem Abstand a = z3 — x2
und der Breite a = 29 — 21 = x4 — 23 [3]

mit:
, . 2m(E -V,
1/)”(1,) — Anezknz + Bne—zknm und kn — Tn(th) (8)
Die Annahmen sind erneut analog gewahlt wie zuvor, sodass A; gleich eins gesetzt wird und Re-
flexionen im Unendlichen ausgeschlossen werden By = 0.

Mit Hilfe der Transfermatrix ldsst sich nun wieder ein direkter Zusammenhang zwischen Aq,

By und Ajs, Bs erlangen:
A A
( Bi > = RiR2R3R, < Bz ) (9)

Zunédchst wird nun der Spezialfall des Tunneleffekts F < Vj betrachtet. Hierbei gilt fiir das Poten-
tial:

Vi=Va=V5=0
Vo=Vi=VW

2mE
72

. C2m(Vy— FE
ko =kys =1k =1 (722)
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Damit folgt direkt die Transmission:

k5 A5 )
T=—|—
k‘l ‘A1|
H?
_ 2 : 2 —1

Mit H = 2y/E(Vy — E) cosh(kb) cos(ka) — (2E — Vj) sinh(kb)sin(ka)

Hier ist klar ersichtlich, dass ein Maximum der Transmission T = 1 fir H = 0 auftritt. Die
Resonanzenergie kann nun aus H = 0 berechnet werden (s. Abb. 6).

2VE(Vh—E) _ 2k

= tan(ka) tanh(kb) = SE TV R
VA _

Mit der Naherung tanh(kb) ~ 1 vereinfacht sich dies Zuﬂ

2kk

= tan(ka) = m

Dies entspricht den Energien der gebunden Zusténde im Potentialtopf mit endlichen hohen Wénden
(vgl. Abb. 5 und Abb. 6).

V(z)

*Vo N

Abbildung 5: Einfacher Potentialtopf der Tiefe V. Eingezeichnet sind hier die gebunden
Energiezusténde. [2]

Nun wird der Fall E > Vj betrachtet. Hierbei ist die Rechnung analog mit der Ausnahme, dass
K = iKTunnelef fekt gewahlt wird. Damit folgt fiir die Transmission:

Hl2
AE2(Vy — E)?

Mit H' = 2\/E(Vy — E) cos(kb) cos(ka) — (2E — Vp) sin(kb)sin(ka).

Wiederum tritt eine Resonanz auf, wenn 7' = 1 erfiillt ist, welches nun fiir H’ = 0 oder sin(xb)? = 0
auftritt. Dabei ist klar erkenntlich, dass die Resonanz durch sin(kb)? = 0 unabhingig vom Abstand
a der Barrieren ist. Weiterhin ist hierbei zu sehen, dass fiir a = 0 die exakt gleiche Bedingung wie bei
einer einfachen Potentialbarriere der Breite d = 2b entsteht (dazu: Additionstheorem anwenden).

T = [1 + V¢ sin(kb)? 7t

Beispielsweise ergibt sich fiir E = 26V,Vp = 3¢V und b = 8A = tanh(xb) = 0, 9902

Seite: 6 von



Ballistischer Transport von Elektronen durch Nanostrukturen I Alexander Eich

o5 | b N
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Abbildung 6: Transmission durch eine Doppelbarriere in Abhéngigkeit der Energie des einfallendes
Elektrons (Vo = 3 eV, b = 4A, a = 10A). [3]

Transmission

Energie [eV]

Abbildung 7: Transmission fiir verschiedene Potentialabstinde a[A] (b = 4A, Vj = 3 eV). Die
Resonanzen verschieben sich fiir groBere Abstande. [3]
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3.2 Eigenschaften der Parameter

Nun stellt sich die Frage, inwiefern die Variation des Abstands bzw. der Breite die Transmission

beeinflusst.

3.2.1 Variation des Abstands a

Zunéchst wird die Breite konstant gehalten und der Abstand variiert. In Abb. 7 ist zu beobachten,
dass fiir geringere Energien die Resonanzen schmaler sind. Alle Graphen besitzen bei £ = 8.6
eV ein Maximum, welches durch das einfache Rechteckpotential der Breite b zuriick zufiihren ist
(sin(kb)? = 0 = T = 1). Fiir ein groferes a verschieben sich die Resonanzen in Richtung niedriger
Energien und es bilden sich neue Resonanzen unterhalb von Vj.

Zuvor wurde bereits festgestellt, dass die Resonanzenergien ndherungsweise den Energien der ge-
bunden Zustinde des Potentialtopfs mit endlichen hohen Wanden gleicher Breite a entsprechen.
Mit diesem endlichen Potentialtopf ldsst sich nun erklaren, dass fir gréflere Absténde sich die Reso-
nanzen verschieben und neue Resonanzen unterhalb von Vj auftreten. Fiir gréflere Abstdnde sinken
die Energien der gebundenen Zustidnde im Topf ab, gleichzeitig kommt es zur Ausbildung weite-
rer gebundener Zusténde, da gréBere Absténde der Wénde eine entsprechend gréflere Wellenlénge
zwischen den Barrieren bzw. im Topf bedeutet, welches zu einer Absenkung der Energie fiihrt.

I

Potential m——
E=0,6547 e\ —
E=2,4454 e\ =

Betragsquadrat der Wellenfunktion

s

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

Ort [A]

|

Abbildung 8: Betragsquadrat der Wellenfunktion iiber dem gesamten Potentialbereich fiir die erste
und zweite Resonanzenergie des Barrieresystems (Vo = 3 eV, b = 4A, a = 8A). Vgl. Abb. 6. [3]

3.2.2 Variation der Breite b

Nun wird der Abstand a der beiden Barrieren konstant gehalten und die Breite b variiert. In Abb.
9 sind folgende Beobachtungen fest zuhalten: Zum einen werden die Resonanzen mit zunehmender
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Potentialbreite b schmaler, zum anderen kommt es zu einer Verschiebung der Resonanzen. Dabei
verschiebt sich die erste Resonanz in Richtung héhere Energie, wohingegen sich die anderen Reso-
nanzen in Richtung tieferer Energien verschieben. Die schmaleren Resonanzen lassen sich hierbei
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Abbildung 9: Transmission fiir verschiedene Potentialbreiten b[A] (Vo = 3 eV, a = 10A). Die
Resonanzen werden schérfer und verschieben sich fiir gréfiere Breiten. [3]

darauf zuriickfiihren, dass die Wahrscheinlichkeit eine Potentialbarriere zu durchtunneln, mit ihrer
Breite ndherungsweise exponentiell abnimmt. Dies bewirkt einen Abfall der Transmission in der
Néhe von den Resonanzen und somit werden diese hervorgehoben. Fiir die Erklarung der Verschie-
bung der Resonanzen wird erneut der Potentialtopf herangezogen (s Abb. 10). Hierbei ist klar zu
erkennen, dass sich fiir alle Potentialabstdnde die Energie der ersten Resonanz mit gréBerer Po-
tentialbreite der tiefsten Energie des endlichen Potentialtopfes annédhert. Durch diese Anndherung
verschiebt sich daher die Resonanz, in Abhéngigkeit vom Potentialabstand, entweder zu hoéheren
oder zu niedrigeren Energien.
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Energie der ersten Resonanz [eV]

Potentialabstand a [A]

Abbildung 10: Energie der ersten Resonanz der Doppel-Potentialbarriere im Vergleich zur Energie
des tiefsten gebundenen Zustands im Potentialtopf der Breite a mit endlich hohen Wanden (Vy = 3
eV). Mit zunehmendem Abstand a und zunehmender Breite b nihern sich alle Kurven der Energie
des endlichen Topfes an. [3]

4 Numerische Methode zur Losung von Streuproblemen

Die bisher behandelten Streuprobleme waren komplett analytisch 16sbar, da es sich um abschnitt-
weise konstante Potentiale handelte. In diesem Teil beschéftigen wir uns nun mit der Losung von
Potentialen, die eben jene Eigenschaft nicht aufweisen. Das Problem hierbei ist, dass die Wellen-
funktionen sowie die Transmission nicht mehr analytisch berechenbar sind.

4.1 Wave Function Matching

FEine mogliche Herangehensweise ist hierbei das numerische Verfahren des Wave Function Mat-
ching. Dieses arbeitet mit einer Schrodingergleichung, welche sich numerisch iiber finite Differenzen
l6sen lésst. Dabei sind aber gewisse Voraussetzungen an das Streugebiet gegeben. Zum einen muss
das Gebiet des Streuproblems eine endliche Lénge besitzen, zum anderen muss die Wellenfunkti-
on aufBerhalb der Streuregion bekannt sein, somit die Wellenfunktion an die jeweiligen Grenzen
angepasst werden kann.

Zur Losung der Schrodingergleichung wird diese, wie zuvor genannt, iiber finite Differenzen appro-
ximiert (s. Abb. 11):

2 ) — (e — by
Eui + % <(¢z+1 ¢Z)A2(wz 7/%—1)) — Vihi =0 mit V; = W(x),z/;z = Ibz(a})

Hierbei wird das Potential in N Stiitzstellen aufgeteilt (Diskretisierung) und dabei entspricht A dem
Abstand zweier Stiitzstellen. Es wird angenommen, dass auflerhalb der Streuregion ebene Wellen
vorliegen, dabei wird die ebene Welle in der linken tg(z) = Ae’*% + Be~*L% und rechten 1,4 1(z) =
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Fe'*r® Region definiert. Wobei hier, wie zuvor, Reflexionen im Unendlichen ausgeschlossen werden
und A die einlaufende, B die reflektierte Welle und F' die transmittierte Welle ist. Hierbei gilt:

kL \/Zm(E — VL) ke — \/2m(E - VR)

h i h
Das Verfahren fiihrt so auf N+2 Gleichungen (fiir jeden Stiitzpunkt eine). Dabei miissen die erste

potential barrier

/S AN
Vi(x) i x
Ae™ b
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Abbildung 11: Diskretisierung der Potentialbarriere.Das Potential ist fir + < x7 und =z > zxn
konstant.[I]

und letzte Gleichung gesondert betrachtet werden, da Wellenfunktionen vorkommen, die nicht im
betrachteten Gebiet liegen. Fiir die linke Region (i = 0) gilt:

h2
E —— (1 — 2 o) — =
Yo+ 5 s (1 = 2% + 0 1) = Voo =0
Hierbei liegt )1 nicht im betrachten Gebiet. Jedoch ist bekannt, dass fiir < x1 ¥g(z) = Ae*1® +
Be~™L? gilt. Wenn nun xy = 0 gewihlt wird, folgt daraus B = 1y — A. Damit ldsst sich nun
schreiben ¢ | = Ae™*L2 4+ (19 — A)e*2. Womit nun fiir die erste Gleichung folgt:

h? , 2 , ,
E _ —(2 — ik A _ — A tkp A —ikp A )
o + A2 (1 = (2 = €"%)o) — Voo oA (e e )
Dabei wird auch direkt der Quellterm ¢ = 5 TZQAQ A(eFrA — e RLA) eingefithrt.

Fiir die rechte Region (i = N + 1)gilt:
h2
EYnyr + m(?/ﬁv_s-z — 2N +UN-1) — VNp1¥N+1 =0

Direkt zu erkennen ist, dass dabei ¢ 2 nicht im betrachteten Gebiet liegt. Jedoch lasst sich nun
dies mit Hilfe von 1 ausdriicken: ¥yio = Fethr(N+2)A — peikr(N+1A | gikrA — 1/1N+1elkRA.

Damit folgt fiir die letzte Gleichung:

2

I .
EYni1 + WWN — (2 — e BYn 1) = Vvi1)ngr =0
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Nun lasst sich dieses (N + 2) x (N + 2)—Gleichungssystem in vektorieller Schreibweise darstellen:

(E1-H)=q

F ist die Energie des Elektrons

e 1 ist die Einheitsmatrix

q ist der Quellvektor, mit gy = ¢ und ¢; = 0 fiir ¢ £ 0

1/7 besteht aus den Koeffizienten g bis ¥y 11

e H ist die (N +2) x (N + 2) Hamilton-Matrix

Uber Invertieren der Matrix lisst sich dieses Gleichungssystem nun lésen (zum Beispiel unter An-
wendung des GauB-Verfahrens).

—

Y= (E1-H)"'q

4.2 Vergleich Analytische und Numerische Methode

0.8 b4

os b oAb N

Transmission

analytisch ]
numerisch -=-=-=-
| |

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Energie [eV]

Abbildung 12: Vergleich der numerischen mit der analytischen Berechnung der Transmission durch
die Doppel-Potentialbarriere fiir eine Stiitzstellenzahl von N = 1000 (Vo =3 eV, b = 4A, 0 = 1OA).

3]

In Abb. 12 sind kaum Unterschiede zwischen der Numerischen und analytischen Methode zu erken-
nen, dabei ist zu sehen, dass das Verfahren somit gut zur Berechnung der Transmission geeignet
ist.
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