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1 Motivation

Das quantenmechanische Pfadintegral wurde im Jahre 1948 von dem US-amerikanischen
Physiker R. P. Feynman entdeckt. In dem von ihm und A. R. Hibbs verfassten
Buch wird nicht nur das Pfadintegral in einer heuristischen Weise hergeleitet, son-
dern auch ein alternativer Zugang zur Quantenmechanik geliefert. In diesem neuen
Formalismus tauchen Operatoren nicht auf. Auch muss der unendlich dimensionale
Hilbertraum L?(R?) nicht mehr als Spielfeld quantenmechanischer Dynamik heran-
gezogen werden. Die beiden Physiker zeigen, dass die mit Hilfe von Pfadintegralen
formulierte Quantenmechanik dquivalent zu der Schréodinger’schen Formulierung ist.
Der mathematische Rahmen, in dem sich Pfadintegrale bewegen, ist jedoch bis heute
noch nicht vollstandig erforscht.

Es soll in dieser Arbeit um Pfadintegrale gehen, jedoch werden wir bekannte Resul-
tate der Quantenmechanik zur Herleitung heranziehen.

2 Ubergangsamplituden

Im Folgenden seien i und m (Masse) gleich 1.

Ein Teilchen befinde sich zum Zeitpunkt ¢+ = 0 an einem Ort 2 € R3. Die Dynamik
des Teilchens werde durch eine Hamiltonfunktion bzw. einen Hamiltonoperator H
beschrieben. Es ist die Wahrscheinlichkeit dafiir gesucht, das Teilchen zu einer Zeit
t >0 am Ort y € R3 zu finden. Wenn das Teilchen klassischen Regeln gehorcht, ist
die Wahrscheinlichkeit nur dann ungleich Null, wenn y = ~(¢) auf der eindeutigen
Bahnkurve 7 liegt. Es triigt also nur eine Bahnkurve zur Ubergangsamplitude bei.
Quantenmechanisch liegen die Verhéltnisse anders. Zu Beginn befindet sich das Teil-
chen in einem Eigenzustand |z) des Ortoperators @. Die zeitliche Entwicklung dieses
Zustandes wird durch den Zeitentwicklungsoperator U(t) = e ! beschrieben, d.h.



zu einem spéteren Zeitpunkt ¢ > 0 ist das Teilchen im Zustand |¢(t)) = U(t)|x).
Dieser Zustand kann nach den Eigenzustdnden des Ortsoperators gemaéfs

(o) = [ &l alv(o)

entwickelt werden. Nach der Wahrscheinlichkeitsinterpretation ist die Wahrschein-
lichkeitsdichte dafiir, bei einer Messung das Teilchen am Ort y zu finden gleich dem
Betragsquadrat des entsprechenden Entwicklungskoeffizienten, also

P(y) = [ ®)y)* = (=[U@)]y)[*

Die Ubergangsamplitude ist (z|e7|y). Es gilt jetzt diese Ubergangsamplitude zu
berechnen. Sie wird uns direkt zum Pfadintegral fiihren.

3 Das Pfadintegral

Das freie Teilchen hat den Hamiltonoperator H = %PQ =:T.
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Die letzten drei Integrale sind Gaufintegrale. Thre Berechnung ist nicht schwierig.
Jetzt sei H =T + V(Q) mit einer analytischen Funktion V' des Ortsoperators. Wir
benotigen folgende

Trotter-Produktformel: Seien A, B und C beschrinkte Operatoren eines Hilber-
traumes H. Dann gilt

»

6A+B+C = lim (eA/neB/neC/n)n
n—o0

Die Konvergenz ist beziiglich der Operatornorm ||.| erklért, wobei ||T'[| = sup,,—1 [|7%]|2-
Ein Operator 7" : V. O Dy — W zwischen normierten Réaumen (V||.||y) und
(W, ||-llw) heift beschrankt, falls es eine Konstante 0 < C' < oo gibt, sodass

| Tz||lw < Cllz||y, fur alle x € Dy

Dieser Zusatz ist wichtig, damit die Operatornormen endlich bleiben.
Beweis: Seien C,, := ¢ATB+O)/m und D,, := emeB/meC/™ . Zu zeigen ist, dass

lim ||C? — Dl =0
n—oo



Es gilt zunéchst

> Dy iD= O)O ™ = Dy(Dy = Co)Cy~t + DDy = Co)Ci % + = Dy = O

k=1
Weiterhin gilt
7= 132 7l < 32 Sl = e

n=0
fiir alle Operatoren 7. Fiir C,, muss zusétzlich noch |A+B+C|| < || A||+||B]|+||C]|
und fiir D,

ITS|l = sup [[TSPl2 < sup [Tz sup [|S¢ll2 = [IT]5]]
[¥ll2=1 ¥ll2=1 [¥ll2=1

also insbesondere |le2eBeC|| < |le?]|||eZ||]le€|] benutzt werden um folgende beiden
Formeln zu erhalten

1Cy]| < eUAIFIBIHIC/n
ID,| < Al Bl ICN/n — LAIFHIBI+ICI) /n

Insgesamt gilt dann

|Dr—Cn|| < Z e(IIAII+||B||+||C|\)(k—1)/n||Dn _ On||6(||A||+||B||+||C||)(n—k)/n
k=1
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n
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Die letzte Abschatzung ist

A/n _B/n (A+B)/n = 1 A ; 1
D, —C, =e""e?" —e = Z i\ Z 0
: n .

A+B+C (A+B+C)? 5
n * 2n? +0(1/n%)

_ L (1([A,B] +[A,Cl+[B,C]) + O(l/n>)



Letztendlich
eIAIHIBIHICH | Ry

1Dy = Crll < —0

Beachten Sie, dass im letzten Schritt ||Al], ||B]], ||C||,||R|| < oo sind, weshalb die
letzte Folgerung richtig ist.

Die obige Formel lasst sich auf den Fall verallgemeinern, indem A, B und C unbe-
schriinkt sind. Der Beweis ist aber schwieriger [} In der Quantenmechanik kénnen
namlich unbeschrinkte Operatoren auftauchen. Z.B. ist der Hamiltonoperator des
Harmonischen Oszillators unbeschréankt.

Wir benutzen die Trotter-Produktformel fiir folgende Rechnung. Seien dazu s :=t/n
und W, 1= ¢ 35V (Q¢—isTe—35V(Q)

lim Wsn = lim (e—%sV(Q)e—isTe—%sv(Q))n
n—o0 n—00
e H(T+V(Q)) — —itH

Wir kénnen nun mit der Berechnung der Ubergangsamplitude (x|e~*#*|y) weiterma-
chen. Zunéchst ist

@Wily) = e V@ (gle T |y)e VW)
3
2
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Jetzt kommt der entscheidende Schritt!
(zle”™y) = (z[(e™™T)"|y)
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Dabei sind zg := x und z,, := y.

Wir miissen die letzten Schritte nun interpretieren. Diese Interpretation testet man
an quantenmechanischen Problemen, von denen man die Losung kennt. Die in den
letzten Schritten gemachten Behauptungen rechtfertigt man dann dadurch.

Das letzte Integral erstreckt sich offenbar nicht mehr iiber eine Teilmenge eines
endlich-dimensionalen Vektorraums. Wir interpretieren die xg, ..., z, als Punkte
7(0), ..., v(t) einer differenzierbaren Kurve 7 : [0,¢] — R? des unendlich-dimensionalen
Vektorraums C'([0, ], R3), in der die Randbedingungen «(0) = x und ~(t) = y (die
"Variablen’ v(0) und 7(¢) sind fest) erfiillt sind. Mit diesen Identifikationen ist

Sy 1= is (% i - Vi) + V(Qﬁcl))

2
k=1

T — Tg—1

S

!Siehe dazu: E. Nelson, Math. Phys. 5, 332 (1963).



eine Riemann’sche Summe. Fiir n — oo konvergiert sie gegen

501 = [ as (367 - Vi)

S() ist die Wirkung des Pfades «y. Es liegt nahe, die komplette obige Integration,
als eine Integration iiber alle Pfade von C'([0,], R®) mit obigen Randbedingungen
aufzufassen. Wir schreiben dafiir symbolisch

(ale ) = [ Dy 56
mit Y := {y € C([0,#],R3) : v(0) = =, v(t) = y}.

Die letzten Schritte sind nur formal zu verstehen. Es ist schwierig, den Grenzwert
bei * zu deuten bzw. zu zeigen, dass er iiberhaupt sinnvoll ist. Jeder Grenzwertbil-
dung muss eine Metrik zugrunde liegen, um die Konvergenz iiberpriifen zu kénnen.
Aufterdem geht aus dem Ausdruck nicht hervor, wie die Integration durchzufiihren
ist. Es wird sich jedoch zeigen, dass in manchen Fiéllen die Integration tatséchlich
(heuristisch) durchgefiihrt werden kann und dass das Pfadintegral auch sinnvolle
Ergebnisse liefert.

4 Differentiation auf Banachraumen

Wir haben gesehen, dass Pfadintegrale Integrale auf unendlich-dimensionalen Vek-
torrdumen sind. Es ist zweckméfig sich vorher auch mit der fundierten Theorie
der Differentiation auf sog. Banachrdumen zu beschiftigen. Wir werden dadurch
Hilfsmittel erhalten, die uns erlaubten, die Wirkung von Pfaden besser zu charak-
terisieren.

Fréchet-Ableitung: Seien (X, |.|x) und (Y,||.|ly) Banachriume und U C X
offen. Fine Abbildung f : U — Y heifit differenzierbare im Punkt x € U, falls es
einen linearen und beschrinkten Operator A(x) : X — 'Y gibt, sodass

fl@+8) = f(z) + A(z) o £ + o([[€]|x)
Der Operator A(x) =: (Df)(x) heifit Fréchet-Ableitung von f an der Stelle x.

Ein Banachraum ist ein vollstdndiger, normierter Vektorraum. Das Landau-Symbol
‘0’ heiftt
¢(8)

¢(§) = of[l¢]lx) fur [[E]lx = 0« g%m =0€Y

Fiir den Fall, dass X und Y euklidische Réume R", R* sind entspricht der Ope-
rator A(z) : R* — R* dem wohlbekannten Differential.

Beispiele: Sei X = C?([a, b], R) der Vektorraum der zweimal-stetig differenzierbaren
Funktion vom Intervall [a,b] nach R, Y = R und

b
S: X =Y,z / dt (%x(tf - %x(t)2)



Die Fréchet-Ableitung ermittelt man aus der Beziehung

1

S+€) = 5 [ A +E0) - w0 + €0

b
- % / de((8)? + 2(£)?) + 2 - (#(DE(1) — 2(DE(1)) + (€1 + (1))
= S(w)+/ (Z()E) — z()E(E)) + i@

o([I€llx)

Die Fréchet-Ableitung der Wirkung S an der Stelle x ist daher der lineare Integral-
operator DS(z) definiert durch

b .
DS(x) o = / at(E(DE(E) — 2(DE())

Sie haben vermutlich schon erkannt, dass es sich bei S um die Wirkung des har-
monischen Oszillators handelt. Mathematisch kann tiber DS(x) nichts weiter gesagt
werden. Wir haben aber bei der Herleitung des Pfadintegrales nur Kurven zugelas-
sen, die feste Randpunkte besitzen. Deshalb miissen wir uns bei der Addition eines
Pfades ¢ auf solche beschrianken, fiir die £(a) = &(b) = 0 ist. Das Differential kann
dann weiter umgeformt werden, in dem man den ersten Teil des Integranden = - 5
partiell integriert. Dann ist

b
DS(x) o€ = — / At(i(t) + 2())E(E) = 0

Der harmonische Oszillator erfiillt ndmlich &(¢) + z(¢) = 0. Fiir den klassisch reali-
sierten Weg x, ist S stationér, d.h. DS(x) = 0 (Nulloperator).
Etwas allgemeiner sei nun

S(z) = / dt L(t,x(t), @ (t))

mit einer differenzierbaren Lagrangefunktion £ : U — R (U C R3 offen). Das iibliche
Vorgehen liefert

S(x+6) = /dt Ll a(t) + £(1), (1) + £(1))

= /dt (Lt (), & (1)) + (DL (¢, 2(1), 2(1)E(L) + (DsL) (1, (t), (£))E(1)

+oll&®D + ol lEE))
= 5@+ [ at (@020 500 + (BuL) k(0. ()E(0) + ol [¢])

Der zweite Schritt folgt aus der Differenzierbarkeit von £ und der linearen Ap-
proximation in den letzten beiden Variablen, also im Grunde das gleiche Vorgehen
wie bei der Fréchet-Ableitung. Unter Verwendung von partieller Integration und

&(a) = £(b) =0 ist dann
DS(z)a¢ = [ dt((QuL)(t.o(0)5()E() + @Ot a(e). H0)ED)
~ [a (<a2c><t,x<t>,¢<t)>s<t> - L@t 2(0), dz(t))) 30



Wir fragen auch hier nach Pfaden z fiir die DS(x) = 0 ist. Dazu muss das obige
Integral fiir alle £ mit Randbedingungen £(a) = £(b) = 0 verschwinden. Das sog.
Fundamentallemma der Variationsrechung besagt, dass dafiir

(02L)(t, x(t), () — %(335)@, x(t),4(t)) = 0
gelten muss. Diese Gleichung ist bekannt als Fuler-Lagrange-Gleichung. Aus der
klassischen Mechanik ist bekannt, dass sie dquivalent zur Newton’schen Bewegungs-
gleichung ist. Das Ergebnis bedeutet, dass fiir eine Funktion x die Wirkung genau
dann stationér ist, wenn x die Euler-Lagrange-Gleichungen erfiillt. Das Resultat
lasst sich auf Kurven x : [a, b] — R™ verallgemeinern.

5 Integration auf Hilbertraumen (heuristisch)

Wir versuchen nun das Pfadintegral mathematisch zu begriinden, indem wir die
Definitionen der Lebesgue-Integration verallgemeinern, um uns dadurch ein Inte-
grationsverfahren zu verschaffen.

Sei H ein separabler Hilbertraum mit einer Orthonormalbasis B = (e;);cr, wobei
I CN.

Seien (a;)ier und (b;);er zwei beliebige Folgen reeller Zahlen mit a; < b; fiir alle i € 1.
Unter einem offenen H-Quader verstehe man eine Teilmenge () C H der Form

Q= { Z)‘iei ‘N € ]@i>bi[}

el

Unter diesen Quadern sei eine Teilmenge Q von Quadern, fiir die [[,_,(b; —a;) < o0
ist. Quader @ € Q sollen H-messbar heifen und v(Q) := [],.;(b; — a;) heike das
Volumen von Q.

Wir kénnen nun Treppenfunktionen erklaren. Eine H-Treppenfunktion ist eine Ab-
bildung ¢ : H — C mit

o) = elo,(r), x €C, Qp € Q

N
k=1

wobei 1, die charateristische Funktion des Quaders @), ist. Das H-Integral einer
Treppenfunktion ¢ sei

/ Dx ¢(x) := chv(Qk)
H k=1

Zu einer Funktion f : H — C heifie eine Reithe ® = "7 ¢, 1g,, ¢ >0, Q) € Q
‘H-Hiillreihe zu f, falls

|f(x)] < ®(x), fiir alle z € H

Die Zahl I(®) = > 7, c,v(Qr) € RU {oo} heife Inhalt von ®. Mit ihr kdnnen wir
die L'-H-Halbnorm durch

| fll21 = inf{I(P) : ® ist Hiillreihe zu f}



erkliren. Die L'-H-Halbnorm erfiillt die gleichen Rechenregeln wie die L!-Halbnorm.
Wenn die obigen Ausdriicke zweckméfig definiert worden sind, sollte unbedingt

me:LDwmw

fiir jede Treppenfunktion ¢ gelten. Dann heife eine Funktion f : H — C H-
integrierbar, falls es eine Folge von Treppenfunktionen (¢, ),en gibt, sodass

lim Hf - ¢nH7—l,1 =0
n—oo

Die komplexe Zahl
/ Dz f(z) := lim Dx On(T)

n—oo

heifit in dem Fall das H-Integral von f.

Das H-Integral erfiillt Linearitdt und Monotonie durch Zurtickfiihren auf das Integral
fiir Treppenfunktionen, falls diese dafiir schon bewiesen worden sind. Ein Rechenver-
fahren wiirde ein entsprechender Satz von Fubini fiir separable Hilbertrdume liefern.
Die Orthonormalbasis B zerlege in zwei disjunkte Teilmengen B; und B, und die
entsprechenden linearen Hiillen seien mit X und Y bezeichnet. Die Behauptung ist,
dass fiir eine integrierbare Funktion f : X x Y — C ebenfalls der Satz von Fubi-
ni gilt. Dann kann ndmlich Y eindimensional gewéhlt werden. In diesem Fall sind
H- und Lebesgue-Integral identisch und die Integration iiber Y kann sofort vorge-
nommen werden. Wenn man die Definitionen im Satz von Fubini benutzt, bedeutet
das

Deey) flay) = [ Do [ ay sy

Fiir eine Zerlegung B = |J,.; B; in einelementige Teilmengen (B;);c; und entspre-
chenden eindimensionalen, linearen Hiillen (X;);c; gilt fiir den Spezialfall f : z +—
[Lc; fi(xi), wobei f; : X; — C, wegen der Linearitét

/Dxf H/dxzfzxz

el

XXY

6 Beispiel: Quantenmechanischer Harmonischer
Oszillator

Bei der Behandlung der Fréchet-Ableitung haben wir gesehen, dass fiir die Wirkung
des harmonischen Oszillators S(z+¢) = S(x)+S5(€) gilt, wobei = der klassische Weg
und ¢ eine Kurve mit geeigneten Randbedingungen war. Unter der Annahme, dass
alle obigen Definitionen sinnvoll und alle dabei gemachten Behauptungen bewiesen
worden sind, versuchen wir nun explizit ein Pfadintegral zu berechnen. Aus der
Linearitédt des Pfadintegrals folgt dann

/ Dy ¢50) — (iS(a) | / De ¢i5(©
Y Z

mit Z = {£ € CY([0,¢],R) : £(0) = £(¢) = 0}. Z ist ein Hilbertraum mit einer
Orthonormalbasis (un)neN definiert durch u,(s) = y/2/tsin = und iiblichem Ska-
larprodukt (a, b) fo ds a(s)b(s). Mit partieller Integration formt man die Wirkung



zunachst um zu

56 = 3 [ as 0 (3 +1) 69 = 5164

Uberzeugen Sie sich davon, dass (U )nen eine Orthonormalbasis aus Eigenfunktionen
des Operators A = —%22 — 1 mit den Eigenwerten A, = (%)2 — 1 ist. Die Funktion
¢ entwickle man nun nach den (u,), gemak £(s) = > _Tnun(s). Die Wirkung ist

_ 1 _ 1 2 :
dann S(§) = 50 en Tnlin, Dpeny MZnlln) = 5 D ey Anln” - Nun gilt
e% YnenAnzn® _ H 6%’\"35"2
neN
Wir kénnen daher auf unser Integrationsverfahren zuriickgreifen:

DE 9O = dx, e2Anan’
/ 1

neN R

- ()

neN

N|=

Wir haben dadurch gezeigt, dass manche Pfadintegrale berechenbar sind. Das Er-
gebnis kann weiter umgeformt werden. Es lésst sich zeigen, dass daraus tatséchlich
die bekannten Energieeigenwerte des harmonischen Oszillators folgen.
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