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1 Motivation

1 Motivation

Bei der Betrachtung von wasserstoffihnlichen Atomen ist fiir F < 0 bekanntlich ein diskretes Ener-
giespektrum vorzufinden. Dieses ist bekanntlich durch F,, = —Z R# gegeben. Es stellt sich heraus,
dass diese Energiewerte jeweils mehreren Zustédnden |nlm > zugeordnet sind, sie sind also entartet.
Wiéhrend die Entartung in Bezug auf die magnetische Quantenzahl m mit der gewéhnlichen Dreh-
gruppe O(3) verbunden war, musste eine zu [ zugehorige Transformationsgruppe noch gefunden
werden. Die Entartung der Wasserstoffenergieniveaus in Bezug auf die Drehimpulsquantenzahl [
war lange Zeit ungeklart, weswegen sie auch ”zuféllige Entartung” genannt wurde. Es stellt sich
heraus, dass dies die vierdimensionale Drehgruppe O(4) ist.

Es ist ein bekannter Weg, diese Symmetrie durch die Erhaltung des Pauli-Runge-Lenz-Operators
M = 3= (px L — L x p— &7) zu erkliren. Dafiir wird der Kommutator [M, H| betrachtet, welcher

verschwindet und damit die Erhaltung von M ausdriickt, und die durch M = —%M "und L

gegebenen Kommutatorbeziehungen als Lie-Algebra der SO(4)-Gruppe definiert.[!] Thema dieser
Ausarbeitung soll dagegen sein, diese Symmetrie durch den Vergleich der Schrodinger-Gleichung
im Impulsraum mit der Integralgleichung fiir vierdimensionale Kugelflichenfunktionen zu erkléren,
wie es von Wladimir Alexandrowitsch Fock 1935 vorgestellt wurde.[l] Es wird sich herausstellen,
dass diese iibereinstimmen.
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2  Schrodinger-Gleichung

Zunéchst soll die Schrodinger-Gleichung fiir das Coulomb-Potential im Impulsraum hergeleitet wer-
den. Dazu wird die Wellenfunktion der Schrédinger-Gleichung im Ortsraum fouriertransformiert.
Anschlielend werden die Impulskoordinaten p; als stereographische Projektion der Einheitssphére
aufgefasst und die Gleichung dementsprechend angepasst, um sie im néichsten Abschnitt mit der
Integralgleichung fiir vierdimensionale Kugelflachenfunktionen vergleichen zu kénnen.

2.1 Schrodinger-Gleichung im Impulsraum
Die stationdre Schrodinger-Gleichung im Ortsraum

h2
—5 s = B+ V(@) | (@) = 0 (2.1)

mit dem Coulomb-Potential

v@ = | Bt (2:3)

als Schrodinger-Gleichung im Impulsraum schreiben. Einsetzen von (2.3) in (2.1) liefert

2m

/ [ 5r2 B
l/ézp%”ﬂp—E+V<ﬂw@®:o. (2.4)

Multiplizieren mit ¢~ #P% und anschlieBendes integrieren iiber das Volumenelement d% fiihrt zu

/dBP’ /dm )i lﬁ/Q—EJrV( )1 D) =0 . (2.5)

2m

Die ersten zwei Te1lterme hefern mithilfe der Fouriertransformation der Delta-Distribution
(2rh)30(p' = §) = [d enP—P)T

/ dp' /d3 . l"’Q E] (@) :ﬁi}(ﬁ)*E’&(ﬁ) , (2.6)

2m



2 Schrédinger-Gleichung

Nach Einsetzen des Coulomb-Potentials (2.2) in den dritten Teilterm
/d?’:cV e # PP — /d3ac = i) (2.7)

stellt sich heraus, dass das Integral nicht konvergiert. Dieses Problem lédsst sich dadurch beheben,
indem ein Zusatzterm e ~®?! eingefiithrt wird, der anschlieBend durch den Grenzwert o — 0 beseitigt
wird. Eine anschliefende Transformation in Kugelkoordinaten liefert

o) 2T T
V(ﬁ*ﬁ') = lin% /drr2 /dga/d@sin@ —(at3[p—p" cosO)r (2.8)
a—r

Die Substitution y = cos vereinfacht das Integral zu

o0

V(ﬁ—ﬁ )= 27m(£1£\n drr/dye (a7 =" ly)r (2.9)
0 -1
und wird gel6st mit
~ Ah?k
Vip-p') = W (2.10)

Einsetzen von (2.6) und (2.10) in (2.5) liefert die Schrodinger-Gleichung fiir wasserstoffahnliche
Atome im Impulsraum

— Bi(p). (2.11)
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2.2 Stereographische Projektion

Die vier Komponenten von p lassen sich als stereographische Projektion der vierdimensionalen
euklidischen Einheitskugel (r = 1, «, 6, ¢) auffassen. Die Koordinaten der Sphére lassen sich auf
das Volumen (%ﬁ, z—g, Z—g, 0), wobei pg = v/ —2mE der gemittelte quadratische Impuls ist, projizieren,
indem eine Gerade vom Siidpol der Kugel durch den Punkt auf der Kugeloberfliche (£, 7, ¢, x) einen
eindeutigen Schnittpunkt mit dem Volumen einnimmt, also

0 pa:/pO
_ 0 py/Po
t, Pus Py, P2) = +t | : 2.12
9( Pz, Py pZ) 0 pz/po ( )
-1 1
Die Sphire im R?* ist durch
E+n*++x"—-1=0 (2.13)
bestimmt, woraus mit (2.12)
2 2 2
2P 2P 2 PR g )2 12 (2.14)
Po Po Po
2 2p3
I e il i0p2 (2.15)
o + Do + Do + 0

folgt. Mit (2.12) ergeben sich nun die rechtwinklig zueinander stehenden Koordinaten der Einheits-
kugel

£ = p%pj_p; = sin asin  cos ¢ (2.16)
n = p%pip;,Q = sinasinfsin ¢ (2.17)
¢ = ngp—?_p;Q = sin a cos 6 (2.18)
X = ig;iz =cosa , (2.19)
beziehungsweise in der Riicktransformation
P & Py _ b2 G (2.20)

po l—x" po 1—-x" po 1-x

Durch die Projektion entsteht also auch eine Verbindung zwischen dem Fléchenelement auf der Ein-
heitskugel dQ = sina dasinfdfdy und dem Volumenelement im Impulsraum: d% = dpzdpydp. =
p?dpsinfdfdp. Nach bilden der zugehorigen Funktionaldeterminante ergibt sich
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2 .2\3
dp= (PP 4o (2.21)
2po

Im néchsten Schritt soll die Schrodinger-Gleichung (2.11) mithilfe dieser neu erhaltenen Beziehun-
gen durch die stereographische Projektion (2.16 - 2.21) umgeformt werden. Dazu wird die geschickt
gewshlte und durch 555 [ |¥(q, 6, ¢)|2d2 = 1 normierte Funktion

(P +p?)? -

7r
i
in (2.11) eingesetzt.
2 2 T /
p N B Ze* [ p(p’)dp
— —F = 2.23
PAP2Y sy
PN p72 — E ~(_)) 4@(0&79’ QD) _ Z€2 \II(O/7 9/7 SD/) ( 2p0 ) dQ (2 24)
2m P2 = 2mn) i+ 922 e 8,0) — 9'(o, 0, )] '
Mithilfe von pg = v—2m£FE und der Abkiirzung A = Z}:Z(fz folgt
A (p(2) +p2)(p% +p/2) Il ’
U, 0 = — (a0 Q. 2.25
(Ck, a(p) 271'2 / 4p(2) |ﬁ_ p»/|2 (Oé U, @ ) ( )

Nach einigen lénglichen Rechenschritten (siehe Anhang A.1) ist schlielich die finale Darstellung
der Schrodinger-Gleichung erreicht. Sie lautet

A (8 oSy
V(e 0, ) = W/W; ’ (2.26)
wobei
Asin® = (€= €7+ (1= 1) + (¢ =P+ (=X (2.27)

das Abstandsquadrat der Punkte («,0,¢) und (o/,¢’,¢’) ist. w bezeichnet somit die Bogenlinge
des Kreisstiickes zwischen diesen Punkten auf der Einheitskugel.
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3 Integralgleichung der Kugelfunktionen einer Kugel im R*

Im Folgenden soll mithilfe der Laplace-Gleichung und der Nutzung der Greenschen Funktion G
eine Gleichung fir harmonische Funktionen u(xi,z2,x3,x4) hergeleitet werden. Diese wird dann
anschliefend mit dem zuvor in Abschnitt 2 ermittelten Zusammenhang (2.26) verglichen.

Zunachst werden die Kugelkoordinaten in vier Dimensionen

ry = ré=rsinasinfcosyp, (3.1)
xg = rnp=rsinasinfsingp, (3.2)
rg = r(=rsinacosf und (3.3)
Ty = TX=TCOSQ (3.4)

betrachtet. Dabei gilt fiir harmonische Funktionen u(z1, z2, x3, z4) innerhalb der Kugel die Laplace-

Gleichung
Pu Pu 0*u  D*u
922 o3 T oa2 Tam =0 (3:5)

3.1 Greensche Funktion G

Mit der Greenschen Funktion G, fiir die

AG(Z, 1) = —2n?0(% — &) (3.6)

gelte und die auf der Kugel der Randbedingung

%%—G:O fir =1 (3.7)

geniigen soll, kann eine Ausdrucksform der gesuchten harmonischen Funktion wu(z1, 2, x3,z4) ge-
funden werden. Dazu wird die 2. Greensche Identitét [2]

(oay — )t = § (922 —p22) g (3.8)
/ ]{ < on on

1% S(V)

ausgenutzt, indem in diesem Fall ¢ = v und ¢ = G. gesetzt wird:

. . oG ou
iV

Daher gilt mit (3.6-3.8) im Inneren der Einheitskugel fiir harmonische Funktionen u:

1 0
u(xy, o, T3, 14) = 27772/ (6:’ +u> GaY. (3.10)
r’'=1
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Eine Greensche Funktion G kann mit
1 1
G=—+— |,
orz t 2R3

wobei R>=7? —2r’cosw+r? und R?=1-2rcosw+r

(3.11)

22 (3.12)

gefunden werden. Als Beweis werden die Forderungen (3.6) und (3.7) an G nachgewiesen. Nach

(2.27) ist cosw = (212 + woxh + w37 + 24x)), womit fiir (3.12)

2

R* = (x1—2})*+ (w2 — 25)* + (23 — 25)° + (24 — 2)* und

R? = 1—2(x1a) + xoxh + xaah + 242)) + (23 4+ 23 + 23 + 22) (2 + 2F + 2B + o)

gilt. Zweifache Ableitung vom G nach den Variablen z; liefert nach langer Rechnung ' fiir z; # /
Null. Fiir Z — 7' ist leicht ersichtlich, dass G — oo, also damit auch AG « §(Z — Z’). In den
urspriinglichen Koordinaten (r, afp) ldsst sich (3.6) leicht zeigen. Ableitung nach ' liefert

oG rcosw — 1’ n rcosw — r'r? =1 1
9 . ;7= _
or' (r2 —2r' cosw +1r2)° (1 —2rr' cosw + r2r'2) 2rcosw —r? — 1

~-G(r'=1)

3.2 Harmonische Funktion u

Damit ist die Greensche Funktion G in (3.10) bekannt. Wir nutzen nutzen nun aus, dass
u(x1, 2, x3,x4) als harmonisches Polynom

w=r""10,(a,0, ) (3.13)
geschrieben werden kann. Fiir dieses gilt
g“, ful = (- D (0, 6,9)| = nl(a,0,0). (3.14)
r r=1 r=

Dieser Term kann nun zusammen mit G in (3.10) fiir ' = 1 eingesetzt werden, sodass

el n V(o 0, ¢")dY
Y 0,p) =— : 1
" n(@,6,¢) 272 / 1 —2rcosw + 12 (3.15)
Diese Gleichung ist in Bezug auf r eine Identitét, ist also auch fir r = 1 giiltig:
n [, 0,0)dY
U, (o, 8,0) = — / — 3.16
n(@.6,¢) 272 2(1 — cosw) (3.16)

Damit haben wir die Integralgleichung fiir harmonische Funktionen auf eine Form gebracht, die
der Schrodinger-Gleichung (2.26) entspricht. Es ist zu sehen, dass A = n somit die Rolle einer
Hauptquantenzahl einnimmt. Auflerdem ist durch diese Beziehung zu sehen, dass es sich bei der
Transformationsgruppe der Schrédinger-Gleichung fiir wasserstoffahnliche Atome um die vierdi-
mensionale Drehgruppe SO(4) handelt. Es gilt damit wie erwartet

Z%met 1
_ 2 _ _ 2
E = —2mp; = oz —RZ ol (3.17)

12.B. leicht losbar mit Wolfram Mathematica
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4 Explizite Darstellung
Die Funktion ¥ aus (2.26) beziehungsweise (3.16) lésst sich explizit als

\Il(aa 0, 90) = Hl(”? O‘)}/lm(ev 90)

ausdriicken. Dabei sind Y}, die sphéarisch harmonischen Kugelflichenfunktionen

2041 (1 —m)!

Ar (I 4+ m)! P! (cosB)e™”

Yim(ea (p) =

wobei die P/ die zugeordneten Legendre-Polynome

m (=D™ myj2 A
e i G
darstellen.[2] Die II;(n, o) kénnen als
M, ] =
I;(n,a) = _lll/cos(n,ﬁ’)cosﬁcosadﬂ , oder
sinHa il

sin‘a d"*1 (cos(na) )
(n,a) = My deos(a) ™ mit M; = \/n2(n2 —1)...(n?2 = 12)

sin(na)
sin «

definiert werden. Fiir I = 0 wird II; also zu IIy(n, ) =

(4.1)

(4.2)

(4.4)

(4.5)
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5 Additionstheorem

Nachdem nun der Zusammenhang zwischen der Schrédinger-Gleichung und der Integralgleichung
im vierdimensionalen Raum gezeigt wurde, soll nun ein Additionstheorem hergeleitet werden. Aus-
gehend von der Integralgleichung (3.15) wollen wir deren Nenner nach Potenzen von r entwickeln:

1 r? g sin(kw)
=142 —(4 2 2 v = T 5.1
1 —2rcosw + 12 +arcosw 2( cos(2w) +2) + kz::lr sin w (5.1)
Einsetzen in (3.15) liefert
”71\11 ( 0 ) _ n /\IJ ( / 0/ /) i k—1 Sln(kw) dQ/ (5 2)
r nOé, 7SO _27T2 nau )QO k:1r Sinw 9
beziehungsweise
n sin(kw)
v = — [ U, (.0 Q .
Okn n(a, 97 (P) 272 / n(Oé ,9 )P ) sin w d (5 3)
fiir die einzelnen Koeffizienten. Die Funktion nSi;gnj) kann, da w = w(a/,0,¢’), nach den
Uim (e, 6, ") entwickelt werden:
sin(nw) o d PV
n—; = Z Z Cntm¥Wnim (', 0, 9" . (5.4)
sin w
=0 m=-1
Die Entwicklungskoeffizienten c¢;,;,,, sind wie gewohnt dann durch
1 sin(nw) _,
Cnim = 27‘(‘ dQ'n ( ) nlm(O/v 9/7 90/) (5'5)

sin w

definiert. Ausnutzen von (5.3) fir k¥ = n fiihrt schliefllich zum Additionstheorem fiir vierdimensio-
nale Kugelflachenfunktionen:

sin(nw

n—1
=2 Z Ui (0, 0, 0) Wi (0, ) | (5.6)

sinw 1=0 m——1

10



6 Streuzustande

Zum Vergleich lautet das Additionstheorem der dreidimensionale sphérisch harmonischen Funktio-
nen

l

4 .
o1 2 Yim(05 ) Yim(0, ), (5.7)
m=—I1

By(cosy) =

wobei cosy = cos f cos 0’ + sin 0 sin 0’ cos(p — ¢'), woraus

: n—1
nSI;liEl”;”) — 3" M (n, )Ty (n, o) (21 + 1) Py(cos ) (5.8)
=0

folgt. Dieses Additionstheorem ist bei der Berechnung von Normierungskonstanten der Projektion
einer Wellenfunktion ¢ der Gestalt

N =Y [ Gumpdrl? (59)
lym

hilfreich, die beispielsweise in der Theorie des Compton-Effekts bei gebundenen Elektronen auftau-
chen. Hier wird die Summierung dann enorm vereinfacht.

6 Streuzustande

Bei Streuzustédnden, also Zustdnden mit E > 0, wird keine Kugel, sondern ein zweischaliges
Hyperboloid betrachtet. Damit geschieht ein Wechsel von der riemannschen zur hyperbolischen
(Lobatschewski-) Geometrie. Die Méntel entsprechen den Impulsbereichen 0 < p < v2mE und

V2mE < p < 0.

Im Allgemeinen ist es jedoch einfacher bei einem kontinuierlichen Spektrum, zuerst mit einem
entsprechenden diskreten Spektrum zu rechnen und zum Schluss n rein imaginar zu betrachten, da
sich die IT;(n, ) aus (4.4) fur imagindre Zahlen nur um einen Faktor unterscheiden.

11
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7 Anhang

7 Anhang

Beweis von (2.25) < (2.26):

. 9 E
Sin (2>

E+n’+C+ 7+ 0%+ P28+ + ¢+ xX) (A1)
22068 +mm' + ¢+ xx)
- Ap3pap), Apspyp, 4pdp.p), (5 —p*) (5 —1")
3+ P3+p?)  W§+p?)(5+1"%)  (P§+p?)(+p?)  (0i+p*) (§+p?)
4p} (P5+p*) (P53 +p") it 4 o+ ppl) (p5 —p*) (P — 1)
T z
(P3+p*)(P3+p"?) | 2p} v : 2p}
4P(2) 1 2 2 2 /2
) 7 _Tpg(pop + pop"?) — 2(p2p; + Py1, +pzpfz)}
0t (pe = P,)? + (py — P)? + (p — PL)?]
T z
(P3+p2) (P +p2) L ! oo ’
apg 1o — p'I?
(P +p*) (P§+p?)
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