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1 Motivation

Die Motivation der Partialwellenanalyse besteht darin, quantenmechanische Streuproble-
me mit kugelsymmetrischem Streupotential V(7) = V' (r) zu 16sen. Die Bornsche Néherung
ist bereits eine Losung, die allerdings nur fiir hohe Energien oder geringe Potentiale giiltig
ist. Die Partialwellenentwicklung ist eine Losungsmethode, die besser fiir niedrige Ener-

gien geeignet ist.

2 Voriiberlegungen

Gegeben sei ein zentralsymmetrisches Streupotential V() = V(7). Diese Kugelsymmetrie
bewirkt, dass die Streuung unabhéingig vom Azimuthwinkel ¢ ist. Es wird im folgenden
¢ = 0 gewihlt. Aulerdem wird angenommen, dass das Potential von endlicher Reichweite

sei. Das bedeutet, dass es schneller als % abfallen muss.

T T
radial wave function (/=0)

— with potential
,~7 " ---- without potential

7

Abbildung 1: Wellenfunktion beeinflusst und unbeeinflusst von einem Potential.

Wie in Abbildung 1 sichtbar wird eine Wellenfunktion, die von einem attraktiven Po-
tential beeinflusst wird, durch dieses zuriickgehalten. Allerdings folgt aus der Annahme,
dass es sich bei dem Potential um eine Endliches handelt, dass sich die Wellenfunktion
im Unendlichen wie die unbeeinflusste verhalten muss. Es kommt lediglich zu einer Pha-
senverschiebung. Fiir grofle r entspricht der Phasenunterschied der Streuphase d;, wobei

der Index [ von Drehimpuls kommt.
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3 Drehimpulsanalyse des Streuproblems

Die einlaufenden und die gestreuten Wellen werden nach den Eigenzustinden des Dre-
himpulses entwickelt, die in der Ortsdarstellung den Kugelflichenfunktionen Y}, (0, ¢) =

(é;]l,m) entsprechen. Die einlaufende Welle wird durch eine ebene Welle beschrieben.

eT]Z\l m) (I, m||é) * k)

Flwk == Z Z lm 67' lm(ek>gl(k T) Qﬂ(ﬁ E)

Diese Ausdriicke werden zur Bestimmung der Streuamplitude genutzt. Die Definition der

Streuamplitude ist durch den Ausdruck

oo om 1 -
FOE ) = =25 RV )

12 4
2m 1 -
_ —h—Tg/d?’r AV (r) (7 o)

gegeben. In dieser Formel konnen nun die nach den Drehimpuls Eigenzusténden entwickel-

ten Wellenfunktionen eingesetzt werden:

47{:2 / Y ()Y (i (b YV (7)Y (€)Y (61)gu (R ).

Im I'm

Mittels der Orthogonalitdt der Kugelflichenfunktionen, die durch den Zusammenhang

/ Sln@/ dg&Y}m l/m/ (9 SO) = (5”/(5mm/

gegeben ist, kann der Ausdruck fiir die Streuamplitude umgeschrieben werden in:

Flk, K = 47?2 / r2drYy (€2 Yim ()i (k, 1)V (1) gi(k, 7).
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Nun wird das Additionstheorem der Kugelflichenfunktionen und der Legendre-Polynome

ausgenutzt, welches wie folgt definiert ist:

o2+l
Z lm 62) A B(Gl . 62).

m=—I

Die Streuamplitude konnte somit bestimmt und durch den folgenden Ausdruck beschrie-

ben werden:

FOR, Ry = 225701+ 1) P(cos ) flh) (1)
l
mit ﬁ@):-%?owrmrw@mﬂamm@m)

Fiir die einfallende ebene Welle gilt mit erneuter Beriicksichtigung des Additionstheorems

der Kugelflichenfunktionen und der Legendre-Polynome die folgende Gleichung:
MZZmMmﬂmm > @+ 1)Per. - &)k, ).
1=0 m=—1 1=0

Wobei die Radialfunktion h;(k,r) gewéhlt wird durch
h(k,r) =i ji(kr).

Dabei ist j;(kr) die sphéarische Besselfunktion. Die Radialfunktion wurde auf diese Weise
gewihlt, damit sie die Radiale Schrédinger-Gleichung

16st. Das asymptotische Verhalten der sphérischen Besselfunktion sieht wie folgt aus:

I

k — kr — —).
Jilkr) 7= 0g sinkr — )
Die Radialfunktion g;(k,r) der Streuwelle hat die Form:

Z‘l

qi(k,r) = Halyz(/fﬂ“)-
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Die Vorfaktoren wurden so gewihlt, dass fiir y;(k,r) die radiale Schrédinger-Gleichung
gilt. Aus der Annahme, dass ein endliches Potential vorliegt und somit das asymptotische
Verhalten der gestreuten Welle sich lediglich durch die Phase von dem der Ungestreuten
unterscheidet, kann das asymptotische Verhalten durch y,(k,r) r — og sin(kr — 1 6i(k))
beschrieben werden. Nun wird die Sommerfeldsche Randbedingung beriicksichtigt. Diese
besagt, dass sich die gestreute Welle im unendlichen aus einer ebenen Welle und einer

Kugelwelle zusammensetzt. Daher erhalten wir die folgende Gleichung;:

q) l 4 l ikr
%al sin(kr — g + (k) = % sin(kr — g) + GT fi(k)
~ ~ s N——
Ebene Welle Kugelwelle

< aqpsin(kr — %T + (k) = sin(kr — %T) + ei(kr—%)]{;fl(k).

Um die Streuphase bestimmen zu kénnen wird nun das Additionstheorem sin(a + b) =

sin(a) cos(b)+cos(a) sin(b) angewandt. Auerdem wird die e-Funktion in Sinus und Kosinus-
Terme umgeschrieben. Somit erhélt man lediglich Terme, die sin(kr — &) oder cos(kr — )
enthalten. Vergleicht man nun die Sinus- und Kosinus-Terme auf beiden Seiten der Glei-

chung erhélt man:

a; COS (Sl =1+ Zl{?fl(l{?)
und a;sind; = kfi(k).

Durch Division der ersten Gleichung durch die Zweite bekommt man den Ausdruck:

t 0, ! +1
coto; = —~— 7.
kfi

Diese Gleichung wird nach kf;(k) umgestellt:

1 sin d; 5 -
kfi(k) = = = " ¢in §;.
fulk) cotd; —1 cosd; —ising; ¢ s

Daher ergibt sich die Konstante a; = €. Aus Gleichung (1) wird nun der Ausdruck fiir
die Streuamplitude bestimmt:

f(k,0) = i@l + 1) Py(cos 0) sin ;e (2)

=0

e
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2m

mit  fi(k) = ——5

= r2dr jl(kr)V(r)Me’5l,
0

kr
Auflerdem ist die Streuphase gegeben durch:

sin 6y (k) — —2—? OOO dr v jy(er)V () (k, ). (3)

4 Wirkungsquerschnitt

Der differenzielle Wirkungsquerschnitt ist gegeben durch das Betragsquadrat der Streu-

amplitude:

d 1 —
9 _ > = = Z(Zl + 1)(20' + 1) P(cos 8) Py(cos ) sin 6 sin 6y e et

Ly

Es soll aulerdem der totale Wirkungsquerschnitt bestimmt werden. Daher wird der dif-

ferenzielle Wirkungsquerschnitt iber den Raumwinkel integriert:

21
O'tot:/dQ—:/ d¢/ sin( d9—.

Um die Orthogonalitét der Legendre-Polynome fjl dx P(x)Py(x) =

konnen muss sin(6)df durch —d(cos @) ersetzt werden

21+1 ==—0;y ausnutzen zu

1 00
d(cos 0) Z(Ql + 1)(20' + 1) Py(cos 8) Py (cos 6) sin §; sin dyee ™.
-1

LU

21
T2

Der totalen Wirkungsquerschnitt ergibt sich somit durch den Ausdruck:

A7 &

Oror = 75 Z(Zl + 1) sin? ;. (4)
1=0

5 Bestimmung der relevanten Streuphasen

Nun stellt sich die Frage, ob es zur Bestimmung des totalen Wirkungsquerschnittes notig
ist {iber alle Streuphasen zu summieren oder, ob die Summe ab einem bestimmten Wert

fiir [ abgebrochen werden kann.
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Abbildung 2: Potential mit endlicher Reichweite

Um dies zu iiberpriifen betrachten wir ein Potential mit Reichweite R. Zunéchst wird das
Problem klassisch behandelt. Fiir den Drehimpuls gilt daher fiir den Fall b > R

IL| = |7 x pl =b-py = bV2mE.
Aus dieser Gleichung folgt fiir den Fall b < R

|L| < RV2mE.

Betrachtet man diesen Zusammenhang nun quantenmechanisch

1 h2k?

2m

erkennt man, dass nur [-Werte bis [ ~ kR wesentlich beitragen. Diese Argumentation ist

sehr grob. Sie wird allerdings durch genaue mathematische Rechnungen untermauert.

6 Die harte Kugel

Das Ziel der folgenden Beispielrechnung ist den Wirkungsquerschnitt der harten Kugel zu
bestimmen. Es stellt sich die Frage, wie sich dieser vom klassischer Wirkungsquerschnitt

Ohiass = TR? unterscheidet. Das Potential der harten Kugel ist gegeben durch:

0, r>R
Vi(z) =
0, r<R.

Dieses ist auf diese Weise gegeben, da auflerhalb der Kugel kein Potential vorhanden ist

und kein Teilchen in die Kugel eindringen kann.

Eine Losung der radialen Schrodinger-Gleichung mit der Randbedingung y(k, R) = 0
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ist gegeben durch:

kor) = Jilkr)ny(kR) — nl(kr)jl(KR)'
wlr) = R — )

yi(k,r) ist eine Linearkombination aus der sphérischen Besselfunktion j;(kr) und der
sphérischen Neumannfunktion n,;(kr), die beide eine Losung der radialen Schrodinger-
Gleichung darstellen. Daher ist y;(k,r) ebenfalls eine Losung. Das asymptotische Verhal-

ten dieser Losung ist gegeben durch:
Lisin(kr — Z)n(KR) + cos(kr — Z)j(kR)] 1 1 Ir

o) 125 Vil (kR) — n?(kR) = g sinlhr = 5+ &(k))

An dieser Stelle wird erneut angenommen, dass das asymptotische Verhalten der Wellen-
funktion lediglich Phasenverschoben gegeniiber dem asymptotischen Verhalten der einlau-
fenden Welle ist. Nun wird das Additionstheorem sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)

auf dieselbe Weise wie im letzten Abschnitt genutzt:

_ Ji(kR)
tan &, (k) = iR (5)
Fiir [ = 0 ergibt sich:
_ sin(kR)
tan dg(k) = cos(kR) tan(kR)
= do(k) = —kR.

Aus Formel (4) kann nun der totale Wirkungsquerschnitt bestimmt werden:

aT
oo(k) = 2 sin?(kR) ~ 47 R?.
Der zweite Fall, der betrachtet wird, ist kR < 1. Hier wird das Verhalten der sphérischen
Neumannfunktion und der sphérischen Besselfunktion fiir kR — 0 in die Formel (5)
eingesetzt:
(kR)" (21—, (kR)2+!

tan.o; ~ _(2l+1)!!( (kR)H1 )= _((2z+1)n)2(25+1)‘

Fiir [ = 0 gilt in diesem Fall:

tan dg ~ —kR =~ ¢y.
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Die iibrigen tan ¢; fiir [ > 0 sind sehr viel kleiner und kénnen daher vernachléssigt werden.
Somit ergibt sich der totaler Wirkungsquerschnitt der harten Kugel fiir kR < 1 durch
den Ausdruck:

Opor == AT R2. (6)
Dieses Ergebnis entspricht vier mal dem klassischen Resultat.

Auflerdem wird der Fall kR > 1 betrachtet. Hierbei werden die asymptotischen Ver-

halten der Besselfunktion und der Neumannfunktion in die Formel (5) eingesetzt:

sin(kR — 1)

2
l
= 5,(k) ~ —kR + g

Somit kann der totale Wirkungsquerschnitt nach Formel (4) bestimmt werden:

47 il I

Tior X 15 (20 4 1) sin*(kR — 3) (7)
1=0
Fiir groBe [ gilt (20 + 1) ~ (2] + 2). Somit konnen die Vorfaktoren vor den Termen

sin?(kR— ) und sin®(kR — I — 1) als nahezu gleich angenommen werden. Daher kénnen

diese beiden Terme umgeschrieben werden zu:

[ l l [ l
sin®(kR — —W) + sin*(kR — T I) = sin?(kR — —W) + cos?(kR — —W) = 1.
2 2 2 2 2
Aus diesem Grund kann in Formel (7) sin®(kR— ) durch 1 ersetzt werden und der totale

Wirkungsquerschnitt fiir kR > 1 ist gegeben durch:

dr &1 A7 1
ot —=> —(204+1)= - (kR+1)*~ 27 R?.
Ot 18t in diesem Fall zweimal so grofl, wie das klassische Ergebnis und halb so grof,

wie der totale Wirkungsquerschnitt fiir den Fall kR < 1.
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7 Zusammenfassung
Durch Entwicklung der einlaufenden und der gestreuten Wellen nach den Kugelflachenfunktionen
wurde die Streuamplitude durch den folgenden Ausdruck bestimmt:

f(k,0) = i(Ql + 1) Py(cos 0) sin §,e™".

=0

| =

AuBerdem wurde die Streuphase

o0

2m drr ji(kr)V(r)yy(k,r)

sin §;(k) = =
0

ermittelt. Ausgehend von der zuvor bestimmten Streuamplitude konnte der totale Wir-

kungsquerschnitt

.

Crot = = 2(21 + 1) sin® §
1=0
auf diese Weise dargestellt werden. Die Beispielrechnung fiir das Potential der harten

Kugel ergab den totalen Wirkungsquerschnitt fir kR < 1:
Opor = AT R2.

Diese Resultat entspricht dem vierfachen des klassischen Wirkungsquerschnittes.
Des weiteren wurde der totale Wirkungsquerschnitt fiir den Fall kR > 1 durch den
Ausdruck

kR
47 1 471
ot N — —20+1) = —=
Otot 2 - 2( + ) 12 9

(kR +1)* =~ 21 R?

bestimmt. Dieses Ergebnis ist doppelt so grofi, wie das klassisch bestimmte Ergebnis.
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