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1 DMotivation

Das Ziel physikalischer Arbeit ist typischerweise das Auffinden von Gesetzen, welche Beziehungen
zwischen verschiedenen, physikalisch unabhéngigen Groien herstellen. Diese Gesetze werden typi-
scherweise in der Gestalt von mathematischen Gleichungen erfasst. Mit Hilfe der Gesetze konnen
schliefllich Vorhersagen iiber das Verhalten von verschiedensten Systemen gemacht werden.

Beispielsweise wird in der Mechanik die Bewegung eines Korpers hidufig durch Differentialglei-
chungen beschrieben, die Losungen dieser Gleichungen wiederum ermoglichen es die gewiinschten
Vorhersagen zu machen. Allerdings sind diese Losungen im allgemeinen nur schwer oder gar nicht
analytisch zu finden. Wie sich in dieser Ausfithrung zeigen wird, bietet es sich daher an, andere
Verfahren oder Formalismen wie die Dimensionsanalyse zu entwickeln.

2 Begriffe und Methoden

Der Begriff der Dimensionsanalyse beinhaltet das Verfahren der (systematischen) Uberfithrung von
physikalischen Groflen in eine dimensionslose Form. Die Systematik des Verfahrens wird in diesem
Abschnitt in Form des Buckingham’schen II-Theorems behandelt. Zuvor allerdings werden einige
Begriffe erklart und zwei Beispiele diskutiert. Diese Beispiele werden abschliefend nocheinmal
aufgegriffen, um eine Plausibilititsbetrachtung des Buckingham Theorems durchzufiihren.

2.1 Begriffe

Im Rahmen der Dimensionsanalyse ist es hilfreich, zwischen den Bezeichnungen ,,physikalische
Grafset, ihrer ,, Dimension“und der zugehorigen verwendeten ,, Einheit“klar zu unterscheiden.

Die physikalische Griffe bezeichne eine quantitative Angabe zur Ausprigung einer Eigen-
schaft oder eines Phénomens. Hingegen meint die Dimension einer physikalischen Grofle gera-
de die Abhiingigkeit von einem Satz an gewihlten Basisgrofien. Diese Basisgrofien sind zunéchst
willkiirlich wéhlbar, jedoch ist die Wahl dadurch eingeschréankt, dass sie ein vollstéindiges Basis-
system bilden miissen. Die Vollstédndigkeit dieses Systems meint hierbei, dass die Dimension einer
beliebigen physikalischen Grofle durch ein Potenzprodukt der Dimensionen aus dem gewéhlten
Satz dargestellt werden kann. Das iiblicherweise verwendete System an Basisgrofien besteht aus
der Lénge (L), der Masse (M), der Zeit (T'), der Stromstérke (I), der absoluten Temperatur (©),
der Stoffmenge (N) und der Lichtstérke (J). Hiervon abzugrenzen ist die verwendete Finheit einer
physikalischen Grofle, diese wird zusétzlich zur Dimension eingefiihrt, um eine Vergleichbarkeit
zwischen physikalischen Groflen gleicher Art herzustellen.

Zur Verdeutlichung seien zwei Beispiele genannt. Die physikalische Gréfle Drehmoment M hat
die Dimension L?MT 2, wird aber typischerweise in der Einheit Nm angegeben. Andererseits
besitzt die physikalische GroBe Energie E ebenfalls die Dimension LZMT 2, wird aber in der
Einheit J oder eV angegeben. Die beiden genannten physikalischen Groflen sind in ihrer Bedeutung
sehr verschieden, obwohl sie die gleiche Dimension besitzen. Dieser Zusammenhang wird auch in
der Unterschiedlichkeit der verwendeten Einheit deutlich. Ahnliche Beispiele wiren die Gréfen
Aktivitit und Frequenz, welche jeweils die Dimension T—! besitzen, jedoch mit unterschiedlichen
Einheiten also Bq beziehungsweise Hz gemessen werden.

2.2 Beispiele A

Wie oben bereits beschrieben, beruhen Methoden der Dimensionsanalyse auf der Eliminierung der
Dimensionen von physikalischen Gréflen. Um hierfiir ein besseres Verstindnis zu erlangen, werden
im Folgenden zwei einfache Bespiele diskutiert.

2.2.1 Freier Fall

Einleitend wurde bereits auf die Zielsetzung physikalischer Arbeit eingegangen. Fiir einen einfa-
chen Zugang zum Verfahren, wird in diesem Abschnitt zunéchst fiir eine sehr einfache Form der



Bewegung ein mathematisches Gesetz gesucht. Betrachtet wird der freie Fall, also eine Fallbewe-
gung ohne Reibungskrifte. Als zusétzliche Vereinfachung werde eine konstante Beschleunigung g
und eine verschwindende Initialgeschwindigkeit fiir die Bewegung vorausgesetzt.

Im ersten Schritt der Analyse muss ein vollstédndiger Satz an physikalischen Groflen gefunden
werden. Wichtig ist hierbei erneut die Vollstéindigkeit, welche in diesem Fall meint, dass sémtliche
Groflen, welche die Bewegung beeinflussen, in diesem Satz enthalten sein miissen. In diesem Beispiel
sind die beteiligten Groflen offenbar die Fallstrecke x, die Fallzeit ¢ und die Erdbeschleunigung g.
Die Dimensionen dieser Gréfien sind gegeben durch [x] = L, [t] = T und [g] = LT 2.

Der zweite Schritt des Verfahrens entspricht der Annahme, dass eine funktionelle Abhéngigkeit
zwischen den gerade festgelegten Groflen besteht. Diese Abhéngigkeit kann geschrieben werden als

fO(‘T,tvg) =0.

Nun gilt es die Dimensionen in den Argumenten der Funktion f durch das Bilden von Potenzpro-
dukten zu eliminieren. Betrachtet werde hierfiir zunéchst die Dimension Zeit. Durch Multiplikation
von g mit t? verschwindet die Dimension der Zeit und die Funktion f; lisst sich dquivalent durch
eine andere funktionelle Abhéingigkeit schreiben als

fi(z, gt2) =0.

Es verbleibt eine Funktion, deren sdmtliche verbleibende Argumente die Dimension einer Lénge
besitzen. Um im néchsten Schritt diese zu eliminieren, wird der Quotient gebildet und es ergibt
sich

f2(gt?/z) = 0.

Bei dem Ubergang von fy zu f; beziehungsweise von f; zu fo hat sich lediglich die explizite
funktionelle Abhéngigkeit veréindert.

Im letzten Schritt der Behandlung soll eine moglichst einfache Form der Abhéngigkeit gefordert
werden, diese fithrt auf

Im Experiment wiirde sich nach wenigen Messungen zeigen, dass ¢ = 2 ist, was auf die bekannte
Form des Fallgesetzes fiihrt mit z = gt2/2.

Dieses Ergebnis wurde ohne Kenntnis der zugehorigen Differentialgleichung gefunden. Es sei
darauf hingewiesen, dass das Experiment nicht endgiiltig den exakten Wert von ¢ = 2 bestétigen
kann.

2.2.2 Bewegung durch Fluid

Das zweite Bespiel beschiéftigt sich mit der Kraft, die auf einen Kérper wirkt, welcher sich durch
ein Fluid bewegt.

Betrachtung mit Viskositit

Analog zum ersten Beispiel sollen im ersten Schritt die relevanten Grofien bestimmt werden. Hierzu
gehoren natiirlich die Kraft F),, die relative Geschwindigkeit v zwischen Kérper und Medium, die
Querschnittfliche S des Korpers beziiglich der Bewegungsrichtung und in dieser Betrachtung die
Viskositét 7.

Nun wird eine funktionelle Abhéngigkeit zwischen diesen Gréfien angenommen. Anders aller-
dings gegeniiber dem vorherigen Beispiel, werde eine konkrete Gestalt dieser Abhéingigkeit vorge-
geben. Es gelte

F, = Av*SPy, (1)

wobei A eine dimensionslose Proportionalitdtskonstante und «, 5,y ebenfalls dimensionslose ratio-
nale Zahlen seien.

Bei diesem Ansatz kann nun die Gleichheit der Dimensionen der Groflen auf beiden Seiten der
Gleichung gefordert werden. Explizit bedeutet das offenbar

B,] = LT-2M L (L7 (1) (ML) = [ot28=ppp—o=,



Das daraus durch Koeffizientenvergleich entstehende lineare Gleichungssystem

l=a+28—7v
1=7v
—2=—-a—7vy

hat die Losung e = 1, 8 = 1/2 und v = 1. Setzt man nun diese Ergebnisse in den Ansatz (1) ein,
erhélt man das Kraftgesetz

F, = AvpV/S. (2)

Fiir eine Plausibilitétsiiberlegung werde nun angenommen, dass S o< R? gilt, wobei R die lineare
Ausdehnung des Korpers senkrecht zur Bewegungsrichtung bezeichne. Der obige Zusammenhang
schreibt sich jetzt als

F, = A'vnR.

Dieses Kraftgesetz ist mit dem Koeffizienten A’ = —67 als Stokes’sche Reibung bekannt.

Betrachtung mit Massendichte
Bei der Uberlegung zu den physikalischen Abhingigkeiten wurde der Einfluss der Massendichte p
vernachléssigt. Verwendet man an Stelle der Viskositéit n also die Massendichte p, erhélt man den
Ansatz

E, = Bv*SPp°. (3)

Hierbei bezeichnen B und die Exponenten «;, 3, § erneut dimensionslose Parameter. Aufstellen und
Losen des linearen Gleichungssystems wie in der vorherigen Betrachtung ergibt o =2, § =1 und
0 = 1. Einsetzen in den Zusammenhang (3) ergibt letztendlich das Kraftgesetz

F, = Bv*Sp. (4)

Auch hierbei handelt es sich um eine aus der Stréomungsdynamik bekannte Beziehung.

Abschlielende Betrachtung

Wie bereits in dem Beispiel zum freien Fall angegeben, kann nach Bestimmung der funktionellen
Abhéngigkeit geméif (2) beziehungsweise (4) ein Experiment dazu eingesetzt werden, die Propor-
tionalitédtsfaktoren A, B festzulegen.

Da zwei unterschiedliche Gesetze fiir die Beschreibung einer Kraft gefunden wurden, sei an
dieser Stelle noch auf den Einsatzbereich hingewiesen. Die Definition der so genannten Reynolds-
Zahl Re iiber

pvV/S

n

ermoglicht eine Entscheidung dariiber, welche Kraft auf den Korper wirkt. Fiir kleine Reynolds-
Zahlen wird die wirkende Kraft F' ~ F}, sein, hingegen wirkt fiir grole Reynolds-Zahlen eine Kraft
F=~F,

Abschlielend werde angemerkt, dass auch eine Behandlung von Viskositét  und Dichte p in
einem einheitlichen Gesetz moglich ist. Mit dem gleichen Verfahren wie es oben beschrieben wurde,
erhéilt man auf diese Art

Re =

F, , = C(Re)v*Sp. (5)

Der Faktor C'(Re) bezeichnet dabei eine Funktion von der Reynolds-Zahl, diese ist ein Ausdruck
davon, dass das zu losende Gleichungssystem mit vier Unbekannten nur drei Gleichungen besitzt,
der unbestimmte Parameter wird in C'(Re) zusammengefasst.



2.3 Buckingham’sches II-Theorem

Nachdem in dem vorherigen Abschnitt durch intuitive Methoden gute Ergebnisse erzielt wurden,

soll in diesem Abschnitt iiberlegt werden, ob dieses offenbar niitzliche Verfahren systematisiert

werden kann. Das ist notig, weil bei einer sehr groflen Zahl an beteiligten physikalischen Gréflen

eine Methode, wie sie fiir den freien Fall demonstriert wurde, nur noch schwer anzuwenden ist.
Ausgehend von einer mathematischen Beziehung in der Form

g = f(q1,---,qn) (6)

soll nun ein geeignetes Verfahren eingefiithrt werden.

Voraussetzungen

Zuvor allerdings soll auf einen Aspekt hingewiesen werden, welcher in den Beispielen ausgenutzt
wurde und auch hier die Grundlage fiir alle Uberlegungen bildet. Fiir die Gesetze in der Form (6)
wird die Homogenitit der Dimensionen gefordert. Diese Forderung beinhaltet drei Dinge:

e Beide Seiten einer Gleichung haben stets die gleiche Dimension.
e Treten Summen auf, so hat jeder Term in der Summe die gleiche Dimension.

e Die Argumente von Funktionen wie beispielsweise dem Logarithmus, der Exponentialfunktion
oder trigonometrischen Funktionen sind dimensionslos.

Im folgenden wird besonders der erste Punkt wichtig sein. Mit diesen Voraussetzungen erreicht
man schlielich eine Unabhéngigkeit vom gewéhlten Einheitensystem, was spéter notwendig sein
wird.

Verfahren
Fiir das Verfahren werde, wie bereits oben angegeben, allgemein ein Zusammenhang in der Gestalt

q = f(q1,---,qn)

angesetzt. Dabei seien die Grofen (qi,...,qn) ein vollstdndiger Satz physikalisch unabhéingiger

GroBen, so dass g vollstéindig durch diese beschrieben wird. Natiirlich kénnen die Gréfen (g1, - . ., gn)
dimensional abhéngig sein. Es wird daher zunéchst eine Teilmenge dimensional unabhéngiger

Groflen ausgewiihlt. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit werden im folgenden (g1, ...,qx) als

eine solche Teilmenge aufgefasst. Natiirlich muss diese Teilmenge grofitmoglich gewéihlt werden,

aulerdem ist sie nicht eindeutig.

Da die verbleibenden (qo, gx+t1,-- -, @) nach Voraussetzung dimensional von den (q1,...,qx)
abhéngig sind, lassen sich die Dimensionen dieser Gréflen durch die Dimensionen von Potenzpro-
dukten aus den Elementen der gewéhlten Teilmenge, also (g1, .- ., ¢k ), ausdriicken. Dieser Zusam-
menhang kann geschrieben werden als

Nj1 N N; .
Gl =la"%" ¢, i=0k+1,...n, [Njy]=1 (7)

Fiir eine bessere Nachvollziehbarkeit betrachte man einen Fall aus der Mechanik. Hier kann die
Dimension jeder physikalischen Gréfle in der Form

g = L8 T (®)

geschrieben werden. Aus den (g1, . . ., g, ) werden also drei dimensional unabhéingige GroBen gewiihlt.
Driickt man mit diesen die Dimension der Basisgréfien in der Form L = [qi\lqé\z qé\B] beziehungs-
weise analog fiir M und 7T aus und setzt das Potenzprodukt in die Gleichung (8) ein, erhélt man
lineare Gleichungssysteme in der Form

lj:lell+Nj212+Nj313, ]:0,k+1,,n

beziehungsweise analog fiir m; und ;.



Es ist jetzt also klar, wie die Exponenten Nj; bestimmt werden kénnen. Betrachtet man nun
die Gleichung (7), so lésst sich erkennen, dass durch IIp und II; mit

_ q0 _ Ak+1
o = No1 ,Noz . Nox’ = Nvyr Ntz Nktiyr
41 42 4y, 4 4z g
und [ = 1,...,n — k dimensionslose Groflen definiert werden. Diese Groflien heiflen Monome, ihr

Symbol ist auch der Grund fiir die Bezeichnung des Verfahrens als Buckingham’sches II-Theorem.
Setzt man im néchsten Schritt in das Monom Il fiir go die urspriingliche Definition aus (6) ein,
so erhélt man einen Ausdruck

I, = f(qh?qn)

0= q{\/mqé\/m o q]iVOk ’
Da aber die GréBen (gi41, - - -, ¢n) als Potenzprodukte multipliziert mit den zugehérigen Monomen

dargestellt werden konnen, lasst sich das auch schreiben als

N(k+1)1 N(k+1)k N, Nk
f(qla"'vqunlql qk 7'~'71_[nfl~cq1n1"'qkL

0= Noi N, N,
01 02 Ok
ql 2 e qk'

q

Dieser Zusammenhang lisst sich wiederum auch durch eine andere funktionelle Abhéngigkeit dar-
stellen

HO = (b((h»- "aqk7H17"~7Hn7k)~

An dieser Stelle wird die Homogenitdt der Dimension wichtig, die Funktion ¢ &ndert sich bei

Anderung der Einheiten nicht. Da nur die Gréfien (qi,. .., qx) eine Dimension besitzen, folgt
olly,  olly,  0Olly
o1 Og2 gy,

und somit sofort

[Ty = ¢(IT1, T, ..., T, ). |

An dem Ergebnis lisst sich sofort ablesen, dass die Zahl der physikalisch unabhéngigen Gréfien von
n auf n — k reduziert werden konnte. Das wiederum impliziert eine einfachere Behandlungsmoglich-
keit in Experimenten oder weiteren theoretischen Behandlungen. Allerdings lassen sich mit dem
vorgestellten Verfahren natiirlich nicht die expliziten funktionellen Abhingigkeiten bestimmen.

Zusammenfassung
Fiir die Anwendung auf die bereits betrachteten Bespiele sollen hier nocheinmal in kurzer Darstel-
lung die wichtigen Schritte bei der Verwendung des Buckingham Theorems skizziert werden:

e Bestimme einen vollstindigen Satz von physikalisch unabhiingigen Groflen (qq, .. ., ¢n), wel-
che qo vollsténdig beschreiben.

o Wihle aus diesem Satz eine grofitmogliche Teilmenge bestehend aus dimensional unabhéngigen
Groflen (¢1,.-.,qr)-

e Bilde die dimensionslosen Monome (IIg, ITy, ..., II,_g).

e Schreibe den Zusammenhang in der Darstellung ITy = ¢(I14, s, ..., II,,_x).

2.4 Beispiele B

Um zu Uberpriifen, ob das gefundene Verfahren tatséchlich die Ergebnisse liefert, wie sie bei der
anfianglichen Betrachtung erhalten wurden, sollen erneut die beiden Beispiele diskutiert werden.



2.4.1 Freier Fall

Es gelten die gleichen Vereinfachungen wie bereits in der ersten Analyse des freien Falls. Fiir die
Anwendung des Buckingham Theorems werde eine Abhéngigkeit in der Form

qo = f(m,t,m,g)

gemif (6) angenommen. Neben den Groflen der Fallstrecke x, Fallzeit ¢ und Beschleunigung g
wurde die Masse m als zusétzliche Grofle einbezogen. Hieran soll demonstriert werden, welches
Ergebnis das Verfahren liefert, wenn man eine Gréfle einbezieht, welche den Zusammenhang nicht
beeinflusst.

Bei der Wahl einer dimensional unabhéngigen Teilmenge muss zwingend die Masse m hinzugezo-
gen werden, da diese die einzige Grofle mit der Dimension einer Masse ist. Die beiden verbleibenden
Groflen kénnen beliebig ausgewiihlt werden, die einfachste Wahl ist sicherlich (z, ¢, m).

Wegen n — k =4 — 3 =1 bleibt ein Monom II;, welches sich zu

9

H T e——
LT N N2y Ns

bestimmt. Losen des Gleichungssystems fiir die Exponenten beziehungsweise einfaches Ablesen
liefert den Zusammenhang IT; = gt?/z. In diesem Fall werde gy = Il bereits als dimensionslos
angenommen, sodass sich insgesamt

oo ()

ergibt. Durch einen Vergleich stellt man fest, dass dies das gleiche Ergebnis wie schon bei der
intuitiven Methode ist.

2.4.2 Bewegung durch Fluid

Auch die Kraft auf ein Kérper bei der Bewegung durch ein Fluid soll mit den gleichen Festlegungen,
wie bereits oben beschrieben, nocheinmal mit Hilfe des Buckingham Theorems diskutiert werden.
Zunichst werde ein vollstandiger Satz an Groflen festgelegt, dazu identifiziere man

QO:F7 qQ =", 112:57 q3 = p und qa =1

Da es sich um rein mechanische Groflen handelt, muss eine Teilmenge von insgesamt drei dimen-
sional unabhingigen Grofien gewihlt werden, hier seien dies (v, S, p).
Die Bestimmung der Monome Iy und II; gelingt {iber eines der genannten Verfahren und ergibt

F F n n 1

- und I = oNar §Niz pNas v/ Sp " Re’

1o = UN01SN02pN03 UQSp

Dieses Ergebnis lisst sich also schreiben als

F i n
75 =9 <v Sp) = |F=o(Rep?Sp|

Im letzten Schritt wurde hierbei im Argument der Funktion ¢’, dem Inversen der Reynolds-Zahl,
die Kehrwertbildung in die funktionelle Abh#ingigkeit in ¢ iibernommen.

Auch in diesem Fall zeigt der Vergleich mit dem vorherigen Ergebnis in (5) eine Ubereinstimmung.
Die Anwendung des Verfahrens hat auch hier Erfolg gezeigt.

3 Weiterfiihrende Beispiele

3.1 Tropfen am Zugfenster

Wenn man im Zug sitzt und es draufien regnet, laufen die Wassertropfen bekanntlich schrig am
Fenster entlang. Die Frage ist nun, inwiefern man aus dem Winkel, mit dem der Tropfen am Fenster
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Abbildung 1: Diagramm der auf den Tropfen wirkenden Krifte und der sie beeinflussenden Ge-
schwindigkeiten. [5]

entlanglduft, die Geschwindigkeit des Zuges ermitteln kann.
In Abbildung 1 sind die Kréfte zu sehen, die die Bahn des Tropfens beeinflussen.
Némlich die senkrecht nach unten wirkende Gewichtskraft F, = mg, wobei m die Masse des
Tropfens beschreibt, die Reibungskraft Fyy zwischen dem Tropfen und der ihn umgebenden Luft,
sowie die Reibungskraft F}; zwischen Tropfen und Glasplatte. Wie in Abbildung 1 zu sehen, wirkt
F,q direkt der Geschwindigkeit des Tropfens entgegen. Folglich beeinflusst F,4 nur diese und nicht
die Bahn des Tropfens bzw. ihren Winkel.
Der Winkel ¢ wird somit nur beeinflusst von F, und Fy;. Abbildung 1 ist folgender Zusammenhang
zu entnehmen: P
g
tan ¢ = 7 (9)
Hierbei ist allerdings unklar, wie sich F,; genau bestimmt und wie sie von der Geschwindigkeit des
Zuges abhéngt. Dies soll nun mit Dimensionsanalyse untersucht werden.
Die Reibungskraft Fy mit [F;] = M LT~ hiingt sicherlich in gewisser Weise von den folgenden
physikalischen Gréflen ab (in Klammern die Dimensionen):

e Durchmesser des Tropfens D (L)

Geschwindigkeit des Zuges vipain (LT1)
e Dichte der Luft p (ML™3)
e Viskositiit der Luft n (ML~1T~1)

Da hier fiinf physikalische Gréflen bei drei relevanten Dimensionen auftauchen, ldsst sich das Gesetz
nach Buckingham durch zwei dimensionslose Parameter beschreiben. Dies sind

Fy

My = ——o—
2,,2
pD Utrain

; (10)

sowie
o pDUtrain

Ui

Hl = Re. (11)



Re bezeichnet hier die bei vielen hydrodynamischen Problemen wichtige Reynolds-Zahl. Somit gilt
Iy = f(Re) (12)

beziehungsweise
Fy = pD*v2,.. - f(Re). (13)

train

Hierbei bezeichnet f eine nicht ndher bekannte Funktion, die von der Reynolds-Zahl Re abhéngt.
Aufgrund der dimensionslosen Schreibweise gilt Gl. (13) fiir sdmtliche Fluide, sodass f durch
Messungen mit anderen Fliissigkeiten bestimmt werden kann. Dabei zeigt sich folgendes Verhalten
fiir die Funktion f(Re):

Re~ ! fiir Re < 10,

(14)
1 fiir Re > 100

iy {
Der Bereich 10 < Re < 100 ist ein in seinem Verlauf nicht niher bekannter Ubergangsbereich. Um
die Groflenordnung der hier giiltigen Reynolds-Zahl zu bestimmen, setzt man nun die typischen
Werte von p ~ 1,3 kg/m? fiir die Dichte von Luft sowie n ~ 1,5- 1075 kg/(sm) fiir die Viskositiit
ein. Nimmt man zusétzlich einen Tropfendurchmesser von etwa fiinf Millimetern an, stellt man
fest, dass die Reynolds-Zahl schon fiir Zuggeschwindigkeiten von vgrain > 2,5 m/s = 9 km/h den
Wert 1000 iibersteigt. Somit kann also fiir annéhernd alle Zuggeschwindigkeiten f(Re) als konstant
angenommen werden und Gl. (13) vereinfacht sich zu
Fyo<p-D*-v? (15)

* Utrain-

Setzt man dies in die Ausgangsgleichung (9) ein und stellt nach der gesuchten Geschwindigkeit

um, erhélt man
myg
rain . 16
Vtra K’/D%p-tangb (16)

Nimmt man nun fiir den Tropfen die Form einer Halbkugel an, ergibt sich dessen Masse zu m =
ﬁﬁD3 - puw, WObei p,, die Dichte des Wasser bezeichnet. Des Weiteren kénnen Dichte und Viskositét
der Luft sowie die Dichte des Wassers als annéhernd konstant angenommen werden, sodass sie sich
zu einer Konstante zusammenfassen lassen.

Mit diesen Annahmen vereinfacht sich Gl. (16) zu

D
rain — €~ . 17
ve ¢ \/ tan ¢ (17)

¢ bezeichnet dabei eine empirisch zu bestimmende Konstante. somit ldsst sich die Zuggeschwindig-
keit letztendlich aus einer Messung des Durchmessers des Tropfens und des Winkels seiner Bahn
bestimmen.

3.2 Geschwindigkeit von Wasserwellen

Wird eine Wasseroberfliche durch duflere Einfliisse aus ihrer Ruhelage gebracht, pflanzt sich eine
Welle fort. Die Geschwindigkeit u ([u] = LT 1), mit der sich diese Welle ausbreitet, héingt neben
der Dichte p des Wassers ([p] = ML™3) und der Wellenlinge A ([A\] = L) vor allem von den
Riickstellkréaften ab, die die Wellenbewegung aufrecht erhalten. Dies sind zum Einen die Gravitation
g ([g9] = LT?) und zum Anderen die Oberflichenspannung o des Wassers ([o0] = MT~?).

Gemif dem Vorgehen zum Buckingham-Theorem muss nun fiir die Dimensionsanalyse aus diesen
physikalischen Groflen eine Teilmenge dimensional unabhéngiger Groflen ausgewihlt werden, z.B.
(p, A, g). Unter Benutzung dieser Teilmenge lassen sich nun die folgenden zwei dimensionslosen
Parameter bilden, von denen der Zusammenhang vollstédndig beschrieben wird:

Iy = — 18
und o
1= g (19)



Somit gilt

vég::f<kgw) 20

mit einer nicht ndher spezifizierten Funktion f. Umgestellt nach der Wellengeschwindigkeit ergibt

sich fiir diese
o
u:\/)\g-f( ) (21)

A’pg
Dies ist die allgemeine Form der Abhéngigkeit. Untersuchungen haben jedoch gezeigt, dass z.B.
auf dem Meer bei relativ grofien Wellenlédngen, die jedoch klein im Vergleich zur Wassertiefe sind,
die Oberflichenspannung keine Rolle mehr spielt. Hier vereinfacht sich der Zusammenhang dann

“ =g (22)

3.3 Pendel

|
'.
|
|
|
F gravity = mg *

Abbildung 2: Schwingendes Pendel mit Masse m und Fadenlidnge [. Die Position ist durch den
Winkel ¢ eindeutig bestimmt. [5]

Die Position eines Pendels, wie es in Abbildung 2 zu sehen ist, wird eindeutig durch den Aus-
lenkungswinkel ¢ beschrieben. Unter der Annahme, dass das Pendel zum Zeitpunkt ¢ = 0 geruht
hat, héngt dieser Winkel ab von der Zeit ¢, der Fadenldnge I, der Masse m, der Gravitationsbe-
schleunigung g und der Anfangsauslenkung ¢g. Reibung soll hier vernachléssigt werden.

Da die untersuchte Grofle ¢ dimensionslos ist und die Dimension der Masse nur in der Masse des
Pendels selbst auftaucht, kann die Dimension Masse nicht durch andere Gréfien eliminiert werden.
Somit wird die Bewegung des Pendels entgegen der urspriinglichen Annahme also doch nicht von
der Masse beeinflusst.

Es verbleiben also fiinf physikalische Groflen mit zwei relevanten Dimensionen (Lénge und Zeit).
Folglich wird der gesuchte Zusammenhang von drei dimensionslosen Parametern beschrieben. Da
¢ und ¢ bereits dimensionslos sind, muss der dritte Parameter aus den drei iibrigen Gréflen zu-
sammengesetzt sein. Moglich ist z.B. t* =+t - Jng

Somit wird die Bewegung des Pendels beschrieben durch

¢ = f{t", do). (23)

Wobei f eine nicht ndher spezifizierte Funktion ist, die auch nicht notwendigerweise periodisch sein
muss. Da die Beobachtung jedoch zeigt, dass das Pendel eine periodische Bewegung durchléuft,
kann man trotzdem aus Gl. (23) auf die Periodendauer schlieflen. Periodizitéit besagt ja, dass

f(t* + 77, ¢0) = f(t*v ¢0) (24)
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fiir eine bestimmte dimensionslose Periodendauer 7*. Es gilt jedoch

el )

Zudem darf 7* nicht von den Pendeleigenschaften abhingen, da die dimensionslose Form in GI.
(23) fiir sémtliche Pendel gilt. Daraus folgt, dass fiir die Periodendauer eines Pendels gelten muss

Ty —. (26)

3.4 Ausbreitung von Explosionswolken

Eines der bekanntesten Beispiele fiir die Anwendung von Dimensionsanalyse ist sicherlich die Be-
rechnung der Explosionsstirke der Trinity-Atombombe, die am 16. Juli 1945 in der Wiiste von
New Mexico geziindet wurde, durch den britischen Physiker G. I. Taylor (1886 - 1975).

Der bei einer Atombombenexplosion entstehende Atompilz kann zu Beginn als anndhernd ku-
gelformig angesehen werden. Dann hingt sein Radius R im Wesentlichen von der seit der Ex-
plosion vergangenen Zeit ¢, der dabei freigesetzten Energie F sowie der Dichte p der Luft in der
er sich ausbreitet ab. Da hier vier physikalische Gréfien eine Rolle spielen und drei Dimensionen
vorkommen, muss es genau einen dimensionslosen Parameter geben, der den Zusammenhang be-
schreibt. Die Dimension der Masse taucht nur in der Energie und der Dichte auf. Dividiert man
diese durcheinander erhiilt man [E/p] = L>T~2. Damit ergibt sich dann folgender dimensionsloser
Parameter:

Et?
Nach Buckingham gibt es dann eine Funktion f mit
Et?
f <pR5> =0, (28)
was adquivalent ist zu
t2
RS = const. (29)

Taylor, der fiihrende Hydrodynamiker seiner Zeit, hatte sich den gesamten 2. Weltkrieg iiber im
Auftrag der britischen Regierung mit der Ausbreitung von Detonationswellen iiber und unter
Wasser beschéftigt. Thm gelang diese Konstante zu bestimmen, sodass er anhand von Fotos wie sie
in Abbildung 3 zu sehen sind, sehr genau die Explosionsstéirke der Trinity-Atombombe bestimmen
konnte. Er ermittelte einen Wert von ungefiihr 22 Kilotonnen TNT. Der, damals noch geheime,
offizielle Wert liegt bei 18-20 Kilotonnen TNT. Der von Taylor ermittelte Wert ist also fiir die doch
recht rudimentére Methode sehr genau.

Abbildung 3: Bilder des Trinity-Testes vom 16. Juli 1945, die spéter von der amerikanischen Re-
gierung verdffentlicht wurden. [6]

12



3.5 Wairmeleitung

Ein Fluid mit der Temperatur Ty bewege sich gleichférmig mit der Geschwindigkeit w an einer
Platte der Temperatur T}, vorbei (sieche Abbildung 4).

Te

ST
Fluid

Abbildung 4: Skizze des Aufbaus des Gedankenexperiments zur Wirmeleitung, Quelle: eigenes
Werk

Sei nun Ty < T),. Dann findet ein Wiarmetransfer ¢ pro Fliche von der Platte zum Fluid statt.
Dieser hat die Form
q=h- (I, = Ty). (30)

Die Frage ist nun, wie der Wirmeiibergangskoeffizient h ([h] = MT~30©~!) bestimmt ist. Er héingt
ab von folgenden Grofien (in Klammern die Dimensionen)

e Abstand Fluid-Platte = (L),
Geschwindigkeit u (LT 1),

Dichte des Fluids p (M L™3),
Viskositét des Fluids n (ML~1T—1),

e spezifische Wirmekapazitiit ¢, (L*T2071),
e Wirmeleitfihigkeit k (MLT3071).

Es tauchen also sieben physikalische Grofien mit vier Dimensionen auf. Somit wird der Zusammen-
hang durch drei dimensionslose Parameter beschrieben. Als dimensional unabhéngige Teilmenge
kann man z.B. (x, p, , k) wihlen. Das fiihrt dann auf die drei dimensionslosen Parameter

e Reynolds-Zahl: Re = uzxp/n,
e Prandtl-Zahl: Pr = nc,/k,
e Nusselt-Zahl: Nu = hz/k.
Der Wirmeiibergangskoeffizient ist dann durch
Nu = f(Re, Pr) (31)

bestimmt. Wobei f eine nicht niher zu spezifizierende Funktion ist.

3.6 Fallende Kugel mit Reibung

Eine Kugel der Masse m falle von der Hohe hy mit der Anfangsgeschwindigkeit vy < 0 senkrecht
nach unten durch ein Fluid, z.B. Luft. Eine Skizze dazu ist in Abbildung 5 zu sehen.
Die momentane Hohe y der Kugel hingt ab von

e vergangener Zeit t,
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Abbildung 5: Skizze der fallenden Kugel mit Anfangsgeschwindigkeit vg. [4]

Masse der Kugel m,

Gravitation g,

Anfangshohe hy,

Anfangsgeschwindigkeit v,

Reibungskoeffizient k.

Der Reibungskoeffizient hat bei linearer Reibung der Form Fiep, = k- v die Dimension [k] = M 71
und bei quadratischer Reibung der Form Fl., = k - v? die Dimension k] = M L~1. Bei sieben
physikalischen Groflen und drei Dimensionen wird der Zusammenhang in beiden Féllen durch
jeweils vier dimensionslose Parameter beschrieben.

3.6.1 Lineare Reibung

Lineare Reibung (auch Stokesche Reibung) tritt insbesondere bei kleinen Koérpern auf, die sich
nicht allzu schnell bewegen. Die Reibungskraft hat hier die Form Fiep = k - v. Die Bewegung der
Kugel wird dabei durch folgende Differentialgleichung beschrieben

d?y dy
PR A — k.=, 2
g ™ dt (32)
Dies lédsst sich umformen zu )
dy k dy
A A ) 33
aw T Y (33)

Um nun diese Differentialgleichung zu entdimensionalisieren fithrt man zunéchst die folgenden
dimensionslosen Variablen ein:

i und T= b |UO‘. (34)

y =2
h() hO

Die Kugel fallt nun von Y = 1 nach Y = 0. Bei 7 = 1 ist die Zeit vergangen, die die Kugel mit
der anfinglichen Geschwindigkeit vy fiir die Strecke hg gebraucht hiitte. Setzt man diese neuen
Variablen in Gl. (33) ein erhilt man nach korrekter Transformation der Differentiale letztendlich
die Differentialgleichung
d’Yy dy
-—+Cp-— =-1. 35
dr? +ep (35)

F
" dr
Mit den dimensionslosen Parametern Froude-Zahl

2 2
Yo _ MY (36)

Fr= ,
gho  mghg
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die das Verhéltnis aus anfanglicher kinetischer und potentieller Energie angibt, sowie dem Verhéltnis
aus anfinglicher Reibungskraft und der Gewichtskraft

_ Klvo|

Cp (37)

mg
Man sieht schon hier dass die Zahl der die Bewegung beeinflussender Parameter in Gl. (35) von
sieben auf vier reduziert werden konnte. Dies funktioniert jedoch nur fiir vg # 0, da ansonsten 7
keine Variable darstellt.
Um den Einfluss von F'r und Cp genauer zu untersuchen kann man zwei Extremfille betrachten.

1. Fir Cp — 0, d.h. die anfingliche Reibungskraft ist klein gegeniiber der Gewichtskraft,
reduziert sich Gl. (35) auf
Fr p 1. (38)
Die Trajektorie hat also die Form einer Parabel, wie sie auch ohne den Einfluss von Reibung
aufgetreten wire. Man sieht das die Dauer des gesamten Falls mit steigender Froude-Zahl
zunimmt. In Abbildung 6 sind Trajektorien fiir verschiedene Froude-Zahlen aufgetragen.

1.0 L3 l Ll I T E L | I T
=
e N
-
.
08 F = » -
.
& . i,
B ] - PRI ] =
= . Fr=10.01
o v,
R=1 * A‘.’ " . Fr = U.i
g 0.6 " - a®, "'
a . LY, 4 Fr=05
— * ¥,
[ v,
a L - A‘ .. Ve * Fr= ] ;
S . . a Yo v, .
2 . . Y Y v =5
o 04 . v -
. s % 'v‘
. P v
T | [] . A 0‘ v
=] A ¢ v 7
(=3 . A * V‘,
Z. A * v
02 . a ., v, 4
- -* 7‘
. » A * "
Fy * h{
- ] A * Yy J
A * "'
. . ’. v
0.0 ) | s ] L la L 1 h
0.0 0.2 04 0.6 0.8 10

Non-dimensional time (7)

Abbildung 6: Dimensionslose Trajektorien fiir verschiedene Froude-Zahlen bei vernachldssigharen
Reibungskoeffizienten (Cp — 0 fiir lineare bzw. ¢4 — 0 fiir quadratische Reibung). [4]

2. Fir Fr — 0 reduziert sich Gl. (35) auf

av _

Cp dr

~1. (39)
Dieser Fall kann z.B. erreicht werden wenn man hq sehr stark vergroflert aber gleichzeitig vg
und g konstant hélt. Man erkennt, dass die Kugel in diesem Fall eine konstante Geschwin-
digkeit von V' = —1/Cp besitzt.

Physikalisch lasst sich dies folgendermaflen erkldren. Die Kugel wird ja so lange von der
Gewichtskraft beschleunigt, bis die stdrker werdende Reibungskraft die Gewichtskraft aus-
gleicht. Von da an bewegt sich der Ball mit der dann erreichten Geschwindigkeit gleichférmig
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weiter.

Hier wird die Kugel nun aus einer so grolen Hohe hg abgeworfen, dass die kurze Phase der
Beschleunigung verglichen mit der gesamten Fallhthe nicht mehr ins Gewicht fillt und die
Kugel quasi instantan die Endgeschwindigkeit erreicht. In Abbildung 7 sind Trajektorien fiir

verschiedene Geschwindigkeiten V' zu sehen.

1.0

o o o
Y o o0

Non-dimensional position (Y)

e
(W)

0.0

0.0 04 0.8 1.2 1.6 20
Non-dimensional time (7)

Abbildung 7: Dimensionslose Trajektorien fiir verschiedene Endgeschwindigkeiten V' = —1/Cp

(lineare Reibung) bzw. V' = —1/,/¢q (quadratische Reibung). [4]

3.6.2 Quadratische Reibung

Quadratische Reibung tritt vor allem bei Koérpern auf, die sich sehr schnell bewegen. Denn bei
schnellen Bewegungen, kommt es zusétzlich zu wahrnehmbaren Druckunterschieden zwischen Vorder-
und Riickseite des Kérpers (vorne grofler, hinten kleiner), die den Korper zusétzlich bremsen. Bei
quadratischer Reibung hat die Reibungskraft die Form Fiej, = k - v2. Somit ergibt sich fiir die

Differentialgleichung, die die Bewegung des Balls beschreibt,

d?y dy\?
el A k(22
g T T (dt>

2y k (dy\®
dtz*m'(dt -

Fiihrt man wieder die dimensionslosen Variablen aus Gl. (34) ein ergibt sich letztendlich

42y dy \?
Fr- 2" —¢c,- [=—) =-1
" dr? €d (dT) ’

beziehungsweise

mit der Froude-Zahl Fr aus Gl. (36) und dem dimensionslosen Reibungskoeffizienten

kv?
Cd = —,
myg
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der wieder das Verhiltnis aus anfénglicher Reibungskraft und Gewichtskraft beschreibt.
Die beiden Extremfiille sind prinzipiell &hnlich zu denen mit linearer Reibung.

1. Fiir ¢4 — 0 ergibt sich wieder Gl. (38). Es ergeben sich also wieder parabelférmige Trajekto-
rien, wie sie in Abbildung 6 zu sehen sind.

2. Fiir Fr — 0 reduziert sich Gl. (42) auf

o () "

Die Kugel bewegt sich also mit der gleichférmigen Geschwindigkeit V' = —1/,/¢q nach unten
(siehe Abbildung 7). Die Griinde fiir die quasi nicht vorhandene Beschleunigung sind die
gleichen wie bei linearer Reibung.

4 Diskussion

Bei der Anwendung der Dimensionsanalysemethoden hat sich im Rahmen dieser Arbeit gezeigt,
dass die Dimensionsanalyse hiufig eine effiziente Alternative bei der Behandlung von sehr unter-
schiedlichen Phanomenen darstellt. Zwar kann sie andere Methoden zur Bestimmung von physika-
lischen Gesetzen nicht ersetzen, aber, wie in den Beispielen deutlich wurde, hat sie sich besonders
in der Stromungsdynamik erfolgreich gezeigt.

Die Schwierigkeit bei der Anwendung dieser Methode besteht meistens darin, die richtigen
physikalisch unabhéngigen Groflen auszuwéhlen, mit denen das Verfahren sinnvolle Beziehungen
zwischen den Groflen herstellt. Abschliefend sei nocheinmal auf die Einfachheit ihrer Anwendung
hingewiesen, was zu einer hidufigen Nutzung motivieren sollte.
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