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1 Wiederholung StreutheorieBevor die Partialwellenentwi
klung angegangen wird, ist hier das Wi
htigste der allgemeinen Streu-theorie, die die Grundlage der Partialwellenentwi
klung bildet, aufgeführt.Die Streuung einer Welle oder eines Wellenpaketes an einem Streupotential V (~r) ist dur
h dieS
hrödingerglei
hung
[

− ~
2

2m
~∇2 + V (~r)

]

ψ~k(~r) = E~kψ~k(~r) (1)mit der Energierelation E~k = ~
2~k2

2m bes
hrieben. Das Streupotential muss dafür die Sommerfeld-s
hen Randbedingungen erfüllen. Diese beinhalten, dass das Potential s
hneller als 1/r abfällt undsomit für r → ∞ vers
hwindet. Die S
hrödingerglei
hung lässt si
h unter Berü
ksi
htigung derRandbedingungen asymptotis
h für groÿe r zu
ψk(~r) = ei

~k·~r +
1

r
eikrfk (ϕ, ϑ) (2)lösen. Dabei bes
hreibt der erste Term eine ebene Welle und der zweite Term eine gestreute, auslau-fende Kugelwelle mit der Streuamplitude fk(ϕ, ϑ). Betra
htet man die Wahrs
heinli
hkeitsstrom-di
hten der ebenen Welle und der auslaufenden Kugelwelle, so erhält man für den di�erentiellenWirkungsquers
hnitt

dσ

dΩ
= |fk (ϕ, ϑ)|2 .Au
h dur
h Betra
htung der Streuung eines Wellenpaketes erhält man genau diese Glei
hung. EinStreuproblem lässt si
h also komplett dur
h die Streuamplitude fk(ϕ, ϑ) bes
hreiben!2 Partialwellenentwi
klung2.1 MotivationDie Partialwellenentwi
klung soll Streuprobleme mit kugelsymmetris
hem Streupotential V (~r) =

V (r) lösen. Obwohl mit der Borns
hen Näherung s
hon eine Lösungsmethode für kugelsymmetri-s
he Streuprobleme für groÿe Energien bekannt ist, fehlt no
h eine Lösung für kleine Energien. Die-se soll mit der Partialwellenentwi
klung gefunden werden. Au
h andere S
hwä
hen der Borns
henNäherung, wie z.B. die Verletzung des optis
hen Theorems, sollen in der Partialwellenentwi
klungni
ht mehr auftau
hen. Es wird also eine bessere Lösungsmethode insbesondere für kleine Energiegesu
ht.2.2 AllgemeinesDa in der Partialwellenentwi
klung nur kugelsymmetris
he Streupotentiale V (~r) = V (r) betra
htetwerden, vereinfa
ht si
h die Winkelabhängigkeit der die S
hrödingerglei
hung Gl. (1) lösendenWellenfunktion ψ(ϕ, ϑ) = ψ(ϑ). Die winkelabhängigen Eigenfunktionen dieser Wellenfunktion sindbekannt. Es sind die Legendre-Polynome Pℓ(cosϑ). Da die Legendre-Polynome eine orthogonaleBasis bilden, kann die Wellenfunktion na
h ihnen entwi
kelt werden:
ψ(~r) =

∞∑

ℓ=0

uℓ(r)

r
Pℓ(cosϑ) .Dabei wird hier der radialabhängige Koe�zient uℓ(r)/r als Radialfunktion uℓ(r) dur
h r ges
hrie-ben, damit der radiale Anteil der S
hrödingerglei
hung lei
hter separiert werden kann. Der multi-plikative Ansatz ergibt die separierte radiale S
hrödingerglei
hung

(
∂2

∂r2
+ k2 − ℓ(ℓ+ 1)

r2
− 2m

~2
V (r)

)

uℓ(r) = 0 (3)mit den Randbedingungen
uℓ(0) = 0 (4)

V (r → ∞) = 0 .2



Das Vers
hwinden der Radialfunktion für r = 0 ergibt si
h aus dem geforderten Abfallen desPotentials, das dann für r → 0 divergiert und die Aufenthaltswahrs
heinli
hkeit und somit dieWellenfunktion im Zentrum des Streupotentials zu Null fordert.Um Glei
hung 3 zu lösen, wird in zwei S
hritten vorgegangen. Zunä
hst wird ein freies Teil
henin der Partialwellenentwi
klung betra
htet, und dann wird die Änderung der Lösung dur
h einStreupotential hinzugefügt.2.3 Freies Teil
henGanz allgemein gilt für ein freies Teil
hen ψ0
k(~r) = eikrx mit x := cosϑ. Da ein freies Teil
henbetra
htet wird, ist das Streupotential V (r) = 0. Man kann natürli
h trotzdem na
h Partialwellenbzw. Legendre-Polynomen entwi
keln:

ψ0
k(~r) =

∞∑

ℓ=0

uℓ(r)

r
Pℓ(x) .Die radiale S
hrödingerglei
hung Gl. (3) vereinfa
ht si
h zu

(
∂2

∂r2
+ k2 − ℓ(ℓ+ 1)

r2

)

uℓ(r) = 0 .Die Lösung dieser Glei
hung ist bekannt und dur
h die sphäris
hen Besselfunktionen jℓ(ρ) =

(−ρ)ℓ
(

1
ρ

d
dρ

)ℓ
1
ρ sin ρ zu

uℓ(r) = Cℓ r jℓ(kr)gegeben. Die sphäris
hen Neumannfunktionen nℓ(ρ) = (−ρ)ℓ
(

1
ρ

d
dρ

)ℓ
1
ρ cos ρ lösen die Glei
hungzwar au
h, erfüllen jedo
h ni
ht die Randbedingungen aus Glei
hung 4. Um die Koe�zienten Cℓzu bestimmen, wird die Radialfunktion uℓ(r) in die Partialwellenentwi
klung des freien Teil
henseingesetzt:

ψ0
k(~r) =

∞∑

ℓ=0

Cℓ jℓ(kr)Pℓ(x)Diese entwi
kelte Form wird dann mit der S
hreibweise des freien Teil
hens als ebene Welle glei
h-gesetzt, beide Seite werden mit einem Legendre-Polynom Pℓ(x) multipliziert und über dx integriert:
1
ˆ

−1

eikrxPℓ(x) dx =

1
ˆ

−1

∞∑

ℓ=0

Cℓ jℓ(kr)Pℓ(x)Pℓ′ (x) dx

=

∞∑

ℓ=0

Cℓ jℓ(kr)
2

2ℓ + 1
δℓℓ′

= Cℓ jℓ(kr)
2

2ℓ + 1
.Das Integral auf der linken Seite der Glei
hung lässt si
h ni
ht trivial lösen. Deshalb wird zurweiteren Umformung der Glei
hung das asymptotis
he Verhalten für r → ∞ betra
htet. Diesist mögli
h, da nur die Koe�zienten bestimmt werden sollen, die selbst unabhängig von r sind.Als erstes wird die linke Seite der Glei
hung (lhs) betra
htet. Die Integration wird als partielleIntegration ausgeführt und dann abges
hätzt:

1
ˆ

−1

eikrxPℓ(x) dx =
1

ikr

[
eikrxPℓ(x)

]1

−1
− 1

ikr

1
ˆ

−1

eikrxP ′
ℓ(x) dx

︸ ︷︷ ︸

O(1/r)
︸ ︷︷ ︸

O(1/r2)

=
1

ikr

(
eikr − (−1)ℓe−ikr

)
+O(1/r2)

r→∞
=

iℓ

ikr

(

ei(kr−ℓπ

2
) − e−i(kr−ℓπ

2
)
)3



Bei der Abs
hätzung wird benutzt, dass das Integral ´ 1
−1
eikrxP ′

ℓ(x) dx von der glei
hen Art ist wiedas Anfangsintegral ´ 1
−1 e

ikrxPℓ(x) dx, wel
hes, wie in der partiellen Integration deutli
h wird, vonder Ordnung 1/r ist. Des weiteren wird die Eigens
haft der Legendre-Polynome Pℓ(±1) = (±1)ℓund die Exponentials
hreibweise i±ℓ =
(
ei

π

2

)±ℓ
= e±iℓπ

2 benutzt.In der re
hten Seite der Glei
hung (rhs) wird nur das asymptotis
he Verhalten für r → ∞ derBesselfunktionen eingesetzt:
Cℓ jℓ (ρ := kr)

2

2ℓ+ 1
=

2

2ℓ+ 1
Cℓ(−ρ)ℓ

(
1

ρ

d

dρ

)ℓ
1

ρ
sin ρ

r→∞
=

2Cℓ(−1)ℓ

2ℓ+ 1

1

ρ

(
d

dρ

)ℓ

sin ρ

=
2Cℓ(−1)ℓ

2ℓ+ 1

(−1)ℓ

ρ
sin

(

ρ− ℓ
π

2

)

=
2Cℓ

2ℓ+ 1

1

2iρ

(

ei(ρ−ℓπ

2
) − e−i(ρ−ℓπ

2
)
)Dabei wird bei der Ableitung jeweils der Summand der Produktregel, dessen Ordnung in 1/r höherist, verna
hlässigt und dℓ

dρℓ sin ρ = (−1)ℓ sin
(
ρ− ℓπ2

) benutzt.Fügt man jetzt die beiden umgeformten Seiten der Glei
hung wieder zusammen, erhält man diegesu
hten Koe�zienten:
iℓ

ikr

(

ei(kr−ℓπ

2
) − e−i(kr−ℓπ

2
)
)

=
Cℓ

2ℓ+ 1

1

ikr

(

ei(kr−ℓπ

2
) − e−i(kr−ℓπ

2
)
)

⇔ Cℓ = iℓ(2ℓ+ 1)Damit ist die Partialwellenentwi
klung des freien Teil
hens komplett bestimmt. Da in der allgemei-nen Streutheorie nur Aussagen über die asymptotis
he Wellenfunktion gema
ht werden können,soll hier au
h die Asymptotik betra
htet werden:
ψ0
k(~r) =

∞∑

ℓ=0

iℓ(2ℓ+ 1)jℓ(kr)Pℓ(x)

r→∞
=

∞∑

ℓ=0

iℓ(2ℓ+ 1)
1

2ikr

(

ei(kr−ℓπ

2
) − e−i(kr−ℓπ

2
)
)

Pℓ(x) (5)Der erste Summand in der Klammer kann als auslaufende Kugelwelle interpretiert werden, währendder zweite Summand der Klammer einer einlaufenden Kugelwelle entspri
ht. Die ebene Welle desfreien Teil
hens wurde also in der Partialwellenentwi
klung eine Überlagerung von einlaufendenund auslaufenden Kugelwellen.2.4 Teil
hen im StreupotentialNa
h der Lösung der Partialwellenentwi
klung des freien Teil
hens wird jetzt ein Teil
hen im Streu-potential V (r) betra
htet. Dazu wird das allgemeine asymptotis
he Verhalten der Wellenfunktionbei einem Streuproblem aus Gl. (2) und die asymptotis
he Partialwellenentwi
klung der ebenenWelle aus Gl. (5) benötigt. Es gilt also für r → ∞

ψk(~r) = ψ0
k(~r) + fk(ϑ)

1

r
eikrund ψ0

k(~r) =

∞∑

ℓ=0

iℓ(2ℓ+ 1)
1

2ikr

(

ei(kr−ℓπ

2
) − e−i(kr−ℓπ

2
)
)

Pℓ(x) .Da die gestreute Welle eine auslaufende Kugelwelle ist, wird für vor den Term der auslaufendenKugelwelle des freien Teil
hens ein Faktor Sℓ(k) := 1 + gestreuter Anteil ges
hrieben. Die Lösungfür ein Teil
hen im Streupotential ist damit
ψk(~r) =

∞∑

ℓ=0

iℓ(2ℓ+ 1)
1

2ikr

(

Sℓ(k)e
i(kr−ℓπ

2
) − e−i(kr−ℓπ

2
)
)

Pℓ(x) .4



Wie genau Sℓ(k) und die Streuamplitude fk(ϑ) zusammenhängen, wird hier ni
ht ersi
htli
h. Umdie Streuamplitude jedo
h trotzdem zu bestimmen, wird zunä
hst der Anteil der gestreuten Welleextrahiert. Dafür wird die einlaufende Kugelwelle weggelassen und die De�nition von Sℓ(k) benutzt:
φk(~r) =

∞∑

ℓ=0

iℓ(2ℓ+ 1)
1

2ikr
(Sℓ(k)− 1) ei(kr−ℓπ

2
)Pℓ(x)Vor einer weiteren Umformung sollen zunä
hst einige Überlegungen zu dem Faktor Sℓ(k) angestelltwerden. Da nur elastis
he Streuung betra
htet wird muss |Sℓ(k)|2 = 1 gelten, da sonst mehr oderweniger Wellenanteil auslaufend würde als einlaufen, was im direkten Widerspru
h zur elastis
henStreuung steht. Dur
h diese neue Eigens
haft lässt si
h der Faktor ums
hreiben zu Sℓ(k) = e2iδℓ(k)mit den Streuphasen δℓ(k).Dur
h diese Umformulierung lässt si
h die gestreute Welle weiter umformen:

φk(~r) =

∞∑

ℓ=0

iℓ(2ℓ+ 1)
1

2ikr
(Sℓ(k)− 1) ei(kr−ℓπ

2
)Pℓ(x)

=

∞∑

ℓ=0

iℓ(2ℓ+ 1)
1

2ikr

(

e2iδℓ(k) − 1
)

ei(kr−ℓπ

2
)Pℓ(x)

=

∞∑

ℓ=0

iℓ(2ℓ+ 1)
1

kr
eiδℓ(k) sin (δℓ(k)) e

i(kr−ℓπ

2
)Pℓ(x)

=

∞∑

ℓ=0

(2ℓ+ 1)
1

kr
eiδℓ(k) sin (δℓ(k)) e

ikrPℓ(x)Die Streuamplitude ergibt si
h dann na
h φk(~r) = 1
r e

ikrfk(ϑ) zu
fk(ϑ) =

1

k

∞∑

ℓ=0

(2ℓ+ 1)eiδℓ(k) sin (δℓ(k))Pℓ(x) .Aus der Streuamplitude kann der totale Wirkungsquers
hnitt bere
hnet werden:
σ =

ˆ

|fk(ϑ)|2 dΩ

= 2π

1
ˆ

−1

|fk(ϑ)|2 dx

=
4π

k2

∞∑

ℓ=0

(2ℓ+ 1) sin2 (δℓ(k))An dieser Stelle lässt si
h optis
he Theorem
σ =

4π

k
Im [fk(ϑ = 0)]erkennen. Die Hauptaussage des optis
hen Theorems ist die Teil
henstromerhaltung. Der Wel-lenanteil, der in der eben Welle hinter dem Streupotential fehlt, entspri
ht genau der gestreutenWelle.Na
hdem sowohl die Streuamplitude als au
h der totale Wirkungsquers
hnitt bestimmt wurdensoll kurz re�ektiert werden, wie nahe die Lösung des Streuproblems s
hon gerü
kt ist. Vor derPartialwellenentwi
klung fehlte nur die Streuamplitude fk(ϑ) zur kompletten Bes
hreibung desStreuproblems. Jetzt ergab si
h für diese Streuamplitude eine Formel mit unendli
h vielen unbe-kannten Streuphasen δℓ(k). Die Partialwellenentwi
klung s
heint also nur dann sinnvoll zu sein,wenn die Summe über alle ℓ mögli
hst früh abgebro
hen werden kann.Um diese Abbru
hbedingung zu �nden betra
hte man den klassis
hen Drehimpuls eines Teil
hensnahe des Streupotentials ∣

∣
∣~L

∣
∣
∣ = |~r × ~p| = bp0 = b

√
2mE mit p0 als Vorwärtsimpuls und b alsEntfernung vom Streupotentialzentrum (vgl. Abbildung 1). Da nur kurzrei
hweitige Streupotentiale5



betra
htet werden kann eine maximale Rei
hweite des Potentials R bestimmt werden. Für alleTeil
hen mit b > R �ndet praktis
h keine Streuung statt. Für gestreute Teil
hen gilt also b ≤ Rund somit ∣∣∣~L∣∣∣ ≤ R
√
2mE. Betra
htet man diese Unglei
hung quantenme
hanis
h wird daraus mitder Energierelation Ek = ~

2k2

2m

√

ℓ(ℓ+ 1) ≤ R
√
2mE

⇔ ℓ ≤
√

ℓ(ℓ+ 1) ≤ R
√
2mE ≤ 1

~
R
√
2mE = kR .

Abbildung 1: Teil
hen nahe am Streupotential [1℄Die Abbru
hbedingung lautet also ℓ ≤ kR, woran deutli
h zu sehen ist, dass die Partialwellenent-wi
klung als Lösungsverfahren für kleine Energien und somit für kleine kR geeigneter ist als fürgroÿe Energien.2.5 ZusammenfassungNo
hmal Zusammengefasst hat die Partialwellenentwi
klung ψk(~r) =
∑∞

ℓ=0Rℓ(r)Pℓ(x) also folgen-de allgemeine Ergebnisse gebra
ht:Streuamplitude: fk(ϑ) =
1

k

∞∑

ℓ=0

(2ℓ+ 1)eiδℓ(k) sin (δℓ(k))Pℓ(x)Wirkungsquers
hnitt: σ =
4π

k2

∞∑

ℓ=0

(2ℓ+ 1) sin2 (δℓ(k))Abbru
hbedingung: ℓ ≤ kRDazu wurde zunä
hst ein freies Teil
hen unter Berü
ksi
htigung der Randbedingungen des Streu-potentials in Partialwellen entwi
kelt. Das Ergebnis wird dann um einen, einer auslaufenden Ku-gelwelle entspre
hendem, Term ergänzt. Aus dieser Gesamtlösung kann dann die Streuamplitudeentnommen werden. Da jedo
h keine Formel für die Streuamplitude nur Abhängig vom Streupo-tential gefunden wurde, muss bei jeder Anwendung der Partialwellenentwi
klung die komplettehier vorgestellte Methodik benutzt werden. Dies soll in der Beispielre
hnung verdeutli
ht werden.3 Beispielre
hnungEs soll die Streuung an einer harten Kugel bere
hnet werden. Das Potential einer harten Kugel ist
V (r) =

{

∞ für r ≤ R

0 für r > Rund erfüllt somit sowohl die Kugelsymmetrie als au
h die Randbedingung, dass es für r → ∞vers
hwindet. Allerdings bringt das Potential der harten Kugel die weitere Randbedingung ψk(r <
R) = 0 mit si
h. Dur
h diese neue Randbedingung ändert si
h die Lösung des freien Teil
hens, dajetzt au
h die zuvor verworfenen Neumannfunktionen die radiale S
hrödingerglei
hung des freienTeil
hens lösen. Die allgemeine radiale Lösung für V (r) = 0 wird also zu

Rℓ(r) = aℓjℓ(kr) + bℓnℓ(kr) .6



Aus dem Verhalten der gestreuten Welle für r → ∞ können die Koe�zienten aℓ und bℓ bestimmtwerden. Dazu betra
htet man zunä
hst die Asymptotik der Lösungsfunktionen
jℓ(kr)

r→∞
=

1

kr
sin

(

kr − ℓ
π

2

)

nℓ(kr)
r→∞
= − 1

kr
cos

(

kr − ℓ
π

2

)und konstruiert daraus eine Linearkombination, die proportional zu 1
r e

ikr ist. Dies ist gerade dieHankel Funktion erster Art:
h+ℓ (kr) = jℓ(kr) + inℓ(kr) =

1

ikr
ei(kr−ℓπ

2
)Als Gesamtlösung ergibt si
h damit dann

ψk(~r) =

∞∑

ℓ=0

(2ℓ+ 1)iℓ
(
γℓh

+
ℓ (kr) + jℓ(kr)

)
Pℓ(x)wobei der erste Term der gestreute Welle und der zweite Term der ebene Welle entspri
ht. DerKoe�zient γℓ kann aus der Randbedingung ψk(R) = 0 zu γℓ = − jℓ(kR)

nℓ(kR) bestimmt werden. Aus derGesamtlösung lässt si
h der Anteil der gestreuten Welle und daraus die Streuamplitude extrahieren.Für die Streuamplitude ergibt si
h so
f(ϑ) =

i

k

∞∑

ℓ=0

(2ℓ+ 1)

(
jℓ(kR)

h+ℓ (kR)

)

Pℓ(x) .Der totale Wirkungsquers
hnitt kann trivial zu
σ =

4π

k2

∞∑

ℓ=0

(2ℓ+ 1)
j2ℓ (kR)

n2
ℓ(kR) + j2ℓ (kR)bestimmt werden.Um einen Verglei
h zum klassis
hen Wirkungsquers
hnitt σklassis
h = πR2 zu haben werden hierno
h zwei Grenzfälle betra
htet:1. kR ≪ 1 : Die Summe darf laut der Abbru
hbedingung na
h ℓ = 0 abgebro
hen werden. DieBessel- und Neumannfunktionen für ℓ = 0 werden wie folgt genähert

j0(kR) ≈ kR

n0(kR) ≈ 1 .Damit ergibt si
h dann für den totalen Wirkungsquers
hnitt
σkR≪1 ≈ 4πR2also das vierfa
he des klassis
hen Wirkungsquers
hnittes.2. kR ≫ 1 : Na
h einer längeren Re
hnung ohne frühzeitiges Abbre
hen der Summe oder s
hönesNähern der Bessel- und Neumannfunktionen ergibt si
h der totale Wirkungsquers
hnitt zu
σkR≫1 ≈ 2πR2also dem doppelten des klassis
hen Wirkungsquers
hnittes.Literatur [1℄ G. Münster ; Quantentheorie, 2. Au�age ; de Gruyter, 2010[2℄ W. Nolting ; Grundkurs Theoretis
he Physik 5/2, 7.Au�age ; Springer, 2011[3℄ M. Böhm ; Quantenme
hanik ; Skript7
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